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1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. I

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DK00]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, µ) taka, »e G jest wyposa»one w struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej
o tej wªasno±ci, »e dziaªanie grupowe µ : G × G → G oraz odwzorowanie ε : g 7→ g−1 : G → G s¡
gªadkie.

Przykªad: Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡, a G := GL(V ) ⊂ End(V ) b¦dzie grup¡
odwracalnych endomor�zmów przestrzeni V .

Odwzorowania doª¡czone: Oznaczmy g := TeG (tutaj e ∈ G jest elementem neutralnym), a
przez Ag : G → G automor�zm wewn¦trzny Ag(x) := gxg−1, x, g ∈ G. Odwzorowanie Ag jest
odwzorowaniem gªadkim o wªasno±ci Ag(e) = e. W szczególno±ci, mamy odwzorowanie styczne
(Ag)∗|e : g→ g, które standardowo oznacza si¦ przez Adg (lub Adg, od angielskiego �adjoint�).

Lemat Odwzorowanie Ad : g 7→ Adg : G → End(g) jest reprezentacj¡ G w przestrzeni wektorowej
g (któr¡ nazywamy reprezentacj¡ doª¡czon¡ ).

Dowód �atwo widzie¢, »e Ag jest odwzorowaniem odwracalnym (z odwrotnym Ag−1), wi¦c Adg ∈
GL(g). Ponadto, Ag1g2 = Ag1Ag2 , sk¡d Adg1g2 = Adg1Adg2 , czyli Ad jest homomor�zmem. �

Zauwa»my, »e odwzorowanie Ad jest odwzorowaniem gªadkim, w szczególno±ci mamy odwzorowanie
styczne Ad∗|e : TeG → TIGL(g). Wiemy, »e TIGL(g) = End(g), otrzymali±my wi¦c odwzorowanie
ad : g→ End(g), X 7→ adX (standardowe oznaczenie adX lub adX).

Poªó»my
[X, Y ] := adXY,X, Y ∈ g.

Przykªad: Dla G = GL(V ) mamy g = TeG = End(V ), a odwzorowanie Ax : y 7→ xyx−1 : G → G
jest ograniczeniem odwzorowania liniowego Y 7→ xY x−1 : g→ g. St¡d jego pochodna Adx z nim si¦
pokrywa, czyli AdxY = xY x−1, Y ∈ g. Obliczymy ró»niczk¦ odwzorowania Ad : x 7→ Adx : G → g

w e = I na wektorze X ∈ g w nast¦puj¡cy sposób. Niech t 7→ x(t) b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ w G o
wªasno±ci x(0) = e, x′(0) = X. Wtedy

adXY =
d

dt
|t=0(x(t)Y (x(t))−1) = x′(0)Y (x(0))−1 + x(0)Y ((x(t))−1)′|t=0 = XY − Y X

(tutaj skorzystali±my z równo±ci x(t)(x(t))−1 = I ró»niczkuj¡c któr¡ w zerze, mamy ((x(t))−1)′|t=0 =
−x′(0)). Innymi sªowy, nawias [X, Y ] dla endomor�zmów przestrzeni liniowej jest ich komutatorem.
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Wªasno±ci nawiasu [, ]

Twierdzenie 1. Niech G bedzie dowoln¡ grup¡ Liego, g = TeG. Wtedy para (g, [, ]) jest algebr¡
Liego, czyli nawias [, ] : g× g→ g

(a) jest dwuliniowy;

(b) jest antysymetryczny ([X, Y ] = −[Y,X] ∀X, Y ∈ g);

(c) speªnia to»samo±¢ Jakobiego ([X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 ∀X, Y, Z ∈ g).

2. Niech G,G′ b¦d¡ grupami Liego, a Φ : G → G′ b¦dzie gªadkim homomor�zmem. Oznaczmy
φ := Φ∗|e : TeG→ Te′G

′. Wtedy φ : g→ g′ jest homomor�zmem algebr Liego, czyli

φ[X, Y ]g = [φ(X), φ(Y )]g′ ∀X, Y ∈ g.

Dowód Zacznijmy dowód od drugiego punktu. Warunek homomor�zmu dla Φ implikuje

Φ(Axy) = Φ(xyx−1) = Φ(x)Φ(y)Φ(x)−1 = AΦ(x)Φ(y).

Przy ustalonym x pierwszy i ostatni czªon tego ci¡gu jest gªadkim odwzorowaniem z G w G′.
Obliczmy ró»niczk¦ tego odwzorowania w punkcie y = e na wektorze Y ∈ g, otrzymamy

Φ∗|Axe ◦ AdxY = φ(AdxY ) = AdΦ(x) ◦ Φ∗|eY = AdΦ(x)φ(Y ).

Pozwalaj¡c x si¦ zmienia¢, otrzymujemy gªadkie odwzorowanie z G w g′. Obliczaj¡c jego ró»niczk¦
w e na wektorze X ∈ g, otrzymujemy

φ(adXY ) = adφ(X)φ(Y ).

Przyst¡pmy do dowodu p. 1. Dwuliniowo±¢ [, ] jest oczywista. Teraz zastosujmy udowodniony
fakt do homomor�zmu grup Liego Ad : G → G′ = GL(g) oraz skorzystajmy z tego, »e nawias [, ]g′
pokrywa si¦ z komutatorem. Otrzymamy równo±¢

ad[X,Y ] = adXadY − adY adX .

która jest równowa»na to»samo±ci Jakobiego w zaªo»eniu, »e zachodzi antysymetryczno±¢ nawiasu
(�wiczenie: udowodnij t¦ równowa»no±¢). Czyli zostaªo nam udowodni¢ antysymetryczno±¢.

Rozwa»my odwzorowanie Ψ : G × G → G, (x, y) 7→ xyx−1y−1. Udowodnimy najpierw, »e
(e, e) jest punktem krytycznym tego odwzorowania, czyli ró»niczka Ψ∗|(e,e) znika. Istotnie, mamy
Ψ(x, e) = e,Ψ(e, y) = e dla dowolnych x, y ∈ G. St¡d ró»niczka cz¡stkowa Ψ1

∗|(e,e) wzgl¦dem pier-
wszego argumentu znika i ró»niczka cz¡stkowa Ψ2

∗|(e,e) wzgl¦dem drugiego argumentu te». Gªadko±¢
Ψ gwarantuje znikanie Ψ∗|(e,e).

Teraz obliczmy Ψ2
∗|(x,e)Y , gdzie Y ∈ g, oraz Ψ1

∗|(e,y)X, gdzie X ∈ g. Wedªug lematu, który
udowodnimy poni»ej, Ψ2

∗|(x,e)Y = AdxY − Y oraz Ψ1
∗|(e,y)X = X − AdyX. Obliczaj¡c ró»niczk¦

pierwszego wyra»enia po x na X, a drugiego po y na Y , otrzymujemy adXY oraz −adYX odpowied-
nio. Sk¡din¡d wiemy, »e te wyra»enia s¡ równe, poniewa» gªadko±¢ odwzorowania gwarantuje
symetryczno±¢ formy drugich pochodnych w punkcie krytycznym. �
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Lemat 1. Ψ2
∗|(x,e)Y = AdxY − Y ;

2. Ψ1
∗|(e,y)X = X − AdyX.

Dowód Najpierw zauwa»my, »e, je±li φ(t), ψ(t) s¡ krzywe w G o wªasno±ciach φ(0) = e = ψ(0), φ′(0) =
Φ, ψ′(0) = Ψ, to d

dt
|t=0(φ(t) · ψ(t)) = Φ + Ψ. Istotnie, dziaªanie grupowe µ : G × G → G speªnia

to»samo±ci µ(x, e) = x, µ(e, y) = y, które implikuj¡ równo±ci ∂µk(e,e)
∂xj

= δkj ,
∂µk(e,e)
∂yj

= δkj . Tutaj
wybrali±my dowolny lokalny ukªad wspóªrz¦dnych na G w otoczeniu e i reprezentujemy odwzorowanie
µ przez funkcje µ1, µ2, . . . Teraz obliczamy: d

dt
|t=0(φ(t) · ψ(t)) = ∂µk(e,e)

∂xj
Φj + ∂µk(e,e)

∂yj
Ψj = Φk + Ψk.

Wybierzmy gªadk¡ krzyw¡ y(t) w G o wªasno±ciach y(0) = e, y′(0) = Y . Wiemy ju», »e
d
dt
|t=0(y(t))−1) = −Y . Ponadto, z de�nicji d

dt
|t=0(xy(t)x−1) = AdxY .

Oznaczmy φ(t) := xy(t)x−1, ψ(t) := (y(t))−1. Wtedy φ(0) = e = ψ(0), φ′(0) = AdxY, ψ
′(0) =

−Y . Ostatecznie, Ψ2
∗|(x,e)Y = d

dt
|t=0(xy(t)x−1(y(t))−1) = d

dt
|t=0(φ(t) ·ψ(t)) = AdxY − Y . Drugi wzór

dowodzi si¦ analogicznie. �
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2 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DK00]

Przypomnienie o polach lewoniezmienniczych: Dla g ∈ G okre±lmy odwzorowanie lewej
translacji Lg : G → G wzorem Lgx := gx (i, przy okazji, prawej translacji Rg : G → G wzorem
Rgx := xg). Maj¡c element V ∈ TeG = g mo»emy zbudowa¢ pole wektorowe V l ∈ Vect(G) kªadz¡c
V l = (Lg)∗|eV . Tak okreslone pole wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (Lg)∗V

l = V l. I odwrot-
nie, ka»de pole lewoniezmiennicze v ∈ Vect(G) jest postaci v = V l, gdzie V := w(e).

Potok pola lewoniezmienniczego

Lemat Niech Φt := Φt
w : G → G b¦dzie lokalnym potokiem pola lewoniezmienniczego w na G.

(Inaczej mówi¡c d
dt

Φt(x0) = w(x0) dla dowolnego x0 ∈ G, czyli krzywa t 7→ Φt(x0) zadaje lokalne
rozwi¡zanie równania ró»niczkowego ẋ = w(x) z warunkiem pocz¡tkowym x0 ∈ G.) Wtedy ma miejsce
wzór

Φt = RΦt(e).

Dowód: Niech x(t) := RΦt(e)x0. Wtedy x(t) = x0Φt(e) = Lx0Φ
t(e) oraz x(0) = x0. Ponadto

d

dt
x(t) = (Lx0)∗|Φt(e)w(Φt(e)) = w(x0Φ(e)) = w(x(t)).

St¡d x(t) = Φt(x0). �

Jednoparametrowe podgrupy w G: S¡ to homomor�zmy grup (R,+)→ G.

Twierdzenie Dla ka»dego X ∈ g istnieje jedyna jednoparametrowa podgrupa hX : (R,+) → G
gªadka oraz speªniaj¡ca warunek d

dt
|t=0hX(t) = X. Jest ona równa t 7→ Φt

Xl(e) (w szczególno±ci
krzywa caªkowa pola X l przechodz¡ca przez e jest globalna w czasie).

Dowód: Niech Φt := Φt
Xl . Znana z teorii równa« ró»niczkowych jest wªasno±¢ Φt+s = Φt ◦ Φs (o ile

prawa i lewa cz¦±ci s¡ okre±lone). Z lematu mamy Φt ◦ Φs = RΦt(e) ◦ RΦs(e) = RΦs(e)·Φt(e), ale mamy
te» Φt+s = RΦt+s(e). St¡d Φs(e) · Φt(e) = Φt+s(e).

Równo±¢ ta pokazuje, »e, je±li krzywa t 7→ Φt(e) jest okre±lona dla t ∈]−ε, ε[, to jest ona okre±lona
równie» dla t ∈]− 2ε, 2ε[. Iteruj¡c, dostajemy globalno±¢ po t.
Jednoznaczno±¢: Niech h : (R,+) → G b¦dzie podgrup¡ jednoparametrow¡ o warunku d

dt
|t=0h(t) =

X. Ró»niczkuj¡c równo±¢
h(t+ s) = h(t)h(s) = Lh(t)h(s)

po s w zerze mamy ḣ(t) = (Lh(t))∗|eX = X l(h(t)). St¡d h(t) jest krzyw¡ caªkow¡ pola X l prze-
chodz¡¢¡ przez e, czyli jest okre±lona jednoznacznie. �

Odwzorowanie wykªadnicze exp : g→ G: Dla X ∈ g de�niujemy exp(X) jako hX(1), gdzie hX(t)
jest (jedyn¡) grup¡ jednoparametrow¡ o warunku hX(0) = X.

Twierdzenie exp jest dyfeomor�zmem pewnego otoczenia U 3 0 w g na pewne otoczenie V 3 e w
G.
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Dowód: Gªadko±¢ exp wynika z teorii równa« ró»niczkowych. Rozwa»my h : s 7→ hX(st). Wtedy
h(s + s′) = hX((s + s′)t) = hX(st + s′t) = hX(st) · hX(s′t) = h(s) · h(s′), czyli h jest podgrup¡
jendoparametrow¡. Ponadto ḣ(0) = tX, sk¡d h(s) = htX(s). Dla s = 1 to daje

hX(t) = exp(tX).

Ró»niczkuj¡c t¦ równo±¢ w zerze, otrzymujemy X = exp∗ |0X, czyli exp∗ |0 = Idg. Stosuj¡c twierdze-
nie o odwzorowaniu odwrotnym, dostajemy wynik. �

Pzykªad: Niech G = U(1) = {z ∈ C | zz̄ = 1}. Wtedy jedynym (z dokªadno±ci¡ do pro-
porcjonalno±ci lewoniezmienniczym polem na G jest v = w|G, gdzie w jest polem wektorowym
na pªaszczy¹nie zadanym przez w := −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
. Istotnie, obrót o kat φ jest zadany macierz¡

Lφ :=

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
. Pochodna z tego odwzorowania liniowego z nim si¦ pokrywa i mamy

Lφw((cosφ0, sinφ0)) = Lφ

[
− sinφ0

cosφ0

]
=

[
− sin(φ+ φ0)
cos(φ+ φ0)

]
= w((cos(φ+ φ0), sin(φ+ φ0)).

Odwzorowanie t 7→ Lt

[
1
0

]
(innymi sªowy t 7→ eit) jest jednoparametrow¡ grup¡ hX , odpowiadaj¡c¡

wektorowi X =

[
0
1

]
= w((1, 0)) ∈ g = TeG. Odwzorowanie wykªadnicze jest wi¦c równe tX 7→

htX(1) = hX(t) = eit.

Przykªad: Niech G = GL(n,R). Pola lewoniezmiennicze V l, V ∈ g = End(Rn), maj¡ posta¢
(XV,X), X ∈ G (zob. ostatni wykªad z Teorii grup I). Równanie ró»niczkowe Ẋ = XV ma
rozwi¡zanie t 7→ XExp(tV ), gdzie Exp jest funkcj¡ wykªadnicz¡ od operatorów liniowych na Rn.
Rozwi¡zanie to zadaje jednoparametrow¡ podgrup¦ odpowiadaj¡c¡ elementowi V ∈ g. Odwzorowanie
wykªadnicze g→ G ma posta¢ V 7→ Exp(V ).

Inne wªasno±ci odwzorowania exp

Twierdzenie 1. Je±li G,H s¡ grupami Liego o algebrach Liego g, h, a Φ : G→ H jest gªadkim
homomor�zmem, to

Φ(expX) = exp((Φ∗)|eX) ∀X ∈ g.

2. AdexpX = Exp(adX) ∀X ∈ g.

3. x expXx−1 = exp(AdxX) ∀X ∈ g, x ∈ G.

Dowód: Ad. 1. Niech X ∈ g i hX : R → G b¦dzie odpowiedni¡ grup¡ jednoparametrow¡. Wtedy
exp(X) = hX(1), ale odwzorowanie h : t 7→ Φ(hX(t)) : R → H (jako zªo»enie homomor�zmów
gªadkich) jest jednoparametrow¡ podgrup¡ w H. Z drugiej strony d

dt
|t=0h(t) = (Φ∗)|e( ddt |t=0hX) =

(Φ∗)|eX, czyli h = h(Φ∗)|eX .

Ad. 2. Zastosujmy p. 1 do gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ad : G→ GL(g).

Ad. 3. Zastosujmy p. 1 do gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ax : G→ G. �
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3 Zwi¡zek pomi¦dzy podgrupami i podalgebrami Liego

Literatura dodatkowa: [Ada69, DK00, Hel00, Pos86]

Podrozmaito±ci wªo»one i zanurzone: Niech M b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡. Podrozmaito±ci¡
(wªo»on¡) kowymiaru k w M nazywamy podzbiór N ⊂ M taki, »e dla ka»dego x ∈ N istnieje
otoczenie otwarte U 3 x w M oraz odwzorowanie gªadkie f : U → Rk o wªasno±ciach:

1. rz¡d odwzorowania f jest równy k w dowolnym punkcie y ∈ U ∩N ;

2. z ∈ U ∩N ⇐⇒ ∃!c ∈ Rk : f(z) = c.

Podrozmaito±ci¡ zanurzon¡ kowymiaru k, z kolei, nazywamy podzbiór N ⊂ M taki, »e istnieje
rozmaito±¢ gªadka N ′ wymiaru dimM − k oraz odwzorowanie gªadkie Φ : N ′ →M o wªasno±ciach:

1. Φ jest injektywne;

2. Φ jest immersja, czyli (Φ∗)|x : TxN
′ → TΦ(x)M jest injektywne dla dowolnego x ∈ N ′;

3. Φ(N ′) = N .

�wiczenie: Udowodni¢, »e ka»da podrozmaito±¢ jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡.

Przykªad (�owini¦cie torusa�): M := T2 = R2/Z2, pole wektorowe va,b := a ∂
∂x1 + b ∂

∂x2 , gdzie
a, b ∈]0,∞[ s¡ ustalone, mo»e by¢ zrzutowane na pole wektorowe ṽa,b na T2. Trajektorie ostatniego
t→ P (x1 + at, x2 + bt) s¡ rzutami prostych t→ (x1 + at, x2 + bt).

Przypadek wymierny: b/a wymierne, b = mλ, a = nλ dla pewnego λ ∈ R. Wtedy dla t := 1/λ
mamy (x1 +at, x2 + bt) = (x1 +m,x2 +n) i P (x1 +at, x2 + bt) = P (x1, x2) (trajektorie s¡ domkni¦te,
czyli okresowe, i s¡ podrozmaito±ciami).

Przypadek niewymierny: b/a niewymierne (ka»da trajektoria jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡
g¦st¡ w M , w szczególno±ci nie jest podrozmaito±ci¡).

Podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H ⊂ M b¦d¡ca podrozmaito±ci¡.
�wiczenie: udowodni¢, »e podgrupa Liego ma naturaln¡ struktur¦ grupy Liego oraz, ze naturalne
wªo»enie ι : H → G jest gªadkim homomor�zmem.

Wirtualna podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H ⊂ M b¦d¡ca obrazem
gªadkiego monomor�zmu grup H ′ → G dla pewnej grupy Liego H ′. W szczególno±ci: 1) H jest
podrozmaito±ci¡ zanurzona (�wiczenie: udowodnij); 2) oraz ka»da podgrupa Liego jest wirtualn¡
podgrup¡ Liego; 3) H ma struktur¦ grupy Liego �przychodz¡c¡� z H ′.

Przykªad: Trajektoria pola ṽa,b przechodz¡ca przez 0 jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego i jest (prawdziw¡)
podgrup¡ Liego tylko w przypadku wymiernym.

Uwaga: Mo»na pokaza¢, »e wirtualna podgrupa Liego jest podgrup¡ Liego wtedy i tylko wtedy, gdy
H jest domkni¦ta w G (jako podprzestrze« topologiczna), zob. [Ada69].

Zwi¡zek pomi¦dzy podgrupami i podalgebrami Liego:

Twierdzenie 1. Niech H b¦dzie wirtualn¡ podgrup¡ Liego w G. Wtedy podprzestrze« h :=
TeH ⊂ TeG = g jest podalgebr¡ Liego w algebrze Liego (g, [, ]) (innymi sªowy [x, y] ∈ h dla
wszystkich x, y ∈ h). Ponadto (h, [, ]|h×h) = Lie(H) (Lie(F ) oznacza algebr¦ Liego grupy Liego
F ).
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2. Odwrotnie, niech h ⊂ g b¦dzie podalgebr¡ Liego w algebrze Liego (g, [, ]) grupy Liego G. Wte-
dy istnieje jedyna spójna wirtualna podgrupa Liego H ⊂ G o wªasno±ci h = TeH. Ponadto
(h, [, ]|h×h) = Lie(H).

Dowód: Ad. 1. Rozwa»my monomor�zm Φ : H ′ → G,Φ(H ′) = H. Mamy odwzorowanie styczne φ :=
(Φ∗)|e : h′ → g (tutaj h′ := Lie(H ′), g := Lie(G)) b¦d¡cy homomor�zmem algebr Liego, zob. Wykªad
1 (dokªadniej, φ jest monomor�zmem, czyli homomor�zmem z trywialnym j¡drem). �wiczenie:
poka», »e obraz homomor�zmu g1 → g2 algebr Liego jest podalgebr¡ Liego w g2. Oczywistym
jest, »e imφ = h. To, »e (h, [, ]|h×h) = Lie(H) wynika z de�nicji struktury grupy Liego na H: ona
�przychodzi� z H ′, sk¡d struktura algebry Liego na h �przychodzi� z h′.

Dygresja o twierdzeniu Frobeniusa: Dystrybucj¡ wymiaru r na rozmaito±ci gªadkiej M nazywamy

gªadk¡ podwi¡zk¦ D ⊂ TM wi¡zki stycznej TM z wªóknem wymiaru r. Innymi sªowy jest to rodzina

podprzestrzeni Dx ⊂ TxM gªadko zale»¡ca od punktu x ∈ M . Lokalnie taka dystrybucja jest generowana

przez r liniowo niezale»nych (w ka»dym punkcie) pól wektorowych.

Mówimy, »e D jest caªkowalna, je±li przez ka»dy punkt x ∈ M przechodzi podrozmaito±¢ zanurzona Nx

o wªasno±ci TxNx = Dx (takie Nx nazywamy podrozmaito±ciami caªkowymi dla D). Gªadko±¢ D gwarantuje

jednoznaczno±¢ takiej podrozmaito±ci.

Mówimy, »e D jest inwolutywna, je±li je±li dla dowolnych dwóch pól wektorowych X, Y ∈ Vect(M) sty-

cznych do D D (czyli takich, »e X(x), Y (x) ∈ Dx dla wszystkich x ∈M) ich komutator [X, Y ] te» jest styczny
do D (równowa»nie, lokalnie istniej¡ v1, . . . , vr, vi ∈ Vect(M), i funkcje fkij takie, »e Span{v1, . . . , vr} = D
and [vi, vj ] = fkijvk; �wiczenie: udowodnij równowa»no±¢).

Przykªad: Dystrybucja D generowana przez pole wektorowe ṽa,b na T2 (jak i ka»da dystrybucja 1-

wymiarowa na dowolnej rozmaito±ci) jest inwolutywna i caªkowalna. Podrozmaito±ci caªkowe s¡ trajektoriami

pola ṽa,b.

Twierdzenie (Frobeniusa) Dystrybucja D jest caªkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.

Przykªad: Dystrybucja 2-wymiarowa generowana przez pola wektorowe X = ∂
∂x + y ∂∂z , Y = ∂

∂y na R3 nie

jest inwolutywna, wi¦c nie jest caªkowalna.

Ad. 2. (szkic dowodu) Niech X1, . . . , Xr ∈ h = TeH b¦dzie baz¡ przestrzeni liniowej h. Rozwa»my
pola lewoniezmiennicze X l

1, . . . , X
l
r oraz dystrybucj¦ gªadk¡ D ⊂ TG rozpi¦t¡ przez nie. Poniewa»

[X l
i , X

l
j] = [Xi, Xj]

l (zob. ostatni wykªad z Teorii grup I), dystrybucja D jest inwolutywna, wi¦c i
caªkowalna. Niech H b¦dzie podrozmaito±ci¡ caªkow¡ dla D przechodz¡c¡ przez e.

Udowodnimy, »e H jest podgrup¡. Istotnie, D jest generowane przez lewoniezmiennicze pola
wektorowe, jest wi¦c lewoniezmiennicze: (Lg)∗D = D, g ∈ G. St¡d wnioskujemy, »e i zbiór jego
podrozmaito±ci caªkowych jest lewoniezmienniczy. Dokªadniej mówi¡c, je±li Hx jest podrozmaito±ci¡
caªkow¡ przechodz¡c¡ przez x ∈ G, to LgHx = Hgx. W szczególno±ci dla g ∈ H = He mamy
LgH = LgHe = Hge = Hg = H. Innymi sªowy gh ∈ H dla dowolnych g, h ∈ H. Je±li h ∈ H, to
Lh−1H = Lh−1Hh = Hh−1h = He = H. W szczególno±ci, h−1e ∈ H. Wraz z oczywistym warunkiem
e ∈ H to daje »¡dan¡ wªasno±¢ H.

Do zako«czenia dowodu nale»y wprowadzi¢ naH struktur¦ gªadk¡ tak¡, »e dziaªania grupowe oraz
wªo»enie ι : H ↪→ G s¡ gªadkie w niej (wtedyH ′ pokrywa si¦ zH z t¡ struktur¡, a monomor�zmH ′ →
G pokrywa si¦ z ι). Ta cz¦±¢ dowodu okazuje si¦ nietrywialna z powodu subtelno±ci topologicznych
(zob. [Pos86]) i j¡ opu±cimy. �

8



4 Grupa automor�zmów algebry Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Kilka uwag wst¦pnych:

Uwaga 1: W pytaniu o jednoznaczno±ci wirtualnej podgrupy Liego H odpowiadaj¡cej podalgebrze
Liego h istotny jest wymóg spójnosci H. Na przykªad, grupa Liego GL(n,R) ma dwie skªadowe
spójne GL±(n,R) := {X ∈ GL(n,R) | ± detX > 0}. Skªadowa spójna jedynki, GL+(n,R) ma t¦
sam¡ algebr¦ Liego gl(n,R) = Mat(n,R), co i GL(n,R).

Uwaga 2: Spójna wirtualna podgrupa LiegoH ⊂ G odpowiadaj¡ca podalgebrze Liego h ⊂ g mo»e nie
pokrywa¢ si¦ z exp(h) (zob. przykªad poni»ej) ale jest generowana przez exp(h). Ostatnie oznacza,
»e elementy z H sa postaci expY1 · · · expYn dla pewnego n ∈ N i pewnych Y1, . . . , Yn ∈ h. Wynika to
z faktu, »e ka»dy punkt y z podrozmaito±ci caªkowej Nx dystrybucji D = 〈X l

1, . . . , X
l
r〉 jest postaci

Φt1
Xl
i1

◦ · · · ◦ Φtn
Xl
in

x, gdzie Φ
tj

Xl
ij

jest potokiem pola X l
ij
.

Uwaga 3: Je±li H ⊂ G jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego w grupie Liego G to odpowiedni¡ podalgebr¦
Liego h ⊂ g mo»na szuka¢ u»ywaj¡c wzoru h = {X ∈ g | expg(X) ∈ H}, gdzie expg : g → G

odwzorowanie wykªadnicze odpowiadaj¡ce wi¦kszej grupie. �wiczenie: Udowodnij to.

Przykªad: Niech G := GL(n,R), H := SL(n,R) = {x ∈ G | detx = 1}. Wtedy h = {X ∈
Mat(n,R) | det Exp(X) = 1}. Znana jest to»samo±¢ det Exp(X) = eTr(X) (zob. [Tra, I.7.1]), która
implikuje h = {X ∈ Mat(n,R) | Tr(X) = 0} =: sl(n,R).

Przykªad: Niech X =

[
a b
c −a

]
∈ sl(2,R). Wtedy det(X − λI) = −(a2 − λ2) − bc i λ jest

warto±ci¡ wªasna wtedy i tylko wtedy gdy λ2 = a2 + bc = − det(X) =: D. Posta¢ Jordana macierzy
X i Exp(X) jest równa odpowiednio

1.

[ √
D 0

0 −
√
D

]
i

[
e
√
D 0

0 e−
√
D

]
, je±li D > 0;

2.

[
i
√
−D 0
0 −i

√
−D

]
i

[
ei
√
−D 0

0 e−i
√
−D

]
, je±li D < 0;

3.

[
0 1
0 0

]
i

[
1 1
0 1

]
, je±li D = 0.

(�wiczenie: Znajd¹ jawn¡ posta¢ Exp(X) w ka»dym przypadku.) Wynika z tego, »e macierz x =[
α 0
0 α−1

]
∈ SL(2,R) nie le»y w Exp(sl(2,R)) dla α < 0, α 6= −1 (x pokrywa si¦ ze swoj¡ postaci¡

Jordana).

Uwaga 4: (zob. [Hel00, II,�5]) Je±li G jest grup¡ Liego, a H ⊂ G jej normaln¡ podgrup¡ Liego
(prawdziw¡), to grupa ilorazowa G/H posiada naturaln¡ struktur¦ grupy Liego, wzgl¦dem której
rzut kanoniczny π : G→ G/H jest gªadkim homomor�zmem grup.

Uwaga 5: (zob. [Hel00, II,�5]) Je±li Φ : G→ F jest homomor�zmem gªadkim grup Liego, to
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1. j¡dro H := ker Φ = Φ−1(e) jest normaln¡ (prawdziw¡) podgrup¡ Liego w G;

2. istnieje jedyny gªadki homomor�zm grup Liego Φ′ : G/H → F zamykaj¡cy diagram

G

π
��

Φ

""DD
DD

DD
DD

D

G/H Φ′ // F

.

3. obraz Φ(G) jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego w F , przy czym odwzorowanie Φ′ zadaje izomor�zm
struktur grup Liego na G/H i Φ(G).

Automor�zmy algebry Liego g: S¡ to endomor�zmy odwracalne N ∈ GL(g) przestrzeni liniowej
g b¦d¡ce jednocze±nie homomor�zmami algebry Liego (g, [, ]). (�wiczenie: Sprawd¹, »e odwrotno±¢
takiego homomor�zmu automatycznie jest homomor�zmem.) Automor�zmy algebry Liego tworz¡
podgrup¦ Aut(g) w grupie Liego GL(g).

�wiczenie: Udowodnij, »e Aut(g) jest podgrup¡ Liego w GL(g). Wskazówka: Wyka», »e Aut(g) jest
liniow¡ grup¡ algebraiczn¡ (zob. Wykªad 12 z Teorii grup I).

Algebra Liego ∂(g) grupy Aut(g): Wiemy (zob. Uwag¦ 3), »e ∂(g) skªada si¦ z takich D ∈
gl(g) := End(g), »e Exp(tD) ∈ Aut(g) dla dowolnego t ∈ R, czyli

Exp(tD)[X, Y ] = [Exp(tD)X,Exp(tD)Y ], X, Y ∈ g. (1)

Ró»niczkuj¡c t¦ równo±¢ po t w zerze otrzymujemy

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ], X, Y ∈ g (2)

(istotnie, Exp(tD)[X, Y ] = (I+ tD+ · · ·)[X, Y ] = [X, Y ] + tD[X, Y ] + · · · , [Exp(tD)X,Exp(tD)Y ] =
[(I + tD + · · ·)X, (I + tD + · · ·)Y ] = [X, Y ] + t([DX, Y ] + [X,DY ]) + · · ·, tutaj · · · oznacza czªony
rz¦du wy»szego ni» 1 po t). Powy»szy wzór oznacza, »e D jest ró»niczkowaniem algebry Liego (g, [, ])
(zob. ostatni wykªad z Teorii grup I).

Lemat Algebra Liego ∂(g) grupy Liego Aut(g) skªada si¦ ze wszystkich ró»niczkowa« algebry Liego
(g, [, ]).

Dowód: Niech D b¦dzie ró»niczkowaniem. Stosuj¡c indukcj¦ otrzymujemy ze wzoru (2) wzór na
�wy»sze ró»niczkowania�: Dk[X, Y ] =

∑
i+j=k

k!
i!j!

[DiX,DjY ], gdzie D0 := Id. St¡d dla D otrzymu-
jemy wzór (1), czyli Exp(tD) ∈ Aut(g). �

Grupa doª¡czona i ró»niczkowania wewn¦trzne: To»samo±¢ Jakobiego implikuje dwa wa»ne
fakty: 1) dla dowolnego X ∈ g operator adX ∈ gl(g) jest ró»niczkowaniem (zwanym wewn¦trznym);
2) odwzorowanie X 7→ adX : g → gl(g) jest homomor�zmem algebr Liego. (�wiczenie: Udowodnij
to po raz kolejny). Obraz tego homomor�zmu oznaczamy ad(g). Jest on podalgebr¡ w ∂(g) (jako
obraz homomor�zmu).

Teraz opiszemy grup¦ Liego odpowiadaj¡c¡ tej algebrze Liego.

Lemat Niech G b¦dzie grup¡ Liego. Wtedy dla ka»dego x ∈ G endomor�zm odwracalny Adx ∈
GL(g) jest automor�zmem algebry Liego g
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Dowód: Przypomnijmy, »e odwzorowanie Adx : g → g byªo zde�niowane jako pochodna w jedynce
(Ax)∗|e automor�zmu wewn¦trznego Ax, Axy := xyx−1, grupy G. Pochodna w jedynce homomor-
�zmu grup Liego jest homomor�zmem odpowiednich algebr Liego (zob. Wykªad 1), st¡d Adx jest
homomor�zmem algebry Liego g. Jest to homomor�zm odwracalny ((Adx)

−1 = Ax−1), czyli jest
automor�zmem g. �

Z lematu tego wynika, »e obraz gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ad : G→ GL(g), x 7→ Adx,
le»y w podgrupie Liego Aut(g). Wirtualn¡ podgrup¦ Liego Ad(G) ⊂ Aut(g) oznaczamy przez
Int(g) i nazywamy grup¡ doª¡czon¡ lub grup¡ automor�zmów wewn¦trznych. Poniewa» odwzorowanie
ad : g→ End(g) byªo de�niowane jako pochodna Ad w jedynce, Lie(Int(g)) = im ad = ad(g).

Lemat Niech G b¦dzie spójn¡ grupa Liego, a Z = {x ∈ G | x · y = y · x ∀y ∈ G} ⊂ G b¦dzie jej
centrum. Wtedy j¡dro homomor�zmu grup Ad : G → Aut(g) pokrywa si¦ z Z. W szczególno±ci,
Int(g) jest izomor�czna jako grupa Liego z G/Z.

Dowód. Je±li x ∈ Z, to Ax = IdG i jego pochodna Adx te» jest identyczno±ci¡, czyli x ∈ ker Ad.
Odwrotnie, niech x ∈ ker Ad. Wzór x expXx−1 = exp(AdxX) (zob. Wykªad II) implikuje, »e

je±li x ∈ Z, to x komutuje ze wszystkimi elementami postaci expX,X ∈ g. Poniewa» takie elementy
generuj¡ G (zob. Uwag¦ 2), x ∈ Z. �
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5 Zwarte i póªproste algebry Liego. Cz. I

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Suma prosta (zewn¦trzna) algebr Liego (g1, [, ]1) i (g2, [, ]2): Jest to algebra Liego (g, [, ]), gdzie
g := g1 ⊕ g2, [(X1, X2), (Y1, Y2)] := ([X1, Y1], [X2, Y2]). �wiczenie: sprawd¹, »e to jest algebra Liego.

Ideaª a w algebrze Liego g: Jest to podprzestrze« wektorowa w g o wªasno±ci [a, g] ⊂ a, gdzie
[a, g] := {[A,X] | A ∈ a, X ∈ g} (zauwa»my, »e ka»dy ideaª jest podalgebr¡). W szczególno±ci,
1) centrum z(g) := {X ∈ g | [X, Y ] = 0 ∀Y ∈ g} algebry Liego g jest ideaªem w g; 2) komutant
[g, g] := {[X, Y ] | X, Y ∈ g} algebry Liego g jest ideaªem w g; 3) je±li (g, [, ]) jest sum¡ prost¡, to
(g1, 0), (0, g2) s¡ ideaªami w g. �wiczenie: sprawd¹ to.

Wewn¦trzna suma prosta: Niech g ma ideaªy g1, g2 takie, »e g = g1 ⊕ g2 (wewn¦trzna suma
prosta przestrzeni wektorowych, czyli g = g1 + g2, g1 ∩ g2 = {0}). Wtedy g jest izomor�czna jako
algebra Liego z zewn¦trzn¡ sum¡ prost¡ g1 ⊕ g2. �wiczenie: sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := gl(n,R). Wtedy z(g) = RI, [g, g] = sl(n,R) oraz g = z(g)⊕ [g, g]. �wiczenie:
sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := {

 0 a b
0 0 c
0 0 0

 | a, b, c ∈ R}. Wtedy g ze zwykªym komutatorem macierzy

jest algebr¡ Liego (zwan¡ algebr¡ Heisenberga). Komutator przekªada si¦ na nast¦puj¡ce dziaªanie:
[(a, b, c), (a′, b′, c′)] = (0, ac′ − a′c, 0). W szczególno±ci, z(g) = {(0, b, 0) | b ∈ R}, ale nie istnieje
takiego ideaªu (nawet podalgebry) a ⊂ g, »e g = z(g) ⊕ a (tutaj rozumiemy ostanie wyra»enie jako
sum¦ prost¡ algebr Liego). �wiczenie: sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := b(n,R) := {[Xij] ∈ gl(n,R) | Xij = 0 ∀i > j} (algebra Liego macierzy
górnotrójk¡tnych). Wtedy [g, g] = n(n,R) := {[Xij] ∈ gl(n,R) | Xij = 0 ∀i ≥ j} (algebra Liego
macierzy ±ci±le górnotrójk¡tnych, dla n = 3 pokrywa si¦ z algebr¡ Heisenberga). �wiczenie: sprawd¹
to.

Zwi¡zek pomiedzy ideaªami a podgrupami normalnymi:

Lemat Niech G b¦dzie grup¡ Liego, H ⊂ G jej wirtualna podgrup¡ Liego i niech g = Lie(G), h =
Lie(H). Wtedy H jest podgrup¡ normalna, je±li i tylko je±li h jest ideaªem w g.

Dowód: Niech H normalna, czyli odwzorowanie Ax : G → G,Axy = xyx−1, x ∈ G, zachowuje H:
Ax(H) ⊂ H. Wtedy jego pochodna Adx : g → g zachowuje TeH = h, czyli Adx(h) ⊂ h. Innymi
sªowy, obraz homomor�zmu grup Liego Ad : G→ End(g) le»y w podgrupie Endh(g) endomor�zmów
g zachowuj¡cych h. Wybierzmy baz¦ e1, . . . , en w g tak¡, »e e1, . . . , ek jest baza h. Endomor�zmy z

Endh(g) w tej bazie maj¡ macierze postaci blokowej

[
A B
0 C

]
.

Niech c(t) b¦dzie krzyw¡ gªadk¡ w G o warunku c(0) = e, ċ(0) = X,X ∈ g. Odwzorowanie Ad

przeprowadza t¦ krzyw¡ na krzyw¡ postaci

[
A(t) B(t)

0 C(t)

]
, a jego pochodna ad przeprowadza wektor

X na

[
Ȧ(0) Ḃ(0)

0 Ċ(0)

]
. St¡d widzimy, »e adX te» zachowuje h, a poniewa» X ∈ g jest dowolne, h jest

ideaªem.
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Odwrotnie, niech h b¦dzie ideaªem. Wtedy adXY ∈ h dla dowolnego X ∈ g, Y ∈ h. St¡d te»
Exp(adX)Y ∈ h, a wzór Exp(adX) = AdexpX (zob. Wykªad 2) pokazuje, »e i AdexpXY ∈ h. Poniewa»
exp(g) generuje G, mamy AdxY ∈ h dla dowolnego x ∈ G (istotnie, je±li x = expX1 · · · expXs, to
Adx = AdexpX1 ◦ · · · ◦ AdexpXs wskutek tego, »e Ad jest reprezentacj¡). Teraz zostaje skorzysta¢
ze wzoru exp(AdxY ) = x expY x−1 (zob. Wykªad 2) oraz z faktu, »e exp(h) generuje H, »eby
wywnioskowa¢, »e xHx−1 ⊂ H. �

Forma Killinga na algebrze Liego g: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad ciaªem K(= R,C). Niech
(|) b¦dzie dwuliniow¡ forma symetryczna na g. Nazywamy (|) niezmiennicz¡, je±li ma wªasno±¢:

([X, Y ]|Z) + (Y |[X,Z]) = 0 ∀X, Y, Z ∈ g

(innymi sªowy operator adX jest w niej sko±nie symetryczny dla dowolnego X ∈ g).

Przykªad: Forma (X|Y ) := Tr(XY ) na g = gl(n,R), gl(n,C) jest niezmiennicza: ([X, Y ]|Z) =
Tr([X, Y ]Z) = Tr((XY − Y X)Z) = Tr(XY Z − Y XZ) = Tr(Y ZX − Y XZ) oraz (Y |[X,Z]) =
Tr(Y [x, Z]) = Tr(Y XZ − Y ZX) = −([X, Y ]|Z).

Przykªad: Forma Killinga Bg(X, Y ) := Tr(adXadY ) jest niezmiennicza dla dowolnej algebry Liego
g: Bh([X, Y ], Z) = Tr(ad[X,Y ]adZ) = Tr([adX , adY ]adZ) = −Tr(adY [adX , adY ]) = −Tr(adY ad[X,Z]) =
−Bg(Y, [X,Z]).

Lemat Niech a ⊂ g b¦dzie ideaªem, a (|) niezmiennicz¡ form¡ symetryczn¡ na g. Wtedy dopeªnienie
ortogonalne a⊥ : {X ∈ g | (X|Y ) = 0 ∀Y ∈ a} te» jest ideaªem.

Dowód: Niech X ∈ a, Y ∈ g, Z ∈ a⊥. Wtedy [X, Y ] ∈ a, sk¡d 0 = ([X, Y ]|Z) = −(Y |[X,Z]), co
oznacza, »e [X, Y ] ∈ a⊥. �

Póªprosta algebra Liego: Jest to algebra Liego z niezdegenerowan¡ form¡ Killinga Bg.

Uwaga: Póªprosta algebra Liego ma trywialne centrum. Istotnie, centrum z(g) jest j¡drem odw-
zorowania ad : g→ End(g). W szczególno±ci, z(g) le»y w j¡drze formy Killinga, które jest trywialne.

Lemat Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego, a a ⊂ g jej ideaªem. Wtedy

1. Ograniczenie Bg|a×a formy Killinga algebry g do a pokrywa si¦ z Ba.

2. g = a⊕ a⊥.

3. a (i a⊥) jest algebr¡ póªprost¡.

Dowód: Ad. 1. Znowu wybierzmy baz¦ e1, . . . , en w g tak¡, »e e1, . . . , ek jest baza a. Endomor�zmy

adg
X , X ∈ a, w tej bazie maj¡ macierze postaci blokowej

[
A(X) B(X)

0 0

]
, natomiast macierze ada

X

w bazie e1, . . . , ek pokrywaj¡ si¦ z A(X). Wida¢, »e Tr(adg
Xadg

Y ) = Tr(A(X)A(Y )) = Tr(ada
Xada

Y ).

Ad. 2. Niech Z ∈ g, X, Y ∈ a ∩ a⊥. Wtedy Bg(Z, [X, Y ]) = −Bg([X,Z], Y ) = 0 (bo [X,Z] ∈
α, Y ∈ α⊥), sk¡d [X, Y ] jest ortogonalne do caªej g, czyli musi by¢ zero wskutek tego, »e Bg jest
niezdegenerowana. Innymi sªowy, a ∩ a⊥ jest abelow¡ algebr¡ Liego (czyli z zerowym nawiasem [, ]).
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Wybierzmy teraz baz¦ e1, . . . , en w g inaczej, tak, »eby e1, . . . , em byªo baz¡ w a ∩ a⊥. Niech
Z ∈ g, T ∈ a ∩ a⊥. Wtedy adTadZ odwzorowuje a ∩ a⊥ w zero (bo a ∩ a⊥ jest ideaªem jak i ka»de
przeci¦cie dwóch ideaªów, czyli [Z, a∩a⊥] ⊂ a∩a⊥, a ponadto jest abelowy, czyli [T, [Z, a∩a⊥]] = 0).
Natomiast przestrze« naci¡gni¦ta na wektory em+1, . . . , en jest odwzorowywana przez endomor�zm
adTadZ w a ∩ a⊥ (bo adT wszystko odwzorowuje w a ∩ a⊥).

W wybranej bazie macierz endomor�zmu adTadZ ma posta¢

[
0 ∗
0 0

]
, sk¡d Tr(adTadZ) = 0.

wnioskujemy, »e a∩a⊥ jest ortogonalne do caªej przestrzeni, czyli a∩a⊥ = {0}. Niezdegenerowano±¢
Bg implikuje równo±¢ dim a⊥ = dim g− dim a, która daje g = a + a⊥.

Ad. 3. Gdyby Ba byªo zdegenerowane, istniaªby nietrywialny wektor v ∈ kerBg|a×a = a ∩ a⊥. �

Prosta algebra Liego: Jest to póªprosta algebra Liego nie zawieraj¡ca nietrywialnych ideaªów
(ideaªy trywialne to {0} i caªa algebra).

Przykªad: Wszystkie algebry z przykªadów powy»ej nie s¡ proste.

Twierdzenie Póªprosta algebra Liego g jest sum¡ prost¡ g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, gdzie ka»de gi jest
ideaªem bed¡cym algebr¡ prost¡. Ponadto ka»dy ideaª algebry g jest sum¡ prost¡ pewnych gi.

Dowód: Je±li g ma nietrywialny ideaª a, rozszczepimy g na a⊕a⊥. Oba ideaªy s¡ póªproste. Stosuj¡c
powy»sz¡ procedur¦ do a i a⊥ indukcyjnie dojdziemy do ideaªów prostych i otrzymamy rozkªad
g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn. �

Wniosek Dla póªprostej algebry Liego g mamy [g, g] = g.

Dowód: Istotnie, [g, g] = [g1, g1] ⊕ · · · ⊕ [gn, gn] (bo [gi, gj] = {0} dla i 6= j). Ponadto [gi, gi] jest
ideaªem w gi, czyli musi by¢ równy gi (nie mo»e by¢ zero, bo wtedy gi byªaby abelow¡). �

Póªproste i proste grupy Liego: S¡ to grupy Liego, których algebry Liego s¡ odpowiednio
póªproste i proste.
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6 Zwarte i póªproste algebry Liego. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Hel00, Pos86]

Niezmienniczo±¢ formy Killinga ze wzgl¦du na automor�zmy:

Lemat Niech φ : g→ g b¦dzie automor�zmem algebry Liego g. Wtedy Bg(φ(X), φ(Y )) = Bg(X, Y )
dla dowolnych X, Y ∈ g (czyli φ jest izometri¡).

Dowód: Warunek automor�zmu φ[X, Y ] = [φ(X), φ(Y )] mo»na przepisa¢ w postaci φ ◦ adXY =
(adφ(X) ◦ φ)Y . St¡d adφ(X) = φ ◦ adX ◦ φ−1 oraz Bg(φ(X), φ(Y )) = Tr(adφ(X)adφ(Y )) = Tr(φ ◦ adX ◦
φ−1φ ◦ adYX ◦ φ−1) = Tr(adXadY ) = Bg(X, Y ). �

Przykªady póªprostych algebr Liego: Niech Eij b¦dzie macierz¡ n × n o jedynym niezerowym
wyrazie równym 1 stoj¡cym w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Wtedy ma miejsce wzór EijEkl =
δjkEil.

Dla macierzy diagonalnej X =
∑

i xiiEii oznaczmy ψs(X) := xii. Wtedy ψs jest funkcjonaªem
liniowym na przestrzeni D macierzy diagonalnych n× n oraz

[Eii, Ekl] = (ψk(Eii)− ψl(Eii))Ekl, k 6= l

Wedªug liniowo±ci
[X,Ekl] = (ψk(X))− ψl(X)))Ekl

dla dowolnej X ∈ D. Mamy te» [X, Y ] = 0 dla dowolnych X, Y ∈ D.
Rozwa»my algebr¦ g := sl(n,K) oraz jej podprzestrze« h := D ∩ g. Niech eij := Eii − Ejj.

Wtedy operatory adX , X ∈ h, s¡ diagonalne w bazie e12, e13, . . . , e1n, Eij, i 6= j. W szczególno±ci,
Bg(X,X) = Tr(ad2

X) =
∑

kl(ψk(X)−ψl(X))2 =
∑

kl(ψk(X)2+ψl(X)2−2ψk(x)ψl(X)) = 2nTr(X2)−
2(Tr(X))2 = 2nTr(X2).

Teraz niech X ∈ g b¦dzie dowoln¡ macierz¡ diagonalizowaln¡, czyli istnieje takie Y ∈ GL(n,K),
»e Z := Y XY −1 ∈ D (zauwa»my, »e odwzorowanie X 7→ Y XY −1 jest automor�zmem g oraz , »e
Z ∈ h). Wtedy Bg(X,X) = Bg(Z,Z) = 2nTr(Z2) = 2nTr(X2).

Teraz zauwa»my, »e ka»da macierz S ∈ g mo»e by¢ przybli»ona macierzami diagonalizowalnymi.
Istotnie, dla K = C to wystarczy wykaza¢ dla klatki Jordana

J :=


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λ

 .
Niech λ1(t), . . . , λn(t) b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi takimi, »e λi(0) = λ, i = 1, . . . , n, oraz λi(t) 6= λj(t)
gdy i 6= j oraz t 6= 0. Wtedy macierz

J(t) :=


λ1(t) 1 0 · · · 0

0 λ2(t) 1 · · · 0
· · ·

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λn(t)
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jest diagonalizowalna (bo ma spektrum proste) oraz ma wªasno±¢ J(0) = J . Dla K = R dziaªa
podobny argument zastosowany do tzw. uogólnionych klatek Jordana.

Ostatecznie mo»emy skorzysta¢ z ci¡gªo±ci Bg, »eby wywnioskowa¢, »e Bg(X,X) = 2nTr(X2) dla
wszystkich X ∈ g oraz zastosowa¢ wzór polaryzacji do udowodnienia wzoru

Bg(X, Y ) = 2nTr(XY ) ∀X, Y ∈ g.

Forma Tr(XY ) jest niezdegenerowana na g (�wiczenie), co pokazuje, »e sl(n,K) jest algebr¡
póªprost¡.

Mo»na te» pokaza¢, »e dla algebry Liego g := so(n,K) = {X ∈ gl(n,K) | X +XT = 0} macierzy
antysymetrycznych speªniony jest wzór

Bg(X, Y ) = (n− 2) Tr(XY ) ∀X, Y ∈ g,

który pokazuje, »e so(n,K) te» jest póªprosta. Istotnie, dla X =
∑

ij xijEij ∈ g mamy xij = −xji
oraz Tr(X2) = −

∑
ij x

2
ij = −2

∑
i<j x

2
ij. Jest to forma niezdegenerowana, a dla K = R zauwa»amy

te», »e jest < 0.

Ró»niczkowania algebry póªprostej

Lemat Je±li g jest póªprost¡, to ∂(g) = ad(g), czyli ka»de ró»niczkowanie jest wewn¦trzne.

Dowód: Algebra ad(g) jest izomor�czna z g. Istotnie, j¡dro homomor�zmu ad : g→ End(g) pokrywa
si¦ z centrum z(g). Skoro g jest póªprosta, ma z(g) = {0}, st¡d g jest izomor�czna ze swoim obrazem
wzgl¦dem ad.

Algebra izomor�czna z póªprost¡ sama jest póªprosta (dowód tego jest bardzo podobny do dowodu
Lematu na pocz¡tku tego wykªadu).

Okazuje si¦, »e ad(g) jest ideaªem w ∂(g): [d, adX ] = addX , d ∈ ∂(g), X ∈ g (�wiczenie: udowod-
nij ten wzór). Rozwa»my ideaª a := (ad(g))⊥ (dop¦ªnienie ortogonalne wzgl¦dem B∂(g)) w ∂(g).
Udowodnimy teraz, »e a = {0}.

Niech d ∈ a. Wtedy [d, adX ] ∈ a ∩ ad(g). Ostatnia przestrze« jest zerowa, poniewa» a ∩ ad(g) =
kerB∂(g)|ad(g)×ad(g) = Bad(g) = {0}. Mamy 0 = [d, adX] = addX dla dowolnego X ∈ g. St¡d
dX ∈ z(g), czyli dX = 0 i d = 0. �

Wniosek Dla algebry póªprostej g nad R grupa doª¡czona Int(g) pokrywa si¦ ze skªadow¡ jedynki
grupy automor�zmów Aut(g). W szczególno±ci Int(g) jest prawdziw¡ podgrup¡ Liego w Aut(g).

Zwarta algebra Liego: Jest to algebra Liego g nad R taka, »e jej grupa doª¡czona Int(g) jest
zwarta.

Twierdzenie 1. Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego nad R. Wtedy g jest zwarta je±li i tylko
je±li gdy Bg < 0.

2. Ka»da zwarta algebra Liego g jest sum¡ prost¡ z(g) + [g, g], gdzie ideaª [g, g] jest póªprosty i
zwarty.
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Dowód: Niech g b¦dzie póªprosta z Bg < 0, a O(g) ⊂ GL(g) oznacza grup¦ endomor�zmów zachowu-
j¡cych Bg. Wtedy O(g) jest zwarta (jest to domkni¦ty podzbiór sfery Tr(XXT ) = Tr(I)), mamy te»
zwarto±¢ Aut(g) ⊂ O(g) (jako domkni¦tego podzbioru zbioru zwartego) oraz zwarto±¢ Int(g).

Odwrotnie, niech g b¦dzie zwarta. Wtedy G := Int(g) ⊂ GL(g) jest zwart¡ podgrup¡ Liego. Ist-
nieje wtedy niezmienniczy wzgl¦dem G dodatnio okre±lony iloczyn skalarny (|) na g (dowód istnienia
- poprzez u±rednienie, podobnie do przypadku grup sko«czonych, zob. Wykªad 6 z Teorii grup I). W
bazie ortonormalnej macierze endomor�zmów z Int(g) s¡ ortogonalne, a macierze elementów z ad(g)
s¡ antysymetryczne. Mamy

Bg(X,X) = Tr(adXadX) =
∑
ij

xijxji = −
∑
ij

x2
ij ≤ 0,

tutaj xij jest macierz¡ endomor�zmu adX w wybranej bazie ortonormalnej. Równo±¢ osi¡ga si¦
wtedy i tylko wtedy, gdy adX = 0, czyli X ∈ z(g). Rozwa»my teraz dopeªnienie ortogonalne g′ do z(g)
wzgl¦dem (|). Niezmienniczo±¢ tego iloczynu ze wzgl¦du na ad(g) pokazuje, »e g′ tez jest ideaªem, sk¡d
Bg′ = Bg|g′×g′ . Przestrze« g′ jest dopeªniaj¡ca do z(g) = kerBg, dlatego Bg′ jest niezdegenerowana i
< 0. St¡d g′ jest póªprosta i zwarta. Ponadto [g′, g′] = g′, sk¡d [g, g] = [g′, g′] = g′. �

Wniosek Algebra Liego g jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest algebr¡ Liego pewnej zwartej
grupy Liego.

Dowód: Je±li g jest zwarta, to g = Lie(T × Int(g)), gdzie T jest torusem wymiaru dim z(g). Je±li
g = Lie(G) dla zwartej G, to Int(g) ∼= G0/(Z ∩G0) (tutaj G0 skªadowa jedynki grupy G). �

Przykªady: Grupy Liego O(n,R) = {x ∈ GL(n,R) | xxT = I}, SO(n,R) = {x ∈ O(n,R) | detx =
1}, U(n) = {x ∈ GL(n,C) | xx̄T = I}, SU(n) = {x ∈ U(n) | detx = 1} i odpowiednie algebry Liego

o(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | X + XT = 0} = so(n,R), u(n) = {X ∈ gl(n,C) | X + X
T

= 0}, su(n) =
{X ∈ u(n) | TrX = 0} s¡ zwarte (�wiczenie: sprawd¹ to).
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7 Rozwi¡zalne i nilpotentne algebry Liego. Twierdzenie Leviego.

Literatura dodatkowa: [Woj86, Pos86]

Rozwi¡zalne i nilpotentne algebry Liego: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego. Poªó»my g0 := g, gn :=
[gn−1, gn−1] oraz g0 := g, gn = [g, gn−1], n = 1, 2, . . . Otrzymujemy ci¡gi ideaªów (�wiczenie: udowod-
nij, »e gn, gn s¡ ideaªami w g)

g = g0 ⊃ g1 ⊃ · · ·

g = g0 ⊃ g1 ⊃ . . . ,

o wªasno±ci gn ⊃ gn. Mówimy, »e g jest rozwi¡zalna (nilpotentna) je±li istnieje takie N ∈ N, »e
gN = {0} (gN = {0}). Powy»sza wªasno±¢ pokazuje, »e ka»da algebra nilpotentna jest rozwi¡zalna.

Przykªad: Ka»da algebra abelowa g (np. 1-wymiarowa) jest nilpotentna. Istotnie, g1 = {0}.

Przykªad: Niech M(k) := {[Xij] ∈ gl(n,K) | Xij = 0 ∀i ≥ j + k}, k = 0, 1, . . . b¦dzie zbiorem
macierzy o wyrazach zerowych poni»ej �k-tej górnej diagonali� (0-diagonala to diagonala gªówna).
Wtedy M(k)M(l) ⊂ M(k + l) (dokªadniej M(k)M(l) = M(k + l)). St¡d mamy, »e algebra Liego
macierzy ±ci±le górnotrójk¡tnych g = n(n,K) = M(1) jest nilpotentna. Istotnie, g1 = [M(1),M(1)] ⊂
M(2), g2 = [M(1), g1] ⊂M(3), . . . , gk = [M(1), gk−1] ⊂M(k + 1), sk¡d gn = {0}.

Przykªad: Algebra Liego g = b(n,K) = M(0) macierzy górnotrójk¡tnych jest rozwi¡zalna. Istot-
nie, g1 = [M(0),M(0)] ⊂M(1) (tutaj wykorzystujemy fakt, »e dla X, Y ∈M(0) wyrazy diagonalne
w iloczynach XY, Y X s¡ takie same). Dalej, g2 = [g1, g1] ⊂ [M(1),M(1)] ⊂ M(2), g3 = [g2, g2] ⊂
[M(2),M(2)] ⊂M(4), g4 ⊂M(8), . . . , gk ⊂M(2k−1).

Zauwa»my, »e g nie jest nilpotentna: g1 = [M(0),M(0)] = M(1), g2 = [M(0),M(1)] = M(1), . . . ,
gk = [M(0),M(k − 1)] = M(1).

Zwi¡zki z form¡ Killinga: Je±li g nilpotentna, z de�nicji wynika, »e adX1 ◦ · · · ◦ adXN = 0
dla wystarczaj¡co du»ych N i dowolnych X1, . . . , XN ∈ g. W szczególno±ci adX jest operatorem
nilpotentnym dla dowolnego X ∈ g (przypomnijmy, »e operator L jest nilpotentny, je±li LN = 0
dla pewnego N ∈ N). Stad mamy te», »e Bg ≡ 0, poniewa» Bg(X,X) = Tr(ad2

X), a ±lad opera-
tora nilpotentnego jest równy zero (dlaczego?)(wykorzystujemy tu równie» to»samo±¢ polaryzacyjn¡
Bg(X, Y ) = (Bg(X + Y,X + Y )−Bg(X,X)−Bg(Y, Y ))/2).

Przykªad: Niech g = SpanC{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e2, [e1, e3] = ie3, [e2, e3] = 0. Wtedy ade1 = 0 0 0
0 1 0
0 0 i

 , ade2 =

 0 0 0
−1 0 0
0 0 0

 , ade3 =

 0 0 0
0 0 0
−i 0 0

 iBg ≡ 0. �wiczenie: Sprawdzi¢ bezpo±red-

nio, »e 1) g jest algebr¡ Liego; 2) g jest rozwi¡zalna; 3) g nie jest nilpotentna.
Ostatni punkt wynika te» z nast¦puj¡cego twierdzenia (bo ade1 nie jest nilpotentny), które przyj-

mujemy bez dowodu.

Twierdzenie (Engel) Algebra Liego g jest nilpotentna, je±li adX jest operatorem nilpotentnym dla
dowolnego X ∈ g.

Punkt 2) powy»szego ¢wiczenia jest wnioskiem z nast¦pnego twierdzenia, które te» przyjmujemy
bez dowodu.
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Twierdzenie (Kryterium Cartana rozwi¡zalno±ci) Algebra Liego g jest rozwi¡zalna wtedy i tylko
wtedy, gdy kerBg ⊃ [g, g] (inaczej [g, g]⊥ = g).

Iloczyn póªprosty algebr Liego g1, g2: Niech f : g2 → ∂(g1) b¦dzie homomor�zmem algebr
Liego. Na sumie prostej g2 ⊕ g1 przestrzeni liniowych okre±lamy nawias [(X2, X1), (Y2, Y1)] :=
([X2, Y2]2, [X1, Y1]1 + fX2Y1 − fY2X1), gdzie fX := f(X), X ∈ g2. �wiczenie: sprawd¹, »e jest to
nawias Liego na g2 ⊕ g1. Oznaczamy g2 n g1 := (g2 ⊕ g1, [, ]).

Rozszerzenia algebr Liego: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego a a ⊂ g jej ideaªem. �wiczenie: 1)
udowodnij, »e dziaªanie [X + a, Y + a] := [X, Y ] + a na przestrzeni ilorazowej g/a jest okre±lone
poprawnie i zadaje struktur¦ algebry Liego; 2) poka», »e j¡dro kerφ dowolnego homomor�zmu algebr
Liego φ : g→ h jest ideaªem w g, a jego obraz imφ podalgebr¡ w h; 3) udowodnij, »e algebry Liego
imφ i g/ kerφ s¡ izomor�czne.

Ci¡giem dokªadnym algebr Liego nazywamy ci¡g

· · · → gk−1
φk−1→ gk

φk→ gk+1→· · · (3)

algebr Liego i homomor�zmów pomi¦dzy nimi o wªasno±ci kerφk = imφk−1 dla dowolnego k. Rozsze-
rzeniem algebry Liego g2 za pomoc¡ algebry Liego g1 nazywamy krótki ci¡g dokªadny

0→g1
ι→ g

π→ g2 → 0.

Powy»sze ¢wiczenie pokazuje, »e g1 jest ideaªem w g oraz »e g2
∼= g/g1. Rozszerzenie (3) nazywamy

trywialnym lub rozszczepialnym, je±li istnieje ci¦cie s : g2 → g homomor�zmu π (czyli odwzorowanie
liniowe o wªasno±ci π ◦ s = Idg2) b¦d¡ce homomor�zmem algebr Liego.

Lemat Je±li rozszerzenie (3) jest rozszczepialne, algebra Liego g jest izomor�czna z iloczynem
póªprostym algebr Liego g2 i g1.

Dowód: Za po±rednictwem wªo»enia ι oraz ci¦cia s uto»samiamy g (jako przestrze« liniow¡) z g2⊕g1.
Homomor�zm f : g2 → End(g1) budujemy w sposób nast¦puj¡cy. Dla X ∈ g2 mamy adXg1 ⊂ g1

(wskutek tego, »e g1 jest ideaªem). Otrzymali±my wi¦c odwzorowanie f : X 7→ adX |g1 : g2 → ∂(g1)
b¦d¡ce homomor�zmem algebr Liego (poniewa» X → adX : g→ ∂(g) jest homomor�zmem).

Skoro ι(g1) = (0, g1) oraz s(g2) = (g2, 0) s¡ podalgebrami, mamy [(0, X1), (0, Y1)] = (0, [X1, Y1]1),
[(X2, 0), (Y2, 0)] = ([X2, Y2]2, 0). St¡d [(X2, X1), (Y2, Y1)] = [(X2, 0) + (0, X1), (Y2, 0) + (0, Y1)] =
([X2, Y2]2, 0) + (0, [X1, Y1]1) + [(X2, 0), (0, Y1)] + [(0, X1), (Y2, 0)] = ([X2, Y2]2, 0) + (0, [X1, Y1]1) +
(0, fX2Y1)− (0, fY2X1) = ([X2, Y2]2, [X1, Y1]1 + fX2Y1 − fY2X1). �

Przykªad: Niech g b¦dzie algebr¡ Heisenberga, g = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}, [(x, y, z), (x1, y1, z1)] =
(0, xz1 − zx1, 0). Wtedy g1 := {(0, y, 0) | y ∈ R} jest ideaªem w g. �wiczenie: udowodnij, »e
g2 := g/g1 jest 2-wymiarow¡ algebr¡ abelow¡ i »e rozszerzenie 0 → g1 → g → g2 → 0 nie jest
rozszczepialne.

Radykaª algebry Liego g:

Lemat Je±li g jest rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego, to dowolna jej podalgebra h ⊂ g jest rozwi¡zalna oraz
algebra ilorazowa g/a wzgl¦dem dowolnego ideaªu a ⊂ g jest rozwi¡zalna. Odwrotnie, je±li g algebra
Liego, a ⊂ g ideaª rozwi¡zalny oraz algebra ilorazowa g/a jest rozwi¡zalna, to g te» jest rozwi¡zalna.
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Dowód: Mamy hn ⊂ gn, st¡d pierwsza teza. Niech π : g → g/a b¦dzie rzutem naturalnym. Wtedy
(g/a)n = π(gn), st¡d druga teza.

Teraz niech (g/a)N = {0} dla pewnego N . Wtedy gN = a i, je±li aM = {0}, to gN+M = aM = {0}.
�

Lemat Niech g b¦dzie algebr¡ Liego, a a1, a2 ⊂ g jej ideaªami rozwi¡zalnymi. Wtedy a1 +a2 te» jest
ideaªem rozwi¡zalnym.

Dowód: Suma dwóch ideaªów jest ideaªem (oczywiste). Mamy izomor�zm algebr Liego (a1 +a2)/a2 =
a1/a1 ∩ a2. Ostatnia algebra jest rozwi¡zalna, a ideaª a2 ⊂ a1 + a2 te» jest rozwi¡zalny. St¡d a1 + a2

jest algebr¡ rozwi¡zaln¡. �
Sum¦ wszystkich ideaªów rozwi¡zalnych danej algebry Liego g nazywamy radykaªem tej algebry

i oznaczamy r(g). Nast¦puj¡ce twierdzenie przyjmiemy bez dowodu.

Twierdzenie Niech g b¦dzie dowoln¡ algebr¡ Liego. Wtedy

1. r(g) = [g, g]⊥ (dopeªnienie ortogonalne w sensie formy Killinga Bg);

2. algebra ilorazowa g/r(g) jest póªprosta;

3. rozszerzenie 0→ r(g)→ g→ g/r(g)→ 0 jest rozszczepialne.

Uwagi: Z pierwszego punktu wynika, »e radykaª algebry póªprostej jest trywialny. Ostatni punkt jest
znany jako twierdzenie Leviego. Wynika z niego, »e ka»da algebra Liego g jest iloczynem póªprostym
g2 n r(g) swojego radykaªu oraz pewnej algebry póªprostej g2. Algebry póªproste s¡ sklasy�kowane.
Klasy�kacja algebr rozwi¡zalnych to problem otwarty.

Przykªad: Niech g2 := so(n,R) b¦dzie algebr¡ Liego grupy obrotów. Wtedy g2 dziaªa w sposób
naturalny na Rn za pomoc¡ wªo»enia f : g1 → End(Rn). Odpowiedni iloczyn póªprosty g := g2 n Rn

nazywamy algebr¡ euklidesow¡ i oznaczamy e(n,R). Jest to algebra Liego grupy Liego przeksztaªce«
euklidesowych Rn. Tutaj r(g) = Rn jest ideaªem abelowym.
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8 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie

pierwiastkowe. Cz. I

Literatura dodatkowa: [Hel00]
W tym wykªadzie b¦dziemy zakªada¢, »e g jest póªprost¡ algebr¡ Liego nad C. Naszym celem

jest badanie struktury takich algebr.

Podalgebra Cartana h ⊂ g: Jest to podalgebra Liego o wªasno±ciach: 1) h jest maksymalna
abelow¡ podalgebr¡ Liego w g (czyli ka»da abelowa podalgebra h′ ⊂ g zawieraj¡ca h pokrywa si¦ z
h); 2) dla dowolnego X ∈ h endomor�zm adX ∈ End(g) jest póªprosty (= diagonalizowalny).

Okazuje si¦, »e w ka»dej póªprostej g istnieje podalgebra Cartana (zob. twierdzenie poni»ej) oraz
»e ka»de dwie podalgebry Cartana h1, h2 s¡ �sprz¦»one�, czyli istnieje σ ∈ Aut(g) takie, »e σh1 = h2.

Elementy regularne a podalgebry Cartana: Niech H ∈ g, oznaczmy g(H,λ) := {X ∈ g |
(adH − λ Id)kX = 0 dla pewnego k}. Przestrze« g(H, λ) jest zerowa, je±li λ nie nale»y do spektrum
adH , lub pokrywa si¦ z przestrzeni¡ pierwiastkow¡ endomomor�zmu adH , je±li λ jest jedn¡ z warto±ci
wªasnych.

Element H ∈ g nazywamy regularnym, je±li

dim g(H, 0) = min
X∈g

dim g(X, 0).

Zauwa»my, »e przestrze« g(H, 0) zawiera podalgebr¦ gH := {X ∈ g | adXH = 0} b¦d¡c¡ algebr¡
Liego stabilizatora GH := {x ∈ G | AdxH = H} elementu H wzgl¦dem dziaªania doª¡czonego. Je±li
adH jest póªprosty, rozkªad Jordana pokazuje, »e g(H, 0) = ker adH = gH .

Przykªad: Niech g := sl(n,C), a H ∈ g b¦dzie macierz¡ diagonaln¡. Wtedy adH b¦dzie en-
domor�zmem póªprostym. Istotnie, macierze H12 := E11 − E22, H23 := E22 − E33, . . . , Hn−1,n :=
En−1,n−1 − Enn tworz¡ baz¦ przestrzeni h macierzy diagonalnych bez±ladowych i H mo»na wyrazi¢
jako kombinacj¦ liniow¡ tych macierzy. Z drugiej strony adHij jest diagonalny w bazie Hi′j′ , Ekl, k 6= l:
[Hij, Hi′j′ ] = 0, [Hij, Eij] = 2Eij, [Hij, Eji] = −2Eji, [Hij, Eij′ ] = Eij′ , j

′ 6= j, [Hij, Ei′j] = −Ei′j, i′ 6= i.
St¡d g(H, 0) = gH . Niech teraz H0, ma spektrum proste (czyli nie ma krotnych warto±ci wªas-

nych). �atwo widzie¢, »e wtedy gH = h. W przypadku, gdy H ma krotno±ci w spektrum, algebra
gH jest wi¦ksza, jak to ilustruje nast¦puj¡cy rysunek:

�wiczenie: poka», »e dim g(H, 0) = dim gH = n − 1 jest minimalnym mo»liwym wymiarem, czyli
H jest elementem regularnym w przypadku prostego spektrum (skorzystaj z rozkªadu Jordana). W
ogólno±ci jest prawdziwe nast¦puj¡ce twierdzenie, które przyjmujemy bez dowodu.
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Twierdzenie Niech g b¦dzie algebr¡ póªprost¡ nad C, a H0 ∈ g b¦dzie elementem regularnym.
Wtedy g(H0, 0) jest podalgebr¡ Cartana w g.

Pierwiaski i podprzestrzenie pierwiaskowe:

Lemat Niech A,B ∈ End(V ) b¦d¡ póªprostymi komutuj¡cymi endomor�zmami przestrzeni liniowej
V . Wtedy A i B s¡ jednocze±nie diagonalizowalne, czyli istnieje baza przestrzeni V skªadaj¡ca si¦ z
wektorów wªasnych operatorów A i B.

Dowód: Niech v ∈ V b¦dzie wektorem wªasnym operatora A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ:
Av = λv. Wtedy Bv te» jest wektorem wªasnym operatora A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej
λ: ABv = BAv = Bλv = λBv. St¡d podprzestre« wªasna V ′ := V (A, λ) = {v ∈ V | Av = λv}
operatora A jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ operatora B. Ograniczenie B|V ′ jest operatorem
diagonalizowalnym, czyli istnieje baza przestrzeni V ′, w której B|V ′ jest diagonalny. W tej »e bazie
A|V ′ jest skalarny. Wybieraj¡c podobne bazy we wszystkich przestrzeniach wªasnych operatora A,
otrzymujemy wynik. �

W dalszej cz¦±ci wykªadu h b¦dzie oznaczaªo ustalon¡ podalgebr¦ Cartana w g.
Zauwa»my, »e operatory adH , H ∈ h, s¡ diagonalizowalne i komutuj¡ce, sk¡d wnioskujemy, »e

w g istnieje baza zªo»ona z wektorów wªasnych wszystkich operatorów adH . Niech X ∈ g b¦dzie
elementem takiej bazy. Wtedy adHX = α(H)X, gdzie α(H) odpowiednia warto±¢ wªasna. Okazuje
si¦, »e α liniowo zale»y od H. Istotnie, α(β1H1 +β2H2)X = adβ1H1+β2H2X = β1adH1X +β2adH2X =
(β1α(H1) + β2α(H2))X.

Niech teraz α ∈ h∗ b¦dzie dowolnym funkcjonaªem liniowym na h. Oznaczmy

gα := {X ∈ g | adHX = α(H)X ∀H ∈ h}.

Funkcjonaª α nazywamy pierwiastkiem g wzgl¦dem h, je±li gα 6= {0} (a odpowiednie gα nazywamy
podprzestrzeni¡ pierwiastkow¡).

Lemat 1. g0 = h;

2. dla dowolnych α, β ∈ h∗ mamy [gα, gβ] ⊂ gα+β.

Dowód: Ad. 1. Mamy g0 = {X ∈ g | [h, X] = 0}, czyli g0 skªada si¦ z elementów g komutuj¡cych z
h. Ale h z de�nicji jest maksymaln¡ podalgebr¡ abelow¡, czyli takie elementy le»a jedynie w h.
Ad. 2. niech X ∈ gα, Y ∈ gβ. Wtedy adH [X, Y ] = [adHX, Y ] + [X, adHY ] = (α(H) + β(H))[X, Y ]
dla dowolnego H ∈ h, sk¡d [X, Y ] ∈ gα+β. �

Niech ∆ ⊂ h∗ oznacza zbiór niezerowych pierwiastków.

Twierdzenie 1. g = h +
∑

α∈∆ gα (suma prosta podprzestrzeni).

2. dim gα = 1 dla ka»dego α ∈ ∆.

3. Niech α, β b¦d¡ dwoma pierwiastkami o wªasno±ci α + β 6= 0. Wtedy Bg(g
α, gβ) = 0.

4. Ograniczenie Bg|h×h jest niezdegenerowane. W szczególno±ci dla ka»dego α ∈ h∗ istnieje jedyny
element Hα ∈ h taki, »e Bg(H,Hα) = α(H) dla wszystkich H ∈ h.
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5. Je±li α ∈ ∆, to −α ∈ ∆ oraz
[gα, g−α] = CHα,

przy czym α(Hα) 6= 0.

Dowód w nast¦pnym Wykªadzie.

Przykªad: Niech g := sl(n+ 1,C) =: an oraz Hi := Eii−Ei+1,i+1, i = 1, . . . , n. Wtedy h =
∑

i CHi

(algebra diagonalnych macierzy bez±ladowych) oraz

g = h +
∑
i 6=j

CEij.

Dla H ∈ h niech ei(H) oznacza odpowiedni element diagonalny. Mamy

[H,Eij] = (ei(H)− ej(H))Eij,

czyli pierwiastek odpowiadaj¡cy przestrzeni pierwiastkowej CEij jest równy ei − ej ∈ h∗, ij ∈
{1, . . . , n+ 1}.

Ju» obliczyli±my, »e Bg(X, Y ) = 2(n+1) Tr(XY ), X, Y ∈ g. Jasne, »e ograniczenie takiej formy na
h jest niezdegenerowane. W szczególno±ci, Bg(H,Hij) = (ei−ej)(H) dla macierzy Hij = 1

2(n+1)
(Eii−

Ejj).
Rozwa»my przestrze« hR :=

∑
ij RHij. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrze«

rzeczywista, a ukªad pierwiastków wygl¡da w niej nast¦puj¡co:
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9 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie

pierwiastkowe. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Przykªad: Niech g := so(2n,C) = {X ∈ gl(2n,C) | X+XT = 0} =: dn oraz H1 := E12−E21, H2 =
E34 − E43, . . . , Hn := E2n−1,2n − E2n,2n−1, czyli Hi := E2i−1,2i − E2i,2i−1, i = 1, . . . , n. Oznaczmy te»
Fij := Eij − Eji oraz

G+
jk := F2j−1,2k−1 + F2j,2k + i(F2j−1,2k − F2j,2k−1)

G−jk := F2j−1,2k−1 − F2j,2k + i(F2j−1,2k + F2j,2k−1),

gdzie j, k ∈ {1, . . . , n}, j 6= k. Na przykªad dla n = 2 mamy:

H1 =


0 1 0 0
−1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 , G+
12 =


0 0 1 i
0 0 −i 1
−1 i 0 0
−i −1 0 0

 ,

H2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , G−12 =


0 0 1 i
0 0 i −1
−1 −i 0 0
−i 1 0 0

 ,

G+
21 =


0 0 −1 i
0 0 −i −1
1 i 0 0
−i 1 0 0

 , G−21 =


0 0 −1 i
0 0 i 1
1 −i 0 0
−i −1 0 0

 .
Bezpo±rednio sprawdzaj¡ si¦ (�wiczenie) wzory

[H,G+
jk] = (ej(H)− ek(H))G+

jk (1 ≤ j 6= k ≤ n)

[H,G−jk] = −(ej(H) + ek(H))G−jk (1 ≤ j < k ≤ n)

[H,G−jk] = (ej(H) + ek(H))G−jk (1 ≤ k < j ≤ n),

gdzie ej(Hk) = −iδjk. Stad widzimy, »e podalgebr¡ Cartana jest

h :=
∑
i

CHi,

a rozkªad na podprzestrzenie pierwiastkowe wygl¡da tak:

g = h +
∑
j 6=k

CG+
jk +

∑
j 6=k

CG−jk.

Teraz mo»emy obliczy¢ form¦ Killinga: Bg(H,H) = Tr(ad2
H) =

∑
j 6=k((ej(H) − ek(H))2 + (ej(H) +

ek(H))2) = 2
∑

j 6=k(ej(H)2 + ek(H)2) = 4
∑

j<k(ej(H)2 + ek(H)2) = 4(n − 1)
∑n

i=1 ei(H)2 = 2(n −
1) Tr(H2). Prawie ka»dy element z g jest sprz¦»ony do pewnej macierzy z h (przyjmujemy to bez
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dowodu). St¡d wnioskujemy (podobnie jak to robili±my dla sl(n,C)), »e Bg(X, Y ) = (2n−2) Tr(XY )
i, »e g jest póªprosta.

Pierwiastki s¡ dane przez

ei − ej (1 ≤ i, j ≤ n), ±(ei + ek) (1 ≤ j < k ≤ n).

Rozwa»my przestrze« hR :=
∑

i RHi. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrze« rzeczy-
wista, a ukªad pierwiastków wygl¡da w niej nast¦puj¡co:

Przykªad: Niech g := so(2n + 1,C) = {X ∈ gl(2n + 1,C) | X + XT = 0} =: bn. Podalgebr¦
Cartana okre±lamy jak wcze±niej h :=

∑n
i=1 CHi. Wprowad¹my dodatkowo macierze

D±j := F2j−1,2n+1 ± iF2j,2n+1 (1 ≤ j ≤ n).

Na przykªad dla n = 2 mamy

D±1 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 ±i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 ∓i 0 0 0

 , D±2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 ±i
0 0 −1 ∓i 0

 .
Sprawdzamy (�wiczenie), »e [H,D±j ] = ∓ej(H)D±j . St¡d mamy rozkªad na podprzestrzenie pier-
wiastkowe

g = h +
∑
j 6=k

CG+
jk +

∑
j 6=k

CG−jk +
n∑
j=1

CD+
j +

n∑
j=1

CD−j .

Argumenty podobne do powy»szych pokazuj¡, »e Bg(X, Y ) = (2n − 1) Tr(XY ) oraz, »e g jest
póªprosta. Pierwiastki s¡ dane przez

±ei (1 ≤ i ≤ n), ei − ej (1 ≤ i, j ≤ n), ±(ei + ek) (1 ≤ j < k ≤ n),

a dla n = 2 w przestrzeni hR wygl¡daj¡ tak:
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Przykªad Niech g = sp(n,C) = {X ∈ gl(2n,C) | XJ + JX = 0} =: cn, tutaj J :=

[
0 I
−I 0

]
jest macierz¡ 2n × 2n. (�wiczenie: sprawd¹, »e macierze z g maj¡ posta¢

[
A B
C −AT

]
, gdzie

A,B,C ∈ gl(n,C), przy czym B,C symetryczne). Podalgebra Cartana ma posta¢ h =
∑n

i=1 CHi,
gdzie Hi := Eii − En+i,n+i, pierwiastki dane s¡ wzorem ei(Hj) = δij. Rozkªad na podprzestrzenie
pierwiastkowe jest nast¦puj¡cy

g = h +
∑
i≤j

C(En+i,j + En+j,i) +
∑
i≤j

C(Ei,n+j + Ej,n+i) +
∑
i 6=j

C(Eij − En+j,n+i).

Forma Killinga ma posta¢ Bg(X, Y ) = (2n+ 2) Tr(XY ), a ukªad pierwiastków

±ei (1 ≤ i ≤ n), ±ei ± ej (1 ≤ i < j ≤ n).

Dla n = 2 mamy (w hR)

Forma Killinga w tym przypadku ma posta¢ Bg(X, Y ) = (2n+ 2) Tr(XY ).

Dowód twierdzenia z poprzedniego wykªadu: Ad. 1. Wyka»emy, »e suma g = h+
∑

α∈∆ gα jest prosta.
Niech H ′ ∈ h, Xαi ∈ gαi (pierwiastki αi s¡ ró»ne i niezerowe) b¦d¡ takie, »e H ′+

∑
iXαi = 0. Wtedy

mo»na wybra¢ H ∈ h tak, »eby αi(H) byªy liczbami ró»nymi i niezerowymi (bo zbiór takich H ∈ h,
»e które± αi(H) s¡ zerowe lub pokrywaj¡ si¦, jest sum¡ sko«czonej liczby hiperpªaszczyzn). St¡d
wnioskujemy, »e H ′, Xαi le»¡ w podprzestrzeniach wªasnych endomor�zmu adH odpowiadaj¡cych
ró»nym warto±ciom wªasnym, czyli s¡ liniowo niezale»ne.

Ad. 3. Niech X ∈ gα, Y ∈ gβ, α + β 6= 0. Wtedy dla dowolnego pierwiastka γ endomor�zm adXadY
odwzorowuje gγ w gα+β+γ oraz gγ ∩ gα+β+γ = {0}. Wybierzmy teraz baz¦ w g, ka»dy element której
le»y w pewnym gγ. W takiej bazie macierz adXadY b¦dzie miaªa zerowe elementy na diagonali, czyli
Bg(X, Y ) = Tr(adXadY ) = 0.

Ad. 4. Niech H0 ∈ h b¦dzie takie, »e Bg(H0, H) = 0 dla dowolnego H ∈ h. Wtedy punkt 3 pokazuje,
»e Bg(H0, X) = 0 dla dowolnego X ∈ g. Poniewa» z de�nicji Bg jest niezdegenerowana, mamy
H0 = 0.
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10 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie

pierwiastkowe. Cz. III

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Zako«czenie dowodu twierdzenia z Wykªadu 8: Ad. 5. Niech α ∈ ∆. Wtedy g−α nie mo»e by¢ zerowe,
bo to implikowaªoby (na mocy punktu 3) ortogonalno±¢ gα do caªej g. St¡d −α ∈ ∆.

Niech H ∈ h, Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α. Wiemy, »e [Xα, X−α] ⊂ h. Ponadto Bg([Xα, X−α], H) =
−Bg(X−α, [Xα, H]) = Bg(X−α, [H,Xα]) = Bg(X−α, α(H)Xα) = α(H)Bg(Xα, X−α) = Bg(Hα, H)
Bg(Xα, X−α) = Bg(Bg(Xα, X−α)Hα, H). Z niezgegenerowano±ci Bg|h×h (punkt 4) wnioskujemy, »e

[Xα, X−α] = Bg(Xα, X−α)Hα.

Teraz udowodnimy, »e α(Hα) 6= 0. Niech Eα := Xα, X−α 6= 0. Wtedy Bg(Xα, X−α) 6= 0 (inaczej
Xα byªoby ortogonalne do g). Mo»na tak wybra¢ wektor E−α proporcjonalny do X−α, »eby

Bg(Eα, E−α) = 1.

Dla pierwiastka β oznaczmy g(β, α) :=
∑

n∈N gβ+nα, gdzie N jest zbiorem tych n ∈ Z, dla których β+

nα jest pierwiastkiem. Z to»samo±ci [gα
′
, gβ

′
] ⊂ gα

′+β′ wnioskujemy, »e g(β, α) jest podprzestrzeni¡
niezmiennicz¡ dla adEα , adE−α , adH . Poniewa» [Eα, E−α] = Hα, mamy

Tr(adHα|g(β,α)) = Tr(ad[Eα,E−α]|g(β,α)) = Tr([adEα , adE−α ]|g(β,α)) = 0

(±lad dowolnego komutatora jest równy zero).
Z innej strony, poniewa» adHα jest operatorem diagonalnym na g(β, α), mamy

Tr(adHα |g(β,α)) =
∑
n∈N

(β + nα)(Hα) dim gβ+nα.

St¡d β(Hα)
∑

n∈N dim gβ+nα = −α(Hα)
∑

n∈N n dim gβ+nα dla ka»dego α ∈ ∆ i ka»dego pierwiastka
β. Gdyby α(Hα) = 0, mieliby±my β(Hα) = 0 (bo dim gβ+nα ≥ dim gβ > 0). Z kolei to powodowaªoby
równo±¢ adHαg

β = 0 (bo adHαXβ = β(Hα)Xβ, Xβ ∈ gβ), czyli adHα = 0, co jest niemo»liwe z powodu
trywialno±ci centrum g.

Ad. 2. Zaªó»my, »e dim gα > 1. Wtedy istnieje takie Dα ∈ gα, Dα 6= 0, »e Bg(Dα, E−α) = 0.
Oznaczmy D−1 := 0, Dn := (adEα)nDα, n = 0, 1, . . .. Wtedy Dn ∈ g(n+1)α oraz [E−α, Dn] =
[E−α, (adEα)nDα] = adEα [E−α, (adEα)n−1Dα]−[adEαE−a, (adEα)n−1Dα] = adEα [E−α, Dn−1]−[Hα, Dn−1] =
adEα [E−α, Dn−1]−nα(Hα)Dn−1. W szczególno±ci, [E−α, Dn−1] = adEα [E−α, Dn−2]−(n−1)α(Hα)Dn−2,
dlatego [E−α, Dn] = adEα(adEα [E−α, Dn−2]−(n−1)α(Hα)Dn−2)−nα(Hα)Dn−1 = (adEα)2[E−α, Dn−2]−
(n− 1)α(Hα)Dn−1 − nα(Hα)Dn−1. Stosuj¡c indukcj¦ otrzymujemy

[E−α, Dn] = (adEα)n[E−α, D0]− (1 + 2 + · · ·+ n)α(Hα)Dn−1 = −n(n+ 1)

2
α(Hα)Dn−1

(skorzystali±my z tego, »e [E−α, D0] = [E−α, Dα] = Bg(E−α, Dα)Hα = 0). Poniewa» D0 6= 0,
powy»sza równo±¢ pokazuje, »e Dn 6= 0 dla n = 1, 2, . . ., co jest niemo»liwe (zbiór pierwiastków jest
sko«czony). �

27



Dalsze wªasno±ci pierwiastków i rozkªadu na podprzestrzenie pierwiastkowe: Niech α ∈ ∆,
a β b¦dzie dowolnym pierwiastkiem. Zbiór wszystkich pierwiastków postaci β+nα, n ∈ Z, nazywamy
α-szeregiem zawieraj¡cym β. Maksymaln¡ z liczb n o tej wªasno±ci, »e β + nα jest pierwiastek
b¦dziemy oznacza¢ przez q = q(β, α), a minimalna przez p = p(β, α).

Lemat 1. β + nα jest pierwiastkiem dla ka»dego n, p ≤ n ≤ q.

2. −2β(Hα)
α(Hα)

= p+ q.

3. α-szereg zawieraj¡cy 0 jest postaci −α, 0, α.

4. Ukªad pierwiastków ∆ jest niezmienniczy ze wzgl¦du na odbicia podalgebry Cartana h

sα : H 7→ H − 2
α(H)

α(Hα)
Hα

wzgl¦dem hiperpªaszczyzny {H ∈ h | α(H) = 0}.

Przykªad:

Niech α := H12, β = H23. Wtedy α-szereg zawieraj¡cy β to H23, H13, mamy te» p = 0, q = 1. Podob-
nie, szereg b¦d¡ tworzyªy dowolne dwa s¡siednie pierwiastki. S¡ te» szeregi jak w p. 2 powy»szego
lematu.

Przykªad:

Tutaj s¡ szeregi wyª¡cznie jak w p. 2 lematu.

Przykªad:
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Tutaj mamy kilka typów szeregów. Przykªadowo, dla α = H1, β = H2 mamy szereg H2−H1, H2, H2+
H1 z p = −1, q = 1. Dla α = H1, β = H1 + H2 mamy szereg H2 −H1, H2, H2 + H1 z p = −2, q = 0.
Dla α = H1, β = H2 − H1 mamy H2 − H1, H2, H2 + H1 z p = 0, q = 2. Dla α = H2 − H1, β = H1

mamy H1, H2 z p = 0, q = 1. S¡ te» szeregi jak w p. 2 powy»szego lematu.

Dowód lematu: Ad. 1,2. Niech Eα ∈ gα, E−α ∈ g−α b¦d¡ takie, »e B(Eα, E−α) = 1. Niech r, s ∈ Z
b¦d¡ takie, »e β+nα jest pierwiastkiem dla dowolnego n, r ≤ n ≤ s, ale nie jest nim dla n = r−1, s+1.
Taki α-szereg zawieraj¡cy β nazwiemy prawidªowym .

Znowu podprzestrze« g′ :=
∑s

n=r gβ+nα jest niezmiennicza dla operatorów adEα , adE−α , adH .
Poniewa» Hα = [Eα, E−α], mamy Tr(adHα |g′) = 0. Z innej strony, Tr(adHα|g′) =

∑s
n=r(β + nα)(Hα)

i, poniewa» α(Hα) 6= 0, mamy
β(Hα)

α(Hα)
= −

s∑
n=r

n = −r + s

2
.

Jasne, »e ka»dy α-szereg zawieraj¡cy β skªada si¦ z szeregów prawidªowych. Powy»sza równo±¢
pokazuje, »e taki skªadnik mo»e by¢ tylko jeden.

Ad. 3.- bez dowodu.

Ad. 4. Niech V, (|) b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ z iloczynem skalarnym. Dla α ∈ V ∗ odbicie
prostopadªe w hiperpªaszczyznie {v ∈ V | α(v) = 0} jest dane wzorem v 7→ v − 2 (v|vα)

(vα|vα)
v, tutaj vα

de�niujemy przez (vα|v) = α(v), v ∈ V (�wiczenie).
Z punktu 2 mamy sα(Hβ) = Hβ− 2

α(Hβ)

α(Hα)
Hα = Hβ− 2

Bg(Hα,Hβ)

Bg(Hα,Hα)
Hα = Hβ− 2β(Hα)

α(Hα)
Hα = Hβ + (p+

q)Hα. Stad wynika, »e p ≤ p + q ≤ q, czyli sα(Hβ) jest wektorem pierwiastkowym. Istotnie, niech
β le»y po innej stronie hiperpªaszczyzny α⊥ ni» α (uto»samiamy h i h∗ za pomoc¡ Bg|h×h). Wtedy
p ≤ 0, q ≥ 0 i q ≤ p + q ≤ q (zob. rysunek). Podobnie rozumujemy, je±li β i α le»¡ po tej samej
stronie.

�

29



11 Istotno±¢ ukªadu pierwiastków. Formy rzeczywiste

zespolonych póªprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Cz¦±¢ rzeczywista podalgebry Cartana:

Lemat Niech hR :=
∑

α∈∆ RHα. Wtedy

1. Ograniczenie bhR formy Killinga Bg do hR × hR jest dodatnio okre±lon¡ form¡ rzeczywist¡.

2. h = hR + ihR (suma prosta).

Dowód: Ad. 1. Dla H,H ′ ∈ h mamy Bg(H,H
′) = Tr(adH ◦ adH′) =

∑
β∈∆ β(H)β(H ′) (ostatnia

równo±¢ obowi¡zuje poniewa» w bazie g zªo»onej z dowolnej bazy h oraz wektorów Eβ, β ∈ ∆, macierz

operatora adH ma posta¢ blokow¡ postaci

[
0 0
0 D

]
, gdzie D jest macierz¡ diagonalna o wyrazach

β(H) na diagonali (warto±ci wªasne odpowiadaj¡ce wektorom wªasnym Eβ). Z lematu w Wykªadzie
10 wiemy, »e −2β(Hα)

α(Hα)
= p(β, α) + q(β, α), gdzie p(β, α), q(β, α) ∈ Z. St¡d

α(Hα) = Bg(Hα, Hα) =
∑
β∈∆

β2(Hα) =
1

4

∑
β∈∆

α2(Hα)(p(β, α) + q(β, α))2.

Dalej obliczamy α(Hα) (o którym ju» wiemy, »e jest 6= 0) i widzimy, »e α(Hα) jest rzeczywiste (i
dodatnie), co daje te» rzeczywisto±¢ β(Hα) (znowu korzystamy ze wzoru z lematu). W konsekwencji
mamy rzeczywisto±¢ β(H) dla H ∈ hR (bo ka»de takie H jest kombinacj¡ liniow¡ Hα o wspóªczyn-
nikach rzeczywistych), oraz Bg(H,H

′) dla H,H ′ ∈ hR.
�eby udowodni¢ niezdegenerowano±¢ Bg|hR×hR zauwa»my, »e ma miejsce implikacja α(H) = 0∀α ∈

∆ =⇒ H = 0. Istotnie, niech α(H) = 0 dla wszystkich α ∈ ∆. Z rozkªadu g = h +
∑

α∈∆ gα wynika
wtedy, »e [H,X] = 0 dla wszystkich X ∈ g, czyli H jest elementem centrum, które jest trywialne.

Niech terazH ∈ hR b¦dzie takie, »e Bh(H,H ′) = 0 dla wszystkichH ′ ∈ hR. Wtedy w szczególno±ci
Bh(H,H) =

∑
β∈∆ β

2(H) = 0 sk¡d β(H) = 0 dla dowolnego β ∈ ∆.

Ad. 2. Bez dowodu. �

Istotno±¢ ukªadu pierwiastków:

Twierdzenie Niech g i g′ b¦d¡ dwiema póªprostymi algebrami Liego (nad C), a h, h′ ich po-
dalgebrami Cartana. Niech ∆,∆′ b¦d¡ odpowiednimi ukªadami pierwiastków niezerowych i niech
hR :=

∑
α∈∆ RHα, h

′
R :=

∑
α′∈∆′ RHα′ (mo»emy patrze¢ na ∆,∆′ jako na podzbiory w przestrzeniach

dualnych h∗R, (h
′
R)∗, poniewa» β(H), β′(H ′) ∈ R dla β ∈ ∆, β′ ∈ ∆′, H ∈ hR, H

′ ∈ h′R).
Zaªó»my, »e istnieje R-liniowy izomor�zm φ : hR → h′R taki, »e φ∗(∆′) = ∆, gdzie φ∗ : (h′R)∗ → h∗R

jest odwzorowaniem dualnym. Wtedy istnieje C-izomor�zm algebr Liego Φ : g→ g′ taki, »e Φ|hR = φ.

Idea dowodu: Najpierw wybiera si¦ wektory Eα ∈ gα, α ∈ ∆, tak, »eby Bg(Eα, E−α) = 1 (mo»na to
zrobi¢, poniewa» Bg(Xα, X−α) 6= 0 dla niezerowych Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α). Dla ka»dej pary α, β ∈ ∆
takiej, »e α + β ∈ ∆ istnieje niezerowe Nα,β ∈ C takie, »e [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β.
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Dalej konstruuje si¦ wektory Eα′ ∈ g′α
′
, α′ ∈ ∆′, takie, »e: 1) Bg′(Eα′ , E−α′) = 1; 2) [Eα′ , Eβ′ ] =

Nα,βEα′+β′ , gdzie α = φ∗(α′), β = φ∗(β′). Stosuje si¦ do tego wªasno±ci wspóªczynników Nα,β wynika-
j¡ce z to»samo±ci Jacobiego oraz specjaln¡ indukcj¦.

Odwzorowanie przedªu»aj¡ce φ wzorem Φ : Eα 7→ Eα′ b¦dzie szukanym izomor�zmem algebr
Liego. Istotnie, Φ[H,Eα] = Φα(H)Eα = α(H)Eα′ = α′(φH)Eα′ = [ΦH,ΦEα]. Dla α, β ∈ ∆ takich,
»e α + β ∈ ∆ mamy Φ[Eα, Eβ] = ΦNα,βEα+β = Nα,βEα′+β′ = [Eα′ , Eβ′ ] = [ΦEα,ΦEβ]. Na koniec
Φ[Eα, E−α] = ΦBg(Eα, E−α)Hα = ΦHα = Hα′ = [Eα′ , E−α′ ] = [ΦEα,ΦE−α]. �

Kompleksy�kacja, urzeczywistnienie i formy rzeczywiste algebr Liego: Niech (g, [, ]) b¦dzie
algebr¡ Liego nad R. Wtedy nawias [, ] jednoznacznie przedªu»a si¦ do zespolonego nawiasu Liego
na kompleksy�kacji gC = C ⊗R g = g + ig przestrzeni g wzorem [X ′ + iX ′′, Y ′ + iY ′′] = [X ′, Y ′] −
[X ′′, Y ′′] + i([X ′, Y ′′] + [X ′′, Y ′]). Przestrze« gC z tym nowym nawiasem nazywamy kompleksy�kacj¡
algebry Liego (g, [, ]).

Przykªad: Algebry Liego gl(n,C), sl(n,C), so(n,C), sp(n,C) s¡ kompleksy�kacjami odpowiednich
rzeczywistych algebr Liego gl(n,R), sl(n,R), so(n,R), sp(n,R). Istotnie, je±li X = X ′ + iX ′′, Y =
Y ′ + iY ′′ ∈ gl(n,C), nawias [X, Y ] speªnia powy»szy wzór.

Urzeczywistnieniem gR zespolonej algebry Liego g nazywamy t¦ algebr¦ rozumian¡ jako algebr¦ nad
R.

Lemat 1. Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad R. Wtedy Bg(X, Y ) = BgC(X, Y ) dla X, Y ∈ g.

2. Niech h b¦dzie algebr¡ Liego nad C. Wtedy BhR(X, Y ) = 2 ReBh(X, Y ) dla X, Y ∈ h.

Dowód: Punkt pierwszy jest oczywisty. �eby dowie±¢ drugi, zauwa»my, »e je±li L : h → h jest
operatorem C-liniowym, a P+iQ := [L]e jest macierz¡ tego operatora w pewnej bazie e = (e1, , . . . , n),
to macierz operatora LR (czyli operatora rozumianego jako operator R-liniowy) w bazie (e1, . . . , en,
ie1, . . . , ien) jest równa [

P −Q
Q P

]
.

St¡d TrLR = 2 Re TrL. �

�wiczenie: Wywnioskuj z lematu, »e: 1) g jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy gC jest póªprosta;
2) h jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy hR jest póªprosta.

Form¡ rzeczywist¡ zespolonej algebry Liego g nazywamy tak¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego h, »e g = hC.
Równowa»nie, forma rzeczywista jest podalgebr¡ algebry gR tak¡, »e gR = h + ih (suma prosta
przestrzeni wektorowych).

Rozwa»my odwzorowanie σ : g → g dane wzorem X ′ + iX ′′ 7→ X ′ − iX ′′, X ′, X ′′ ∈ h. Ma ono
nast¦puj¡ce wªasno±ci: 1) σ2 = Id; 2) jest antyliniowe; 3) σ[X, Y ] = [σX, σY ], X, Y ∈ g.

Odwrotnie, ka»de takie odwzorowanie zadaje pewn¡ form¦ rzeczywist¡ algebry Liego g. Istotnie,
niech h = gσ = {X ∈ g | σ(X) = X}. �wiczenie: Udowodnij, »e h jest podalgebr¡ w gR oraz, »e
gR = h + ih.

Jedna algebra zespolona mo»e mie¢ kilka nie izomor�cznych form rzeczywistych.

Twierdzenie Ka»da póªprosta algebra Liego g nad C ma zwart¡ form¦ rzeczywist¡.
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Dowód: Wybierzmy Eα ∈ gα tak, »eby Bg(Eα, E−α) = 1. Wtedy mamy:

B(Eα − E−α, Eα − E−α) = −2, B(i(Eα + E−α), i(Eα + E−α)) = −2

B(Eα − E−α, i(Eα + E−α)) = 0, B(iHα, iHα) < 0.

Ostatnia nierówno±¢ wynika z lematu o formie rzeczywistej podalgebry Cartana. Niech

gzw :=
∑
α∈∆

R(iHα) +
∑
α∈∆

R(Eα − E−α) +
∑
α∈∆

Ri(Eα + E−α).

�eby pokaza¢, »e jest to podalgebra w gR wystarczy dowie±¢, »e je±li α, β, α+β ∈ ∆, to wspóªczynniki
Nα,β okre±lone przez [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β s¡ rzeczywiste. Przyjmujemy to bez dowodu.

Lemat o formie Killinga formy rzeczywistej pokazuje, »e Bgzw(X, Y ) = Bg(X, Y ), X, Y ∈ h.
Ostatnia forma jest ujemnie okre±lona, co wynika z powy»szych (nie)równo±ci. �

Przykªad: Niech g = sl(n,C), wtedy gzw =
∑n

j=1R(i(Ej,j − Ej+1,j+1)) +
∑

j 6=k R(Ejk − Ekj) +∑
j 6=k Ri(Ejk +Ekj). Je±li A ∈ gzw, to −A

T
= A, czyli σ(A) = −AT . Macierze o wªasno±ci σ(A) = A

nazywamy sko±nie unitarnymi. Algebra Liego gzw oznacza si¦ su(n) i jest algebr¡ Liego specjalnej
unitarnej grupy SU(n) = {a ∈ SL(n,C) | aāT = I}.

Na zako«czenie zauwa»my, »e odwzorowanie σ odpowiadaj¡ce formie rzeczywistej sl(n,R) algebry
Liego g jest dane wzorem σ(A) = A oraz, »e formy su(n) i sl(n,R) nie s¡ izomor�czne (jedna jest
zwarta, druga nie).
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12 Abstrakcyjne ukªady pierwiastków

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Odbicie euklidesowej przestrzeni wektorowej (V, (|)) wzdªu» wektora α ∈ V, α 6= 0: Jest to
przeksztaªcenie ortogonalne zadane wzorem sαβ = β − aβ,αα, gdzie aβ,α = 2(β|α)/(α|α).

Ukªad pierwiastków w (V, (|)): Jest to sko«czony zbiór R ⊂ V o wªasno±ciach:

1. R generuje V ;

2. dla ka»dego α ∈ R odbicie sα przestrzeni V wzdªu» α zachowuje R;

3. jedyne pierwiastki proporcjonalne do α ∈ R to α, 0,−α;

4. dla wszystkich α, β ∈ R liczby aβ,α okre±lone wzorem sαβ = β − aβ,αα s¡ caªkowite.

Mówimy, »e ukªad pierwiastków R ⊂ V jest nieprzywiedlny, je±li nie istnieje rozkªadu V = V1⊕V2

w ortogonaln¡ sum¦ prost¡ tak¡, »e R1 := R∩V1 oraz R2 := R∩V2 s¡ ukªadami pierwiastów w V1, V2

odpowiednio i R = R1 ∪R2.

Przykªad: Zbiór wektorów pierwiastkowych R(g, h) := {Hα | α ∈ ∆ ∪ {0}} ⊂ hR póªprostej
zespolonej algebry Liego wzgl¦dem podalgebry Cartana h jest ukªadem pierwiastków. Istotnie, w
lemacie z Wykªadu 10 pokazali±my niezmienniczo±¢ R ⊂ h wzgl¦dem odbi¢ sα w pªaszczyznach α =

0, α ∈ ∆. Odbicia te zadawane s¡ wzorem sα(H) = H − 2 α(H)
α(Hα)

Hα, gdzie −2 α(H)
α(Hα)

= −2
Bg(Hα,Hβ)

Bg(Hα,Hα)
=

p+ q jest liczb¡ caªkowit¡. Speªnienie warunku 3. wynika z tego» lematu.
Ukªad pierwiastków algebry d2
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nie jest nieprzywiedlny. Ukªady w pozostaªych przykªadach (an, bn, cn oraz dn, n > 2) s¡.

Pierwiastki dodatnie i proste: Wybierzmy element v ∈ V, v 6= 0 taki, »e v⊥ ∩ R = {0} (tutaj
v⊥ jest hiperpªaszczyzn¡ prostopadª¡ do v; mo»emy wybra¢ takie v, bo R jest sko«czony). Zbiór
pierwiastków le»¡cych po tej samej stronie od v⊥ co i v oznaczmy przez R+. B¦dziemy je nazywa¢
pierwiastkami dodatnimi. Pierwiastki ze zbioru R− := R\(R+∪{0}) nazywamy ujemnymi. Mówimy,
»e α ∈ R+ jest pierwiastkiem prostym, je±li on nie mo»e by¢ zapisany w postaci α = β+γ, β, γ ∈ R+.

Przykªad:

Lemat Niech α, β b¦d¡ pierwiastkami prostymi, α 6= β. Wtedy (α|β) ≤ 0.

Dowód: Najpierw zauwa»my, »e γ := β − α 6∈ R. Istotnie, gdyby γ ∈ R+, to β = α + γ byªby sum¡
pierwiastków dodatnich, co jest sprzeczne z zaªo»eniem prostoty α. Podobnie, gdyby γ ∈ R−, to
α = β + (−γ) byªby sum¡ pierwiastków dodatnich.

St¡d wnioskujemy, »e dla α-szeregu {β + nα | p ≤ n ≤ q}, zawieraj¡cego β mamy q = 0, p ≥ 0
(poj¦cie α-szeregu dla abstrakcyjnych ukªadów pierwiastków okre±la si¦ analogicznie, jak dla ukªadów
R(g, h) i ma analogiczne wªasno±ci; w szczególno±ci n przebiega wszystkie liczby caªkowite pomi¦dzy
p i q, oraz −2(β|α)/(α|α) = p+ q). Ostatecznie mamy (β|α) = −(1/2)(α|α)(p+ q) ≤ 0. �

Baza ukªadu pierwiastków R: Jest to podzbiór B ⊂ R o wªasno±ciach: 1) B jest baz¡ V ; 2)
ka»dy pierwiastek β ∈ R mo»e by¢ zapisany w postaci β =

∑
α∈R nαα, gdzie nα sa liczby caªkowite

tego samego znaku.

Lemat Ka»dy ukªad pierwiastków R posiada baz¦.

Dowód: Niech B b¦dzie zbiorem pierwiastków prostych. Wtedy jest to ukªad liniowo niezale»ny.
Istotnie, zaªó»my przeciwne. Wtedy istniej¡ xi 6= 0, i ∈ I, takie, »e

∑
xiαi = 0 dla pewnych αi ∈ B.

Podzielmy te wspóªczynniki na dodatnie i ujemne: I = I ′ ∪ I ′′, xi > 0, i ∈ I ′, xj < 0, j ∈ I ′′. Dla
γ :=

∑
i∈I′ xiαi mamy 0 < (γ|γ) =

∑
i∈I′,j∈I′′ xi(−xj)(αi|αj). Ostatnie wyra»enie jest ujemne wedªug

powy»szego lematu, co daje sprzeczno±¢.
Teraz niech γ ∈ R+. Je±li γ nie jest prosty, mo»emy go rozªo»y¢: γ = α+β, α, β ∈ R+. Dziaªaj¡c

indukcyjnie, dojdziemy do rozkªadu γ =
∑

α∈B nαα, nα ∈ N ∪ {0}. Je±li γ ∈ R−, to −γ ∈ R+ i
powtarzamy rozumowanie.

Jasne jest, »e, poniewa» R generuje V , to i B te». �

Macierz Cartana ukªadu pierwiastków: Niech B = {α1, . . . , αl} b¦dzie dowoln¡ baz¡ R.
Macierz¡ Cartana ukªadu pierwiastków R zwi¡zan¡ z B nazywamy macierz C o wyrazach aij :=
aαi,αj .
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Przykªad: (a2) Dla bazy B = {α1 = H12, α2 = H23} mamy macierz

C = 2

[
(α1|α1)/(α1|α1) (α1|α2)/(α2|α2)
(α2|α1)/(α1|α1) (α2|α2)/(α2|α2)

]
= 2

[
1 ||α1||·||α2|| cos(2π/3)

||α2||2
||α2||·||α1|| cos(2π/3)

||α1||2 1

]
=

[
2 −1
−1 2

]

Przykªad: (b2) Dla bazy B = {α1 = H1 −H2, α2 = H2} mamy macierz

C = 2

[
(α1|α1)/(α1|α1) (α1|α2)/(α2|α2)
(α2|α1)/(α1|α1) (α2|α2)/(α2|α2)

]
= 2

[
1 ||α1||·||α2|| cos(3π/3)

||α2||2
||α2||·||α1|| cos(3π/4)

||α1||2 1

]
=

[
2 −2
−1 2

]

Jak C i B wyznaczaj¡ R: Niech B = {α1, . . . , αl} oraz C := ||aij||. Ka»dy pierwiastek β ∈ R+ ma
posta¢ β =

∑
i niαi. Liczb¦

∑
i ni nazywamy wysoko±ci¡ pierwiastka β. W szczególno±ci pierwiastki

wysko±ci 1 s¡ elementami bazy B.
Wedªug B i C budujemy wszystkie αi-szeregi zawieraj¡ce αj:

αj, αj + αi, . . . , αj + ajiαi

(z dowodu pierwszego z powy»szych lematów wiemy, »e αj−αi nie jest pierwiastkiem, wi¦c p = 0, q =
aji). W szczególno±ci, otrzymujemy wszystkie pierwiastki wysoko±ci 2: α = αj + αi. Ponadto z C
odczytujemy warto±¢ aα,αk = 2(α|αk)/(αk|αk) = ajk + aik. W rezultacie mamy wszystkie αk-szeregi
zawieraj¡ce α i zawieraj¡ce si¦ w R+: α+ pαk, . . . , α+ qαk, gdzie p = 0 (je±li k 6∈ {i, j}) lub p = −1
(je±li k ∈ {i, j}), a q wyznaczamy z równo±ci p+ q = −aα,αk . W ten sposób otrzymujemy wszystkie
pierwiastki wysoko±ci 3.

Iteruj¡c ten proces otrzymamy pierwiastki wszystkich wysoko±ci. Trzeba tylko pokaza¢, »e w
ukªadach pierwiastków �przyjmuj¡ si¦� wszystkie wysoko±ci pomi¦dzy 1 a maksymaln¡. To przyjmu-
jemy bez dowodu.
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Przykªad: Niech C =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

. Wtedy mamy nast¦puj¡ce αi-szeregi zawieraj¡ce αi: 1)

α1, α1 + α2; 2) α2, α2 + α1; 3) α2, α2 + α3; 4) α3, α3 + α2, α3 + 2α2.
Otrzymali±my 2 pierwiastki wysoko±ci 2. Rozwa»my α := α1 + α2, wtedy α3-szereg zawieraj¡cy

α to α, α + α3, (q = −aα,α3 = −(a13 + a23) = 1). Dla α = α2 + α3 mamy α1-szereg α, α + α1

(q = −(a21 + a31) = 1).
Otrzymali±my 2 pierwiastki wysoko±ci 3. Niech α = α1 + α2 + α3. Wtedy α2-szereg zawieraj¡cy

α to α, α + α2 (bo p = 0, q = −aα,α2 − q = −(a12 + a22 + a32) = 1).
Niech α = α3 + 2α2. Wtedy α1-szereg zawieraj¡cy α to α, α + α1, α + 2α1 (bo p = 0, q =

−aα,α1 − q = −(a31 + 2a21) = 2).
Ostatecznie, otrzymali±my nast¦puj¡cy ukªad pierwiastków dodatnich: α1, α2, α3, α1 + α2, α2 +

α3, α1 +α2 +α3, 2α2 +α3, α1 +2α2 +α3, 2α1 +2α2,+α3. Ukªad ten odpowiada algebrze c3: wystarczy
wzi¡¢ α1 = H1 −H2, α2 = H2 −H3, α3 = 2H3.

Nast¦pne twierdzenie pokazuje, »e rekonstruowanie ukªadu R z B i C jest jednoznaczne.

Twierdzenie Niech R,R′ ⊂ V ′ b¦d¡ ukªadami pierwiastków z bazami B = {α1, . . . , αl, }B′ =
{α′1, . . . , α′l}. Oznaczmy aij := aα′i,α′j , ai′j′ := aα′i,α′j . Je±li aij = ai′j′, to odwzorowanie αi 7→ αi′

przedªu»one wedªug liniowo±ci na caªe V (które oznaczamy przez φ) odwzorowuje bijektywnie V na
V ′ oraz R na R′.

Idea dowodu: Grup¦ Weyla ukªadu pierwiastków R de�niujemy jako podgrup¦ grupy izometrii
przestrzeni V generowan¡ przez odbicia sα, α ∈ R, i oznaczamy przez W (R).

Dalej dowodzimy, »e grupa Weyla tak naprawd¦ jest generowana przez �odbicia proste� sα, α ∈ B,
oraz »e W (R)B = R.

Warunek aij = ai′j′ nast¦pnie implikuje, »e φ �komutuje z odbiciami prostymi�: φ◦sα = sα′◦φ, α ∈
B, oraz ze wszystkimi: φ ◦ sα = sφ(α) ◦ φ, α ∈ R. To daje φ(R) = φ(W (R)B) = W (R′)φ(B) =
W (R′)B′ = R′. �
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13 O klasy�kacji póªprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Graf Coxetera i schemat Dynkina ukªadu pierwiastków: Niech C = ||cij|| b¦dzie macierz¡
Cartana ukªadu pierwiastków R odpowiadaj¡c¡ bazie B = {α1, . . . , αl}. Grafem Coxetera ukªadu
R nazywamy graf o l wierzchoªkach, przy czym wierzchoªki i-ty i j-ty poª¡czone s¡ za pomoc¡
aijaji neprzecinaj¡cych si¦ odcinków. Je±li nad i-tym wierzchoªkiem dopiszemy jeszcze wielokrotno±¢
(αi|αi) otrzymamy diagram Dynkina.

Przykªad: (a2)

Dla bazy B = {α1 = H12, α2 = H23} i macierzy

C =

[
2 −1
−1 2

]
mamy

Przykªad: (b2)
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Dla bazy B = {α1 = H1 −H2, α2 = H2} i macierzy

C =

[
2 −2
−1 2

]
mamy

Przykªad: (c3) Dla bazy α1 = H1 −H2, α2 = H2 −H3, α3 = 2H3 i macierzy

C =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2


mamy

Przykªad: (d2)

Dla bazy α1 = H1 +H2, α2 = H1 −H2 i macierzy

C =

[
2 0
0 2

]
mamy
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W ostatnim przykªadzie otrzymali±my niespójny graf, co odzwierciedla przywiedlno±¢ odpowied-
niego ukªadu pierwiastków. W ogólno±ci, nieprzywiedlnym ukªadom pierwiastków odpowiadaj¡
spójne grafy Coxetera.

Klasy�kacja diagramów Dynkina: Poni»ej przeliczone s¡ wszystkie spójne diagramy Dynkina
(list¦ t¦ przyjmujemy bez dowodu). Poniewa» diagram Dynkina w sposób jednoznaczny de�niuje
odpowiedni¡ macierz Cartana, w ten sposób otrzymujemy klasy�kacj¦ nieprzywiedlnych ukªadów
pierwiastków.

(Ilustracja z ksi¡»ki [Hel00].) Na li±cie tej znajdujemy 4 niesko«czone serii diagramów odpowiadaj¡ce
ukªadom pierwiastków, z którymi ju» jeste±my zaznajomieni oraz pi¦¢ innych diagramów odpowiada-
j¡cych tzw. wyj¡tkowym ukªadom pierwiastków. W±ród ostatnich przykªadowo rozpatrzymy diagram
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g2. Odpowiednia macierz Cartana ma posta¢

C =

[
2 −1
−3 2

]
a ukªad pierwiastków wygl¡da nast¦puj¡co:

(ilustracja z Wikipedii).

Macierz Cartana a generatory kanoniczne póªprostej algebry Liego:

Twierdzenie Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego nad C, h ⊂ g jej podalgebr¡ Cartana, a
C = ||aij|| macierz¡ Cartana odpowiadaj¡ca pewnej bazie B = {α1, . . . , αl} ukªadu pierwiastków
R(g, h). Wtedy istniej¡ elementy Xi, Yi, Hi ∈ g, i = 1, . . . , l, o wªasno±ciach:

1. [Hi, Hj] = 0;

2. [Xi, Yi] = Hi;

3. [Xi, Yj] = 0, je±li i 6= j;

4. [Hi, Xj = ajiXj, [Hi, Yi] = −aijYj;

5. (adXi)
1−aijXj = 0, i 6= j;

6. (adYi)
1−aijYj = 0, i 6= j;

7. elementy Xi, Yi, Hi generuj¡ g (czyli ka»dy element z g jest kombinacj¡ liniow¡ wielokrotnych
nawiasów tych elementów).

Dowód: Przypomnijmy, »e dla α, β ∈ ∆ mamy

[gα, gβ] = gα+β, je±li α + β ∈ ∆ ∪ {0} (4)

(lub = 0, w przeciwnym wypadku). Niech Hi := (2/(αi|αi))Hαi , Xi b¦dzie dowolnym niezerowym
wektorem z gαi , a Yi ∈ g−αi dobierzemy tak, »eby Bg(Xi, Yi) = (2/(αi|αi)). Wtedy relacje 1,2
s¡ oczywiste, relacja 3 wynika z faktu, »e αi − αj nie jest pierwiastkiem (zob. dowód jednego z
lematów w Wykªadzie 12). Relacje 4 wynikaj¡ z tego, »e [H,Xj] = αj(H)Xj dla H ∈ h oraz
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αj(Hi) = (2/(αi|αi))(αj|αj) = aji. Relacje 5 i 6 s¡ wnioskiem faktu, »e αi szereg zawieraj¡cy αj ma
posta¢ αj, αj +αi, . . . , αj − ajiαi, czyli αj + (1− aji)αi nie jest pierwiastkiem. Ostatni punkt wynika
z tego, »e Hi tworz¡ baz¦ h oraz z równo±ci (4) (z uwzgl¦dnieniem faktu, »e ka»dy pierwiastek jest
kombinacj¡ bazowych). �

Klasy�kacja póªprostych zespolonych algebr Liego:

Twierdzenie Niech R b¦dzie ukªadem pierwiastków. Wtedy istnieje zespolona póªprosta algebra
Liego g oraz podalgebra Cartana h ⊂ g takie, »e R = R(g, h).

Idea dowodu: Niech B = {α1, . . . , αl} b¦dzie baz¡ ukªadu R, a C = ||aij||, aij = aαiαj odpowiedni¡
macierz¡ Cartana. Dowód twierdzenia z grubsza polega na zbudowaniu algebry Liego generowanej
przez elementy Xi, Yi, Hi ∈ g, i = 1, . . . , l, podlegaj¡ce relacjom z poprzedniego twierdzenia. �
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14 Elementy teorii reprezentacji póªprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [FH91, KS10]

Reprezentacja algebry Liego g w przestrzeni wektorowej V : Jest to homomor�zm algebr
Liego ρ : g → End(V ), gdzie przestrze« End(V ) jest wyposa»ona w komutator. Reprezentacj¦ ρ
nazywamy nieprzywiedln¡, je±li nie istnieje nietrywialnej (ró»nej od {0} i V ) podprzestrzeni niezmi-
enniczej W ⊂ V (czyli takiej, »e ρ(X)W ⊂ W dla ka»dego X ∈ g).

Twierdzenie Niech g b¦dzie póªprost¡ zespolon¡ algebr¡ Liego, a ρ jej dowoln¡ sko«czenie wymi-
arow¡ (dimV <∞) reprezentacj¡. wtedy ρ jest zupeªnie przywiedlna, czyli dla ka»dej podprzestrzeni
niezmienniczej W ⊂ V istnieje dopeªniaj¡ca podprzestrze« niezmiennicza W ′ ⊂ V, V = W ⊕W ′.

Bez dowodu. (Jeden ze sposobów dowodu wykorzystuje tzw. sztuczk¦ unitarn¡ Weyla: korzystamy z
tego, »e g posiada zwart¡ form¦ rzeczywist¡. Reprezentacje zwartej algebry (grupy) Liego s¡ zupeªnie
przywiedlne z powodu istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V .)

Dalej rozwa»amy tylko póªproste algebry Liego g nad C oraz reprezentacje sko«czenie wymi-
arowe. Z twierdzenia wynika, »e ka»da taka reprezentacja rozkªada si¦ w sum¦ prost¡ reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Waga reprezentacji ρ: Niech h ⊂ g b¦dzie podalgebr¡ Cartana w g. Niech α ∈ h∗, oznaczmy

V α := {v ∈ V | ρ(H)v = α(H)v ∀H ∈ h}.

Funkcjonaª α nazywamy wag¡, je±li V α 6= {0} (podprzestrze« V α nazywamy podprzestrzeni¡ wagow¡
odpowiadaj¡c¡ α).

Przykªad: Ju» poznali±my reprezentacj¦ doª¡czon¡ ad : g→ End(g), adXY := [X, Y ]. Jej wagami
s¡ pierwiastki algebry Liego g, a popdprzestrzenie pierwiastkowe gα s¡ podprzestrzeniami wagowymi.

Przykªad: Niech g = sl(3,C), a ρ : g → End(C3) b¦dzie naturaln¡ reprezentacj¡ (macierz dziaªa
na wektor-kolumn¦). Mamy Hei = ei(H)ei, i = 1, 2, 3, tutaj H ∈ h, ei(H) oznacza i-ty element diag-
onalny macierzy H a ei s¡ wektorami bazy kanonicznej C3. St¡d podprzestrzenie 〈ei〉 s¡ wagowymi
odpowiadaj¡cymi wagom ei. Poni»szy rysunek przedstawia wagi wraz z pierwiastkami.
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�wiczenie: 1) Udowodnij, »e dla dowolnego pierwiastka α oraz wagi β mamy ρ(gα)V β ⊂ V α+β, je±li
α + β jest wag¡, i ρ(gα)V β = {0} w przeciwnym przypadku. 2) Poka», »e dla reprezentacji nieprzy-
wiedlnej dwie dowolne wagi niezerowe ró»ni¡ si¦ o kombinacj¦ liniowa pierwiastków o wspóªczyn-
nikach caªkowitych. Wskazówka: dla wagi α rozwa» podprzestrze« W =

⊕
β∈ΛR

V α+β, gdzie ΛR jest
krat¡ generowan¡ przez pierwiastki, czyli zbiorem wszystkich kombinacji liniowych pierwiastków o
wspóªczynnikach caªkowitych.

Reprezentacje sl(2,C): Niech g := sl(2,C), H :=

[
1 0
0 −1

]
, E+ :=

[
0 1
0 0

]
, E− :=

[
0 0
1 0

]
.

Wtedy [H,E±] = ±2E±, [E+, E−] = H. Rozwa»my nieprzywiedln¡ reprezentacj¦ ρ : g → End(V ),
gdzie V jest sko«czenie wymiarow¡ (nad C). Operator ρ(H) ma wektor wªasny: ρ(H)v = λv.
Ponadto ρ(H)ρ(E+)v = (ρ(E+)ρ(H) + 2ρ(E+))v = (λ + 2)ρ(E+)v, czyli ρ(E+)v jest wektorem
wªasnym dla ρ(H) odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ + 2. Iteruj¡c dostajemy ci¡g wektorów
wªasnych o ró»nych warto±ciach wªasnych λ, λ + 2, λ + 4, . . ., który musi si¦ sko«czy¢ wektorem
zerowym (bo dimV <∞). St¡d istnieje wektor wªasny v0 dla ρ(H) odpowiadaj¡cy warto±ci wªasnej
λ0 o wªasno±ci ρ(E+)v0 = 0.

Podobnie ρ(H)ρ(E−)v = (λ − 2)ρ(E−)v dla dowolnego wektora wªasnego o warto±ci wªasnej λ.
W szczególno±ci dla vk := ρ(E−)kv0 mamy ρ(H)vk = (λ0 − 2k)vk, co oznacza, »e ci¡g vk musi si¦
oberwa¢: istnieje n takie, »e v0 6= 0, . . . , vn 6= 0, vn+1 = 0.

Lemat Dla dowolnego k ∈ N ma miejsce równo±¢

ρ(E+)vk = k(λ0 − k + 1)vk−1.

W szczególno±ci, poniewa» 0 = ρ(E+)vn+1 = (n+ 1)(λ0 − (n+ 1) + 1)vn, mamy λ0 = n.

Dowód: Dla k = 1 mamy ρ(E+)v1 = ρ(E+)ρ(E−)v0 = ρ(H)v0 = λ0v0. Zakªadaj¡c, »e równo±¢ jest
speªniona dla n = k, mamy (przypomnijmy, »e vk+1 = ρ(E−)vk):

ρ(E+)vk+1 = ρ(E+)ρ(E−)vk = (ρ(E−)ρ(E+) + ρ(H))vk = ρ(E−)k(λ0 − k + 1)vk−1 + (λ0 − 2k)vk =
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(k(λ0 − k + 1) + (λ0 − 2k))vk = (k + 1)(λ0 − k)vk.

�

Zauwa»my teraz, »e podprzestrze« rozpi¦ta przez wektory v0, . . . , vn jest niezmiennicza, musi wi¦c
pokrywa¢ si¦ z V . Otrzymali±my w ten sposób niesko«czon¡ seri¦ reprezentacji indeksowanych przez
n ∈ N. Przestrze« V (n) jest rozpi¦ta przez v0, . . . , vn, a operatory reprezentacji s¡ dane przez

ρ(n)(H)vk = (n− 2k)vk,

ρ(n)(E−)vk = vk+1,

ρ(n)(E+)vk = k(n− k + 1)vk−1.

Podsumowuj¡c otrzymujemy

Twierdzenie Ka»da nieprzywiedlna reprezentacja algebry sl(2,C) jest postaci ρ(n) dla pewnego n.

sl(2)-trójki oraz krata wagowa ΛW : Niech teraz g b¦dzie dowoln¡ (póªprost¡) algebr¡ Liego.
Dla α ∈ ∆ rozwa»my podprzestrze« Sα w g rozpi¦t¡ przez podprzestrzenie gα, g−α, [gα, g−α]. Jest
oczywistym, »e jest to podalgebra Liego w g. Ponadto, ªatwo wybra¢ generatory E+ ∈ gα, E− ∈
g−α, H ′α ∈ [gα, g−α] speªniaj¡ce relacje komutacyjne algebry sl(2,C). Wystarczy wybra¢ H ′α propor-
cjonalnie do wektora pierwiastkowego Hα tak, »eby α(H ′α) = Bg(Hα, H

′
α) = 2, wzi¡¢ E+ niezerowe,

a E− wybra¢ tak, »eby Bg(E+, E−) = 2/Bg(Hα, Hα) (przypomnijmy, ze [E+, E−] = Bg(E+, E−)Hα).
Powy»sza analiza reprezentacji sl(2) pokazuje, »e wagi dowolnej reprezentacji nieprzywiedlnej

(wi¦c i ka»dej reprezentacji) przyjmuj¡ caªkowite warto±ci na wektorach H ′α. W szczególno±ci mo»na
traktowac wagi jako elementy z h∗R. Zbiór wszystkich funkcjonaªów z h∗R przyjmuj¡cych warto±ci
caªkowite na wektorach H ′α, α ∈ ∆, nazywamy krat¡ wagow¡ i oznaczamy przez ΛW . Zauwa»my, »e
ΛW ⊃ ΛR (je»eli traktujemy pierwiastki i ich krotno±ci jako elementy z h∗R).

Niezmienniczo±¢ ΛW wzgl¦dem grupy Weyla W (R): Dowodzi si¦ analogicznie jak niezmien-
niczo±c ukªadu pierwiastków ∆, czyli u»ywa si¦ przy tym α-szeregów zawieraj¡cych β, gdzie β jest
wag¡, a α pierwiastkiem (por. Wyklad 10).

Najwy»sza waga reprezentacji: Ustalmy wektor niezerowy v ∈ hR nie nale»¡cy do »adnej z hiper-
pª¡szczyzn α⊥ (por. Wykªad 12). Dla reprezentacji ρ wag¡ najwy»sz¡ nazwiemy wag¦ β, która przyj-
muje najwi¦ksz¡ warto±¢ na wektorze v. Odpowiedni wektor wªasny w ∈ V, ρ(H)w = β(H)w,H ∈ h

nazywamy najwy»szym wektorem wagowym.

Prszykªad: Dla poni»szego wyboru wektora v najwy»sz¡ wag¡ reprezentacji doª¡czonej b¦dzie
e1 − e3, a najwy»sz¡ wag¡ reprezentacji naturalnej b¦dzie e1.
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Twierdzenie 1. Dla dowolnej reprezentacji ρ istnieje waga najwy»sza β.

2. Odpowiedni najwy»szy wektor wagowy w zeruje si¦ przez wszystkie operatory ρ(gα), α ∈ R+

(tutaj R+ jest zbiorem pierwiastków dodatnich, zwi¡zanych z wyborem v).

3. Podprzestrze« W ⊂ V generowana przez wielokrotne zastosowanie operatorów ρ(gα), α ∈ R−,
do w jest nieprzywiedlna.

4. Ka»da reprezentacja nieprzywiedlna posiada jedyny (z dokªadno±ci¡ do proporcjonalno±ci) na-
jwy»szy wektor wagowy.

Przykªad: Dla reprezentacji ρ(n) wagami s¡ {n, n−2, . . . ,−n}. Najwy»sza waga to n, a najwy»szy
wektor wagowy to v0.

Dowód twierdzenia: Punkt pierwszy jest oczywisty: ilo±¢ wag jest sko«czona. Punkt 2 wynika z tego,
»e (β + α)(v) > β(α) dla α ∈ R+, wi¦c β + α nie mo»e by¢ wag¡. Punkt 3 dowodzi si¦ analogicznie
do przypadku algebry sl(2,C). Punkt 4: gdyby byªo dwie ró»ne wagi najwy»sze β, β′, musiaªyby
si¦ ró»ni¢ o kombinacj¦ liniow¡ o wspóªczynnikach z N pierwiastków z R−. Wtedy β(v) > β′(v) lub
β′(v) > β(v). �

Waga najwy»sza i inne wagi reprezentacji: Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ α ∈
h∗R jej wag¡ najwy»sz¡. Oznaczmy przez W (R)α orbit¦ α pod dziaªaniem grupy Weyla, a przez
conv(W (R)α) jej powªok¦ wypukª¡.

Przykªad: Dla reprezentacji doª¡czonej sl(3,C) mamy W (R)α = ∆, a dla reprezentacji naturalnej
W (R)α = {e1, e2, e3}.

Twierdzenie Zbiór wag reprezentacji ρ jest równy conv(W (R)α) ∩ (λ+ ΛR).

Bez dowodu.
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Klasy�kacja reprezentacji nieprzywiedlnych: Komórk¡ Weyla C nazywamy domkni¦cie skªad-
owej spójnej zbioru h∗R \

⋃
α∈∆ α

⊥. Komórk¦ Weyla o tej wªasno±ci, »e c(Hα) > 0 dla wszystkich
c ∈ C, α ∈ R+, nazywamy dodatni¡ (innymi sªowy jest to taka komórka Weyla, której elementy
tworz¡ k¡t ostry lub prosty ze wszystkimi pierwiastkami dodatnimi). Na rysunku poni»ej mamy
przykªad dodatniej komórki Weyla.

Twierdzenie Ustalmy dodatni¡ komórk¦ Weyla C. Ka»dy element α z C∩ΛW jest wag¡ najwy»sz¡
pewnej reprezentacji nieprzywiedlnej ρα.

Przykªad: Niech α := 2e1.
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Wtedy W (R)α = {α, 2e2 = α+2(e2−e1), 2e3 = α+2(e3−e1)}, conv(W (R)α) jest trójk¡tem rozpi¦-
tym przez te punkty. Przesuwaj¡c α o krotno±ci pierwiastków wewn¡trz tego trójk¡ta znajdziemy
jeszcze trzy wagi: −e1 = α+2(e2−e1)+(e3−e2),−e2 = α+(e3−e1),−e3 = α+(e2−e1). Przestrze«
reprezentacji ρα b¦dzie 6-wymiarowa generowana przez najwy»szy wektor wagowy w1 := w oraz wek-
tory w2 := ρα(E31)w,w3 := ρα(E31)2w,w4 := ρα(E21)w,w5 := ρα(E21)2w,w6 := ρα(E23)ρα(E21)2w.

�wiczenie: Znajd¹ dziaªanie wszystkich operatorów reprezentacji ρα na wektory w1, . . . , w6. Wskazówka:
skorzystaj z relacji komutacyjnych algebry sl(3,C) oraz z punktu 2 twierdzenia o najwy»szym wek-
torze wagowym.
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