
Teoria grup I

Wykªad 1

1 Wprowadzenie do wykªadu, cz. I

Grupa: Zbiór G wyposa»ony w �dziaªanie� µ : G×G→ G (skrótowo oznaczamy µ(a, b) =: a · b lub
poprostu ab) speªniaj¡ce nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. dziaªanie jest ª¡czne, czyli
(ab)c = a(bc) ∀ a, b, c ∈ G;

2. istnieje element e ∈ G, zwany �neutralnym�, taki, »e

ea = ae = a ∀ a ∈ G;

3. dla ka»dego a ∈ G istnieje element �odwrotny� a−1, czyli taki, »e

aa−1 = a−1a = e.

Uwaga: Element neutralny jest jedyny: je±li e′ inny neutralny, to e′ = e′e = e. Analogicznie, dla
ka»dego a ∈ G element odwrotny a−1 jest wyznaczony jednoznacznie.

Podgrupa grupy G: Podzbiór H ⊂ G o wªasno±ciach 1) µ(H,H) ⊂ H oraz 2) H−1 ⊂ H, czyli

1) ab ∈ H ∀ a, b ∈ H oraz 2) a−1 ∈ H ∀ a ∈ H.

Uwaga: 1) i 2) implikuj¡ e ∈ H oraz fakt, »e podgrupa H sama staje si¦ grup¡ z dziaªaniem µ|H×H .

Przykªad podstawowy - grupa permutacji: Permutacj¡ zbioru X nazywamy bijekcj¦ a :
X → X. Zbiór bijekcji oznaczamy SX (S od �symetrii�, grup¦ permutacji inaczej nazywamy �grup¡
symetrii� zbioru X) i wyposa»amy w dziaªanie - zªo»enie bijekcji, czyli µ(a, b) := a ◦ b : X → X.
Element neutralny - odwzorowanie identyczno±ciowe IdX , element odwrotny do a - odwzorowanie
odwrotne a−1 : X → X.

Inne przykªady: Wszystkie inne przykªady grup to podgrupy grupy SX (:-o, na serio: jest to tre±¢
twierdzenia Cayley'a).

Przykªady bardziej przyziemne:

1. G = {∗} grupa jednoelementowa.

2. (Z,+), (R,+), (C,+), (Zn,+), (Rn,+), (Cn,+); przy tym mamy ci¡gi podgrup: Z ⊂ R ⊂
C,Zn ⊂ Rn ⊂ Cn.
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3. (R6=0, ·), (R>0, ·), (C6=0, ·); ci¡g podgrup R>0 ⊂ R 6=0 ⊂ C 6=0.

4. U(1) := {z ∈ C | |z| = 1} (podgrupa C6=0).

5. Sn, grupa permutacji zbioru n-elementowego.

Uwaga: 1.- 4. s¡ przykªadami grup przemiennych lub abelowych, czyli takich, »e

µ(a, b) = µ(b, a) ∀ a, b ∈ G.

3. jest przykªadem grupy nieprzemiennej, je±li n > 2.

Przykªady mniej przyziemne otrzymuj¡ si¦ w ramach nast¦puj¡cej wa»nej konstrukcji. Zaªó»my, »e
zbiór X wyposa»ony jest w pewn¡ �struktur¦� S. Wybierzmy z SX tylko bijekcje o tej wªasno±ci,
»e one same i ich odwrotno±ci �zachowuj¡� S, i oznaczmy przez SX,S ich zbiór. Wtedy SX,S jest
podgrup¡ w SX . Grupa SX,S jest �grup¡ symetrii� struktury S i cz¦sto zawiera istotn¡ informacj¦ o
S (zob. przykªad �podªogi�, poni»ej).

Przykªad: S struktura przestrzeni liniowej na X, wtedy zachowanie struktury oznacza liniowo±¢
bijekcji, SX,S = GL(X) (od angielskiego general linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaªce«
przestrzeni X.

Przykªad: S struktura przestrzeni liniowej na X wraz z form¡ obj¦to±ci σ, SX,S = SL(X) (od
angielskiego special linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaªce« przestrzeni X zachowuj¡cych
σ. Uwaga: SL(X) jest podgrup¡ GL(X).

Przykªad: S struktura przestrzeni euklidesowej na X, czyli X jest przestrzeni¡ liniow¡ z zadan¡
metryk¡ euklidesow¡ (|), SX,S = O(X) grupa ortogonalna, czyli grupa liniowych bijekcji, zachowu-
j¡cych metryk¦. Uwaga: O(X) jest podgrup¡ GL(X).

Przykªad: SO(X) := SL(X) ∩O(X).

Przykªad: Niech X = R4 b¦dzie wyposa»one w struktur¦ metryki (|) o sygnaturze (1, 3), czyli S

b¦dzie struktur¡ lorentzowsk¡ na X. Wtedy SX,S = O(1, 3), grupa liniowych bijekcji zachowuj¡cych
(|), jest tzw. grup¡ Lorentza.

Przykªad: S struktura przestrzeni metrycznej lub topologicznej na X, zachowanie struktury oz-
nacza ci¡gªo±¢ bijekcji, SX,S grupa homeomor�zmów przestrzeni X.

Przykªad: S struktura rozmaito±ci gªadkiej na X, zachowanie struktury oznacza gªadko±¢ bijekcji,
SX,S grupa dyfeomor�zmów przestrzeni X.

Dziaªanie (lewe) grupy G na zbiorze X: Odwzorowanie ν : G×X → X (skrótowo oznaczamy
te» ν(g, x) =: g · x) o wªasno±ciach

1. (g1 · g2) · x = g1 · (g2 · x) ∀ g1, g2 ∈ G, x ∈ X;

2. e · x = x ∀ x ∈ X.

Przykªad: Dziaªanie grupowe µ : G×G→ G jest przykªadem lewego (oraz prawego) dziaªania G
na G.
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Przykªad: Grupa SX w naturalny sposób dziaªa na X: a · x := a(x), a ∈ SX , x ∈ X. Uwaga: jest
to lewe dziaªanie: (a · b) · x = (a ◦ b)(x) = a(b(x)) = a · (b · x).

Przykªad: Analogicznie, SX,S dziaªa na X.

Orbita elementa x ∈ X dziaªania G na X: G · x := {g · x | g ∈ G}.

Uwaga: X jest sum¡ rozª¡czn¡ orbit dziaªania. Rzeczywi±cie, ka»dy element zawiera si¦ w jakiej±
orbicie (bo e · x = x), ponadto, je±li x ∈ G · x′ oraz x ∈ G · x′′, to G · x′ = G · x′′ (bo x = g′ · x′ =
g′′ · x′′ =⇒ x′ = (g′)−1 · g′′ · x′′ =⇒ g · x′ = g · (g′)−1 · g′′ · x′′ =⇒ G · x′ ⊂ G · x′′ i odwrotnie).

Stabilizator Gx elementa x ∈ X wzgl¦dem dziaªania G na X: Gx := {g ∈ G | g · x = x}.

Uwaga 1. Stabilizator jest podgrup¡: g1 · x = x, g2 · x = x =⇒ (g1 · g2) · x = g1 · (g2 · x) = g1 · x = x
oraz g · x = x =⇒ x = g−1 · g · x = g−1 · x.

Uwaga 2. Stabilizatory elementów z jednej orbity s¡ sprz¦»one: x′ = h · x =⇒ Gx = h−1Gx′
h

(�wiczenie).

Stabilizator GY podzbioru Y ⊂ X wzgl¦dem dziaªania G na X: GY := {g ∈ G | g · Y ⊂ Y }.

Przykªad: Grupa Dn symetrii wielok¡ta prawidªowego o n wierzchoªkach. Niech X = R2 ze
standardow¡ metryk¡ euklidesow¡, Y n-k¡t prawidªowy o ±rodku w zerze:

Wtedy Dn jest podgrup¡ grupy O(X) b¦d¡ca stabilizatorem Y .

Przykªad: Grupa G symetrii �podªogi�, skªada si¦ z: 1)�kraty� Z×2Z; 2) odbi¢ wzgl¦dem prostych
poziomych i pionowych, przechodz¡cych przez w¦zªy kraty oraz przez ±rodki �pªytek�; 3) obrotów o
180◦ wzgl¦dem w¦zªów kraty oraz punktów le»¡cych w ±rodkach pªytek oraz ich kraw¦dzi.
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Grupa G dziaªa na R2. Orbita zera: Z × 2Z. Ona nie pokrywa si¦ z �podªog¡� (bo nie zawiera
�fugi�), ale dobrze odzwierciedla nierównoprawno±¢ poziomego i pionowego kierunku. Czyli znaj¡c
sam¡ tylko grup¦ symetrii obiektu czasem (nie zawsze, zob. nast¦pny przykªad) mo»emy w du»ej
mierze odtworzy¢ struktur¦ obiektu.

Przykªad: Grupa G symetrii �kawaªka podªogi�

jest o wiele biedniejsza, ma tylko 3 nietrywialne elementy: odbicia wzgl¦dem prostych pionowej i
poziomej przechodz¡cych przez ±rodek �kawaªka� oraz ich zªo»enie, czyli obrót o 180◦. Taka grupa
bardzo sªabo odzwierciedla struktur¦ obiektu. Powodem jest jego �nijednorodno±¢�. Do opisu symetrii
takich obiektów lepiej sªu»¡ grupoidy, uogólnienia grup [Wei96].
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