
Zadania z Analizy, Seria I

1. U»ywaj¡c metody indukcji matematycznej, udowodnij

(a) 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2 dla dowolnego n ∈ N.

Wskazówka: skorzystaj ze wzoru 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2

.

(b) (x1 + · · ·+ xn)/n > n
√
x1 · · ·xn dla dowolnych xi ∈ R, xi > 0.

2. Znajd¹ sup, inf,max,min (je»eli istniej¡) dla zbiorów:

(a) {m
n
| m,n ∈ N, 0 < m < n};

(b) {(−1)n−1(2 + 3
n
) | n ∈ N};

(c) {1 + n
n+1

cos nπ
2
| n ∈ N};

(d) { (−1)n

n
+ 1+(−1)n

2
| n ∈ N}

3. Oblicz granice ci¡gów

(a) an =
√
n+1−

√
n√

n−1+
√
n
;

(b) an =
√
n+ 1−

√
n;

(c) an = n
√

2n + 3n+1;

(d) an = n
√

(1/10)n + 8n−3;

(e) an =
√

1+
√

2+···+
√
n

(n+1)
√
n

Wskazówka: skorzystaj z twierdzenia Stolza, odp. 2/3.

4. Zbadaj, które z poni»szych odwzorowa« s¡ injektywne, surjektywne, bijektywne. Do bijekty-
wnych znajd¹ odwrotne:

(a) f : R→ R, f(x) = −x2 + x+ 2;

(b) f : [−1,+∞)→ R, f(x) = −x2 + x+ 2;

(c) f : [−1,+∞)→ (−∞, 21
4
], f(x) = −x2 + x+ 2;

(d) f : [1,+∞)→ R, f(x) = −x2 + x+ 2;

(e) f : [1,+∞)→ (−∞, 2], f(x) = −x2 + x+ 2;

(f) f : R→ R, f(x) = sin x;

(g) f : [−π, π]→ R, f(x) = sinx;

(h) f : [−π, π]→ [−1, 1], f(x) = sin x;

(i) f : [−π/2, π/2]→ R, f(x) = sinx;

(j) f : [−π/2, π/2]→ [−1, 1], f(x) = sin x;

(k) f : R→ R, f(x) = (x+ 1)3;

(l) f : R6=1 → R6=−1, f(x) = 1+x
1−x .

5. Naszkicuj wykresy funkcji

(a) f(x) = cos(x+ π/2);

(b) f(x) = −2(x−1) + 1.

6. Oblicz granice

1



(a) limx→3
x2−9

x2−4x+3
;

(b) limx→0
x2−9

x2−4x+3
;

(c) limx→1
x2−9

x2−4x+3
;

(d) limx→−3
x2−9

x2−4x+3
;

(e) limx→0(
1

x(x+1)
− 2

x(x+2)
);

(f) limx→0

3
√
x(x−1)− 3√x

x
.
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