
Zadania domowe z klasycznej teorii pola � seria II

Zadanie. 1. Poka», »e cz¦±¢ równa« Maxwella przedstawionych w postaci

∗ d ∗ F =
J

ε0

jest równowa»na równaniom

∂µF νµ =
Jν

ε0
.

Zadanie. 2. Wypisz równania Eulera-Lagrange'a dla

1. teorii rzeczywistego pola skalarnego ϕ na M4 o lagran»janie

L(ϕ, ∂ϕ) = −1
2
(∂µϕ)(∂µϕ)− 1

2
m2ϕ2 − 1

4
λϕ4,

gdzie m i λ s¡ staªymi. Porównaj otrzymane równania z przypadkiem
λ = 0.

2. teorii zespolonego pola skalarnego φ na M4 o lagran»janie

L(φ, ∂φ) = −(Dµφ)∗(Dµφ).

W powy»szym wzorze Dµ := ∂µ + ieAµ, gdzie e jest staª¡, a Aµ � skªa-
dowymi ustalonej jednoformy potencjaªu pola elektromagnetycznego.

Zadanie. 3. Niech (ηIJ) = diag(−1, 1, 1, 1), (I, J = 0, 1, 2, 3). Rozwa»my (i)
zbiór jednoform {eI} na R4 takich, »e dla ka»dego x ∈ R4 jednoformy {eI(x)}
s¡ liniowo niezale»ne, (ii) zbiór jednoform AI

J na R4 takich, »e AIJ := ηIKAK
J

speªniaj¡ AIJ = −AJI oraz (iii) dziaªanie

S[eI , AI
J ] :=

∫
Ω

εIJKLeI ∧ eJ ∧ FKL,

gdzie F I
J := dAI

J +AI
K ∧AK

J oraz εIJKL jest caªkowicie antysymetrycznym
symbolem takim, »e ε0123 = 1. Znajd¹ równania na pola eI , AI

J wynikaj¡ce z
zasady wariacyjnej.

Zadanie. 4. Znajd¹ kanoniczny tensor energii-p¦du dla teorii

1. rzeczywistego pola skalarnego ϕ opisanego lagran»janem

L(ϕ, ∂µϕ) = −1
2
∂µϕ∂µϕ− 1

2
m2ϕ2;

2. teorii opisanej dziaªaniem

S[A, σ, Ψ] =
∫

R4
σ ∧ dA− 1

2
Ψσ ∧ σ,

gdzie A jest jednoform¡, σ � dwuform¡, a Ψ � funkcj¡ (zeroform¡) na
R4.
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Zadanie. 5. Niech Ω ⊂ R4 ∼= M4. Rozwa»my dziaªania:

S[A, σ, Ψ] =
∫

Ω

σ ∧ dA− 1
2
Ψσ ∧ σ,

oraz

S[ϕ] =
∫

Ω

[−1
2
gνµ∂νϕ∂µϕ− 1

2
m2ϕ2] d4x.

Sprawd¹, czy dla dowolnego dyfeomor�zmu α : R4 → R4 zachowuj¡cego zbiór
Ω zachodzi

S[A, σ, Ψ] = S[α∗A,α∗σ, α∗Ψ] i S[ϕ] = S[α∗ϕ],

gdzie α∗ oznacza cofni¦cie k-formy (w tym równie» 0-formy czyli funkcji) za
pomoc¡ α.

Zadanie. 6. Wyra¹ skªadowe symetrycznego tensora energii-p¦du pola elek-
tromagnetycznego przez skªadowe pól ~E i ~B, a nast¦pnie oblicz te skªadowe dla
potencjaªu Lienarda-Wiecherta.
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