
1 Podsumowanie ¢wicze« 17.02

Niech (V, g) b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ V o wymiarze n z metryk¡ g o sy-
gnaturze (p, q) (q � liczba minusów). Niech V ∗ b¦dzie przestrzeni¡ dualn¡,
a (ωa) � jej baz¡ dualn¡ do pewnej ortonormalnej bazy (ea) przestrzeni V .
Forma obj¦to±ci ε zde�niowana jest nast¦puj¡co:

ε := ω1 ∧ . . . ∧ ωn = εa1...anωa1 ⊗ . . .⊗ ωan

W bazie (ωa) ε1 2...n = 1. Niech:

εa1...an = ga1b1 . . . ganbnεb1...bn

Wtedy w bazie (ea) ε1 2...n = (−1)q.
Zachodzi wzór:

εc1...ckbk+1...bnεc1...ckak+1...an = (−1)qk!(n− k)!δ[ak+1
bk+1 . . . δan]

bn (1)

Dualizacja Hodge'a: (n − k)-formie α przyporz¡dkowuje si¦ k-form¦ ∗α,
której dziaªanie na wektory (X1, . . . , Xk) jest zde�niowane jak nast¦puje

(∗α)(X1, . . . , Xk)ε = (−1)qα ∧ g(X1, ·) ∧ . . . ∧ g(Xn, ·),

gdzie g(X, ·) jest kowektorem (czyli jednoform¡) otrzymanym z wektora X przez
�opuszczenie� wska¹nika za pomoc¡ metryki g. Po rozpisaniu powy»szego w
bazie (ωa1 ⊗ . . .⊗ ωan) i poªo»eniu (X1, . . . , Xk) = (eb1 , . . . , ebk

)

(∗α)(eb1 , . . . , ebk
)εa1...an

= (∗α)b1...bk
εa1...an

=

=
(−1)qn!
(n− k)!

(α[a1...an−k
)(g|b1|an−k+1) . . . (g|bk|an])

gdzie antysymetryzacja nie dotyczy wska¹ników {bi}. Po zw¦»eniu obydwu stron
z εa1...an i zastosowaniu (1) otrzymujemy:

(∗α)b1...bk
=

1
(n− k)!

αa1...an−k
εa1...an−k

b1...bk

2 Zadania domowe

Zadanie. 1. Niech Ta1...ak
b¦d¡ skªadowymi pewnego tensora. Poka», »e

Ta1...ak
θa1 ∧ . . . ∧ θak = k!T[a1...ak] θ

a1 ⊗ . . .⊗ θak .

Zadanie. 2. Niech T a1...ak b¦d¡ skªadowymi pewnego tensora dziaªaj¡cego
na kowektory z przestrzeni dualnej do n-wymiarowej przestrzeni V (tzn. ai ∈
{1, . . . , n}). Poka», »e je±li α jest k-form¡ na V to

T a1...anαa1...an = T [a1...an]αa1...an .

Zadanie. 3. Niech α ∈ Ak(V ), gdzie dim V = n. Niech g b¦dzie metryk¡ na
V o sygnaturze (p, q).
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1. Poka», »e
∗ ∗ α = (−1)k(n−k)+qα.

2. Zde�niujmy iloczyn skalarny dla α, β ∈ Ak(V ) jako

〈α|β〉 =
1
k!

αa1...ak
ga1b1 . . . gakbkβb1...bk

=
1
k!

αa1...akβa1...ak
.

Poka», »e
〈α|β〉ε = α ∧ (∗β) = β ∧ (∗α).

Zadanie. 4. Niech α ∈ Ak(V ), gdzie dim V = 2k. Niech g b¦dzie metryk¡
na V o sygnaturze (p, q).

1. Znajd¹ warto±ci i wektory wªasne operatora ∗ : Ak(V ) → Ak(V ) (uwaga:
w niektórych przypadkach konieczne b¦dzie rozszerzenie dziedziny ope-
ratora ∗ z k-form o warto±ciach rzeczywistych do k-form o warto±ciach
zespolonych).

2. Znajd¹ operator ∗† tzn, taki operator, »e ∀α, β ∈ Ak(V )

〈∗†α|β〉 = 〈α| ∗ β〉.

3. Niech k b¦dzie parzyste oraz niech ∗α = cα i ∗β = −cβ, gdzie c ∈ C.
Poka», »e

α ∧ β = 0 ⇐⇒ 〈α|β〉 = 0.

Zadanie. 5. Niech α, β b¦d¡ k-formami ró»niczkowymi na Rn tzn. niech
α, β ∈ Λk(Rn). Zaªó»my, »e znikaj¡ one dostatecznie szybko przy ‖x‖ → ∞
tzn. skªadowe form α, β w bazie (dxa1 ∧ . . . ∧ dxak) s¡ funkcjami znikaj¡cymi
dostatecznie szybko przy ‖x‖ → ∞. Niech g b¦dzie metryk¡ o sygnaturze (p, q)
na Rn.

1. Poka», »e

〈α|β〉′ :=
∫

Rn

α ∧ (∗β)

de�niuje iloczyn skalarny na Λk(Rn).

2. Zaªó»my teraz, »e β jest (k−1)-form¡ na Rn znikaj¡c¡ dostatecznie szybko
przy ‖x‖ → ∞. Znajd¹ operator d† : Λk(Rn) → Λ(k−1)(Rn) taki, »e
równo±¢

〈α|dβ〉′ = 〈d†α|β〉′

zachodzi ∀ α, β.
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