1 Podsumowanie éwiczen 17.02

Niech (V, g) bedzie przestrzenia wektorowa V o wymiarze n z metryka g o sy-
gnaturze (p,q) (¢ — liczba minuséw). Niech V* bedzie przestrzenia dualna,
a (w*) — jej baza dualna do pewnej ortonormalnej bazy (e,) przestrzeni V.
Forma objetosci e zdefiniowana jest nastepujgco:

E=w AL AW = €ay..a, W Q... QW

W bazie (w®) €12.., = 1. Niech:

€a1"'a" _ _aiby anbn

Wtedy w bazie (e,) €' 2™ = (—1)4.
Zachodzi wzor:

501mckbkﬁ—l‘..bnECL“CkakJrlman = (_1)le(n - k)!é[(Lk+1bk:

Ly 00 (1)

Dualizacja Hodge’a: (n — k)-formie a przyporzadkowuje sie k-forme *a,
ktorej dziatanie na wektory (X, ..., Xy) jest zdefiniowane jak nastepuje

(xa)(X1,..., Xp)e=(—1)ang(X1, ) A... Ag(Xn, ),

gdzie g(X, -) jest kowektorem (czyli jednoforma) otrzymanym z wektora X przez
“opuszczenie” wskaznika za pomoca metryki g. Po rozpisaniu powyzszego w
bazie (W™ ® ... ® w®) i polozeniu (X1,...,Xk) = (eby,---,€p,)

(*a)(ebl’ BREE) ebk)eal~~an = (*a)b1~~bk €ay..an =

(=1)9n!
RCE Yay..an i) (Gbrlan—ns1) - - - (GIbxlan])

gdzie antysymetryzacja nie dotyczy wskaznikow {b;}. Po zwezeniu obydwu stron
z €% | zagtosowaniu (1) otrzymujemy:

1
($Q)by by = m

a €01+ An—k

al...Qnp—k bl...bk

2 Zadania domowe

Zadanie. 1. Niech T}, ,, beda skladowymi pewnego tensora. Pokaz, ze

Taroar 0% Ao N0 = KTy 0,1 6% @ ... @ 6%

Zadanie. 2. Niech 7% % bedg sktadowymi pewnego tensora dzialajacego
na kowektory z przestrzeni dualnej do n-wymiarowej przestrzeni V (tzn. a; €
{1,...,n}). Pokaz, ze jesli a jest k-forma na V to

al...a . ay...a
Ty, o, =T lay

Zadanie. 3. Niech a € A¥(V), gdzie dim V = n. Niech g bedzie metryka na
V' o sygnaturze (p, q).



1. Pokaz, ze
sk = (—1)F=k)tag,

2. Zdefiniujmy iloczyn skalarny dla o, 3 € A*(V) jako

1

1
<a|5> = Eaal‘..akgalbl . 'gakbkﬂbl‘..bk = Eaal-“akﬁal...ak‘

Pokaz, ze

(alB)e = a A (x8) = B A (xa).

Zadanie. 4. Niech a € A*(V), gdzie dimV = 2k. Niech g bedzie metryka
na V o sygnaturze (p,q).

1. Znajdz wartoéci i wektory wlasne operatora x : A¥(V) — A¥(V) (uwaga:
w niektorych przypadkach konieczne bedzie rozszerzenie dziedziny ope-
ratora * z k-form o wartosciach rzeczywistych do k-form o wartosciach
zespolonych).

2. Znajdz operator *' tzn, taki operator, ze Ya, 3 € A*(V)
(+1al) = (al * B).

3. Niech k bedzie parzyste oraz niech xa = ca i x8 = —cf, gdzie ¢ € C.
Pokaz, ze
aAp=0< (a|f) =0.

Zadanie. 5. Niech «, beda k-formami rézniczkowymi na R™ tzn. niech
a,3 € AF(R"). Zalézmy, ze znikaja one dostatecznie szybko przy |z|| — oo
tzn. sktadowe form «, 8 w bazie (dx® A ... A dz®) sa funkcjami znikajacymi
dostatecznie szybko przy ||z|| — co. Niech g bedzie metryka o sygnaturze (p, q)
na R"™.

1. Pokaz, ze

gy = [ an(n)

definiuje iloczyn skalarny na A¥(R™).

2. Zal6izmy teraz, ze (3 jest (k—1)-forma na R™ znikajaca dostatecznie szybko
przy ||z|| — oco. Znajdz operator df : A¥(R") — A*-D(R") taki, ze
réwnosc

(aldB)’ = (d'a|B)
zachodzi V «, 3.



