
1) Sceneria: w zasadzie przestrze« Euklidesowa n-wymiarowa ale tak naprawd¦
dowolna rozmaito±¢ ró»niczkowa.

2) Przypomnienie: pochodna funkcji zªo»onej f : R2 → R, Φ : R2 3 (x, y) 7→
(u, v) ∈ R2
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�wiczenia

a) x = r cosφ, y = r sinφ Wyrazi¢ ∂
∂x
, ∂

∂y
przez ∂

∂r
, ∂

∂φ
(warto

pokaza¢ trick kiedy unika si¦ odwracania x = r cosφ, y =
r sinφ)

3) Zamiana zmiennych w operatorach ró»niczkowych

Rozwi¡» równanie
(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
ψ(x, y) = 0

�wiczenia

a) Zapisa¢ 2D Laplasjan we wspóªrz¦dnych biegunowych (tak
na siª¦ mno»¡c operatory, do Laplasjanu wrócimy)

4) Pochodna (ró»niczka) funkcji z podkre±leniem, »e to operator liniowy a
dxi pewna baza

df(x, y) =
∂f(x, y)

∂x
dx+

∂f(x, y)

∂y
dy

�wiczenia

a) Znajd¹ baz¦ dualn¡ ([a, b], [c, d]) do bazy (

[
1
−1

]
,

[
1
1

]
)
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b) Oblicz warto±¢ pochodnej funkcji x2 + y3 sin z na wektorze
h1ex + h2ey + 7ez w punkcie (1, 2, π)

5) Krzywe, powierzchnie sparametryzowane i wektory (oraz proste i pªaszczyzny)
do« styczne

�wiczenia

a) Znale¹¢ wektor styczny do linii wspóªrz¦dnych ukªadu sfer-
ycznego zadanej przez r = 1, φ = π/4 w punkcie θ = π/4.
Wypisa¢ ogólny wzór na prawo transformacji wektorów gdy
przechodzimy od jednego ukªadu wspóªrz¦dnych do drugiego
np.
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i uzasadni¢ dlaczego ∂

∂θ
, ∂

∂x
w zasadzie mo»emy traktowa¢

(identy�kowa¢) jako wektory styczne do odpowiednich linii
wspóªrz¦dnych.

b) Pokaza¢, »e dui( ∂
∂uj

) = δij

6) Wektory styczne do powierzchni zadanej w sposób uwikªany

�wiczenia

a) Znajd¹ wektory styczne do 3 wymiarowej sfery w 4D (zadanej
przez x2 + y2 + z2 +w2 = 1) w pewnym (ogólnym) jej punkcie.

b) Znajd¹ równanie pªaszczyzny stycznej do 3 wymiarowej sfery
z poprzedniego zadania w wybranym punkcie.

7) Iloczyn tensorowy

8) Tensor metryczny (metryka), przykªady dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz
�wiczenia

a) W E3 znajd¹ wspóªrz¦dne tensora metrycznego we wspóªrz¦d-
nych parabolicznych x =

√
ξη cosφ, y =

√
ξη sinφ, z = 1

2
(ξ − η).
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Obliczamy wszystkie iloczyny skalarne〈
∂

∂θ

xy
z

 | ∂
∂θ

xy
z

〉

A potem ko«czymy uwag¡, »e to samo mozna uzyska¢ za-
mieniajac ró»niczki w dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz.

b) Wypisa¢ tensory metryczne we wspóªrz¦dnych cylindrycznych
i sferycznych.

9) Podnoszenie i opuszczanie wska¹nika (tzn. kanoniczny izomor�zm TpM i
TpM∗ albo inaczej muzyczne izomor�zmy albo zw¦»enie metryki z polem
wektorowym [) Adamie Kasia Grabowska u»ywaªa litery G dla [ i G−1

dla ].

�wiczenia

a) Zapisa¢ gradient funkcji skalarnej we wspóªrz¦dnych parabol-
icznych tzn. ]df

10) Iloczyn tensorowy

11) Iloczyn zewn¦trzny De�nicja

θ1 ∧ . . . ∧ θk =
∑
σ

sgnσθσ(1) ⊗ . . .⊗ θσ(k)

Wªasno±ci, ª¡czno±¢, rozdzielno±¢ wzgl¦dem dodawania,

�wiczenia

a) Pomnó» i uporz¡dkuj (dx1∧dx2 + 2dx2∧dx3 + 3dx3∧dx4 + 4dx4∧
dx5) ∧ (dx1 ∧ dx2 + dx4 ∧ dx5)

b) Oblicz ydx ∧ dy ∧ dz
(
∂
∂x

+ 2 ∂
∂y
, 3 ∂

∂x
+ 4 ∂

∂z
, ∂
∂y

+ z ∂
∂z

)
c) (Zw¦»enie z polem wektorowym) Oblicz ydx∧dy∧dz(zex+xey+

7ez, ·, ·)
d) Pokaza¢, »e ka»d¡ 2-form¦ mo»na sprowadzi¢ do postaci kanon-

icznej tzn. ω1 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω4 + . . .+ ω2k+1 ∧ ω2k
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e) Zapisz form¦ obj¦to±ci we wspóªrzednych parabolicznych. (Na
dwa sposoby najpierw wprost zamieniajac ró»niczki, potem
korzystaj¡c z J2 = g gdzie J to Jakobian a g wyznacznik ten-
sora metrycznego znak J dobieramy patrz¡c na wyznacznik
macierzy przej±cia w dowolnym punkcie)

12) Ró»niczkowanie zewn¦trzne

�wiczenia

a) Oblicz pochodn¡ zewn¦trzn¡ form xdx+ ydy + zdz, xdy − ydx,
zdx ∧ dy + xdy ∧ dz, arctg (xy)dy ∧ dz + dx ∧ dz − zy

1+(xy)2
dx ∧ dy

które z tych form s¡ zamkni¦te.

13) Operatory ró»niczkowe zapisane geometrycznie

�wiczenia

a) Zapisa¢ dywergencj¦ (dΩ(X, ·, ·) = divXΩ), rotacj¦ (d[X = Ω(rotX, ·, ·))
i laplasjan we wspóªrz¦dnych parabolicznych (Ω forma obj¦-
to±ci)

Dalej o k-powierzchniach i caªkowaniu k-form.

4


