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Sceneria: w zasadzie przestrzen Euklidesowa n-wymiarowa ale tak naprawde
dowolna rozmaitosé rézniczkowa.

Przypomnienie: pochodna funkcji ztozonej f : R? - R, ® : R? 3 (z,y) —
(u,v) € R?
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Cwiczenia
a) x = rcos¢, y = rsing Wyrazic¢ 99 przez 2, 2 (warto
? oxr? Oy or? 9¢

pokazaé trick kiedy unika sie odwracania x = rcos¢, y =

7 sin ¢)

Zamiana zmiennych w operatorach r6zniczkowych
« L, . 82 82 o

Rozwiaz rownanie <W - 8—y2> W(x,y) =0

Cwiczenia

a) Zapisa¢ 2D Laplasjan we wspolrzednych biegunowych (tak
na sile mnozac operatory, do Laplasjanu wrécimy)

Pochodna (rézniczka) funkcji z podkresleniem, ze to operator liniowy a
dxz’ pewna baza

_ Of(x,y) of (z,y)

df (z,y) = 5 dx + a9 dy
Cwiczenia

a) Znajdz baze dualna ([a,8], ¢, d]) do bazy ([_ﬂ , m)
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b) Oblicz warto$é pochodnej funkcji z? + y?sinz na wektorze
hle, + he, + Te, w punkcie (1,2, 7)

Krzywe, powierzchnie sparametryzowane i wektory (oraz proste i ptaszczyzny)
doni styczne

Cwiczenia
a) Znalezé wektor styczny do linii wspoélrzednych ukladu sfer-
ycznego zadanej przez r = 1, ¢ = 7/4 w punkcie 0 = 7/4.
Wypisaé ogélny wzoér na prawo transformacji wektorow gdy
przechodzimy od jednego ukladu wspoélrzednych do drugiego
np.
o |° O0r 0 Oyd 020 *
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i uzasadni¢ dlaczego %, a% w zasadzie mozemy traktowacé

(identyfikowaé) jako wektory styczne do odpowiednich linii
wspolrzednych.

b) Pokazaé, ze du'(5%) = 0!

Wektory styczne do powierzchni zadanej w sposéb uwiktany

Cwiczenia

a) Znajdz wektory styczne do 3 wymiarowej sfery w 4D (zadanej
przez r° +y*> + 2 + w?> = 1) w pewnym (og6lnym) jej punkcie.

b) Znajdz réwnanie plaszczyzny stycznej do 3 wymiarowej sfery

z poprzedniego zadania w wybranym punkcie.

[loczyn tensorowy
Tensor metryczny (metryka), przyktady de @ de + dy ® dy + dz ® dz
Cwiczenia

a) W E? znajdz wspoélrzedne tensora metrycznego we wspolrzed-
nych parabolicznych x = \/{ncos¢, y = VEnsing, z = %(5 - ).



10)
11)

Obliczamy wszystkie iloczyny skalarne
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A potem konczymy uwagg, ze to samo mozna uzyskaé za-
mieniajac rézniczki w dr ® do + dy ® dy + dz ® dz.

b) Wypisaé tensory metryczne we wspolrzednych cylindrycznych
i sferycznych.

Podnoszenie i opuszczanie wskaznika (tzn. kanoniczny izomorfizm T, M i
T,Mx* albo inaczej muzyczne izomorfizmy albo zwezenie metryki z polem
wektorowym b) Adamie Kasia Grabowska uzywala litery G dla b i G™*
dla f.

Cwiczenia
a) Zapisa¢ gradient funkcji skalarnej we wspolrzednych parabol-

icznych tzn. fdf

lNloczyn tensorowy

[loczyn zewnetrzny Definicja

01/\.../\9]“:ngn09”(1)®...®0”(k)

Wiasnosci, tacznosé, rozdzielnosé wzgledem dodawania,

Cwiczenia

a) Pomnoz i uporzadkuj (dz! Adz? + 2dz? A da® + 3dz® A dxt + ddzt A
dz®) A (dz' A dz? + dz* A da)

b) Oblicz ydx A dy A dz (§ +22,32 +42,2 + zai)

c) (Zwezenie z polem wektorowym) Oblicz ydx AdyAdz(ze,+xe,+
7€Z7 Y )

d) Pokazaé, ze kazda 2-forme mozna sprowadzi¢ do postaci kanon-
icznej tzn. w; Awy + w3 Awg+ ... + wor 1 A wog



e) Zapisz forme objetosci we wspolrzednych parabolicznych. (Na
dwa sposoby najpierw wprost zamieniajac rézniczki, potem
korzystajac z J? = g gdzie J to Jakobian a g wyznacznik ten-
sora metrycznego znak J dobieramy patrzac na wyznacznik
macierzy przejScia w dowolnym punkcie)

12) Rozniczkowanie zewnetrzne
Cwiczenia
a) Oblicz pochodng zewnetrzng form xdx + ydy + zdz, xdy — ydz,

zdx A\ dy + zdy A dz, arctg (xy)dy A dz + dx A dz — 1+f+y)2d$ A dy
ktoére z tych form sg zamkniete.

13) Operatory rézniczkowe zapisane geometrycznie
Cwiczenia
a) Zapisa¢ dywergencje (d2(X, -, ) = divXQ), rotacje (db X = Q(rotX,-,-))

i laplasjan we wspoélrzednych parabolicznych (2 forma obje-
tosci)

Dalej o k-powierzchniach i catkowaniu k-form.



