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Seria 12
EKSTREMA FUNKCJI ZADANYCH W SPOSÓB UWIK�ANY

Zalecane jest zrobienie przynajmniej zada« oznaczonych gwiazdk¡

Zadanie 1. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = y4 − 8xy − 4y + 8x2 = 0.

Zadanie 2. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x2 − 2x− 2y + y2 + 1 = 0.

Otrzyma¢ odpowied¹ korzystaj¡c z metody funkcji uwikªanej i sprawdzi¢ poprawno±¢
rozwikªnuj¡c jawnie F (x, y) = 0 wzgl¦dem y.

Zadanie 3∗. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x2 − 2xy + 2y2 + 2x+ 1 = 0.

Czy znalezione ekstrema s¡ ekstremami tej samej funkcji y = y(x), czy te» dwu ró»nych
funkcji y = y1(x) i y = y2(x)?

Zadanie 4∗. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x2 + 2xy + y2 − 4y +
1

4
= 0.

Zadanie 5. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x2 + y2 − 8x− 4y + 19 = 0.

Zadanie 6∗. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x5 + y4 − 4xy2 = 0.

Zadanie 7. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = y3 + 2xy + x2 = 0.
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Zadanie 8. Znale¹¢ ekstrema funkcji y = y(x) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y) = x3 + y3 − 12xy = 0.

Zadanie 9. Znale¹¢ ekstrema funkcji z = z(x, y) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z + 2 = 0.

Zadanie 10∗. Znale¹¢ ekstrema funkcji z = z(x, y) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y, z) = 6x2 + 6y2 + 6z2 + 4x− 8y − 8z + 5 = 0.

Zadanie 11. Znale¹¢ ekstrema funkcji z = z(x, y) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y, z) = z2 + xyz − xy2 − x3 = 0.

Zadanie 12∗. Znale¹¢ ekstrema funkcji z = z(x, y) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y, z) = 2(x3 + y3)z3 − 3(x2 − y2)z2 + z − 1 = 0.

Zadanie 13. Znale¹¢ ekstrema funkcji z = z(x, y) zadanej w sposób uwikªany wzorem

F (x, y, z) = z3 + z +
28xz

x2 + 4
− 9− (x+ y)2.

Zadanie 14. Znale¹¢ pochodn¡ funkcji R1 → R2, czyli funkcji (z(x), y(x)) zadanej w
sposób uwikªany wzorami

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 6,

G(x, y, z) = x4 + y4 + z4 − 18

w punkcie o wspóªrz¦dnych (1, 2, 1).
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Odpowiedzi
1: Ekstrema s¡ w punkcie x = 0 i wtedy y = 0 jest lokalnym maksimum tej gaª¦zi oraz
w x = 1 i wtedy y = 2 jest lokalnym minimum odpowiedniej gaª¦zi.

2: Ekstrema s¡ w punkcie x = 1, któremu odpowiadaj¡ y = 0 i y = 2 (dwie gaª¦zie funkcji
uwikªanej). Gaª¡¹ y(1) = 0 ma w x = 1 minimum lokalne, a gaª¡¹ y(1) = 2 ma w x = 1
maksimum.

3: Ekstrema s¡ w punkcie x = −3 i wtedy y = −2 jest lokalnym minimum tej gaª¦zi oraz
w x = −1 i wtedy y = 0 jest lokalnym maksimum odpowiedniej gaª¦zi. Dobrze jest to
sprawdzi¢ wywikªuj¡c jawnie y(x).

4: Jest tylko jedno ekstremum w x = −1/16, któremu odpowiada y = 1/16. Druga gaª¡¹
funkcji nie ma ekstremów lokalnych.

5: Ekstrema s¡ w punkcie x = 4, któremu odpowiadaj¡ y = 1 i y = 3 (dwie gaª¦zie funkcji
uwikªanej). Gaª¡¹ y(4) = 1 ma w x = 4 minimum lokalne, a gaª¡¹ y(4) = 3 ma w x = 4
maksimum.

6: Punktami podejrzanymi o ekstremum (tj. tymi, w których Fx = 0) s¡ punkty (0, 0)
oraz ((64/25)1/3, (5/4)1/2(64/25)2/3) oraz ((64/25)1/3, −(5/4)1/2(64/25)2/3). W punkcie
(0, 0) znika jednak Fy wi¦c tam y(x) nie istnieje. W pozostaªych punktach dwie z czterech
gaª¦zi funkcji y(x)maj¡ extrema lokalne. Dobrze jest to sprawdzi¢ to wszystko wywikªuj¡c
jawnie yi(x), i = 1, 2, 3, 4.

7: Punktami podejrzanymi o ekstremum (tj. tymi, w których Fx = 0) s¡ punkty (0, 0)
oraz (−1, 1). W punkcie (0, 0) znika jednak Fy wi¦c tam y(x) nie istnieje. W drugim
punkcie funkcja ma maksimum lokalne.

8: Punktami podejrzanymi o ekstremum (tj. tymi, w których Fx = 0) s¡ punkty (0, 0)
oraz (27/3, 28/3). W punkcie (0, 0) znika jednak Fy wi¦c tam y(x) nie istnieje. W drugim
punkcie funkcja ma maksimum lokalne.

9: Ekstrema s¡ w punkcie (x, y) = (1, 1), któremu odpowiadaj¡ warto±ci z = 0 (minimum
lokalne) i z = 2 (maksimum lokalne).

10: Ekstrema dwu ró»nych �gaª¦zi� funkcji z(x, y) s¡ w punkcie (x, y) = (−1/3, 2/3),
któremu odpowiadaj¡ warto±ci z = 2/3 − 1/

√
6 (minimum lokalne) i z = 2/3 + 1/

√
6

(maksimum lokalne).

11: Ekstrema s¡ w punktach: x = −6, y = −6
√
3, gdzie z = −12

√
3 jest lokalnym

maksimum oraz w x = −6, y = +6
√
3, gdzie z = +12

√
3 jest lokalnym minimum.

12: Punktami krytycznymi s¡ (xy, z): (0, 0, 1) - punkt siodªowy (macierz drugich pochod-
nych nieokre±lona), (1

2
, 0, 2) - maksimum lokalne, (1,−1, 1) znowu punkt siodªowy.
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