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Funkcje wielu zmiennych - szereg Taylora i ekstrema

Zadanie 1. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(x, y) = xy w szereg Taylora do 4 rz¦du wª¡cznie wokóª punktu (1, 0). Wskazówka:
Mo»na unikn¡¢ »mudnych rachunków stosuj¡c sukcesywnie znane wyra»enia na szeregi Taylora dla elementarnych
funkcji jednej zmiennej. Odpowied¹: 1 + (x− 1)y − 1

2 (x− 1)2y + 1
3 (x− 1)3y + 1

2 (x− 1)2y2 +O[((x− 1), y)5].

Zadanie 2. Niech X b¦dzie domkni¦tym trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (2, 0), (0, 4). Znale¹¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡
warto±¢ funkcji f(x, y) = xy − x− y + 3 na zbiorze X.

Zadanie 3. Znale¹¢ punkty krytyczne funkcji x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z. Sprawdzi¢, w których z nich ma ona lokalne
minima lub maksima.

Zadanie 4. Który z trójk¡tów o obwodzie 2p ma najwi¦ksze pole S? Wskazówka: Dla trójk¡ta o bokach a, b, c stosujemy
wzór Herona S2 = p(p− a)(p− b)(p− c), wprowadzamy zmienne x = a/p, y = b/p, wyra»amy c przez x, y, a nast¦pnie
szukamy maksimum funkcji f(x, y) = S2/p4 ró»niczkuj¡c iloczyn trzech wielomianów pierwszego stopnia, bez ich
wymna»ania. Metoda alternatywna (jeszcze prostsza rachunkowo): szukamy ekstremum zwi¡zanego funkcji S2(a, b, c)
metod¡ mno»ników Lagrange'a.

Zadanie 5. Znale¹¢ punkty krytyczne funkcji f(x, y) = x4 − y4 − 4xy2 − 2x2, a nast¦pnie wskaza¢ lokalne ekstrema.
Wskazówka: W otoczeniu tego z punktów krytycznych, którego charakteru nie da si¦ wyja±ni¢ ogólnym twierdzeniem,
rozwa»y¢ f na jednej z osi oraz na paraboli x = −y2.

Zadanie 6. Niech h(x, y) = ay(ex − 1) + x sinx − cos y. Dla jakich a ∈ R funkcja h ma lokalne ekstremum w punkcie
(0, 0)? Wskazówka: Dla pewnego a badanie drugiej pochodnej mo»e nie wystarczy¢, warto zainteresowa¢ si¦ prost¡
przechodz¡c¡ przez (0, 0) zªo»on¡ z takich punktów (u, v), »e:

∂2h

∂x2
(0, 0)u2 + 2

∂2h

∂x∂y
(0, 0)uv +

∂2h

∂y2
(0, 0)v2 = 0.

Zadanie 7. Znale¹¢ ekstrema lokalne funkcji

a) f(x, y) = 6xy − x3 − y3,

b) f(x, y) = x4 + y4 − 4a2xy + 2a2, gdzie a ∈ R jest parametrem,

c) f(x, y, z) = x3 + xy + y2 − 2zx+ 2z2 + 3y − 1,

d) f(x, y, z) = 4− x2 − y
x −

z2

y −
1
z .

Zadanie 8. Znajd¹ odlegªo±¢ prostej
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x
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w

 ∈ ER4 |
{
x+ y + z + w = 1
x− y + z − w = 1

.

Zadanie 9. ∗ Znajduj¡c minimum funkcji

f(a, b, c) =

6∑
i=1

(x2
i + y2i − 2axi − 2byi − c)2

dopasuj okr¡g do nast¦pujacych danych (0, 8), (2, 7), (−5,−9), (4, 5), (−7, 4), (7, 2) (oznaczmy je (xi, yi), i =
1, 2, 3, 4, 5, 6). Uwaga, jest to tzw. dopasowanie Kåsy (Kåsa �t), ch¦tnych do pogª¦bienia wiedzy odsyªamy do
opracowania https://arxiv.org/pdf/0907.0421.pdf i dalej do strony http://people.cas.uab.edu/~mosya/cl/.
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