
Seria 1 zada« z Matematyki II. Szeregi

Zadanie 1.

Znale¹¢ wzory na ci¡gi sum cz¡stkowych SN ≡
∑N

n=n0
(n0 = 0 lub 1) i poda¢ sum¦ szeregu

(je±li jest on zbie»ny)

a)
∞∑
n=1

1

(3n− 2)(3n+ 1)
,

b)
∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
,

c)
∞∑
n=1

1

(α + n)(α + n+ 1)
α > 0 ,

d)
∞∑
n=1

1

(α + n)(α + n+ 1)(α + n+ 2)
α > 0 ,

e)
∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(n+ 1)2

)
,

f)
∞∑
n=0

(n+ 1)qn ,

g)
∞∑
n=1

2n− 1

7n
,

Zadanie 2.

Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów (E(x) = cz¦±¢ caªkowita x):

a′)
∞∑
n=0

n3 − n2 + n− 1

n4 − n2 + 1
,

a)
∞∑
n=1

sin(cos
1

n
) ,

b)
∞∑
n=2

(n− 1)
(√

n2 − 2n+ 2−
√
n2 − 2n

)
,

c)
∞∑
n=2

[
(n2 − 2n+ 2)1/3 − (n2 − 2n))1/3

]
,

d)
∞∑
n=1

√
n ln2

(
1 +

1

n

)
,

e)
∞∑
n=1

1

n
tg

(
1√
n

)
,
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f)
∞∑
n=1

1

nE(
√
n )

,

g)
∞∑
n=1

(
1− 1√

n

)n
,

h)
∞∑
n=1

nn+1

(2n2 + n+ 1)
n−1
2

,

i)
∞∑
n=1

nn + 1

n(n+ 1)n
,

j)
∞∑

n=34

1

(3n− 100)s
s ∈ R ,

k)
∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
,

l)
∞∑
n=1

lnn

ns
s ∈ R ,

m)
∞∑
n=0

(
1 + 2 cosn

5− 4 cosn

)n
,

n)
∞∑

n=10

1

(lnn)lnn
,

o)
∞∑

n=10

1

[ln(lnn)]lnn
,

p)
∞∑
n=0

n3 − n2 + n− 1

n4 − n2 + 1
,

r)
∞∑
n=0

(n!)22n

(2n)!
,

s)
∞∑
n=1

[
1−

(
1− 1

n

)n]
,

t)
∞∑
n=1

nαth2 1

n
, α ∈ R ,

u)
∞∑
n=1

lnn

nα
, α ∈ R ,

v)
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln2(n+ 1)
,
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w)
∞∑
n=2

1

(lnn)n
,

x)
∞∑
n=5

1

n lnn(ln(lnn))s
s ∈ R , ,

y)
∞∑
n=1

1

n (n)1/n
.

(1)

Zadanie 3.

Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów

a)
∞∑
n=1

(−1)n√
n+ 1

,

b)
∞∑
n=1

(−1)n

ln(lnn)
,

c)
∞∑
n=1

(−1)n

|n− a|1/p
, p ∈ R ,

d)
∞∑
n=1

(−1)n
(
2n+ 1

7n+ 2

)n
,

e)
∞∑
n=1

(−1)n
(
21/n − 1

)
,

f)
∞∑
n=1

(−1)nn qn+1 ,

g)
∞∑
n=1

(−1)nn−1/n ,

h)
∞∑
n=1

a+ (−1)n

n
, a > 0 ,

i)
∞∑
n=1

(−1)n

n2 + (−1)n
,

j)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 3
,

k)
∞∑
n=1

(−1)n lnn
n

,
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l)
∞∑
n=1

(−1)n
(
1

n

)1/n

,

m)
∞∑
n=1

cos(πn2)

ln(lnn)
,

n)
∞∑
n=1

(−1)n(71/n − 1),

Kryteria Abela i Direchleta (punkt o) s¡ nadoobowi¡zkowe

o)
∞∑
n=1

cosn

n
.

Zadanie 4.

Poda¢ promie« R zbie»no±ci szeregów pot¦gowych. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów na kra«-
cach przedziaªu ich zbie»no±ci, (tj. dla x = −R oraz x = +R).

a)
∞∑
n=0

xn ,

b)
∞∑
n=0

xn

n!
,

c)
∞∑
n=1

xn

n2
,

d)
∞∑
n=1

xn

nα
, α ∈ R ,

e)
∞∑
n=1

xn

an
,

f)
∞∑
n=1

xn

nn
,

g)
∞∑
n=0

nn xn ,

h)
∞∑
n=1

xn tg
1

n
,

i)
∞∑
n=1

n!

nn
xn ,

j)
∞∑
n=1

nn

n!
xn ,
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k)
∞∑
n=0

n+ 1

2n
xn ,

l)
∞∑
n=0

(arctgn)nxn ,

Wm)in)poobliczeniupromieniazbienociprzeczytajodpowiedzi

m)
∞∑
n=0

n!

(2n)!
xn ,

n)
∞∑
n=1

xn

(lnn)n
,

Zadanie 5.

Sprawd¹, czy funkcje f1 i f2 de�niowane w odpowiednim kole zbie»no±ci) przez szeregi

f1(x) ≡
∞∑
n=0

xn , f2(x) ≡
∞∑
n=0

(−1)nx
n

n!
,

speªniaj¡ równanie ró»niczkowe

(x− 2)(x− 1) f ′′(x) + (x2 − 4x+ 5)f ′(x) + (3− x) f(x) = 0 .

To samo, gdy

ψ(x) ≡
∞∑
n=0

(−1)nx
2n+1

2nn!
,

a równanie ma posta¢

ψ′′(x) + (3− x2)ψ(x) = 0 .

Zadanie 6.

Pokaza¢ mno»¡c bezpo±rednio szeregi, którymi wyra»aj¡ si¦ sinα i cosα, »e

2 sinα cosα = sin 2α .

Zadanie 7.

Rozwin¡¢ w szereg pot¦gowy do czwartego nietrywialnego wyrazu nast¦puj¡ce funkcje

a) f(x) = ln

(
1 +

1

1− x

)
,

b) f(x) = sin

(
1− x

1− x

)
,
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c) f(x) =
1

2− sinx
,

d) f(x) = exp(sin x),

e) f(x) = ln
(
cos2 x

)
,

f) f(x) =

(
1 +

1

1 + x

)−1
,

g) f(x) = sin2

(
1 +

1

1− x

)
,

h) f(x) =
1√

1 + x+ x2
.

Poda¢ przedziaª zmiennej x, w którym szeregi te s¡ zbie»ne.

Zadanie 8.

Zsumowa¢ szeregi pot¦gowe

a)
∑
n=1

(3x)n

n
,

b)
∑
n=0

(n+ 1)
(x
2

)2
,

c)
∑
n=0

(an+ b)xn ,

d)
∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1
,

e)
∑
n=0

(−1)n(2n+ 1)(2x)2n ,

f)
∑
n=0

1

3!
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)xn ,

g)
∑
n=0

x3n+1

3n+ 1
,

wykorzystuj¡c mo»liwo±¢ przestawiania kolejno±ci sumowania i caªkowania (lub sumowa-
nia i ró»niczkowania).
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Odpowiedzi

NZB≡ niezbie»ny, ZB≡ zbie»ny, ZBB≡ zbie»ny bezwzgl¦dnie,ZBW≡ zbie»ny warunkowo
(ZBB i ZBW dotycz¡ szeregów o wyrazach niekoniecznie dodatnich)

Zadanie 1.

a) SN =
N∑
n=1

an =
1

3
− 1

3

1

3N + 1
, szereg ZB

∞∑
n=1

an =
1

3
,

b) SN =
N∑
n=1

an = 1− 1

(N + 1)2
, szereg ZB

∞∑
n=1

an = 1 ,

c) SN =
N∑
n=1

an =
1

α + 1
− 1

α +N + 1
, szereg ZB

∞∑
n=1

an =
1

α + 1
,

d) SN =
N∑
n=1

an =
1

2

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)
− 1

2

1

α +N + 1
+

1

2

1

α +N + 2

szereg ZB
∞∑
n=1

an =
1

2(α + 1)(α + 2)
,

e) SN =
N∑
n=1

an = − ln 2 + ln
N + 1

N + 2
, szereg ZB

∞∑
n=1

an = − ln 2 ,

f) SN =
N∑
n=1

an =
1− qN+2 − (N + 2)(1− q)qN+1

(1− q)2
,

szereg ZB dla |q| < 1
∞∑
n=1

an =
1

(1− q)2
,

g) SN =
N∑
n=1

an = 2
q − (N + 1)qN+1

1− q
+ 2q

q − qN+1

(1− q)2
− q − qN+1

1− q
, q = 1/7

szereg ZB
∞∑
n=1

an =
2

9
.

Zadanie 2. a′) NZB, (an ∼ 1/n; u±ci±li¢ ten argument) a) NZB (wyraz ogólny nie d¡»y do
zera), b) NZB (an → 1), c) ZB (an ∼ (2/3)n−4/3), d) ZB (an ∼ n−3/2) e) ZB (an ∼ n−3/2)
f) ZB (E(

√
n) >

√
n− 1 wi¦c an < 1/(n(

√
n− 1))), g) ZB (an < (1

2
)ln2 n

2 ≡ 1/n2), h) ZB
(kryt. C. daje lim(an)

1/n = 1√
2
lim(2n4+n3+2n2)1/2n → 1√

2
< 1, i) NZB (kryt. por. ilor.

z bn = 1/n daje lim(an/bn) = 1/e, a szereg bn jest NZB), j) ZB dla s > 1 (3n − 100 >
3(n − 34) i przesun¡¢ zmienn¡ sumowania), k) ZB (pokaza¢, »e an < 1/2n2), l) ZB dla
s > 1, NZB dla s ≤ 1 (zastosowa¢ kryt. por. ilorazowe), m) ZB (wyra»enie w nawiasie
zawsze < 1) n) ZB (albo zag¦±ci¢, albo pomanipulowa¢ by dostrzec, »e an = 1/nln[lnn]
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a to znaczy, »e od pewnego wyrazu an < 1/n2), o) ZB (podobnie jak w poprzednim:
an = 1/nln[ln(lnn)] i znów od pewnego daaaaleeeeekieeeeego wyrazu an < 1/n2), p) NZB
(an ∼ 1/n), r) NZB (an = (n!)2/n! = n!), s) ZB (skorzysta¢ z kryt. por. ilorazowego z
bn = 1/n2), t) ZB dla α < 1, rozbie»ny dla α ≥ 1, u) ZB dla α > 1, NZB dla α ≤ 1, v)
ZB (przesun¡¢ zmienn¡ sumowania i zag¦±ci¢), w) ZB (lnn > 2 od pewnego n i szacowa¢
geometrycznym), x) ZB dla s > 1 (zag¦±ci¢ i oszacowa¢ przez 1/(n lns n)), y) NZB,

Zadanie 3.

a) WZB (Leibnitz), b) WZB (Leibnitz), c) WZB (Leibnitz), d) NZB (warunek konieczny
zbie»nosci szeregu nie jest speªniony), e) WZB (Leibnitz), f) ZBB dla |q| < 1, g) NZB
(warunek konieczny zbie»nosci szeregu nie jest speªniony), h) NZB (bo mozna przedstawic
jako sume szeregu zbie»nego i rozbie»nego), i) ZBB, j) WZB (Leibnitz), k) ZB (Leibnitz),
l) NZB (warunek konieczny zbie»nosci szeregu nie jest speªniony), m) ZBW (cos(πn2) =
±1 naprzemian i Leibnitz), n) ZBW, o) WZB (kryt. Abela, czy te» Dirichleta: ci¡g
SN =

∑N
n=0 cosn jest ogranicznoy przez 1/ cos(1/2)).

Zadanie 4.

a) R = 1; na obu kra«cach NZB, b) R =∞, c) R = 1; na obu kra«cach ZBB, d) R = 1;
dla x = −R ZBB, gdy α > 1 i ZBW, gdy α > 0; dla x = +R ZB, gdy α > 1, e) R = a;
na obu kra«cach NZB, f) R = ∞, g) R = 0, h) R = 1; dla x = −R ZBW, dla x = R
NZB, i) R = e na obu kra«cach NZB (bo ci¡g an = (n!/nn)en jest rosn¡cy), j) R = 1/e;
dla x = R NZB zadanie wykracza ponad ramy kursu. Mimo to sugerujemy siegn¡¢ do
materiaªu nadobowi¡zkowego (np. kryt. Raabego: limn→∞{n[(an/an+1) − 1]} = 1

2
< 1)

bo jest ono sci±le zwiazane z wzorem Stirlinga: limn→∞
n!en√
2πnnn = 1, k) R = 2; na obu

kra«cach NZB, l) R = 2/π; na obu kra«cach NZB m) R =∞, n) R =∞,

Zadanie 7.

Takie rzeczy sprawdzamy programem Mathematica...

Zadanie 8.

a) − ln(1− 3x), ZB dla |x| < 1
3
, b) (1− x/2)2, ZB dla |x| < 2, c) (b+ (a− b)x)/(1− x)2,

ZB dla |x| < 1, d) arctgx, ZB dla |x| < 1, e) (1 − 4x2)/(1 + 4x2)2, ZB dla |x| < 1
2
, f)

(1−x)−4, ZB dla |x| < 1, g) −1
3
ln(1−x)+ 1

6
ln(1+x+x2)+ 1√

3
arctg

(
2x+1√

3

)
− 1√

3
arctg 1√

3
,

ZB dla |x| < 1.
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