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Einleitung.

In vorliegender Arbeit ist der Versuch gemacht, die Theorie
der linearen Integralgleichungen einerseits und der linearen und
bilinearen Formen unendlich vieler Variabler andrerseits einer
allgemeinen Theorié in dem Sinne unterzuordnen, daf die von
Hilbert in seiner »vierten Mitteilung«? eingefithrten einfachen
Methoden im wesentlichen bestehen bleiben und dann durch
einfache Spezialisierung der gewonnenen Ergebnisse die wich-
tigsten Resultate obgenannter Theorien erhalten werden.

In gewisser Hinsicht liegt ein Ansatz zu einer dhnlichen
Theorie in der Arbeit von F. Riesz: »Uber Systeme integrier-
barer Funktionen«? vor, doch ist das Problem dort nur in
einer der angegebenen Richtungen, ndmlich der der Integral-
gleichungen, ausgestaltet, indem fiir diese Methoden entworfen
wurden, die den obgenannten Hilbert’schen parallel laufen.

Will man nun die angedeutete Theorie in' moglichster
Allgemeinheit aufbauen, so erscheint die Entwicklung einer
Theorie der absolut additiven Mengenfunktionen?® als unab-
weisliche Vorarbeit. Das in dieser Richtung bisher Geleistete
besteht hauptséchlich in einer Arbeit von Lebesgue,* der sich

1 Gott, Nachr., 1906, p. 157—227.

2 Math. Annalen, Bd. 69, p. 449—497 (zitiert als Riesz I).

3 Auch die mathematische Physik scheint dieses Begriffes nicht wohl ent-
raten zu konnen; man vergleiche die Ausfihrungen iiber die »Masse« in
Plemelj’s »Potentialtheoretischen Untersuchungen« (Leipzig 1911).

4 Annales de I'école normale supérieure, 1810, p, 361—450.
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aber auf »absolut stetige« Mengenfunktionen einerseits und
»fonctions d’intervalle« andrerseits beschrinkt. Das erstere ist
flir den vorliegenden Zweck zu speziell, das zweite zu wenig
schmiegsam; an einer Stelle! der genannten Arbeit findet sich
jedoch ein Hinweis auf die Moglichkeit einer Theorie, wie sie
hier zu geben versucht wurde. Hat man diese Theorie, der das
erste Kapitel gewidmet ist, erledigt, so kann man nach Ein-
fiihrung zweier Integralbegriffe, die zu dem Lebesgue’'schen
einerseits, zu dem Stieltjes’schen andrerseits in enger Beziehung
stehen und deren Theorie im zweiten Kapitel entwickelt wird,
sofort eine Anwendung auf die Theorie der stetigen linearen
Funktionaloperationen machen (Kapitel III). Es gelingt ndm-
lich, die Darstellung der linearen Funktionaloperationen durch
Stieltjes’sche Integrale, die ebenfalls F. Riesz,? aber nur flir
den Fall in einem linearen Intervall stetiger Funktionen, ent-
wickelt hat, auf den allgemeinen Fall auf einer beliebigen ab-
geschlossenen Punktmenge im #-dimensionalen Raume stetiger
Funktionen auszudehnen. Dieselben Integralbegriffe dienen im
vierten Kapitel zu einer Integraldarstellung der absolut addi-
tiven Mengenfunktionen, wodurch erst die Anwendungen auf
die Theorie der Integraigleichungen ermdglicht werden.

Um den Ubergang zur Anwendung auf die eingangs er-
wihnte Theorie herzustelleri, erschien es am bequemsten, die
Theorie der von Hellinger? eingefiihrten Integraloperationen
entsprechend zu verallgemeinern, da sich dann die Darstellung
enger an die Methoden von Hilbert anschlieffien 1dgt. Es treten
dabei an Stelle der Quadratsumme unendlich vieler Variabler
ein verallgemeinertes Hellinger'sches Integral, an Stelle des
sn-ten Abschnittes« der Quadratsumme, ¥2+ ... +#5, aber eine
Teilsumme des zu dem genannten Integral fithrenden Grenz-
prozesses. Um diese Analogie zu verwerten, sind eine Reihe
von Ungleichungen* erforderlich, deren Anwendung sich viel-

1 Ebenda, Nr. 44,

2 Annales de I'école normale supérieure, 1910 (Sur certains systénics
singuliers d’ equations intégrales). (Zitiert als Riesz IL)

3 Neue Begriindung ete. Crelle’s Journal, Bd. 136.

4 p, 64. Um den Parallelismus mit der Hilbert'schen Theorie helzustellen,

braucht man nur den Fall p = 2; in diesem gehen aber ‘die Ungleichungen in
eine triviale Identitit iiber, was die ganze Darstellung bedeutend vercinfacht.
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leicht nicht immer ganz einfach gestaltet, die sich aber kaum
durch wesentlich einfachere ersetzen lassen diirften und alles
Erforderliche leisten (Kapitel V und VI). Man kann dann die
gewiinschte Theorie sehr einfach, und zwar in Analogie zu
den Arbeiten von Hilbert, Hellinger und Toeplitz! einer-
seits und F. Riesz (I) andrerseits entwickeln (Kapitel VII).

Am Schlusse (Kapitel VIII) ist noch die Spezialisierung
der gewonnenen Theorie auf die eingangs erwihnten Fille
angedeutet und einige speziellere Fiélle eingehender durch-
geflihrt, Der erste fiihrt einerseits auf eine Verallgemeinerung
eines von F. Riesz herriihrenden Satzes,® andrerseits auf ge-
wisse Sitze iiber Entwicklung?® von Funktionen nach vor-
geschriebenen; dieselben ergeben als unmittelbarste Anwen-
dung sofort die {iber Orthogonalsysteme bekannten Tatsachen,
sowie einige Resultate iiber Biorthogonalsysteme. Der zweite
behandelte Fall fliihrt unmittelbar zum Beweise einer Be-
hauptung Hilbert’s tiber einen speziellen Typus von Kernen
_linearer Integralgleichungen.

Es ertibrigt schliefilich noch die Bemerkung, dafi ich es fir
{iberfliissig hielt, in der Theorie der absolut additiven Mengen-
funktionen solche Beweise ausfiihrlich darzulegen, welche den
entsprechenden in der Theorie des Lebesgue'schen Inhalts-
mafBes genau parallel laufen. Der Leser, der sich derartige
Liicken ergdnzen will, moge sich etwa an die kurzgefafite
Darstellung letzterer Theorie im Cours d’analyse (Bd. I, 2. Aufl.)
von de la Vallée-Poussin halten, die mir in mehrfacher
Beziehung zum Muster gedient hat. .
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1. Die absolut additive Mengenfunktion.

1. Wir beschiftigen uns mit Punktmengen im Raume der
Variablen x,#,...x,. Bei einem Teile der Betrachtungen wird
der Bequemlichkeit halber # = 2 vorausgesetzt werden, doch
lassen sich die Resultate und Methoden stets auf den allge-
meinen Fall ausdehnen.

LA T /4

Unter dem Intérvall

AW !
¥ Xy ... ¥y

wir die nicht abgeschlossene Punktmenge:

wo x} <<zl verstehen
’ 4 b

i=y<xl ((=1,2,...0).
UmUmstandlichkeiten nebensdchlicherNatur zu vermeiden,
beschrdnken wir alle Betrachtungen auf das »Grundintervall«:
7. M M... M
—M, —M,...—M

wo M eine beliebig fixierte positive Zahl bedeutet.

Die Vereinigungsmenge zweier Punktmengen E, und E,
werde mit E, +E,, ihr Durchschnitt mit E,.E, bezeichnet.
E —E, ist die Meénge aller Punkte von E,, die nicht zu E,
gehoren. Eine Gesamtheit von Mengen heifle disjunkt,* wenn
keine zwei ihrer Elemente Punkte gemein haben. .

Zu den Punktmengen zdhlen wir auch die »leere« Menge &,
die kein Element enthdlt, und setzen fest: E,—E, =Q, E E, —Q,
wennE undE keine gemeinsamen Punkte besitzen, E, +Q —E,,
EQ=Q. Q heiBe in jeder Menge enthalten und wenn E,, Ez,...
disjunkt sind, so heifie auch die Gesamtheit der Mengen @, 9, ...,
E,, E,,... disjunkt, die aus ersterer durch beliebig oftmalige
Hinzufiigung von Q hervorgeht.

"1 ¥gl. den Artikel »Mengenlehre« von G. Hessenberg im 3. Jahrgang
des »Taschenbuches fiir Mathematiker und Physiker« (Leipzig 1913), p. 69.
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Es sei nun unter den in J enthaltenen Punktmengen eine
Klasse T ausgezeichnet, welche folgenden Forderungen geniigt:

a) Alle Intervalle in J gehdren zu T (J selbst ein-
geschlossen). : .

b) Zugleich mit E, und E, gehdren auch E .E, und
E,—E, zu T (& gehort daher auch zu 7).

¢) Sind E,, E,, E, . .. disjunkte Mengen von T in endlicher
oder abzidhlbar unendlicher Anzahl, so gehort auch ihre Ver-
einigungsmenge E +E,+E,+... zu T.

Man sieht unschwer ein, daf§ dann jedenfalls alle im Borel-
schen Sinne mefibarer Mengen?! zu Tgehoren

Jeder Punktmenge E von T sei nun eine Zahl? f(E) Zu-
geordnet, Dann heifle f eine Mengenfunktion mit dem
Definitionsbereiche T. .

Wir untersuchen insbesondere Mengenfunktionen, denen
die Eigenschaft der absoluten Additivitdt zukommt. Dar-
unter ist folgendes zu verstehen:

Sind E,, E,,... disjunkte Mengen von T in end-
licher oder abzahlbarer Anzahl, so ist: '

FE+E+...) :f<E1)+f(E2>+ .

wobei die rechts auftretende Reihe stets konvergent
sein soll '

Da auf jene Mengen von E,, E,, . . ., fiir welche f(E)> 0,
die gestellte Forderung fiir sich anwendbar ist, so mufi die
fragliche Reihe notwendig absolut konvergieren. Es folgt
ferner, da f(E+Q) = f(E), daf} stets f(8) = 0 sein muB.!

2. Eine absolut additive Mengenfunktion f(E) ist
von beschrinkter Schwankung oder quasimonoton;
d. h.: Zerlegt man eine Menge E von T in eine endliche Anzahl
disjunkter, T angehorender Teile E,, E,, . .. E,, so ist stets:

\Z lf(Ek)! <N,

1 Vgl etwa E. Borel, Legons sur les-fonctions de variables réelles
(Paris 1908), p. 17. :
2 Wir haben es ausschlieflich mit reellen Zahlen zu tun.
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wo N eine von der Wahl von E und der Teilmengen E; un-
abhingige Zahl bedeutet. :

Wir bezeichnen jetzt und im folgenden eine Teilung von E
in disjunkte Teilmengen E”, E”. .. E;” kurz mit I, die »Tei-
lungsmengen« E{” mit A E, f(AE) mit Af und schreiben fiir:

3

E]f(Eé"’)] kurz: M, [Af].

1 E

- Dabei sind E und die E/” stets als Mengen von T zu
denken,
Indem wir jetzt zum Beweise obiger Behauptung schreiten,
bemerken wir, dafi sich aus der Annahme des Gegenteiles die
Existenz einer Folge von Teilungen II, von J ergibt, derart, daB:

i, Qi A1 = e
J

Wir verstehen nun unter dem »Produkte IITI' zweier
Teilungen ILII derselben Menge E, welche durch llin E, E, ... E,,
durch Il in E] E] . .. E;, zerfallt wird, die Teilung von E in die
mu Teilmengen E; Ef, von denen diejenigen, welche gleich
ausfallen, nach Belieben weggelassen werden kdnnen. Setzen
wir dann:

W =M, I, =0,.. T, =I,,...

so folgt:

Hm Yﬁ'

n=oo £
J

Af| = +oo.

Es sei jetzt:
M << My << ...

eine beliebige Folge ins Unendliche wachsender positiver Zahlen.
Man kann dann in der Folge II II},. . . eine Teilung II},, so be-
stimmen, dafl:

}j |Af| = m,.

J
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Es ist klar, daf Il eine Teilungsmenge E’ besitzen muB,
fiir welche

kh_m \u,, i Af | = +oo.
]I

Die Summierung bezieht sich dabei auf alle Teilungs-
" mengen von I, 1z, welche in E] enthalten sind. Daher kann
man #, = #, so wihlen, daf}:

Bl s
511;, Af = m,.
;_v.! *
£
Ebenso kann man in IIj, eine Teilungsmenge Ej, die in E,,
enthalten ist, und eine Zahl #, > #, so bestimmen, daf:
N \
lim Afl = 4+o0 \n, 1Af| = m,
n =00 4 | f: ? é__nsi fl 3
E

usw.

Es bezeichne jetzt E}, E;... die folgenden Mengen (in
beliebiger Reihenfolge):

a) Die Teilungsmengen von II}, , ausgenommen EJ;

B) die Feilungsmengen von II},, die in E] enthalten sind,
ausgenommen Ej;

" Dann gilt:
Ei+E+...=J—E;.

E* ist dabei die Menge aller Punkte von J, die in allen E;
Vorkommen (n=1,2,...); also:

Ey = E—[(El—E})+(Ej—E)+...]. (1)

Da Ej .y in E}, enthalten ist, sind die Summanden in der
Klammer disjunkte Mengen. Nun ist:

FED+|FED +...= Vﬁ;,v

I
]‘J1

D=, —| f ().
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. Die Reihe links konvergiert dabei, da die ,E: disjunkt sind.
Da v in der letzten Ungleichung beliebig ist, so folgt:

lim f(EJ]) == +oo. (2)

Wegen (1) ist aber:
F(EY) = FE) —[f(Bl—E)+f (B—E)+.. ]
und, da
f(Ef)—E b+1)+f(E l+1) —f(E
f(Ey) = h_m F(EY.

Demnach wire dieser Grenzwert im Widerspruch zu (2)
endlich, womit die Behauptung erwiesen ist.
Wir bezeichnen die obere Grenze der*Werte von:

dnlaf]

E

. fiir alle moglichen Teilungen II von E mit

fldfl

und nennen sie die Gesamtschwankung von f auf E.

Die Gesamtschwankung einer absolut additiven Mengen-
funktion ist ebenfalls eine Mengenfunktion mit demselben De-
finitionsbereiche; Wie wir sehen werden, ist sie auch absolut
additiv.

Es sei E,, E,, . . . eine Zerlegung von E in eine abzdhlbare
Folge disjunkter Mengen und I, eine Teilung von E;, so dafi:

f |df| < \xk IAf|+ 57

wo & > 0 beliebig fixiert werde.
Dann ist:

.
: “
d
};Ll.f\ N

—[4

EkIAsté‘ﬁ!dfi\H- ()
E

“k
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. Andrerseits sei II' eine 'Ie1lung von E in Teilmengen
E!E},...E], fur welche

[ ari= Y asie

E
Dann wird:

FED = D | f (B ED)
1

ldf <N W | fEED| +e< 1f|df]+e.
[or=§ Srmsoen<5 |

Aus (8) und der letzten Unglelchung folgt leicht die Be-

hauptung.
Setzt man:
f df | +£(E) f 41— (B)
P(E) = F—gp , 4(E) = 5 , ()
so wird:

S (E) = ¢ (E)—p(E)

(4 a)
ﬁldfl = avv(E),+¢(E)

v und ¢ sind Keiner negativen Werte fahig. Diese Eigen-
schaft bezeichnen wir als Monotonie und nennen (4a) die
kanonischeZerlegungeinerabsolutadditivenMengen-
funktion in monotorie Bestandteile. ® und ¢ sind natiir-
lich selbst absolut.additiv.

Es geniigt nach diesem Resultat, die monotonen absolut
additiven Mengenfunktionen niher zu studieren.

3. Es sei also f(E) absolut additiv und ‘monoton. Indem
~wir uns auf den zweidimensionalen Fall beziehen und die
Koordinaten #, y nennen, setzen wir:?

1 Vel Lebeégue, a. a. 0., p. 385,
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A% 2 =rwn —M<rsum—M<y=M

—M, —M
0= F@—M), -M=x=M1,

0 =F(—My), -M<y=M.

Wie leicht ersichtlich, gilt dann:

A|&7)) = F@ ) —F@p—Fap)+Fab 69

a, b
fiir alle Werte von a, b, &/, ¥/, die den Ungleichungen

e MZa=<d=M

—M=b<?¥V=M.
genligen.
F(x,v) hat daher d1e Monotomeelgenschaft

F(a,V)—F(a,b) —F(a, Y)+F(a,b)=0, o =a, ¥=b.

(©)
Es sei nun @, <a, < a,... eine Zahlenfolge mit den
Eigenschaften: »
a, = —M, lim a, = a=M
# =00

und b, << b, <<... eine Folge von analoger Beschaffenheit:

by = —M, lim b, =0 =M.

=00
Dann ist:
i o o0 " w o
a1 b1} O
- —M —M =X e = Dha
0 0 , 0o o
Wegen unsefer Intervalldefinition sind dié o disjunkt und
es folgt: '
. o0 o0 :
B - .
F(a,b) = N W flo) =
T 0 B

. ' Am bnT) ' . ’
=1 — lim F(am,bw).
lim f Q—M, _ ) = Jim F(am, )

4 = 00 : ' . ‘ = 00
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Dabei diirfen die beiden Grenziibergénge unabhéngig von-
einander in beliebiger Weise vollzogen werden, da £f(a;)
absolut konvergiert. Daraus folgert man leicht:

Esist mFa—hb—B=F@b, @

wenn % und % in beliebiger Weise, aber ohne negative Wet‘fe
anzunehmen, gegen Null konvergieren. ' ‘

4. Die Eigenschaften (6) und (7) sind fiir F charakteristisch
in dem Sinsie, daf wir beweisen kdnnen: '

Zu jeder im Gebiete —M=x=M, —M=y=M
definierten, fitr * = —M und y == —M verschwindenden
Funktion F(x9), die (6) und (7) erfiillt, gehdrt eine
absolut additive, monotene Mengenfunktion f(E),
deren Definitionsbereich den'Forderungen von 1. ge-
nigt und die zu F in dem durch (54) ausgedriickten
Verhédltnisse steht.

Der Nachweis dieser Tatsache. bildet den Hauptgegen: -
stand dieses Kapitels und enthélt als Spezialfall (fiir F(x,y) =
— (x+M)(y+M)) die Lebesgue’sche Theorie vom Inhalts-
mafle der Punktmengén.

- Wir definieren f zunédchst fiir die Intervalle von J durch
die Gleichung (5 @); wegen (6) ist fiir jedes Intervall a f(«) = 0.

Sei E eine beliebige Punktmenge in J,. CE ihre Kom-
plementarmenge beziiglich J, d. h. CE = J—E. Dann deﬁmeren
wir zwei Zahlen f(E) und S(E) in folgender Weise:

F(E) sei die untere Grenze der Werte aller Summen

. O"O . °
i S (o,
1
WO oy, d,... €ine Folge von Intervallen darstellt deren Vel-
einigurigsmerige E enthilt,

S(E) sei gleich f(I)—F(CE).
Aus dieser Definition folgt sofort:

f(A)+f(B) = F(A+B)
f(E ) <f(E ) S (E). <f(Ez)

wenn E1 in- E enthalﬁem ist.

8)
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Ferner kOnnen wir beweisen:

F(E)= f(E).
Wir wihlen zwei Intervallfolgen ay, 0,..., B, By-.. S0,
daB E in Yo, CE in X B, enthalten ist und fir ein wdlkurllch
fixiertes € > O die Ungle1chungen gelten:

2ﬂ@<ﬂ@+%u2ﬂw<?wb+i'

Wir erweitern hierauf die Intervalle oy zU Intervallen o,
wie folgt: :

wo #, > 0 so groﬁ zu wihlen ist, dafi:

Flak D)~ ﬂw<%“
~ Das ist wegen(7) in der Tat mdglich, wie leicht zu sehen.
‘Mit den § verfahren wir in glexcher Weise. Die nicht’ zu J

gehorigen Punkte des Randes von J schheﬁen wir noch in dxe

beiden Intervalle ' ' T

1) e [, 1

M4 —, M4 — M+—, M+-—
o 7 . 7 8 i 112 mw
0, —— s o T
! 1 1|7 1 1
M— —M—— M= M-
7 n 'i m

ein, wo #2 und # positiv, und zwar so gro zu nehmen sind, _gaﬁvf{
B e
JS@.J) <*é', S(B-J) e

Auch die Mdglichkeit die.ser' Bestimmung fblgt aus (7).
Die a}, B%, 9,,8, bilden nun einé Menge von Intervallen,
so daf jeder Punkt von J und seinem Rande im Innern. eines



[1807] Absolut additive Mengenfunktionen, 13

von ihnen vorkommt. Daher kann man nach dem Borel'schen
Lemma! aus ihnen eine endliche Anzahl

TiMa Ty '

herausgreifen, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Lafit man
von diesen die {iber J hindusragenden Teile weg, d. h. be-
trachtet man die Intervalle: -

= 1,
so {iberdecken die 1" ganz J. Daraus folgt aber offenbar: .
2ftm=r)-
Es ist ferner:
S f (04 T)+F B, T)+F @) < fF(E)+e
CSFES) o <S(CE)ws
und nach Addition folgt: '
FU)SEFE) <FE)+F(CE)+2s,
fE)=> f(E)—2¢.

Wegen der Willkiir von ¢ folgt hieraus die Behauptung.
Ist fiir eine Menge E f(E) = f(E), so rechnen wir
sie zum Definitionsbereiche 7 von f und setzen

FE)=FE) = fE).
Es gehort sonach mit E auch CE zu T und es ist:
FEY+F(CE) = f({J).

Ferner {iberzeugt man sich leicht, dafi nach dieser Defini-
tion fiir ein Intervall derselbe Wert von f resultiert wie aus (54).
*+ Q'ist in jedem Intervall enthalten und es gibt Intervalle,
fiir welche fF beliebig klein wird. Daher ist F(®@) = 0. Es ist:
aber auch £(Q) = f(J)—F(CQ = f(J)—Ff(J) =0, daher
gehort @ zu 7 und es ist f(Q) = 0. |

1 E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions (Paris 1898), p. 42..-
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Es ist jetzt der Nachweis zu erbringen, dafi der jetzt fest-
gelegte Definitionsbereich T die in 1. gestellten Forderungen
erflillt. Zuerst beweisen wir: '

Jeder Bereich in J gehoért zu 7.

Dabei soll unter einem Bereich eine Punktmenge ver-
standen werden, die nur innere Punkte enthilt, ohne notwendig
zusammenhidngend zu sein.

Zum Beweise betrachte man flir jede natiirliche Zah! # die
Einteilung von J in quadratische Intervalle der Seitenldnge %
o, 9 ... bezeichne die Gesamtheit der folgenden Intervalle:

a) Die Intervalle a® von II,, die nur Punkte des Be-
reiches (B) enthalten.

b) Die Intervalle a® von II,, die nur Punkte von B ent-
halten und zu den a® disjunkt sind.

.................................................

Dann ist ersichtlich:
B — Yo,
f(B) Z Ef (o) < f(J).
Wihlt man ein e > 0, so kann man N so grof fixieren, da8:
SFeh) <

wo die Summe sich auf jene Intervalle o} unter den oy bezieht,
die von den Teilungen Iy, stammen (1 = 1,2,...).

Die Intervalle B; von Ily, die nicht zu den o; gehdren, um-
schlieflen ganz C B und daher folgt:

Sf@) = f(CB) =fJ)—f(B).
Weiter ist aber:
X f(aw) —E flah)+2FB) = (),

weil die oz nach Weglassung der o, zusammen mit den f eine
endliche J gerade erschopfende, disjunkte Intervallmenge bilden.
Man erschliefit daraus:

fWU)+e=> f()+Ef(0h) = fJ)—f(B)+F(B),

woraus wegen der Willkiir von e die Behauptung folgt.
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Gleichzeitig mit B gehdrt nun auch seine Komplementir-
menge zu 7. Eine solche muf} jeden in J enthaltenen Héufungs-
punkt umfassen, ist also »abgeschlossen innerhalb J«. Um-
gekehrt ist jede so beschaffenc Menge komplementir zu einem
Bereiche, im speziellen daher jede inJ enthaltene abgeschlossene
Menge.

Wir beweisen nun weiter:

Zu jeder Menge E in J kann man nach Vorgabe
eines willkiirlichen ¢ >0 einen Bereich E” angeben,
der E enthdlt, so daf:

FE—FE) <e.

Man erhilt E”, wenn man zunidchst E in Intervalle a,, 9, ...
einschlieBt, so dafi:

% f (o) < F(E)+ g

dann die Intervalle o, wie auf p. 12 zu Intervallen o} erweitert,
fiir welche:

T £ o) < Ef (o) + —;

und von den o die ihnen angehdrenden Rinder weglifit. Die
ibrigbleibenden Bereiche af ergeben vereinigt E”.

Durch Ubergang zu den Komplementirmengen ergibt sich
zunéichst: Nach Annahme von e > 0 kann man zu jedem E
eine innerhalb J abgeschlossene Menge E* so bestimmen, daf:

SB)—fE) <

Lafit man dann von E* alle Punkte weg, die im Innern
der Intervalle:



16 J. Radon, ' [1310]

liegen, und bezeichnet die abgeschlossene Restmenge mit E’,
so hat man:

- ) : 1 K
FE*—B') = o)+ (o) = F(M, M) — (M—l_ M
und dies wird wegen (7) <—-;— bei geeigneter Wahl von #.
Nach (8) ist nun:
FE*—E"+f(E") = f(E"),

also
FEY—FEY=-, fE)—fE)<s,

womit bewiesen ist:

Nach willkiirlicher Wahl vén e> 0 148t sich in
jeder Menge E von J eine abgeschlossene Menge E/
so bestimmen, dafi:

f(E)—f(E’)<8

D

" Wir betrachten jetzt zwei dxsjunkte Mengen E,, E, von T.
In jeder bestimmen wir eine abgeschlossene Menge E{, be-
ziehungsweise Ej, so daf}

f(E>*~f(E’)<~ S (Ey)— f(E’)<4— 9)

wo ¢ beliebig = 0 fixiert wetde.
E! und E} sind disjunkt und abgeschlossen, besitzen daher
einen Minimalabstand 8 > 0. Nach (8) folgt nun:

fE+Ey) = f(E+Ey). (10)

E/+E! kbnnen wir in eine Intervallfolge o 0,... derart
einschlieflen, daﬁ

f <E’+E') <Y flw) = fE+ED++

Teilen wir dann alle o, in welchen eine Seite linger als

~

5 :
. ist, in Teilintervalle, deren Seitenldngen diese Zahl nicht

{iberschreiten, so konnen wir aus dem abgeidnderten Intervall-
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system die Intervalle B, herausgreifen, die Punkte von E/ ent-
halten, und die 7, welche Punkte von E] enthalten. Kein @
kann offenbar mit einem 7 identisch sein. Daher ist:

SFG0=FE), S =rE
FOE)+ 7B S B+ 2 () = S100 S SE+E)+ 2,
was mit (9) und (10) zur Ungleichung:
SE)+S(By) < f(E +Ey)+e

flihrt. Zusammen mit (8) ergibt sich so:
Zwei disjunkte Mengen E;, E, von T ergeben als
Summe wieder eine Menge von T und es ist:

SE, +Ey) = f(E)+S(Ey).

Der Satz tibertrdgt sich unmittelbar auf eine béliebige end-
liche Anzahl disjunkter Mengen von T.
_ Es seien jetzt E, und E, zwei Mengen von 7. Wir be-
stimmen zwei Bereiche E/' und E} sowie zwei abgeschlossene
Mengen E! und E}, so da8 E; in EY, E} in E; enthalten ist und:

FE)—f(ED < Z FEY— f(E) < —i—

ausfillt. ¢ kann dabei offenbar beliebig > 0 vorgeschrieben
werden. v
EY-—EY} ist ein Bereich, gehort folglich zu T. Daher ist:

F(EY—E)+f(ED = fE]),
FUB—Ef) < =

E,E, ist in dem Bereiche E'E} enthalten und enthélt die
abgeschlossene Menge E{| E;. Daher ist:

fEE) = f(EE,), f(EE)=fEE]),
?(E1E-z> “_]j(E1E2) = f(E{’EQ’—El’Eé)

J. Radon. 2
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Es ist ndmlich E! E} in E"E}' enthalten und ihre Differenz
als Bereich zu T gehorig. Es folgt weiter:
EI'El'—E!| E| = E'E!.C(E|E)) = E/'E}(CE{+CE})
— EJ (E!.CE)+E[(E}.CE}).

Aus EY CE} —= EY—E}, folgt aber:

(0]

FEY.CE) <2

[\\s)

und daher auch:
SEE,)—f(EE) <e.

Zugleich mit E, und E, gehort daher auch E\E, zu T.

Da ferner E,—E, — E, .CE,, so gehort auch E, —E,
zu T. : _ '

Damit sind die eingangs an T gestellten Forderungen er-
. fuillt mit Ausnahme von c¢), welche wir noch zu bestétigen
haben.

Es sei also E,, E,,....eine abzidhlbare Folge disjunkter
Mengen aus 7. Setzen wir:

E1+E2+ “ e +Eﬂ = Sn, En+1+En+2+ e — Rn,

E,+E,+...= S;+R, = E,
S0 ist:

S (Sat1) — f(Sy) = f(En—H) =0, f(Sn) = f(J);

daher die Reihe
00
A )
D S (E
1

konvergent. Zu jedem » kann man ferner eine Intervallfolge
aMaf .. . bestimmen, welche E, einschliefit und fiir die:

N e < fE+
k

wobei & > 0 beliebig fixiert werden kann.
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Jetzt wihlen wir N so grof}, daf:

E F(E) <e.

Nt

Da CE in C Sy enthalten ist, folgt:
F(CE) = f(CSy) = f(J)—f(Sn),

f(B) = f(Sy) > 2 r f(Ey)—e.
1
Ferner ist:

fE)=

...[\/13

o0
Z faf) < ‘k FE)+e.
1
Wegen der Willkiir von ¢ folgt:
. [+ ]
FE)Y = F(E) = W f(E).
JTI N

Damit ist auch die letzte Forderung als erfiilit nach-
gewiesen und iiberdies f als absolut additiv erkannt.

5. Wir sind so, ausgehend von einem den gestellten Forde-
rungen entsprechenden F, zu einer monotonen Mengenfunktion
mit dem Definitionsbereiche T gelangt, der die in 1. gestellten
Forderungen a) bis ¢) erfiillt, dariiber hinaus aber noch folgende
Eigenschaft besitzt:

d’) In jeder Menge E von T kann man nach Vorschreibung
eines beliebigen ¢ > O eine abgeschlossene Menge E'’1 50 be-
stimmen, daf3:

FE)—fE) <.

. Es sei jetzt fiir F die zu einem von vornherein gegebenen
monotonen f mit dem Definitionsgebiete 7 nach 3. gehorige
Funktion genommen. Die Methoden von 4. geben dann ein zu F
gehoriges f; mit dem Definitionsbereiche 7,. Man erkennt leicht,

1 Natiirlich ist darunter auch eingeschlossen, da E' eventuell mit £
identisch sein kann.
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daB fiir jede Menge, die zu 7 und 7, gehort, der Wert von f; mit
dem von f tibereinstimmt und daf§ 7 und 7, mindestens alle im
Borel'schen Sinne mefBibaren Mengen gemein haben. Wir de-
finieren dann auch auf jenen Mengen von T, welche in T nicht
vorkommen, f(E), indem wir f = f; annehmen und nennen T,
den natilirlichen Definitionsbereich von f. Man erkennt
unschwer, daf}, falls schon T die Forderung d’) befriedigte,
7, ganz T umfafit. '

Handelt es sich um eine beliebige, absolut additive Mengen-

funktion .f, so 146t sie sich nach 2. in zwei monotone zerlegen:

S=9—1%;

¢ und ¢ haben je einen natiirlichen Definitionsbereich und die
Mengen, die beiden gemeinsam sind, erfiillen @) bis ¢) und auch
noch d’) beziiglich p und . ,

Definieren wir auf allen diesen Mengen f durch ¢—¢, so
haben wir damit einen neuen Definitionsbereich 7, fiir f ge-
schaffen, der neben a) bis ¢) noch der Forderung geniigt:

d) In jeder Menge E von 7; 1afit sich zu jedem
¢ >0 eine abgeschlossene Menge E, bestimmen, so

daf3:
| AE)—fE)| <e.

Wir wollen nun zu f einen derartigen Definitionsbereich T
in moglichst umfassender Weise bestimmen.

Es sei der zundchst vorliegende Definitionsbereich 7, von f
so beschaffen, dai er d) erfiillt, wie wir ja jetzt annehmen
konnen. Wir bestimmen zunichst die Gesamtschwankung:

£(E) :ﬁldfl

unter Zugrundelegung des Definitionsbereiches 7;.! Es ergibt
sich dann: 7, ist auch fiir g(E) ein Definitionsbereich von der
Art, dafl &), beziehungsweise d) gilt.

1 Vgl. hierzu noch eine Bemerkung auf p. 63.



[1815] Absolut additive Mengenfunktionen. 2

Denn es sei E irgend eine Menge von 7, H eine Zerlegung,
in disjunkte Teilmengen E,,...E,, so dafi:

f af|— DI fE) < =
E 1

wo & > 0 beliebig vorgeschrieben werde. Dann kann man
nach d) in E, ein abgeschlossenes Ef so bestimmen, daf:

FEB)—f D] < -
Es wird daher:

f!dfl——,?} A < e

E 1

und, da g(E}L) = | f(E)|, so fol(rt
g(E)—g(Bit ... +Ef) = g(E)— Zg(E'

d. h. es ist der Forderung d’) Geniige geleistet.

- Fiir das so definierte g(E) bestimmen wir jetzt den natiir-
lichen Definitionsbereich, dieser sei T und umfafit gewifl 7|
(nach der Bemerkung auf p. 20 oben). -

Wir bilden jetzt, zundchst natiirlich nur auf 7 :

— %(tg(E>+f(E>),

b= 5 BB,

Das ist nichts anderes als die kanonische Zerlegung von 2.
Wir haben dann zwei monotone Mengenfunktionen vor uns,
deren jede einen 7, umfassenden, natlirlichen Definitionsbereich
hat. Da ¢+¢ — g, so schlieBt man sofort, dafi diejenigen
Mengen, die den beiden natlirlichen Definitionsbereichen von 7,
beziehungsweise ¢ zugleich angehdren, gewifi dem von g an-.
gehdren, Andrerseits lassen sich aber g und ¢ nach 4. fiir jede
Menge von T definieren; denn ist E eine Menge von 7,.CE ihre
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Komplementdrmenge, so kann man zu jedem € = 0 in E eine
abgeschlossene Menge E,, in CE eine ebensolche E, derart
finden, daf: '

$(E)—g(B) <5, §(CE)—g(B) <=, §(E)—g(CE) > 5,
8(CE)—g(E,) = §(CE,—E,) <.

Da nun E, und E, als abgeschlossene Mengen zu T
gehoren, kann man weiter schlieflen:

¢(CE,)—9(E,) = 9(CE,—E,) < (CE,—E,) <=
Nun ist aber nach (8):

p(E) = p(E),

9(CE,) Z §(E);

also folgt: o
P(E)—9(E) = 9(CE)—9(E) <=

E gehort demnach tatsdchlich zum nattirlichen Definitions-
bereiche von w. Fiir ¢ ist die SchluBweise dieselbe. Daher ergibt
sich:

Der gemeinsame Teil -der natiirlichen Definitionsgebiete
von ¢ und ¢ ist identisch mit dem natlirlichen Definitions-
bereiche 7T von g(E). '

Wir konnen daher ¢ und ¢ auf ganz T definieren und
setzen dann auf allen Mengen von T

=99

Der Definitionsbereich 7; von f ist daher zu dem um-
fassenderen T erweitert und auch jetzt noch ist die Forderung d)
erfiillt. '

Wiirde man nun, von 7 ausgehend, denselben Prozef
durchlaufen, wie vorhin von 7,, so kénnte eine abermalige Er-
weiterung des Definitionsbereiches nur dann stattfinden, wenn
in dém jetzigen Bereiche 7, die Gesamtschwankung eine andere
wire als vorher. Nun ist aber zunichst klar: Geht man von
einem Definitionsgebiete 7/ zu einem umfassenderen 77 {iber,
wobei 77 und 7" beide der Forderung d) geniigen, so kann sich
auf jeder Menge von 7' die Gesamtschwankung hdochstens
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vergrdfiern. Da es aber nach der oben durchgefiihrten SchluB-
weise dann in jeder Menge E von 77 und fiir jedes & > 0O eine
Anzahl disjunkter abgeschlossener Mengen K gibt, so dafi: -

fidfl—EmEk)i <
E 1

wobei die Gesamtschwankung unter Zugrundelegung von T
gebildet ist, so folgt, dafl auch bei alleiniger Beriicksichtigung von
Teilungsmengen aus 7/ — z.B. E,,...E,, E—E,—...—E, —
derselbe Wert der Gesamtschwankung resultieren muf}, wie bei
Berticksichtigung von ganz 7”. Daher kann auch in dem hier vor-
liegenden Fall eine fernere Erweiterung des Definitionsgebietes
unter Einhaltung von 4) nicht stattfinden. Es ist also der ge-
wonnene Definitionsbereich 7, der umfassendste, der d) erfiillt
und soll daher als der natilirliche bezeichnet werden.

Im folgenden haben wir es stets mit dem nattir-
tichen Definitionsbereiche zu tun, so daf d) immer
statthat.

6. Man erschliefit jetzt weiter, ebenso wie in der Theorie
des Lebesgue’schen InhaltsmafBes, die folgenden Sitze (die aber
von der Forderung d) unabhingig sind):

o) Sind E,, E,,... Mengen von 7, so gehdren auch
E+E,+...und EE,... zuT

Wir verstehen unter der »dufieren Grenzmenge«?!

lim E,, einer Folge von Merigen E,, E,,..., die Menge aller
=00

Punkte, die in unendlich vielen der Ej vorkommen und unter
der »inneren Grenzmenge«? lim E, die Gesamtheit jener

1= 00
Punkte, die nur in einer endlichen Anzahl der E;, nicht vor-
kommen; dann gilt, wie man genau wie beim Lebesgue’schen
Inhaltsmafl erkennt: '

B) Zugleich mit E,, E,,... gehéren auch lim E, und

. i = 00
lim E, zu T. ‘
= 00

1 = ensemble limite complet; Borel, Fonctions des variables réelles
(Paris 1905), p. 18.
2 = ensemble limite restreint; ebenda.
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Ist ferner f monoton, so gilt:

f( lim En)> hm f(E,,), F(lim E,,) = lim f(Es),

=00 . =00 =00

wobei die Symbole lim und lim auf den rechten Seiten die
obere, beziehungsweise untere Unbestimmtheitsgrenze be-
zeichnen,
Ist speziell: -
Tim E, = lim E, — E,
1t == G0’ “ = co
SO sagen wir, die Folge E,E,... besitze eine Grenzmenge (E)
schlechthin. Aus §) und der kanomschen Zexlegung folgt dann:
7) Gehéren E,E,... zu T und existiert eine Grenzmenge
lim E,, sb gehort sie auch zu T und es ist:

T S l_i_m'En) — lﬂ‘ﬂ S(En).

7. Eine monoton absolut additive Mengenfunktion b(E)
heifie eine Basis der absolut additiven Mengenfunktion f(E),
wenn fiir alle Mengen, fiir welche f(E) definiert und 5(E) =0
ist, auch S(E) = 0 folgt. v

Die Haupte1genschaft dieses Begrlffes ist die folgende Der
natiirliche Definitionsbereich von f umfafit den (T) von &. Sei
némlich E eine Menge von 7. Dann 146t sich in E zu jedem 7
eine abgeschlossene Menge Ej, in CE eine abgeschlossene
Menge E,,, $0 bestimmen, dafi:

b(E)—b(E} )<~1 , B(CE)—b(El) < —
b(CEl)— b(E)<—1;-

Es sei nun q; einer der monotonen Bestandtelle von f,

Dann ist:
‘ 3(E) < ¢(CEm), !?(E) = o(Eh),

P(E)—¢(E) = ¢(CEI—EY).
Es sei nun:
tim cp(CE’,{——E’) =k= 0

H =00
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Dann ergibt B);

o( lim (CE E;,)) =k

= Q0

Andrerseits ist lim ((’ Ei{—lzﬁ,) fiir Jedeb N in:

"= 00
(CEK~ ;)'\7:)+(CE{<(+1—E§\7+1)+ e
enthalten und daher:

b( lim ((‘I%{«-E’u)) = 2
n=g0 - N

T WEE T
also: _
b( lim (CE—E}) =0.
H=o¢

Weil b aber Basis von ¢ ist, so folgt auch 2=0 und damit:

cp(E) ~p(E) = lim <p(CE" Ey) =0.
1= 00

E gehort daher zum natiirlichen Definitionsbereiche von ¢,
analog aber auch von ¢ und daher von f.-

Es ist ferner Klar:

Zu jedem e > 0 kann man ein & so angebén daf} fiir jede
Menge E, die den Detmmonsberelchen von b und f angehort
und fiir welche 5(E) < 3, auch | f(E)| <e.

Es genligt offenbar, dles fiir einen monotonen Bestandteil ¢
von f nachzuweisen. Wére die Behauptung falsch, so gibe es
eine Zahl ¢ > 0 und eine Folge von Mengen E, E,,..., fur
welche:

s -1
b(Ey) < R P (E) > =

Es miiite dann nach (3) auch:.

n~—-oo

sein, man zeigt aber mit den Mitteln des letzten Beweises, daf
darin ein Widerspruch liegt.
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Bezeichnet m(E) das Lebesgue’sche Inhaltsmafl, so heifie
nach Lebesgue! f(E) absolut stetig, wenn m eine Basis
von f ist. Nach Lebesgue? gilt der Satz:

Der Wert einer absolut stetigen, absolut additiven
Mengenfunktion auf einer mefibaren Menge E 14t
sich durch ein Integral darstellen:

AE) = [ ®(P)dP,

wo ® eine summierbare Funktion darstellt.
Eine absolut additive Mengenfunktion heifie stetig, wenn
flir jede aus einem einzigen Punkt P bestehende Menge:

F(P) = 0.

Man kann aber auch definieren, ohne den Sinn zu dndern:
Eine Mengenfunktion heifie (schlechthin) stetig,
wenn zu jedem =0 ein 3 so bestimmt werden kann,
daB fiir alle Mengen von 7, deren Durchmesser kleiner
ist als 8, | f(e)| < e ausfillt.
Unter dem Durchmesser d(E) einer Menge E ist hierbei
die obere Grenze der Abstinde ihrer Punktepaare vérstanden.
Hat man nidmlich eine Folge E,, E,,. .. mit:
lim d(E,) = O, (12)

7= 00
SO Ssei:

1im f(E,) = L.
=00 )
f sei monoton vorausgesetzt, was die Tragweite des Be-
weises nicht beeintrichigt. Dann ergibt wieder ):
- f(lim E)=1=0.

1= 00
Wihlt man in jedem E, einen Punkt P, so kann man
durch Auswahl einer geeigneten Teilfolge erreichen, dafi die
Unbestimmtheitsgrenze ! dieselbe bleibt und auflerdem
lim P, =P

k=00

1 A, a. O, p. 381,
2 A.a. O, p. 300.
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existiert, d. h. daf die Folge der Punkte P, eine einzige
Héufungsstelle P hat. Dann ist aber wegen (12) kein von P ver-
schiedener Punkt in lim (E,) enthalten; also:

lim E, = P,
=00
SPy=L

Infolge der ersten Definition der Stetigkeit ist also I =0,
da es wegen der Monotonie von f nicht negativ sein kann.
Also folgt aus lim d(£,) = O:

7" =00
lim f(E,) =0
. =00 .
und dies ist nur eine Umformung obiger Definition.

Die Stetigkeitseigenschaften iibertragen sich von f in leicht
zu iiberblickender Weise auf seine monotonen Bestandteile in
der kanonischen Zerlegung; derart, dafl mindestens einer der
Bestandteile denselben Stetigkeitsgrad wie f besitzen muf,
wihrend dem anderen auch ein hoherer Grad von Stetigkeit
zukommen kann.

Eine absolut additive, absolut stetige Mengenfunktion heifie
auch vom Typus L.

Eine absolut additive Mengenfunktion, die stetig ist, aber
fiir jede Menge E, die zu einer bestimmten Nullmenge?! E,; dis--
junkt ist, verschwindet, heile vom Typus Il und E; ihre
Grundmenge. Ist E; eine beliebige Nullmenge, so kann man
ersichtlich auch E,+E, als Grundmenge von f auffassen.

f heifie endlich vom Typus Ill, wenn es folgendes Ver-
halten zeigt: Es sei P,, P,,... eine abz#hlbare (oder endliche)
Punktmenge in J, a,+a,+ ... eine absolut konvergente Reihe.

Dann sei:
-
B =) a,

#)

wo die Summe tiiber jene Werte von & zu erstrecken ist, fiir
welche P, zu E gehort, beziehungsweise:

SE) =0,

1. Nullmenge == Menge vom Lebesgue’schen Inhalte Null,
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wenn E keinen Punkt aus den P enthilt. Die Menge der
Punkte P, heife die Grundmenge von f.

Die Mengenfunktionen vom Typus [ gestatten die schon
erwihnte Darstellung durch Lebesgue’sche Integrale, die vom
Typus IIl die in ihrer Definition liegende Darstellung durch
unendliche Reihen. Dagegen bietet der Typus II eine grofle An-
zahl von ’\/Ioghchkelten dar, da z. B. die Inhaitsdefinition eines
m-dimensionalen Gebildes in J sich ihm unterordnet.

Man kann leicht zeigen:

Jede absolut additive Mengenfunktion f 148t sich
in eindeutiger Weise als Summe dreier Mengenfunk-
tionen vom Typus L I, beziehungsweise Il darstellen:

FE) = [E)+/u(E)+fin(E)-

Dabei kdnnen natiirlich einzelne Glieder dieser Darstellung
ausfallen. |

Fiir unsere Zwecke bietet diese Zerlegung kein Interesse,
daher werden wir auf den Beweis, der iibrigens naheliegt, ver-
zichten. Diese Verhaltnisse gestatten es, die Theorie der
Integraloperationen sowie der Funktionen unendlich vieler
Variablen als Spezialfille der Theorie der absolut additiven
Mengenfunktionen aufzufassen. C

II. Die Verallgemeinerung des Begriffes'des Stieltjes’schen
' Integrals. '

1. Es sei F(P) eine auf éiner Menge E; von J definierte
Funktion von #,#,...%,, die gleichmiflig stetig ist, worunter
wir verstehen, daf zu jedem &> 0 ein'd so bestimmt werden
kann, daf fiir alle Punktepaare P, P’ von E,, derenr Abstand?!
- PP’ kleiner als 3 ist, | F(P)—F(P')| < e ausfalit. Es sei ferner f
eine absolut additive Mengenfunktion, zu deren Definitions-
bereich (T)E, gehore. Wir betrachten dann eine Einteilung 11
von E, in Teilmengen EE,. . .E, von T und wihlen in jedem E;
einen willkiirlichen Punkf Pk. Wir setzen nun:

= 3k PP f(E) = ZHMP) Af.

rl)

1 Unter »Abstand« PP’ konnen wir z. B. (& (x,-—-;v;.)‘a’)2 verstehen. .
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Wir bezeichnen jetzt und im folgenden den Maximal-
durchmesser einer Teilung II, d. h. den grdfiten der Durch-
messert ihrer Teilungsmengen, mit d(II). Es bezeichne ferner
7(%) die obere Grenze von:

| F(P)—F(P)|
fiir alle Punktepaare P, P/, deren Abstand = 8 ist. Wegen der

gleichméfigen Stetigkeit von F ist (3) fiir jedes positive & de-
finiert, monoton und lim v(3) = 0. Es sei jetzt [ eine analoge
5=0

Teilung von E, in die Mengen E[Ej...E; und wir bilden auf
gleiche Weise Sy. Bezeichnen wir noch mit IIIF die aus It
und IIY zusammengesetzte Teilung,? so gilt:

Su— S = DUF (P f(E)— P FPHF(E)
E, E,

= D (F(P)—F(PH)fEED.

Ey

Fiir Summenglieder, fiir welche E;E} von @ verschieden
ist, ist notwendig:
Py P! =< d{l)-+-d(I).

Also gilt die Abschitzung:

| Sn—Si| = 1 (@A) +d(AL) YW £|(E E)

E,

= 1 @(M+d(T)) ﬁ |afl. (13)

Es sei jetzt I, 1L,,... eine Folge von Teilungen von E,

fiir welche:
' lim d(Il,) = 0.
n= Q0

Eine solche Folge soll kurz »gegen Null konvergent«
heifien.

1 Vgl. p. 26.
2 Vgl. p. 6.
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Dann ergibt die Ungleichung (13) die Existenz von:

lim Sy, = | F(P)df.
# = 00 E()

Dieser Grenzwert ist offenbar unabhéngig von der speziellen
Wahl der Folge I, I1,,..., da, wenn II},II},. .. eine zweite
gegen Null konvergente Folge ist, auch IL, I}, I, IT},. . . eine
- solche darstellt. LBt man in (13) II’ eine gegen Null kon-
vergente Folge durchlaufen, so ergibt sich noch:

S [ F)as| S n@@ 0 [las. 09

Um den Inhalt dieser Ungleichung bequem formulieren zu
konnen, verabreden wir noch:

Ist jeder Teilung II einer Menge ]_s eine Zahl Zn(E,) zu-
geordnet und existiert eine Zahl Z derart, dal sich zu jedem
e = 0 ein & bestimmen 148t, so daf:

| Zn(Ey)—Z]| <

fiir alle Teilungen II mit d(fl) < 8, so driicken wir diesen Tat-
bestand kurz durch die Limesbezeichnung aus:

lim Zn(E,) = Z.
n=0
Dann ergibt aber (14):

lim Y0 F(P)Af = | F(P)df.
N=0 E,

By

Der hier eingefiihrte Grenzproze§3 stellt die erste Verall-
gemeinerung des Stieltjes’schen Integrals dar. Es ist offenbar:

Fdfl = [Obere Grenze von |F| auf EO]..f|df‘.
7 EO

2. Wir wollen jetzt eine zweite Verallgemeinerung vor-
nehmen, die zu der eben behandelten in demselben Verhéltnisse
steht wie die Lebesgue’sche Integraldefinition zur Definition des
Integrals einer stetigen Funktion.
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Wir nennen eine Funktion F(P) smefibar beziiglich
der absolut additiven Mengenfunktion f(£)<«, wenn fiir
jede Zahl A die Menge jener Punkte P, in welchen F(P) > 4,
zum Definitionsbereiche T von f gehort. Offenbar hat jede im
Borel'schen Sinne meBbare Funktion diese Eigenschaft. Uber
Funktionen, die beztiglich f mefibar sind, beweist man mit den-
selben Mitteln wie bei der Theorie der im Lebesgue’schen Sinne
meflibaren Funktionen, eine Reihe von Sdtzen, welche gum Aus-
druck bringen, daf die Klasse der beziiglich f meibaren Funk-
tionen die aus ihren Elementen durch die elementaren Rechen-
operationen hervorgehenden Funktionen ebenfalls enthélt und
dafi auch Grenzprozesse nicht aus dieser Klasse hinausfiihren.
Letzteres kann man so formulieren:?

Sind F,, F,,... mefibar beziiglich f; so sind es auch
die beiden Unbestimmtheitsgrenzen:

lim F,, lim F,,
n=00 ;oo

wenn man die Stellen, wo z. B. lim F,, — oo ist, etwa stets zu
== 00

jenen Stellen rechnet, wo der Funktionswert grofier als die
Zahl A ist, was immer auch 4 sein moge.

Es sei zunachst f eine monotone Mengenfunktion, F eine
nicht negative, auf einer Menge E erklédrte Funktion, die beziig-
lich f mef3bar ist.

Wir nennen eine Folge von Zahlen
) 0=y, <y <¥y...

eine Fundamentalreihe mit der Maximaldifferenz o,
wenn '

lim vy, —
n=00

und die Differenzen yn+i-—yn (n=1,2,...) die endliche obere
Grenze o besitzen.

1 Vgl. Vallée Poussin, Cours d'analyse infinitesimale, Bd. II (Parjs
1912), p. 105.
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Wir wihlen dann eine beliebige Fundamentalreine und
bilden die Reihe: '

ykf (Ee). (15)

olms

wo E, die Menge jener Punkte P von E bedeutet, fiir welche:

9o = F(P) < iyr-

1

Ist diese Reihe konvergent, so heiffle F summier-
bar bezliglich f.

Eine beschriinkte, positive, beztglich f mefibare Funktion
ist eo ipso summierbar bezliglich f.
A Wir wihlen jetzt eine zweite Fundamentalreihe (%) und
es sei o die groBere der Maximaldifferenzen von (y:) und (¥h)-
Dann wird: '

n [~ < B

| E;ykfwk)— St = PN (e fERES).

0 o 0

Fiir diejenigen Kombinationen i, k, bei welchen EkEé nicht
die leere Menge Q ist, ist aber | 3—¥i| = a. Daher folgt:

n

M gn fB)— D $1f(E) = —af(EB),
0

oo
\ |
Mt f(ER =

(¢

/3°

k nf(Ek)"'”f(L)

5 [\

Halt man daher a fest und betrachtet die Gesamtheit aller
Fundamentalreihen, deren Maximaldifferenz a nicht {ibersteigt,
so sind die zugehorigen Summen (15) sdmtlich konvergent und
ihre Werte besitzen eine endliche obere Grenze S. Erweitert
man eine Fundamentalreihe durch Einschiebung von Zwischen-
gliedern, so kann die zugehorige Summe (15) nicht abnehmen,
Ersetzt man daher o durch einen kleineren Wert, so kann S
nicht abnehmen, aber auch nicht zunehmen; S ist also von o
unabhingig. ' '
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~ Ganz Analoges gilt von den Summen:’

223&+4f(£®, (154)
0

die sdmtlich gréfier als die mit derselben Fundamentalreihe ge-
bildeten (15) ausfallen und eine untere Grenze S == S besitzen.
Bildet man die Differenz der Summen (15) und (154) fiir die-
selbe Fundamentalreihe, so folgt leicht:

§:§:fnmﬁ
E

Dies ist die gesuchte Integraldefinition, zunichst fiir die
vorausgesetzte Spezialisierung von F und f.

Hat man eine Folge von Fundamentalreihen y{, jigk),.
mit den Maximaldifferenzen oy und ist lim a, = 0, so gilt:

s,,_g S FEP) < F(P)dfé}_% HUFEP = S,,
. o . 0 L (16)
Su—sn = DE (31— FEL) S an f(E).

: 0 . J
Daher:
lim S, = lim s, = | F(P)df.
7®=00 Hn=00 E Lo
Man erhilt offenbar eine der obigen Definition der Summier-
barkeit von f vOllig gleichwertige, wenn man die Konvergenz
einer der Summen (154) fordert. ' '
Nimmt F auch negative Werte an, so zerlegen wir es in
zwei nicht negative Funktionen F,, F,: '

|F|+F B |F|—F

F = 5 5

— F,—F,.

‘Sind F} und F, (die gleichzeitig mit ¥ mefbar cind) bezlig-
lich f summierbar, so heifle ' summierbar beziiglich f und wir

definieren: . ,
f%w:fhwufgﬁ
E E E

J. Radon. 3
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Offenbar ist notwendig und hinreichend fiir die Summier-
barkeit von F, daB die mit einer »zweiseitigen Fundamental-
reihe<

<Y <Py <Yy <y <.

Vipr—yi =0, limy, = + o0, limy_, = —o0
#®==C0 7 =00

gebildete Summe:

+ o0
2
D f ()

— ©0
konvergiert und es folgt dann:

+ o0

Fdf — i ‘2 ) £ fr o
f= lim ) P FEL),
JE n=o00 T,

wenn die Maximaldifferenzen der Reihen g flir # = oo gegen
Null konvergieren.

Ist schlieBlich f nicht monoton, so zerlege man es in kano-
nischer Weise in die monotonen Bestandteile ¢ und ¢. Ist dann F
summierbar- beziiglich g und ¢, oder, was dasselbe ist, bezlig-

lich?
f \ar],
B

so heifie es summierbar beziiglich f und es werde gesetzt:

e
f Faf = f Fdp— f Fdy = lim Zk IEFER),
JE E E n=00 "

wobei der letzte Grenziibergang'wie oben zu verstehen ist.
Damit ist die zweite Verallgemeinerung des
Stieltjes’schen Integrals gewonnen.
Ist F auf E gleichmiBig stetig, so sind die beiden Integral-
definitionen gleichwertig.

3. Nun beweist man mit den analogen Mitteln wie beim
Lebesgue’schen Integral, folgende Satze:

1 Vergl. I, 5.
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L fF(P)df stellt im Definitionsbereiche von f eine absolut
E

additive Mengenfunktion mit der Basis f'ldf[ dar, wenn F in
ganz J beziiglich f mefibar ist. vE

Wir filhren den Beweis fiir ein monotones f und nicht
negatives F, worauf sich der allgemeine Fall reduzieren 146t
Es sei:

E=EOD4E®4 ., .., EO+E®@4 . . +E®W =S,
wo die E® disjunkt sind. Es folgt dann aus der Definition von

[ Fdf sofort:

JE .
w el
defédef, Ef Fdfngdf. (17)
Su E T JE® E

Ist ferner ¥,,9, . . . eine Fundamentalreihe mit der Maximal-
differenz a, so ist:

n o0 N
Al

i f Fdf = f Faf = Y i f(BiS) = )i 9if (EiSy)
T JE®) Su 0 0

und folglich, da
lim f(E;Sy) = f(Ey),

=00
co N '
Y : O
i f Faf = Wy f(E)
T JE® 3
und wegen der Willkiir von N:
‘ [= o] 00
\} y‘ -
O [ FarE DaifE
T Je® T

Aus den Gleichungen (16), angeschrieben fiir die Reihe y,,

liest man aber ab:
o0

f Fdf— zyif(Ei> = af(E),
E

0
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also s_chlie_ﬁlich:

Ef'mvgffw;ﬁw)
= Je® f

Zusammen mit (17) ergibt dies den Beweis der Behauptung.

II. Wenn |F| auf E =< M bleibt, so ist:

RUEL J;Idfl-

Il Ist F,, F,... eine konvergente Folge beziiglich f mef- -
barer Funktionen und |F,| < M, so gilt: |

hm f wdf = f( lim F,,)df
E #=00

IV. Ist f monoton, F,, F,,. . . eine nicht abnehmende Folge
beziiglich f summierbarer Funktionen:

K=< Fiqq

und hat die monotone Folge:

fﬂ#
A

fiir # — oo einen endlichen Grenzwert 4, so ist auch F = lim F,
summierbar und es ist: n=o0

[MﬂJmfﬂﬁ:A
JE n=00 Ji A

Dabei kann man dort, wo .lim F, = oo, unter F einen
7 — 00
beliebigen Zahlwert verstehen.. .

Beim Beweise kann man die F, als nicht negativ voraus-
setzen. Bezeichnet E,§N> die Menge aller Punkte, wo

) FN = i,
so muf} ersichtlich:

FEP) <4
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ausfallen; nennen wir noch E, die Menge aller Punkte, wo

lim F, > n, eingeschlossen jene Punkte, wo der Grenzwert
£ = oo ’

unendlich ist, so ist auch:

. A
FE)=1

Die Menge Eeo, Wo lim F, = oo, 148t sich aber im Sinne

) # = 00
von [, 6, 1) in der Form:
Ee = lim E,
7 == 00
darstellen und es folgt:
Sf(Eoo) = 0.

Wir kénnen demnach beim Beweise des Satzes E durch
E' — E—E, ersetzen, ohne etwas Wesentliches zu éndern.
Nun hat man:

fm#; Frdf
B - JE-Ey
und nach III.:
f Fdf = lim Fpdf < lim F,df = A.
E—FEy m=00J gk, m=o00 Jp

Man erschlieft hieraus leicht die Summierbarkeit von F
und:

f Faf = lim Fdf< A. (18)
B : _ '

n=00 Jp E,
Nun kann man bei gegebenem ¢ > 0 N und M so gro8
wiihlen, daf fiir alle # = N und m = M:
' E—EHy

Daher folgt, indem man zuerst m, dann # unendlich
werden 148t: o

f Fdf = A—e.
E'

Zusammen mit (18) ergibt dies die Behauptung.
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V. Ist F, summierbar, F, mebar und beschridnkt, so ist
auch F,F, summierbar.

VI. Summe und Differenz summierbarer Funktionen sind
summierbar und es ist:

f(ﬁliEz)df:fFIdfifﬁzdf
E E E

Beim Beweise von V. und VL leistet IV. gute Dienste.

III. Die stetige lineare Funktionaloperation.

1. Wir betrachten die Gesamtheit aller auf einer be-
schriankten, abgeschlossenen Menge [, stetigen Funktionen
F(P). Diese sind eo ipso gleichméBig stetig in demselben Sinne
wie in IL, 1. Jeder dieser Funktionen sei eine Zahl U(F) zuge-
ordnet und es sei:

U(F,+F,) = U(F,)+U(Fy,
lim U(F,) = U(F),

‘=00

wenn F, gleichmifig auf £, gegen F 'konvergiert. Dann beweist
man. leicht: !

UNEF +WF) = NUE)+LUE),

wenn A, A, zwei beliebige Konstante sind, sowie die Existenz
einer Zahl N, so daB: '

4 HUWE)| =N,
sobald |F| = 1. '

U heifle eine stetige lineare Funktionaloperation und die
kleinstmogliche Zahl N von obiger Beschaffenheit ihre Maximal-
zahl? Bezeichnet man das Maximum des absoluten Betrages
von F mit [ F|, so gilt:

0| = NTF].

1 Vgl. Riesz, IL
2 Nach E. Helly, diese Sitzungsber., Bd. CXX1 (1912), Abt. Ha,, p. 267.
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Wir werden im folgenden beweisen: -

Jede lineare Funktionaloper‘ation 148t sich durch
eine Integraloperation der in II, 1. betrachteten Art
darstellen, und zwar ist:

UF) = f Fdf
: E,

(]

und die Maximalzahl N von U hat den Wert:

N:lefl-

Wir nehmen der Einfachheit halber die Dimensionszahl
gleich zwei'an und es liege die abgeschlossene Menge E, ganz
im Quadrate: -
0: =%, bi=%.

Fiir jede natiirliche Zahl » machen wir eine Einteilung Il,
von Q in 227 Teilquadrate mit der Seitenldnge ; durch
Achsenparallele. Unter dem Bereich eines der Gitterpunkte P{™
dieses Quadratnetzes verstehen wir die an ihn anstofienden
Quadrate Q™ (in der Anzahl 1, 2 oder 4) einschliellich ihrer
Rinder. Wir definieren dann ein System in 'Q stetiger Funk-
tionen ¢ wie folgt: ' ‘

Es sei jedem der Gitterpunkte P{ von I, eine Funktion ¢
zugeordnet, die in P® den Wert Eins, in allen anderen Gitter-
punkten von II, den Wert Null hat und in jedem Quadrate Q(
von II,, eine bilineare Funktion in # und y darstellt. { ist offen-
bar nur im Bereiche von @™ von Null verschieden.

Wir sondern jetzt aus den Gitterpunkten von 1I, jene ab,
deren Bereich Punkte von E, enthilt; es seien dies die Punkte
P!®™ und die zugehorigen ¢ seign mit ¢} bezeichnet. Jedem P
~ ordnen wir einen Punkt R zu, der dem Bereiche von P
und E, angehort, sonst aber beliebig ist. Insbesondere kann ein
und derselbe Punkt mehrmals unter den R vorkommen.

Es sei jetzt @ (P) eine auf E, stetige Funktion, v(3) die zu-
gehorige, wie in L, 2. definierte Funktion, so dafi:

|®(P)—®(P)| < n(PP).
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Wir setzen jetzt:
B, (P) = ) ¢ @(P)®(RP).

@’ (P) ist dann in ganz Q stetig und in jedem QM bilinear,
daher zwischen dem grofiten und Kkleinsten seiner Werte in den
Ecken von Q( enthalten. Ist nun P ein Punkt von E, in Q{,
so gehdren die Ecken von Q zu den P,® und die Werte
von @ in ihnen sind von der Form D (R (), Ré”), ist dabei ein

entfernt sein

Punkt von E,, der von P nicht weiter als 3
S

kann. Daher folgt 9" %

@, <P>—<I><P>| <n(——R )
2 2

oder:
lim @;(P) P (P)

n=00
gleichmisBig auf K.
Setzen wir jetzt:

b (P) = o{®'(P), wenn P ein Punkt von E,,
$™(P) =0, wenn P nicht in E, vorkommt,

S0 ist

Bu(P) = ) 4 (P)B(RD)

A

auf E, mit ®/, identisch, auBierhalb E; aber Null.

Ist nun eine stetige lineare Funktionaloperation U(F) fir
die auf E, stetigen Funktionen F definiert, so ist auch jedem ${
eine Zahl

U$™) = p

zugeordnet und es ist:

U(®) = lim U(®,) = lim {va(”).@(R‘S”))} = lim U, (P),
7 =00 n=co #n=00

v

denn der Klammerausdruck ist selbst eine lineare Funktional-
operation.
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Ist N die Maximalzahl von U und setzt man:!

Y"
® = ) 4 sgnp®,

v

so ist |®| =< 1, daher |U(®)| =< N oder X [pM™| < N.

Wir wihlen jetzt ein Grundintervall J, das Q in seinem
Innern enthdlt und bilden die auf den Mengen von J definierte
absolut additive Mengenfunktion vom Typus III (vgl. L, 6.) mit
der Grundmenge {R{®, R{". .}

FE) =) o™,
®)

wobei die Summe iiber alle Werte von v zu erstrecken ist, fiir
welche R® in E vorkommt. Dann ist offenbar:

w@:£¢®@“

[1anl = [lani =2 1o =
E, s | - _
U®) = lim fq>(P)df,,,
n=o0 Eo

wobei die Integrale im Sinne von II, 1. zu verstehen sind.

Wir werden in der nachsten Nummer einen Hilfssatz be-
weisen, der uns gestattet, aus diesen Resultaten den ersten Teil
des zu beweisenden Satzes unmittelbar zu folgern. Wir nehmen
daher jetzt an, es sei bereits die Darstellung gewonnen:

U(F) = f Fdf.
Fy

Dann folgt sofort:
me;mﬁmm

es ist daher die Maximalzahl von U nicht gréSer als f ldf|:
EB

x
1 sgn x =-—, wenn x==0, sgn 0=20.

||
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Wenn nun Il eine Einteilung von E, in disjunkte Mengen
E.E,...E, ist, fur welche:

dfl— YA £
Jjar ;1f|<3

so kann man nach L, 5, d) in jedem E, eine abgeschlossene
Menge E/ finden, so dafi:

B —fED] < 5

[1a1- idfl‘ = jar<=

Ep—E},

Die Ef sind disjunkt und abgeschlossen, ihre gegenseitigen
Minimalabstinde daher. sdmtlich groSer als eine positive Zahl
3 > 0. Daraus folgert man leicht die Existenz einer in J stetigen
Funktion ®, welche in jedem Punkte von Ef den Wert sgn f(Ef)
hat und nirgends dem Betrage nach > 1 ist.

Dann ist aber:

Lﬁ@df:;de)dﬁkZLk“E;wf:
| =Z|f(Ezé)l+Zf @df,
Y % VEp—-Ep

-y A o AN
= uisi—lswan+ [ i [1ar1]+

o .
+[Z;]Ek_%¢df

+ | |afl.
E,

Daraus folgt aber:

f oaf— | |af|
B, By

Da ¢ dabei beliebig fixiert werden kann, folgt, da8 die

< — 4 - — e
= 3+3 g

Maximalzahl von U auch nicht kleiner als f {df| sein kann.
. £,

Es ist somit die Maximalzahl von U diesem Werte gleich, wie

der zweite Teil der Behauptung besagte.
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2. Der noch ausstehende Hilfssatz lautet:
Es sei f;, f, ... eine Folge absolut additiver
Mengenfunktionen, deren Gesamtschwankungen auf

J beschridnkt sind:
f}dfn[ <A
J

Ferner sei E, eine abgeschlossene Menge im
Inneren von J. Dann kann man eine Teilfolge fi der fu
und eine absolut additive Mengenfunktion f so be-
stimmen, daff fiir jede auf E, stetige Funktion & (P):

im [ ®P)afr = [ o@)df

# == 00 E, E,

Beim Beweise geniigt es, auf Grund der kanonischen Zer-
legung von I, 2. die f, als monoton vorauszusetzen. Die
Integrale andern sich ferner nicht, wenn man f,(E) durch
fu(E E) ersetzt. Wir wollen daher die f, fir alle zu E, dis-
junkten Mengen als Null voraussetzen. J' bezeichne J ein-
schlieBlich seines gesamten Randes. Ein Punkt von J soll
dyadisch heifien, wenn seine Koordinaten sich schreiben

lassen:

L M qM

¥ = —M+ u > V= — M+ YRl
M ist dabei, wie in L, 1., die halbe Seitenldnge von J, p, ¢, o, B
sind ganze, nicht negative Zahlen. Die dyadischen Punkte sind
in J’ {iberall dicht und abzdhlbar: P, B, Py. .. '

Zu jeder der Mengenfunktionen f;, gehort nach I, 3. eine

in J! definierte Funktion F,(x, ) mit den Eigenschalften:

1. F(x,—M) = F(—M,) =0,
2. Fy(@+h, 3+k)—Fy (2,9 +5)—Fy(x+h )+ Fy(%,9)

= fa qx;h y:'k])g 0, (h>0,k>0),

3. lim F,(, 9) = F(a, b).
% = a—0
=050
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Nach einem bekannten Verfahren kann man aus den F | F, ...
eine Teilfolge FY, F¥ ... herausheben, so dafi: -
lim Ff (Py) = F*(P))
7 = Q0

fur alle dyadischen Punkte P, existiert. Es ist nun:
V. F*(z,—M) = F*(—M,y) = O,
2. FX(x+h,y+k)—F*(x,y+k)—F*(x+h,9)+F*(x y) =0
S (h=0, k= 0).

Dabei sind unter z, 9, x+%, y+k nur dyadische Werte
zu verstehen. Aus 2/, und:

F*(ry) < limf,(J) = A
# =00

folgt — analog wie (7) in I, 3. — die Existenz des Grenzwertes:

lim F*(x—h, y—k) = F(x,9).
h=0
k=0

Dabei sind #, y Koordinaten eines beliebigen Punktes von J’,
den zu J gehorigen Rand ausgenommen; 4, 2 durchlaufen beim
Grenziibergang nur positive Werte (mit Ausschluf der Null)
derart, daff x—h, y—% stets dyadisch sind. Auf dem zu J ge-
horigen Rande von J’ definieren wir noch:

F(x, y)=0.
Dann ist F(x, 1/) in ganz J’ definiert und hat die Eigen-
schaften :
a) Fx+h,y+k)—F(x+h,y)—F(x, y+k)+F(x, y)>0
=0, k= 0),

B) lim F(s—h, y—k) = F(x,39) (h=0,k=0.

h=0

k=0
Die erste Beziehung folgt unmittelbar; die zwéite erhellt

leicht auf folgende Weise. Es sei:

lim &, __O hnZO

7= 00

lim k, = 0, k,=0.

# = 00
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Wegen der Definition von ¥ kann man zu Jedem n zwei
positive Gréfen 9,, 9, so bestimmen, dafi:

0. Fle—Thy, 3 F* (i~ 3l 34 < -

lim 8, = lim &), = 0.
n=00 n=00

Dann ’ist aber:
F(x,9) = lim F¥(x—h,—3,,y—k,—38,),
= Q0

= lim Flx—hy,, y—Fky),

"= 0o
w. z. b. w.

1) Auf jeder rationalen Geraden des Biischels mit dem
Scheitel (—M, —M) existiert, soweit ihre Punkte zu J’ gehoren,

lim Ff und stimmt mit F tiberein, ausgenommen eine héchstens
7 == 00

abzéhlbare Punktmenge.
Dabei ist unter einer rationalen Geraden des erwahnten
Biischels die Menge aller Punkte:

Y = —M+r(x+M),

wo » rational ist, verstanden. Man kann offenbar zum Beweise
r > 0 annehmen. Auf der zu J’ gehorigen Strecke einer solchen
Geraden bilden die dyadischen Punkte eine abzihlbare, iiberall
dichte Menge und es stellt

fa(®) = Ff (x, — M7 (x+M))
eine monotone Funktion von x dar, weil:
fu@+B)—f(®) = F¥ (x+h, y+k)—FF (9)
= [FY(x+h, y+B)—F; (x+h,—M)—
- —Ff (%, 3+ B)+F (%, —M)]
+[Ff (2, +B)—Fif (%, )—Fi (—M, y+ )+

+Ff (—M, )}
(= —M+rx+M), k=rh)

wegen 2. = 0 ist.
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Da demnach die monotonen f,, in der iiberall dichten Menge
der dyadischen Punkte gegen eine Grenze: - ‘

fx) = F*(x,—M~+r(x+M))

konvergieren, so konvergiert nach einem Satze von E. Helly!
f» Uberall mit Ausnahme hochstens einer abzihlbaren Menge
gegen eine monotone Grenze f*, die auf den dyadischen Punkten
mit f iibereinstimmt. Geht man von f* (¥) zu einer Funktion f(x)
iber, indem man an den — in abz&hlbarer Menge vorhandenen
— Sprungstellen von f*(¥) den Wert dieser Funktion durch
f*(x—0) ersetzt, so bedeutet dies nichts anderes als der Ansatz:

F(») = F(x, —M+7(x+M)).

Es konvergiert daher F tatsdchlich, eine abzdhlbare Menge
ausgenommen, gegen F. Markieren wir diese Ausnahmestellen
auf jeder rationalen Geraden, so bildet ihre Gesamtheit wieder
eine abzédhlbare Menge. '

F hat wegen o) und B) alle Eigenschaften, die zur Bildung
einer absolut additiven Mengenfunktion nach den Regeln
von 1, 4, erforderlich sind. Es sei f die zugehorige Mengenfunk-
tion, so daB fiir jedes Intervall:

| f<[2" 2’]) = F(a’b’);——F(a’b)fF(a, V) +F(a, b).

)

Fiir jede zu E, disjunkte Menge ist ferner f(E) = 0. Denn
zunichst verschwindet f vermége der Definition von F flr jedes
Intervall, dessen Punkte von E, einen kleinsten Abstand > 8 > 0
haben. Da sich J— E, als Summe einer Folge derartiger Intervalle
darstellen 1dfit, so folgt f(J—E,) == O und dasselbe, wegen der
Monotonie von £, fiir jede Teilmenge von J—E; == CEy;

Wir wihlen jetzt eine Zahl & > O so, daf ihre rationalen

Vielfachen %— k zu —M addiert, nur solche Werte von x geben,

fiir welche Fyf (x, ) auf allen rationalen Geraden des behandelten
Biischels gegen F konvergiert. Dafi dies angeht, folgt daraus,
daB die durch diese Forderungen ausgeschlossenen Abszissen

1 A, a O, p. 285.
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& . . . abzéhlbar sind und & demnach der Forderung geniigen
muf:

n
k—o .
o G M)
Es sind demnach fiir 2 nur abzdhlbar viele Werte unméog-
lich. Fiir
¥ — — M4 . k
”n
llaaben'dann die Ordinaten zu den rationalen Biischelgeraden die
Werte: '
—Mr k,
%
stellen also fiir alle derartigen ¥-Werte dieselbe, in (—M, +M)

tiberall dichte Wertmenge dar. Es gilt, mit anderen Worten:
Auf der in J tiberall dichten Punktmenge:

¥= —Mtr b, y = —M~+r,k,
. wo #,,7, unabhéngig voneinander alle rationalen Werte zwischen
2M .
Null und ~—— annehmen, existiert der Grenzwert:

k
lim F5 (v, ) = F(x, )
n=00 :
und es ist folglich fiir jedes Intervall &, dessen Ecken besagter
Menge angehoren:

lim £ () = £(a).

Jetzt nehmen wir eine Einteilung II, von J vor, indem wir
Parallele zu den Achsen ziehen, welche die letzteren in den
Punkten mit dem Koordinatenwerte:

e B (=g [200)
”

k1
treffen. Der Durchmesser simtlicher Teilintervalle dieser Zer-
EV2

legung tibersteigt nicht den Betrag "
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Bezeichnen wir noch die groite der Zahlen 4 und f]df[

. J
mit B (es lieie sich zeigen, da B = 4), so gilt fir ein auf &,
stetiges ® nach (14): '

I!E‘“I)(P')Aﬁﬁj;wﬁ =) (m+o) (=12...),
|En¢<P>Af—« var _s_n(’f—\/ﬁw) B.
P :

Dabei ist P in allen diesen Ungleichungen (bei festem %)
derselbe, sonst willkiirliche Punkt von E, im betreffenden Teil-
intervalle, dagegen verschwindet Afy und Af fiir den Fall, daf
das Teilintervall zu E, disjunkt ist, wodurch die betreffenden
Glieder der Summen wegfallen. Da 7 nur von ® abhéngt und,
wenn @ auf E, stetig ist, mit # — oo gegen Null konvergiert,
ferner wegen der obigen Resultate: '

lim s (I)(P)Af* 5?1,, & (P)AS,

p=00y

so'schlieﬁt man daraus leicht:

lim-f@dfn ::f(bdf,
n=00JE, E,

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

IV. Darstellung der absolut additiven Mengenfunktionen
durch verallgemeinerte Stieltjes’sché Integrale.

1. Wir beschrénken uns wieder auf den zweidimensionalen
Fall. f(E) sei eine in J definierte, absolut additive, monotone
Mengenfunktion. Wir teilen J durch dquidistante Parallele zu
den Achsen sukzessive in 4, 42, 43,. .. kongruente quadratische
Teilintervalle und numerieren diese so, daB8 aus J die Intervalle
Sy Jyy Jgy Juy aUS Jo,... 4, die Intervalle oy anty Jag.. an2s
Joy.. anss Ju1 Cand hervorgehen wenn man von der Teilung
»uter Stufe« in 47 Intervalle zu der Te11ung (n +1)ter Stufe
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{ibergeht. Dabei ist unter »Intervalle stets der in L, 1. definierte
Begriff zu verstehen, so dafl jeder Punkt von J bei beliebigem #
einem und nur einem Intervalle nter Stufe angehort,

Andrerseits tragen wir auf einer Strecke 0 =< ¢ << f(J) in
entsprechender Weise lineare Intervalle auf, und zwar so, da$
jedem Intervall J,,... «, ein lineares Intervall

I{a‘: veop (c(l.,. PR t < Tm, . Oy +f(‘]tl.l... mﬁ))

oder keines entspricht, je nachdem f(Ja,,_,an) von Null ver-
schieden ist oder nicht. Dabei sollen die K,,..., (bei festem #)
so angeordnet sein, dafl sie einander. nicht {iberdecken, aber
liickenlos apeinanderschlieﬁen, so zwar, dafl K, . . o, auf Kp .. g,
folgt oder umgekehrt, je nachdem in der Reihe der Differenzen

oy By, tg—Py - - . d—By

das erste nicht verschwindende Glied positiv oder negativ ist.
Dadurch ist bewirkt, daf§ fiir jedes feste #:

N K TR n Ka,... 05 — I,

wo K das J entsprechende Intervall 0 =< ¢ << f(J) sein soll, und
daB beim Ubergang zu hodherer Stufenzahl K. . op inKq,. 41,
K. ono - Ko, .oye zerféllt, ebenso wie es bei den J der
Fall war,

Wir stellen nun eine Abbildung* der Punkte von J auf die
Punkte des Intervalls X in folgender Weise her:

Jeder Punkt P von J gehort einer eindeutig bestimmten
Folge von Intervallen: J, J,,, Juq,,- - - Steigender Stufenzahl an,
welchen in K eine unendliche oder abbrechende Folge von Inter-
vallen K, K, , K, o,,... entspricht, deren jedes alle folgenden ent-
hilt, Bricht die Folge der K ab, so soll dem Punkte P kein Punkt
von K entsprechen. Die Menge aller derartigen Punkte von J

-bezeichnen wir mit E,

Man erhilt E; auf folgende Welse Man ordnet die Inter-

valle Jy,v nach stelgender Stufenzahl geht sie der Reihe nach

1 Diese Korrespondenz ist eine Verallgemeinerung eines von F. Riesz
ausgesprochenen Korrespondenzprinzips; a. a. 0. (L), p. 497.

Radon. 4
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durch und wenn man auf ein J,.. ., stofit, fdr welches
Sy ) = 0, 80 merkt man es an und streicht aus der Reihe der
oy, vy samtliche Teilintervalle hoherer Stufe von Ji,...v - Man
erhilt so eine abzéhlbare Menge disjunkter Intervalle J,,.. v, fur
welche fverschwindet, und ihre Vereinigungsmenge stellt offen-
bar E} dar. Fir E! und jede ihrer Teilmengen ist offenbar f=0.

Falls dagegen die Folge K, Ko, Ku, 5 - - sich ins Unendliche
fortsetzt, sind zwei Fille moglich: entweder enthalten die Inter-
valle der Reihe K, K, ,. . . allen gemeinsame Punkte, deren Menge
dann aus einem Intervall, oder einem beiderseits abgeschlossenen
(uneigentlichen) Intervall, oder einem einzelnen Punkte besteht,
dann sehen wir letztere Menge als Bild des Punktes P in K an;
oder die K, K,,, Ku,q,- - - haben keinen Punkt gemein. Letzteres
kann nur dann eintreten, wenn die K,,... von einem bestimmten
an alle denselben rechten Endpunkt Q besitzen, wihrend ihre
linken Endpunkte gegen Q konvergieren. Auch in diesem Falle
soll dem Punkte P kein Bildpunkt in K entsprechen. Es ist dann .
notwendig f(P) ='0; denn es gilt:

= llm Ja1...an,
n = 00

FP) = lim f(Jay .. ap) = 1im 7 (Koy..an) = O,
7= 00 7t == Q0

wenn # das lineare InhaltsmafB bedeutet. Solche Punkte P
Kkéanen nur in abzihlbarer Menge E! vorkommen, da jedem von
ihnen ein anderes Q entsprechen muf und die Endpunkte der
Intervalle Kj,...s,, zu denen die Q gehdren, eine abzdhlbare
Menge bilden. Wir fassen zusammen:

Als Bild eines Punktes P von J gilt die Punkt-
menge in K, welche den Intervallen K, K, Ku,ay- - -5 die
den P enthaltenden J, Jo, Juap - entsprechen, ge-
meinsam sind. Fiir die Menge E;= E!+E] aller
Punkte P, die kein Bild in K besitzen, und jede ihrer
Teilmengen ist f=0. Es gibt Punkte, die als Bild ein
(eigentliches oder uneigentliches) Intervall A4 be-
sitzen, wiahrend das Bild der iibrigen Punkte wieder
ein Punkt ist. Die Bilder zweier verschiedener Punkte
sind disjunkt. Daher sind die Intervalle A hdchstens
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in abzdhlbarer Menge vorhanden, die Punkte, die als
Bild ein Intervall besitzen, bilden also ebenfalls
eine abzidhlbare Menge E,.

2. Es handelt sich jetzt um die Umkehrung dieser Kor-
respondenz. Ein Punkt Q von K liegt in einer eindeutig be-
stimmten Folge von Intervallen: K, Kj,, Kag,,- - -, denen in J die
Intervalle: J, Jg,, Jp,g,- - - entsprechen. Letztere haben entweder
einen (und nur einen) Punkt P gemein, dann mufl Q zum Bilde
von P gehdren, oder sie haben keinen gemeinsamen Punkt.
Dies tritt ahnlich wie oben dann und nur dann ein, wenn von
einem gewissen Werte von # ab mindestens eine der nicht zu
J3,...p geHOrigen Begrenzungslinien dieses Intervalls fest bleibt.
Wir bezeichnen die durch die vorgenommene dyadische Teilung
von J entstehenden Abszissen in beliebiger Anordnung mit
%,%. . ., die Ordinaten mit y,,... und wéhlen ein e=>0. Dann
148t sich zu jedem z, der ersten Reihe ein #}, aus derselben
Reihe finden, fiir welches:

%, M| £
f([xiz —MD< gt

Denn wenn &, < &, <... eine gegen x, konvergente Folge
ist, so ist:
: xn M . ' -xn,- M'
lim [ ] = lim (l J) =0.
o e —m Ao\, —u

Xn,

%y, —M |
fallt in eine endliche Anzahl von Intervallen gleicher, geeignet
gewdhlter Stufenzahl p,. Markieren wir fiir jedes »# die ent-

sprechenden Intervalle in K, so ist deren Gesamtlénge:

zer-

Analoges gilt fiir die y. Jedes der Intervalle [

oo
\ ! -
\u i &

Dasselbe fithren wir mit den ¥, aus und erhalten so in K
zwei abzidhlbare Intervallfolgen, die Intervalle D, so daf} die
Summe der Langen der Intervalle D < ¢ ist.
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Kehren wir jetzt zu den Punkten Q zuriick, fiir welche die
Folge J, Jg,, Jpg,- - - keinen gemeinsamen Punkt aufweist. Da,
wie bemerkt, von einem bestimmten # ab die rechten oder
oberen Intervallgrenzen der Jg,. .5, fest bleiben, so wollen wir
annehmen, es sei etwa fiir # > N die rechte Grenze von Jg,.. 3,
gleich #,. Dann liegen fiir genlgend grofie Stufenzahl die
Js,...s, simtlich in [3’ % \, die entsprechenden Kj, . g, und

¥, --M
somit auch Q demnach in dem von den Intervallen ) bedeckten
Gebiet. Alle Punkte Q sind demnach in Intervalle von der
Gesamtilinge < = eingeschlossen, d. h. wegen der Willkiir von ¢,
sie bilden zusammen eine Nullmenge E,.

Ausgenommen eine Nullmenge EO, gehért also
jeder Punkt Q von K dem Bilde eines und nur eines
Punktes P von J an. Gehort ferner  zu keinem der
Intervalle 4, so ist Q das Bild von P.

3. Wir beétrachten jetzt eine Punktmenge E in J, welche
zum.Definitionsbereiche T von f gehért. Wir trennen von ihr
zuerst EE, ab, dann ist f(E—EE,) = f(E), und bezeichnen die
Gesamtheit £’ der Bilder der Punkte von E—EE, in K, welche
gleichzeitig die Gesamtheit der Bilder der Punkte von E dar-
stellen, als Bild von E in K. Zu jedem & > O existieren in J
zwei Intervallmengen o0, . . . und BB, . . . derart, daff Loy £ und
¥p; CE umfaft und die Ungleichung gilt: ‘

Y fla)+ 213 < f(J)+ ;_

Man kann offenbar jedes Intervall ¥ in J in eine endliche
oder abzihlbare Menge von Intervallen J, .., einschlieffen,!
fiir welche Xf(J,,....,)—f(1) beliebig Kklein wird. Es ist daher
erlaubt, die o; und B; als Intervalle J, . .4, vorauszusetzen. Be-
trachten wir jetzt die den o; und f; in K entsprechenden Inter-

1 Bezeichnet & die Abszisse des linken Randes, ) die Ordinate des unteren
Randes von 7, so kann man zuerst x, und y, (vgl. 2.) so wihlen, daf
% <E Yp = und fiir das links bis x,, unten bis Yy erweiterte Intervall y'
JFEY—f() < e wird, 7' 1a8t sich aber in eine abzidhlbare Folge von Jo ... gy
zerlegen,
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valle. Die ersteren umschliefien £', die anderen (CE). Ferner
gehort K—E'—(CE) ersichtlich zu Ky, ist also eine Nullmenge
und kann in eine Folge von Intervallen mit einer Gesamtlinge

<% eingeschiossen werden. Daher ist sowohl E’ als auch

CE' = (CEY4+(K—E'—(CE)Y) in eine Intervallfolge einge-
schlossen und die Summen der Lédngen sémtlicher ein-
schlieBenden Intervallie ist:

< I fo)+2f(B)+ 5 <f(J)+e_m(K)+e

Daher ist E’ meBbar und hat ersichtlich den Inhalt f(E).

Einer Menge E von T entspricht daher in K eine
meBbare Menge E’ und es ist m(E') = f(E).

Es sei nun E’ eine beliebige, mefibare Menge in K. Wir
trennen von E’ ab: erstens E'E,, das ist eine Nullmenge von
Punkten, die nicht Bildpunkte von Punkten in J sind; zweitens
die Menge jener Punkte von E’, die in den Intervallen 4 liegen.
Diese Menge ist mefibar und besteht aus Punkten, die nicht
einziger Bildpunkt von Punkten in J sind. Der Rest von E’
sei E”, jedem seiner Punkte entspricht in J ein Punkt, dessen
Bild er ist; die Menge der letzteren Punkte in J, die mit E” in
ein-eindeutiger Beziehung steht, heifie E. E” ist mefbar, 148t
sich also nach Vorgabe von &> 0 in eine Intervalifolge a; so
einschliefien, daB jeder Punkt von E” imdnneren eines der oy
liegt und daB Zme(ay) < m(E")+s.

Wir wihlen jetzt eines der Intervalle a; und gehen die
K. in steigender Stufenzah!l durch. Unter den Intervallen
jeder Stufe wihlen wir diejenigen aus, die ganz im Inneren
von a, liegen, d. h. deren sdmtliche Punkte innere Punkte von oy
sind und welche in den schon bei niedrigerer Stufe heraus-
gegriffenen nicht vorkommen. Wir erhalten so eine abzéhlbare -
Folge von Intervallen, die einander nicht iiberdecken und ganz
im Inneren von a; liegen. Ein innerer Punkt von a, der in
keinem dieser Intervalle liegt, kommt in einer unendlichen Folge
ineinandergeschachtelter K-Intervalle vor, deren Langen nicht
gegen Null konvergieren, d. h. in einem der Intervalle A. Ersetzen
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wir also jedes a; durch die dermafien gewihlten K-Intervalle, so
bleiben nur Punkte von Za, weg, die nicht zu E” gehoren.
Daher 148t sich E” in eine Folge von K-Intervallen einschliefen,
deren Gesamtlinge < m(E”)+¢ ist. Diesen entspricht in J eine
Folge von J-Intervallen, welche E einschlieBen und fiir welche:

2 f(Jy...a) <<m(E")+e.

Die Komplementiarmenge von E setzt sich zusammen:
1. aus den Punkten der Menge E,. Fiir diese ist (&) =0,
daher kann man sie in eine Intervalifolge 7; so einschliefen, daf:

B flr) <

2. aus den Punkten von E,. Fiir diese ist f (E,) = Zm(4),
wo die Summierung iiber alle A-Intervalle geht. Man kann also
E, in eine Intervallfolge y; einschliefien, so daf:

T £ < B (A)+ ?

3. aus der Menge E der restlichen Punkte von J. Diese haben
in K je ein bestimmtes Bild und diese Bilder bilden zusammen
die Menge: - '
B = K—3 A—F,—E",

welche den Inhalt hat:
f(J)—X% m(A)——m(E”).

Sie ist auf E ebenso ein-eindeutig bezogen wie E” auf E
und kann in gleicher Weise behandelt werden. Es ergibt sich
daher die Existenz eines Intervallsystems Ja{r--aw fiir welches:

EF(Jd . a) < SU)—Zm(A)—m(E")+ %

1. bis 3. ergeben zusammen, daB sich CE in eine Intervall-
tolge 7/ so einschliefen 146t, dafi:

S £ () < F()—m(E") +e
Daraus ergibt sich, dafi E zu 7 gehort mit f(E) = m(E").
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Ist also einc mefibare Menge E” in K vorgelegt,
die zu den Intervallen A disjunkt ist, so ist jeder
ihrer Punkte mit Ausnahme einer Nullmenge Bild-
punkt eines Punktes von J. Bezeichnet man die Menge
letzterer Punkte mit K, so gehdrt £ zu T und es ist
FE) = m(E". '

4. Es sei jetzt g(E) eine absolut additive Mengenfunktion,
fir welche f eine Basis (1., 7.) darstellt. Wir wollen dann auf
den mefibaren Mengen E’ von K ebenfalls eine absolut additive
Mengenfunktion G(E’) definieren, und zwar wie folgt:

E' sei eine beliebige, mefibare Menge von K. E/—X E’A4 ist
nach dem letzten Resultate, von einer Nullmenge abgesehen,
Bild eines £ inJ und es ist m(E'—Y E'A) = f(E). Es bezeichne
P; den Punkt von J, dessen Bild das A-Intervall A4; ist. Es ist
dann f(P) = m(4;). Wir setzen:

. %_J_‘ff&)_ |
G(E) = g(E)+1 (A E(Py.

wm (E'A;)
Da X | g(P;)| konvergieren mufi und die Faktoren W“(A;)
hochstens den Wert Eins haben, ist dies zulassig.
Damit ist auf den mef3baren Mengen von K eine Mengen-
funktion definiert, die, wie leicht zu sehen, absolut additiv
~und absolut stetig ist, denn wenn m (E’) = 0, so ist auch
m(E'—X E'A) = f(E) = g(E) — 0 und es verschwindet auch
m(E'4;). Nach dem Satze von Lebesgue (vgl p. 26) 148t sich
nun G(E’) schreiben:

G(E'):ch(t)df.

Dabei kann man die summierbare Funktion ® in 4; konstant
voraussetzen. Ist nun E eine beliebige Menge von 7 in J, so ist
Z(E) = G(E'), wenn E’ das Bild von E bedeutet. Denn fiir die
Menge jener Punkte von J, die in K kein Bild haben und alle
ihre Teilmengen, ist ja f und folglich g Null. Daher folgt:

2(E) :ch(t)dt.
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Wir definieren jetzt in J eine Funktion ¥ (P) wie folgt:
1. Hat P ein Bild! Q in K, so sei ¥'(P) = ®(Q).
2. Hat P kein Bild in K, so sei ¥'(P) etwa Null.

W (P) ist beziiglich f summierbar. Sei E eine Menge von T
in J, E’ ihr Bild in K; wir nehmen eine Fundamentalreihe:

<Y < <Y < <Js <...

mit der Maximaldifferenz o und bezeichnen:

1. die Menge der Punkte von E’, fiir welche

"= (I)(x) < Vi1,
mit Ef,

2. die Menge aller Punkte von E, fiir. welche

e = W) <Vet,
mit Ej, so ist:

F(Eyy = m(Ef).

Denn es besteht El erstens aus den Bildern der Punkte
von E;, zweitens aus Punkten von EO, die eine Nullmenge
bilden, und es ist andrerseits fiir die Menge E, E,, die in K kein
Bild hat, f = O. Es zieht daher die bestehende Konvergenz von

+ o0
E Yt (Ef)
oy

die von
-+ oo

Dt 3f (B

-— o0

nach sich, d. h. f ist summierbar. Da nun beide Reihen stets
{ibereinstimmen, so folgt weiter:

g(E) = G(E’):f@(t)dt:fllf(P)df,
E' : E

wenn E eine beliebige Menge in J, E’ ihr Bild in X ist.

1 Ist das Bild von P eines der Intervalle 4, so sei Q irgend ein Punkt
von A. .
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Damit ist bewiesen:

Eine absolut additive Mengenfunktion g(E) mit
der Basis f(&) 1dft sich im Definitionsbereich von f
durch ein Stieltjes’'sches Integral (im Sinne von 1L, 2))
ausdriicken:

S(E) = f W (P)af,
E

wo ¥ eine beziiglich f summierbare Funktion be-
deutet.

V. Die Verallgemeinerung der Hellinger’schen
Integralbegriffe.

1. Fiir das Folgende sind einige — grdftenteils bekannte —
Ungleichungen fundamental, die ich herleiten will, um ihren
Zusammenhang klarzulegen. -

Ist p > 1, so gilt, wie man sofort aus dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung herleitet:

[1+x? = 1+4pux,
woraus weiter folgt:

|a+bl? = |a|r+pbla|r! sgn a. (19)

Dabei sind a und & beliebige Zahlen und die Potenzen

stets durch |x|f = eP!81#! ‘zu definieren, wihrend unter 0%, so
lange B > O, stets Null zu verstehen ist.

Es seien 7,7,...7, positive Zahlen, a,a,...a, beliebige
Zahlen. Wir setzen in (19):

dividieren die erhaltene Ungleichung durch 42 ~! und summieren
iiber . Es ergibt sich:

”

n '
v joul? 1

757 —1 == n p—1
5

1

r

>0, i=1,2,...n). -(20)




58 J. Radon, [1852]

Wir setzen hierin:
_P_
oy =— (ltb,;, i — lbilp’*l,

‘wo die ?; zunidchst von Null verschieden sein miissen. Dann
folgt leicht die Holder’'sche? Ungleichung:

p—~1
n

lehlé(Zla;\?) (Zlbv’—l) : (21)

1

die, wie man sofort sieht, auch gill, wenn die b; teilweise Null
sind, also fiir beliebige Grofien a;, b;.
Wir schreiben (20) fiir # = 2 an:

J:l—pl -+ ;EE = (.{]i_;)‘il_1 (y=>0,3=>0)

und setzen hierin:
1

n P
\
o= a;, 1:(2‘61;,“’)

! . =120,

" P
6 = b, BZ(ZWV’)
1

wobei nicht alle ; und nicht alle &; Null sein durfen.
Summation @iber i und eine leichte Umformung ergibt:

(Sats) +(Yin) = (Dlaenr) . @

Die Einschrankung {iber die @; und &; kann man sofort
aufheben, so daf (22) fiir beliebige a; und gilt.

Diese Ungleichung rithrt von Minkowski? her; da man
aus (21) leicht (20) herleiten kann, so 1afit sie sich aus der

1 Gottinger Nachrichten, 1889, p. 38. Obiger Beweisgang stimmt im
Prinzip mit dem Hdlder's iiberein.
2 Diophantische Apptoximationen; Leipzig 1907, p. 95.
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Holder’'schen Ungleichung herleiten, was bisher nur flir p = 2
bekannt gewesen sein diirfte.!

Es sei jetzt p > g > 0. Wir schreiben, wenn v, . . .y, wieder
positive Zahlen sind:
r
q

"ol
Z |°‘f|‘” _Z (_@i)_

17

Da % > 1, ergibt die Anwendung von (20):

| 1
S (5
— (p>q>0). (23)
(27t)p (X7

W%

2. Es sei nun f(¥) eine absolut additive Mengenfunktion,
b(E) eine Basis von f (vgl. I, 7.). Eine Menge E des natlirlichen
Definitionsbereiches T von b2 zerlegen wir durch eine Teilung If
in eine endliche Anzahl disjunkter Teilmengen und bilden die
Summe (betreffs der Bezeichnung vgl. 1, 2.):

- ? '
Zl "E[;}';T';'ﬁ‘ (p > 1) (24)

Diese Summenbildung ist so-zu verstehen, dafl
dabei nur jene Teilungsmengen von II in Betracht
kommen, fiir welche Ab > 0. Ist keine derartige vorhanden,
also b(E) = 0, so ist als Wert der Summe Null zu definieren.

Es existieren nun fir eine Basis # und einen Exponenten
p = 1 solche f (z.B. f = b), fiir welche (24) fiir alle Mengen E
und alle Teilungen II unter einer Schranke M? bleibt. Ein
solches f heifie zur Klasse L,(b) gehdrig.

Aus (22) schlieBt man, daf die Summe zweier f der Klasse

,,(b) derselben Klasse angehort, und aus (23), dai L,(b) die

1 Riesz, I, p. 455 (Anmerkung). _
2 Andere Mengen werden von jetzt ab nicht mehr betrachtet.
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Klasse L,(b) umfait, sobald p < ¢. Es ergibt sich ferner sofort
die Ungleichung:
p-t

fE) =M.b(E)? (24a)

Es wird wegen (20) die Summe (24) nicht verkleinert, wenn
man von der Teilung II zu einer Unterteilung iibergeht. Daraus
folgt zunichst leicht, daf zur Entscheidung, ob f zur Klasse
L,(b) gehort, die Summe (24) nur fir E=J untersucht zu
werden braucht; es gehort daher f zu Ly (b), wenn

fiir alle Teilungen II von J unter einer endlichen Schranke ver-
bleibt. .

Die obere Grenze der Werte von (24) bei festem E und p
stellt eine Mengenfunktion dar, die wir schreiben wollen:

|af 1
Je dbpl )

Sie ist monoton, d. h. nur positiver Werte fahig, hat den-
selben Definitionsbereich wie # und ist, wie wir sofort beweisen
werden, absolut additiv. Es seien E,, E,,. .. disjunkte Mengen
von T und E,+E,+... = E. Es sei ¢ eine beliebige positive
Zahl und II, eine derartige Teilung von E;, daf}:

laflr Ny A1 s
fE aor T L Apr1 o
k 28

Dann folgt:
) [l N, 181
A BT AV +e
1 *k 1 E

und die Reihe rechts ist konvergent, weil alle Teilsummen

offenbar:
<f___t_—_f_

sein missen.
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Aus demselben Grunde folgt:

=]

[ el

13

"T’j_,l FITE <‘L Jpr—1 +e (25)

Ist andrerseits E!, E!... Ej eine Teilung! von E, fir
welche:

T A 16\ T

vfwv vu@W
so ergibt (20):

LAEDy N I SEEDRE
M&V4—l N&MW4’

o @b = L by apr—1 ¢

jarle uw@ve<§f|mr
),

Zusammen mit (25) ergibt dies, da ¢ willkiirlich ist:

|aflz Z Idflf’
dbf’ dpr—1 , dpr—17’
By,
w. z. b. w.

Diese nunmehr als absolut additiv erkannte Mengenfunk-
tion hat natiirlich » als Basis. Man kann daher zu jedem ¢ > 0
ein 7 so bestimmen, daf fiir alle Mengen E von T, fir welche

b(E) < w: s
14 1
[ dbr—1 < s

Es sei nun Il eine Teilung von E, so daf: .

E“EQLZ ldflr e
Apr—t = dbr—1 2

K

Dabei kann man &> 0 bei gehdriger Wahl von I, beliebig
klein annehmen.

1 Man denke sich unter die E{ nur jene Teilungsmengen aufgenommen,

fiir welche b > 0.
2 Hier sind Glieder mit dem Nenner Null wegzulassen,
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E,, E, ... Ey seien jene Teilungsmengen von E, fiir welche
b= 0. Wir bestimmen in E, eine abgeschlossene Menge Ef,
so daB:

| fEF  LFED)”

g
b(Egr=T b (B[P 4N
Dann ist:
é 1F@EDlr lffﬁf _ 3e, (26)
(El)p——l = dbl’“1 4 '
1 .

Die E} haben wechselseitige Minimalabsténde, die sdmtlich
groBer als ein geeignet gewdhltes 8 > O ausfallen. Macht man
jetzt eine Teilung II von E in Mengen, deren Durchmesser

séimtlich <d<? sind, so hat keine von ihnen mit zweien

der E} Punkte gemein. LiBt man darunter jene weg, die mit
keinem E} Punkte gemein haben, und bezeichnet die iibrigen
mit Ef/, so gilt:

\nlAf1? |f(E;i’)|1’
AN =) BBy

In der rechten Summe? fassen wir die Glieder zu N Gruppen
zusammen, so daf die k-te Gruppe jene Ejf umfafit, welche
mit E{ Punkte gemein haben. Der Wert der Glieder der k-ten
Gruppe ist nach (20), wenn man die Summe der Mengen der
Gruppe %, die Ef einschliefit, mit Ey, bezeichnet:

_ |SfE)r
= b(Epr!
Also wird: Y
~ |Af|?
PR A kl((k>3'1 27)

—

Da die Ef abgeschlossen sind, so erkennt man leicht:

lim B, = E,, lim FE)? _ | fEDIP
a=0 d=0 b(Ek)r—l b (Ef)?—1

1 Summenglieder mit dem Nenner Null sind wie immer wegzulassen.
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Daher kdnnen wir d so klein fixieren, daf}:

N _ N
S SEy N ISEDP e
= p(Egrt L b(BEHr 4
Nach (26) und (27) wird daher:
N IAS]? |af|?
Qs > a1 T @8)

E

Damit ist gezeigt: Zu jedem ¢ > 0 kann man ein 4 so
bestimmen, dafl fiir jede Teilung II mit d(Il) < d, (28) erfiillt
ist.! Daraus folgt aber, dafl in der Bezeichnung von II, 1:

- Aflr _ (laf]r.
rlllfoljg Apr—T = ) dpr-i (29)

Nach (22) gilt schliefilich noch:

1 1
[ rlaf|r\r |dg|¥ |d(f+£)|7\?
o (e,

woraus man éeicht weiter erhdlt:

“&}»—s

i 1 . {
|af|z\¥ ldg|?\7. d(f—g)|?\P
|( Edb’H) _< Edbp:f) é(ﬁ_dw) . (31)

3. Um weiterzugehen, brauchen wir eine Erweiterung der
Ungleichung (19), die sich aus einer genaueren Abschitzung
von |1+x|? ergibt. Es ist ndmlich:

1'Man kann, indem man obige Beweismethode fiir p =1 wiederholt,
leicht einsehen: Erfiillt der Definitionsbereich einer absolut additiven Mengen-
funktion die Forderung &) (I, 5), so ist:

lefl =Hli_f__no§l/3f|-
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4+yp=1+pr+ —1—~—-|x|1’ (32a)
| : p=2

» =

14x]r S 1+px+@r—p—1) #lr (#1 =D (328)
' 2 (x| <<1)

v >

!1+x}1’g1+px+(21’—p——1){‘xl (#l=1) (33a)
: (Jx| <1) l<p=<2

Der Faktor ‘)P—~p—v—1' ist wesentlich positiv und fir
p << 2 kleiner als 1.

Man beweist obige Ungleichungen ohne wesentliche
Schwierigkeit mit den elementaren Mitteln der Differential-
rechnung, der Beweis mag daher, um so mehr als er ziemlich
viel Raum erfordern wiirde, dem Leser liberlassen bleiben.

Bei der Anwendung der obigen Ungleichungen werden
wir ilber p in der Regel jene Voraussetzung machen, welche
auf (32 b), beziehungsweise (33 a) flhrt, da die beiden anderen
Ungleichungen wesentlich einfacher zu behandeln smd Wir

* nehmen jetzt l<<p =2 an und setzen in (33 a) ¥ = -— (a =+ 0);
so erhalten wir: v
|a+b|? = ia|?+pbla|?~! sgn a+

i p >

rrp | 1215 P1=lal

|22 a|7=2, 0] <|a]
Auch fiir @ — O bleibt die Ungleichung richtig.
Wir setzen in (27) wie frither in (19):

(34)

o

Va Y o
a= ‘{i-%jr—:", b= 01 E"?:’ (i =>0).

Verfiahrt man ebenso wie bei der.Ab]eitung von (20), so
erhdlt man:
\wlr _ [Salr
LT = (T

r / Y a\2

@r—p—1)) N RS U » (a: 27> ( X :I ¥ -2
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Die Summe ¥/ fafit dabei jene Glieder zusammen, in
welchen: Zqf

_T’ZTI‘”’M

und die Summe Y die {ibrigen, in denen also:

' Ya Za
|a.-7,- <7
(4 i 27 1 ZT

Wenn also Uberhaupt X" auftritt, so ist |X a| > 0, daher
macht der Faktor (lZa]) 2
Ly

keine Schwierigkeiten. Fir die beiden Summen ¥ und %”
folgen hieraus die Ungleichungen:

. Zal?
N TR 1 o]z |Zalr ) (35a)
/ 1 é —1 1
~ [ 2V —p—1\em o (Ep#
Yal?

R o _ TN
ZH ( e 1 <fE“‘>z ”(Z |os]? )
‘ T =25 p 1\ Xy o (Bt

Nach (23) ist, da p = 2, die linke Seite der letzten Be-
ziehung
YSalr
»—2

2 .
o [T P ‘
o i | % T
=" * (Z ———7{)———1—') =

Salr
P

2
2 | %1 3 »
=C ? (Z T>
1

Daher folgt:

Toal?
V2 ki O ows Tq
e
Zr | ' 2
1 | Xalr ) 2\ |oul? |Z al? -
—S—(O i (<2~:>P—1 (2 T (zw—l) - 890)
P_pﬁ

J. Radon. 5
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Wir betrachten jetzt wieder die in J definierten Mengen-
funktionen f und &, wo b eine Basis von f darstellt. II sei eine
Zerlegung von J in Teilmengen A;J, II' eine analoge Teilung
in ALJ, IIT die zusammengesetzte Teilung in die Mengen
A; J.ALJ = A;;, J. Bei den folgenden Summierungen sind von
diesen Teilungsmengen nur die zu benutzen, flir welche & %0
und man beachte, daB aus A;b = 0 auch Ay b = 0 folgt, weil &
monoton ist. Man setze dann in (35a) und (350) o;= A; f,
qi == A b, also o= A, f, 2y = Ay b, und addiere die beiden
Ungleichungen. Das Resultat kann man schreiben: o '

Aflr
i Az b.

\. kf ’ A bl < A ‘—\ 1Atkflp |Akf‘p

ya Aikbr— = Za A br—t  Aybrt

AkJ }
. 2= 4
+B<|Akfip> ’ YA Sz [ASi® 2!

Ak pr—1 ; A,k pr—1t Ak pr—1

R

A und B sind nur von p abhéngige p'ositive Zahlen.
Summiert man dann tber k, so 148t sich auf die Glieder
mit dem Faktor B die Holder sche Unglelchung (21) anwenden,

da ig— =1 ist. Es folgt daraus:

| ol

Azkf Azkb

W Ayb JAf]? AAS]?
Qi A =5 (Z‘m AprT Z Abp—‘)
J

2—p

y4
d A 1Af A 2
o i) (it B oo

Wir fithren nun folgende Schreibweise ein: Ist f eine
absolut additive Mengenfunktion mit der Basis b, Il irgendeine
Teilung 11 von J, so soll f@ die folgendermafien definierte
Mengenfunktion sem

sy = MoEasy- AL (37)

J
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Unter Gliedern, in welchen A& = 0, ist dabei Null zu ver-
stehen. f® (E) ist auf den Teilmengen eines A J zu b (E) pro-
portional und hat die Basis b. Ferner ist ersichtlich

[af ™7 _ Ny |AF]?
IW“‘“LEW' B
J L

Dann 146t sich die linke Seite von (36) schreiben: -

‘?][11 lAf_ Af(ﬂ’)i v .
A_J_, A pr—1

L8t man ferner in (36) die Teilung Il gegen Null kon-
vergieren. (vgl. 1], 1), so folgt:

d( fFf—Fanle tdfip Y (AL
SN < [ -2 G w<o
J

dbr—1 —

A . \

- 2 b
ldfizy ? ldfi® Af]7\2
+B<f;7b—pj p L v Y
J . J ;
Daraus folgt aber nach den Resultaten von 2.:

18— _ (40)

i
100 5 d br—!

Im Falle p = 2 ergibt sich dieselbe Beziehung mit Hilfe
von (32 a), an Stelle von (39) erhilt man niamlich:

4 —f D)7 <2,,_2< af17 ) JAf]?
vy

apr= = | dbr AbrT (394)

L% J /

(p=2)
Wir definieren nun: _
Eine Folge von Menge‘n'funktionen f» heifit konvergent
gegen die Grenzfunktion f beziiglich L, (b), wenn:
1. alle f, und f zu L, (b) gehoren, :

2. die Groflen: .
[dful?
, d pr—1

sdmtlich unter einer Schranke X liegen,
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3. fir jede Menge E des Definitionsbereiches von b:

lim f,(E) = f(E).

%= co

Eine Folge von Mengenfunktionen f, von L, (b) heifit
beziiglich L, (b) stark konvergent gegen die Grenzfunk-
tion f aus Ly (b), wenn:

(f""fn)l r
n=00 T dert

Die starke Konvergenz zieht die einfache nach sich. Dann
kann man (40) aussprechen: '

Die Mengenfunktionen f®» konvergieren stark
gegen f, wenn lim II, =0.

H=C0 E

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung einer Behauptung
von F. Riesz.! :

Konvergieren f,, f,... stark gegen f, so erhilt man

aus (31):
: |dful? |df|*
n{lﬂ,ﬂ dpr—1 _fdbf’“‘-

Dagegen ist im Falle einfacher Konvergenz nur auf:

. af,le _ [ |af|r ,
lim | b:ll = /-l}—z—;’“—l (40’)

pmpy

zu schlieffen; denn aus

45,7 N3 1Aful?
| aerT = LK

folgt fiir # — oo

- |dful? Z“ Af|P
lim | - Gypt = LA

1 A.a. 0. (L), p. 461.
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Wir wellen nun beweisen:

Konvergiert die Folge f, /... gegen f und ist

auflerdem: o
| i (Nl (1A “
n=oo ), dbP= T | dbr=t ,

so ist die Konvergenz stark. Diese Bedingungen fiir starke
Konvergenz sind nach den letzten Resultaten auch notwendig.

Es sei I, II,,. .. eine Folge von Teilungen von J, derart,
da8 I, eine Unterteilung von I, darstellt (fiir » = 1,2,...)
und lim 4 (I,) = 0. Dann ist nach (38):

n = 00
(Un) | » df.lz
lim ‘dc-ifb?:i_.,_ — ] ¢Ii fol L
n=00 Jy ‘ or-
o (4 i
11.h=moo \f, dpr-1 T j dbr—1 (42)
M), v Ty | p
i [1780 L (larealr
p=o0 J; 40* abr—

In den beiden ersten Grenziibergdngen geschieht die Kon-
vergenz infolge (20) monoton wachsend. Daher kann man
aus (41) nach einem von Dini herrithrenden Satze! schiiefen,
daB die Konvergenz in der ersten Beziehung von (42) gleich-
mafig fiir alle p stattfindet. Man kann also zZu Jedem e>0
ein N so bestimmen, daB:

[ dbr 1 T TaprteTF
S
df|r [ lafmn)e
[ Fle [lapmpe

und

Ldbr ), dbr

fiir w > N und alle p. Aus (39) kann man dann, da ja die Be-
dingung 2 der Konvergenz erfiillt sein mu8, sofort entnehmen:

DT O G TS L
, dbr—1 , dbr!

t U. Dini, Grundizgen fiir eine Theorie der Funktionen einer verdnder-
lichen reellen Grogie .(Leipzig 1892), p. 148 (§ 99). Der Satz ist bei Dini nur
fir Funktionenfolgen ausgesprochen, gilt aber auch fiir den hier in Frage
kommenden Fall von Zahlendoppelfolgen.
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konvergieren fiir # — oo gleichméfig flir alle p. gegen Null.
Nach (30) folgt weiter:

1 1
4fenlr]” d (f—fO0)|2]2
[ = e

1
N IO A LN I Pl
|l |

Das zweite Glied reduziert sich nach (38) auf eine Summe
mit p = oo gegen Null konvergenter GroSen, das erste und
dritte Glied konnen nach dem letzten Ergebnis durch Wahl
von II, fiir alle p unter eine beliebig vorgeschriebene Grenze ¢
herabgedriickt werden. Daher folgt:

— [ id(fo— NI
1 AN s
L Ay =

was wegen der Willkiir von ¢ nach sich zieht:

: (o= -
lim [ —Zf L — 0,
oo‘[,- dbr—!

p=

IA

~

d. h. die starke Konvergenz von f, gegen f, w. z.b. w.
4. Wir betrachten jetzt zwei Mengenfunktionen f und g,
so dafB8 f der Klasse L,(b), g der Klasse L , (b) angehdre. Wir

p—1
bilden filr irgendeine Teilung II einer Menge E die Summe:
LAS Ag
Ap ”
E

wo, w1eder Gheder mit dem Nenner Null fortzulassen bll’)d
Ist IV durch Unterteilung von Il entstanden, so ist offenbar:

\AfAg N\ AfAg™
/f Ab "F Abr

\1 AfAé’ , Af Ag AfA (g<")—g)
Wi i SIS Z A

E E
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woraus nach (21) folgt:

Ang_X Ang’<
[__. A ==
1 rt
é(E"A >” jﬁ.lA(g g“”)l"" 2
' E E Ab"“l
_p \p—1
§< ldJ;I_’;A)” fld(gmg‘i”)!f’—l 7 (43)
.Edb E db}:r . .

Fir eine Reihe von Teilungen IL,IL,..., deren jede
eine Unterteilung der vorangehenden ist und fﬁf welche
lim d(Il,) = 0, folgt demnach, da ja g®™ stark beziiglich

L , (b) gegen g konvergiert, die Existenz des Grenzwerles:

p—1
n= oo &= ‘_' E ab

Dieser Grenzwert ist von der Wahl der Folge 11, Hé,. .
unabhingig. Ist namlich IIJIL;. .. eine Teilungsfolge von den-
selben Eigenschaften, so ist in leicht verstdndlicher Bezeich-

S = (S o) S }gnn,,)

und nach (4.3) konvergieren beide Gheder rechts fu1 % = o0
gegen Null. La8t man in (43) die Teilung II', eine solche Folge
durchlaufend, gegen Null konvergieren, so folgt:

WALAY (dfdg |
7Ry J,ap |=

E :
1 V4 p—1

<( 452 ); [lag—gDirT |7
E

=\ |, dpr-

apr
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Aus (40) folgt daher:
lim S;[Af.Ag __j_dﬁg (44)

=0 Ab i dv

in dem Sinne von II, 1.
Ferner schlieft man aus (21):

1 ' 17. p—1

PP p—1 P

[4a) < [l | [HET)T
ab dpr-1 i
E E I —
av?

Mit Hilfe von (45) kann man leicht einsehen, daB f d];' :é{

JE

eine absolut additive Funktion von E ist.

5. Wir wollen noch einen wichtigen Konvergenzsatz be-
ziliglich der in 1 eingefiihrten Integraloperationen ableiten.

Es sei f,, fs ... €ine Folge von Mengenfunktionen
von L,(b) und

12fal? — .

| apr T =

Dann 148t sich aus ihrer Gesamtheit eine Teil-
folge f', fa,. - derart herausgreifen, daB die f fy,. - -
beziiglich L,(b) gegen eine Grenze f konvergierenlt

Zum Beweise betrachten wir eine Folge von Teilungen
I,1,,. .., derart, daB lim d (I,) = 0. Man kann dann wegen

= 00
(24 a) aus den f; eine Teilfolge £, f; - - - herausheben, so daf
lim £ = f fiir jede beliebige Teilungsmenge jeder Teilung 11,

# = O
existiert. Es sei jetzt E eine Menge des Definitionsbereiches

von b und ¢ eine positive Zahl. Dann kann man in E eine
abgeschlossene Menge E' so bestimmen, daf:

b(E)—b(E') = b(E—E) <e.

Es sei E, die Summe jener Teilungsmengen von I,
welche Punkte von E’ enthalten. Dann ist: '
lim E; — E/, lim b(E;) = b(E").
"= o0

7= 00

1 Vgl. Riesz, I, p. 467.
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Wihlt man also N geniigend gro8, so ist:
b(EY)—b(E') = b(Ey—E') <s.
Nach (24 a) folgt nun: .
| fa ) —f BN = | fy Ey—E)j=Me ?
p—1

| fiB) —fi BN = |ff E—E)=Me"

also:
»—1

VS ED — B =2 Me *

oder:
p—1 p—L

SaBp)—2Me 7 = fi(E) < fi(Ey)+2Me ?
und fiir lim # =— o0
=1
fEF)—2Me ¥ <

lim

" co

im fy (E) < lim f; (E) < F(E})+.
— » M = 00 »1—’.:_1—

+2Me ¥

Dabei ist unter f(E,) die Summe der Werte von f auf
den Ey bildenden Teilungsmengen von Ily verstanden. Da e
beliebig gewihlt werden Kann, folgt daraus die Existenz von

lim £} (E) = f(E).

n = 00

f ist nun fiir alle Mengen des Definitionsbereiches von &
definiert und es ist fiir eine endliche Anzahl disjunkter Mengen:

FEAE+ .. +Ey) = f(E)+f(E)+ ... +f(Ey).

Ist ferner E,, E,,... eine unendliche Foige disjunkter
Mengen, so hat man:

FEAEA .. = fE)+fE)+ ... +f(E)+
+f(Epp1+-Eppo+...)

FEAB+ )~ fE)—fB) . —fE)| =

é Mb(En.{.l"‘l"En.{_g. . .) r s
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da vermoge (24 a) auch
p—1

F(E) = Mb(E) ’ .

Fiir # — oo hat die rechte Seite den Grenzwert Null, daher
ist £ absolut additiv.

Es 148t sich jetzt weiter beweisen:

Nennt man eine Folge von Mengenfunktionen JirJSor- o
der Klasse L, (b) stark konvergent beziiglich L, (b), wenn
zu jedem e >0 ein N derart pestimmt werden kann, daf8 fiir
alle n > N, m > N:

d n—Jm »
AA%ﬁQLéav )
so konvergiert jede stark konvergente Folge fi, f; ... stark
gegen eine Grenze f.

Aus der Moglichkeit, die letzte Ungleichung zu sichern
und aus (31) folgt die Existenz einer Zahl M; so dafi:

|dfu]?
fﬁﬁféM“

Daher ergibt der zuletzt bewiesene Satz die Existenz
einer konvergenten Teilfolge fis Jor- -

lim f, = f.

7 = 00
Lat man in (46) fn die Reihe der f,, durchlaufen, so folgt:

— — Ff9|r
”li_rnoo ld(f;bpfl)l <e (fir > N)
= J )

und nach (40'):

2N

Tpr1 #>N.

J

Das heifit aber, f, konvergiert filr # =— oo stark gegen f.



[1369] Absolut additive Mengenfunktionen. 75

V1. Die beschrinkte lineare Funktionaloperation
im Gebiete der Klasse L, (b). Weiteres iiber die im Kapitel V
betrachteten Operationen.

-1. Es sei jeder Mengenfunktion der Klasse L, () eine
Zahl L (f) zugeordnet und es sei;

L(f+8) = L(f)+L(g)

|L(f)}§M, sobald lldbjyl =1 (47)

Dann heiBe L (f) eine beschridnkte lineare Funktional-
operation im Gebiete der Klasse L, (b) oder kurz eine Linear-
operation vom Typus {‘Z}, M eine Schranke von L. Die
kleinstmogliche Schranke von L werde als die Maximalzahl
von L bezeichnet.

Man schliefit zunéchst sofort:

1
4 d(f—g)r\?
IL(f)—«L(g)lgM[ Jl—;fbpfi '—] ,

woraus die Stetigkeitseigenschaft folgt:

Hm L(ﬂ:) = L(f),

7= 00

wenn f, stark gegen f konvergiert.
Ferner muf offenbar:

L(Zr)="1(s)

N % 4

sein fiir ganzzahliges m und #» und wegen der letzten Stetig-
keitseigenschaft ist auch fiir jedes reelle ¢: :

Lcf)=cL(f)

(3r) S

und allgemein:

e L( fk) (48)

~[¥J§

1
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Wir setzen jetzt:
uz (E) = b(EE).

In der absolut additiven Mengenfunktion ugp spielt E die
Rolle eines Parameters und soll natiirlich zum Definitions-
gebiete T von b gehoren.

Es ist dann ersichtlich:

ldugENP _ 5
fj L =B (49)

Wir setzen weiter:

Lng) = I(E).
Sind E,, E,, . . . disjunkte Mengen von T, so ist:
1(E,+Ey+...) = L(ngymy:...) = L(ug,+up+ .. -

Nun konvergiert #g -+ug,+ ...+ tg, = v, fir 2 = o0

stark gegen ug,~+ug,+...= v; denn es ist nach (49):
Ad(vy—v)|? AUE gyt Egat .. .
(180l - [ty = b oo Buss ),

Daraus folgt aber: .
Ew . . s
1(E,+E,+...) = lim L(ug+ ...+ uz,) :El(Ek).
n = o0 .

1

] ist daher eine absolut additive Mengenfunktion. Aus
b(E) = 0 folgt ferner I(E) = 0, also ist & auch Basis von /.-
Es sei nun II eine beliebige Teilung von.J. Dann ist:-

L(Fm®) = L(ZIL(EAQA]:)

_Zx LGB(EAT) _}_JAf?l- (50)
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Setzen wir hierin fir f: -
1
sﬂ b(EAJ) ]Al]f’ -1 sgnAl
1

J Abzﬂl V'A”’” 2

J Ab"’—l

I :_f(n)

wo natiirlich nur solche Summenglieder zu beriicksichtigen
sind, fiir welche &0, so folgt:

: L
: Ar)7—! sgn Al 1
Af=f@AJ) = |[ | B

o—1 |7 p—1
o NEILEN LY

J Ab}:——i

Sl lafle _
dbP Jpr—1 — 7

J

also: .

: OV {ALjpl o 2

()= | W] =
N

1(E) gehort daher zur Klasse L p (D)
1
LaBt man in (50) II gegen Null konvergleren so folgt
wegen der starken Konvergenz von f:

L}(f):éir:nol(fﬂ):hm \aAsA2 :ﬁdf‘”- (1)

ol—l Ab db

ieidé Linaearoperation des Typus {‘Z} laffit sich

folglich durch den inV, 4 emgefuhrten Grenzproze§
darstellen. _ _

I ist durch (51)"'eindeutig bestimmt, wie man $ofort sieht,
wenn man rechts f== u; einsetzt. ‘
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Ferner ergibt (51) zusammen mit (45), da die Maximal-
zahl von L

fldll &

Es sei nun fj, f,,. .- eine Folge von Mengenfunktionen,
die beziiglich L, (b) gegen f konvergiert:

lim f, =

% == 00

ist.

Darin liegt nach der Definition der Konvergenz (V, 3) die
Existenz einer Zahl M, so daB:

flde” =

| dprT

Bedeutet dann I eine Teilung von J, so ist:.

IL(F)—L(f) :‘\fihj_(gffg—:fﬁ

f d(f—f) A1
J

A

dfd(i—1m)
L f FY; +

44400
“|f |

E (Af”'Afn) Al ‘

IA

Ab

J

p——l
|d(l__l(ﬂ))';v~1 ? Idflp}p
N »[ =) <l ,deT|

dl;”’~~ :
1
|afal? 17
(e

_p et
l_zm>)|p—1\ 7
1

also weiter:

im |L(f)—L(fa)l =2M

vt |
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Da aber fiir lim IL = O die rechte Seite gegen Null kon-
vergiert, so ist: lim L(f,) = L(f). .

"= CQ
Wenn also f;, f;»... beziiglich L,(b) gegen f kon-
vergieren, so konvergiert auch L(f,) gegen L(f).
Diese Eigenschaft von L (f) bezeichnen wir als die Voll-
stetigkeit! der beschrdnkten Linearoperation in L, ().
2. Neben den inV eingefiihrten Integraloperationen betrach-
ten wir nun noch einige weitere. Es sei‘f der Klasse L , (b)

. p—1-
p—p—l- > 2. Es sei ferner Il eine
Teilung von J in die Mengen A;J und II' eine Unterteilung
von II, bei welcher dic Mengen A;J in die Mengen A;pJ zer-
fallen. Wir behalten bei den folgenden Summierungen wieder
nur solche A;zJ bei, fiir welche » > 0 und setzen in der Un-
gleichung (34):

o |A f| P~ sgn A f

angehorig und 1 << p << 2, also

a = Bi = T
D)™
b = Au—Bu = 1 1
— gy SIS0 S [Auf(T sen A
1 2
(A B)? (A b) P!

Nach Division ‘durch (A;;5)?—! und Summierung Uber &
folgt:

P
|Af] 7!
1 . 1
A E dah

1 r_
|A; £l 7t sgn A f ~ A fl Pt

el S
@ pr Eo(Apb)P T
, " Asp — B ¥ o (Aiz—Bir)?
_+‘(2P—p——1)(zk‘ (A byr1 +2‘ Qs B)P—1. | By |22 i

=

Ea
~ A f] 21
1P

+p

1 Vgl die ahaloge Definition bei Hilbert, Gott. Nachr., 1908, p. 200.
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¥/ fafit jene Gheder zusammen, in welchen | A —. Bi| =
= | By, ¥ die iibrigen. Nach einfacher Umordnung der Glieder
folgt:

=) L

b ABP!

Summiert man noch iiber 4, so erhélt man:

\" lA iv—Bixl? + " (Air—Biz)?
Lo (A byt _/z_k. B D)7 B2 7=

ik

r
j ~—1 d 1 G A ?’—1
| v T Abf’”‘

In den Gliedern von ¥ ist | Biz|=|Aix —Biz|, also B =40,
also auch Ay f == 0. Man kann schreiben:

2
<iAik—Bik\”>p 2

LA S (A.kb>r—1 : W |a'k‘1"

Z :Z 1 Z_, :Z T

nEo ik <lB¢klf’ )p BE P
A brt/

Da 127> 1, folgt nach (20):

2
2 " ‘A1k"sz| >—
\1// lzﬂaik\; (Z (Azkb>p——1
A 2
R ”M)“

A;p bP—1
und weiter, da '

\"‘\/I'|Bikip <v__l_§zk‘17 \;[ ‘Af‘p—-l —f‘ldf|p——1

L Ay by =1le4 A pr—1 -fLJ_J Ab”*~ =
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: ' < " |Aik"—ABik|p>; ' o
A\ A,‘k pr—1
Z = 2 \2_, (53)

Aus '(52) und (53) folgt aber: .

POy T4 A Vil

. A;kbp" - — .
hE L dbf"ﬁ1 ToApr!
2 2
_+B( lafirx 47T iarr [
1
7 db”“' =
(l<p<2), . . (540

wo 4, B nur von p abhdngende positive Konstante sind.
Daraus folgt aber:

| Air—B. zkl” :
_llmz AL BPT. =0,

wenn die Summenbildung mit einer beliebigen Unterteilung II
von II geschieht. Im Falle p = 2 erhélt man dasselbe Resultat
mit Hilfe der aus (32 2) analog zu (34) folgenden Ungleichung.
An Stelle von (54 @) erhdlt man dabei:

Aip—Bir|? af|r— Aflrt-
Zliwﬁ <ol [l i

dp?! 7 ApP!

vz, 6y

wo C > 0 wieder nur von p abhéangt.

J. Radon. 8
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Wir definieren jetzt fiir eine jede Teilung IT von J eine
absolut additive Mengenfunktion wie folgt:

1

Su(E) = ‘nb(EAJv)'AfI =1 sgnAf
] (Ab)p_1

wo wieder nur solche Glieder zu beruckblchtlgen sind, in denen
b :}:O Dann wird ersichtlich:

, A = fur(Bir J) = Air fur
Bin= . A fu

und die letzte Limesgleichung lautet:

N [ (fo—Sf) Cld (fa—Sm)l? _
11-1310}" ?A kﬂb)p‘ﬂ = J dﬂbp_i

Dabei ist also stets IV eine Unterteilung von IL

Ist I, IL,,. .. eine Folge von Teilungen von J, derart,
da8 II, Untertellung von II,_; und lim 4({l,) = O ist, so er-
%n=0co

gibt sich sofort nach V, 5, daB8 die fn, stark beziiglich L, (b
gegen eine Grenze f* konvergieren und man sieht, daB fiir
eine beliebige, gegen Null konvergente Teilungsfolge IIj, 1.
dasselbe gelten muf}, weil:

1
( ld(fnn—fnm)lf’); ( |d (fu,— fnunm)l”)
l d br—1 = y dbr—1

1

( ld(f“m_'fnn“m)[p)
g dpr—!

und nach den bewiesenen Tatsachen zu jedem s >0 N so
bestimmt werden kann, dafi jedes Glied rechts <—;— wird,

sobald # > N und m > N. Es ist also auch f* unabhingig
von der Wahl der Folge II' I . : .

Lift man in (54 a), beziehungsweise (54 b) Il eine gegen
Null konvergente Folge von Teilungen- durchlaufen, so ergibt
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sich, weil fip stark gegen f* und folglich fi— fiv stark gegen
fu—f* konvergiert:

r _r

|4 (fu—f"I7 jaflr! |Af|z

[ apri =Y LR
JI 4 JpP1 I ApPT

/ p \2—p » p_ Jr—l

, Lm;:*_\? [T el g,

gt a7 Apt

\

—+

1

Jeder Funktion f von L , (b) ist daher ein f* von L, (b)

.11
zugeordnel und es ist:

[af*? _ |dful? _
9 fEdsz = B ), derT =

— 1im M f"~~l df "’“-

bf’”‘ b”_‘

» [“4 = [ afdf _

= tm ZIAfP’“‘ _ f ldfl””‘,
p——-l

E pAprT

¢) Bildet man f** aus f* analog wie f*vaus f, wobei

nattirlich p und 7 _2_9_

i ihre Rolle Vértauschen, so gilt:
=

Um dies zu beweisen, zeigen wir erst die Richtigkeit von:

d) Konvergiert f, f;... beztglich L , (b) stark gegen f,

r—1
so konvergiert auch £, f,'. .. bezliglich L, (b) stark gegen f*.
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Es ist namlich:

1

s

. 1
, * n)l”)f
e il e
; . db

1

+(f ;‘,,‘,,9?“)"’) = Gamlre

(=

und man kann fiir jedes & > O infolge (55) eine Teilung IT so
: 1

bestimfnen, daB die Summe der beiden ersten Glieder <&f

e . , 1
ausfallt. Da das letzte Glied, wie leicht zu sehen, mit ” gegen
Null konvergiert, so folgt:

— (fn e .
f‘ clbf’1|<a

woraus wegen der Wlllkur voti ¢ die Behauptung folgt. Um
nun ¢).zu beweisen, bemerken wir: Es folgt aus

S’I‘, : P(EAkJ)

$(E) = Arb

fur g der Ausdruck

&N(B) = Z|ck|p 1Sgn6 *(A,(Aljj)

Um das zu erkennen, braucht man be1 der Blldung von g*
nur Unterteilungen von I zu benuizen.
Daher ist:

(fp) =S

und weil die fy stark gegen f* konvergieren, wenn Il eine
gegen Null konvergente Folge durchléuft, so konvergieren
nach’” d) die f(“) stark gegen f**; da sie aber bekanntlich
gegen f.konyergieren, so. folgt. die Behauptung.
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Wegen der starken Konvergenz der fi gegen 1~ gilt:

1

{df 28 _ im J dfudg _ . leflp—l sgnAng
'.b‘ 7

db =90 db 11— 0 2—p
B Ap?T

oder, wenrn man pif durch p ersetzt:

afdg S [Af]PtsgnAf.Ag
L ab “&’m}; Apr—2

Dabei gehoren f und g zur Klasse L, (b).
Es empfiehlt sich daher bisweilen die Schreibweise:

fdf dg _fldf|1’ 'sgndf.dg
E

dbr—2

‘Setzt man in (51) an Stelle von f

*

fldz‘p—l v
ap?!
so erhellt mit Ricksicht auf eine auf p. 78 gemachte Be-
merkung, daB die Maximalzahl von L (f) durch

\ p—1

P NPT
f’ jdijr—1\ »
ol
T aptt
dargestellt wird.
3. Fassen wir die Operation

tlaflr
[ Lo,

bei festem E, als eine Funktlonaloperatlon an f auf, so hat sie
ein erstes Differential:
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3 ]df]f’ . |djl1’“15gndfd8f
dbP— pf d br—2 ‘
dftdsdf
s - (b6
pme 7b (56)

Darunter verst_eht man nach Fréchet:?
Fiir jedes 8 f der Klasse L, (b) ist:

f'ld(f+5f)|?
E, dbP-"l o 1

df|» df asf asflryr
flibfi“l ﬁ a1 +[ E,’dbr-‘,%] 4

F-'%r gleichmiflig gegen Null konver-
gente Grofie bedeutet, d.h. eine Grbfle, deren Betrag kleiner
_als eine beliebig vorgeschriebene Gréfe >0 bleibt, sobald
der letztere Ausdruck eine geeignet best1mmte Schranke &
nicht liberschreitet.

In unserem Falle ist {iberdies A positiv und kann nur fir
3 f = 0 verschwinden, so da§ man hat:

wo A eine mit [

| (f+31)]* |af|? afdsf
L avr T  Jo T db ) T a

er£0 6D

Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Ungleichung
(19) und den aus (32 ), (33b) analog zu (34) gebildeten Un-
gleichungen,? indem man darin

a—=Af, b=A3f

setzt. Die Schlufibemerkung folgt durch analoge Behandlung
von (32 @) und (33 a).

1 Vgl Comptes Rendues (Paris), Bd. 152 (1911), p. 846.
‘2 Die bei (82 &) auftretende Spaltung in verschleden gebaute Gheden
erledigt sich analog wie frilther bei (33 4).
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Aus diesen Resultaten folgt insbesondere die Existenz des
Differentialquotienten:

( ld(f+eg)m __pf af'dg .
de dpr=1 ) _ T Jpdb

Ferner erhilt man leicht:
Setzt man:

|d(f+eg)? _
e e

wo g nicht identisch Null ist, so hat F eine bestdndig zu-
nehmende Ableitung, also F(g), das mit |e| {iber jede Grenze
wichst, ein und nur ein Minimum, aber kein Maximum.

VII. Die beschrinkte Bilinearope_ration.

1. Es seien a, b zwei monotone, absolut additive Mengen-
. funktionen. Wir betrachten die beiden Klassen L,(a) und L,(b),
wo p > 1, ¢ > 1, nebeneinander. Jedem Funktionenpaare ¢, ¢,
wo ¢ zu Ly (a), $ zu L, (a) gehort, sei eine Zahl:

- Bo, ¥

zugeordnet und diese Zuordnung erfiille die Bedingungen:

L B(g+0 by i) =
= B(p1%)+ B (p30,)+ B (¢, $,)+ B (%, $y) .
2. |B (cp, q:)\ =M, sobald:

fclidq;}_: f|d~=-’:‘

' Dann heifie B eine beschrénkte bilineare Funktional-
operation im Bereiche der Klassen L, (@) und L, (b) oder kurz

eine Bilinearoperation vom Typus {‘Z’Z} Jede Zahl M,

+ fiir welche 2. gilt, heifle eine Schranke von B, die kleinst-
mogliche Schranke werde als MaXImalzah] von B bezeichnet.

Es seien ¢, 0,,... und ¢y, §,,... zwei Folgen von Mengen-
'+ funktionen der Klasse L,(a), béziehungsweise L, (b), welche
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stark bezliglich der betreffenden Klasse gegen Grenzfunk-
tionen ¢ und ¢ konvergieren. Dann folgt.aus 1. und 2.:: i

| B (ombm)—B (@, )] = |B(@n— ¢m)+B (@ dn—1)|

1 1

' a(on—9)|? r d 4| q
o[ gy 124

(s ([

und wegen der vorausgesetzten starken Konvergenz folgt:
lmBmwm—Bmw |
n = OO

wobei der doppelte Grenziibergang ganz beliebig vollzogen
werden kann. :

Bei festgehaltenem ¢ ist B offenbar eine Lmearoperatwn
- im Sinne von VI an ¢ mit der Schranke: -

L

M( ot

dba!

Daher gesfattet es die Darstellung:
_ (494
B = [ “Hr e

l, ist fir jedes ¢ von L, (b) eine absolut additive Mengen-

funktion der Klasse L , (a) und es gilt:
. p—l

r

7
| _f'ldlqj‘z:_l §MFT( |dq,\q)(p 1)“q SR
i -

L d bt
da?™?

da die p ;1 -te Potenz der linken Seite:die. Maximalzahl der

Lmearoperatxon darstellt. , hat die Bedeutung:

B =By, 69
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wenn wir analog zu VI, 1 ’
up (E) = a(EE)

. setzen. Ebenso ist aber B auch bei festgehaltenem ¢ eine

q
b

o rayar
B(“P}(p)_'ﬁ dbv,

wo I, der Klasse L , (b) angehort, die Ungleichung

Linearoperation vom Typus{ } an ¢ und gestaﬁtet folglich

die Darstellung:

.q——l
BT _ el delr \#0F
dl q— a1 d r q--1)p -
f._ ?_l__éMq ( da(f“‘) | (58 a)
T ap? ! '
erfiillt und durch _
I (E) = B(p, vg) (59 a)

erkldrt ist, wenn man
UE(E) =b(E E_)

sétzt. Die zweite Darstellung von B, auf (59) angewendet,
ergibt:
dydl,

und 7, ,,(E’) hat den Wert:
- lug (B') = B (ug, ve) = B(E, E').

Ahnlich ergibt sich:
dedl, )
ne = [0 ) = v m),

- B(E, E') ist infolgedessen beziiglich E zur Klasse L ', (a),
bezliglich E’ zur Klasse L' , (b) gehorig mit:
S .
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! P p—1 .
—1 » -
fﬁflil_;.__] < b(EN?.M,
T da?? ,/
S -t )
q- q =
M_‘_I_ﬂ < a(E).M,
J =y
ab?

wie aus (24 @) hervorgeht.
Durch (59) ist jeder Mengenfunktion der Klasse L, (b) eine

solche der Klasse L , (@) zugeordnet. Den Ubergang von
2 |

zu ly bezeichnen wir als die zu B (9, b) gehorige beschrinkte

lineare Funktionaltransformation 4 = B[$]. Es ist also:

mﬂzﬁmw%@m)

ab ’

: r

P C 1.. :
[l [
= dye ’

T AN

B+t = Bl +B b
_ [d¢4Bl4
By = [T

Ist umgekehrt eine Zuordnung derart festgelegt, dafi jedem )
aus L, (b) ein B[§] aus L , (a) derart entspricht, dafl bei ge-
1 o
eigneter Wahl von M die zweite und dritte der obenstehenden
Relationen erfiillt sind, so sieht man leicht ein, dafl

bfﬂ?dBW]:
7 da

eine beschrdnkte Bilineéroperation vom Typus {i’ Z} darstellt.
’

Die Zuordnung von I, zu ¢ bezeichnen wir als die zu B(p,$)
gehorige transponierte lineare beschrénkte Funktiqualtraps-
formation B [¢] und es ist entsprechend:
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iy = [RISEE),

da
= S 14
GBI TT A ldelp\FET
Jl—l%£f—§nrql<JgﬁLJ (60 4)
dp? /
Blo,+4] = Ble]+Blp), Blod) = I e e

q
Es sei jetzt C eine Bilinearoperation vom Typus: {7{:1— 1,}
‘ b ¢
mit der Schranke N. Die Mengenfunktionen der Klasse Ly (c)
sollen mit 7 bezeichnet werden. Dann ist C[y] eine Mengen-
funktion der Klasse L, (b) und demnach die Bildung gestattet:

B (e, CIxD-

Es erhellt, daff dies eine Bilinearoperation BC vom Typus

{‘Z 1;} ist mit der Schranke M N. Es 148t sich daher schreiben:

By, CE) = BC@,) :fﬂ%i—c‘[x—] _

_ ( dydBCl[y]
—ﬁ”“ﬁr“— 61)

und man erhilt fiir die zugehdrigen Funktionaltransformationen
aus der Definition von BC die Ausdriicke:

BC[y] = BIC[yl, BCle] =CIB[gll = CBlg]. (62)

Daraus folgt weiter, da BC die zweite Darstellung-\ ge-
stattet:

BCloy) = CBIshy, (61a)

denn es 148t sich in die Form bringen:

dB[¢].dC
e = [T,
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BC heiBie die Faltung?! der Bilinearoperationen B und C.
Der Faltungsprozef ist assoziativ; ist ndmlich A eine dritte

P
Bilinearoperation vom Typus {S r—I1 }, so wird:
d a

A(BC).(»,4) = BC(A[w],$) = B(A[e],C[4D
= AB(o,C[$)) = (4B).C(,9).

2. Die Hauptfragestellung dieser Theorie ist die nach der
Losung der Funktionalgleichung:

By =¥, (63)

. , ” . (P4

wo B([¢] die zu einer Bilinearoperation vom Typus {a b
gehoérige Funktionaltransformation und ¥ eine gegebene

Mengenfunktion der Klasse L , (@) bedeutet, ¢ aber eine zu
o ;
bestimmende Mengenfunktion der Klasse L, (b) darstellt.
Ist ¢ eine beliebige Mengenfunktion der Klasse L,(a), so

folgt aus (63):

fdcpd‘li _ [(494B[4] :quadﬁm
J J

da ~— Js da ab !
a1
d(Pd‘I" Id!l’l" fldB[tPllq“‘ e
_,‘ = dbq"1 )

dp?

~ Hat also (63) eine Loésung ¢, so existiert eine
Zahl M von der Beschaffenheit, daB fiir jedes ¢ der
Klasse L, (a): ‘ :
_q \g9

dpad¥ 4B 1T
,I 73 )___ f (64)

dbq“

1 Vgl Hilbert, Géttinger Nachr., 1906, p. 179.
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Diese fiir die Losbarkeit notwendige Bedingung
ist aber, wie sich zeigen wird, auch hinreichend.

Wir denken uns vorher in (64) die kleinstmdgliche Zahl
fir M gewdhlt. Aus der vorangehenden Ungleichung folgert
man dann leicht, da8 fiir jede Losung ¢ von (63):

=M (65)

sein muf. Es sei nun % eine posmve Zahl, Wir b1lden ‘den
Ausdruck:?! '

_ 9
|dBlg]| ¢ . de|?. .

Id, pit

und bezeichnen die untere Grenze der Werte, die dieser Aus-
druck annehmen kann, wenn 9 eine der Bedingung

ﬁ e —1 ©67)

genugende sonst willkiirliche Mengenfunktlon der Klasse L w (@)
ist, mit V3.’ Dann ist:

'\

fldw—*\
JJ da p—1
ded¥ _ _ ([ (12¢]” ”/ |a¥|zt | 7
ﬁ" da — = _[daw \[ 1

da’ ]

V),ZM"_I-’F

wegen (64) und weil:

‘und ferner: o ,
V> Vk,. wenn -k >k

1 Das Folgende ist eine Modifikation einer Beweismethode von F. 'Rlesz
a. a. O. [II}, p. 471 ff)), die den Vottell hat, mit einem Schlage den Beweis voll-
stindig zu erledigen. .



Es sei nun g, 9,,.. . eine Folge von der Art, daff (67) fir
alle » erfiillt ist und daB (66) fiir » — oo den Grenzwert 1}, erhilt.
Dann miissen die Grofien

|4 gul?
g dapr!

offenbar beschrinkt sein und man kann nach V, 5 eine Teil-
folge ¢}, ¢}, ... bestimmen, welche beziiglich L, (a) gegen eine
Grenze @, konvergiert. Da ferner

B[g] = B(y,vE)

bei festem E eine Linearoperation an ¢ vorstellt, so ist (nach
VI, 1) wegen der Vollstetigkeitseigenschalft:

lim B [¢,] = B[]
L und, da wegen der Bedeutung von Vj, die Zahlen:

_ g
fldB[cP'n]lq"‘
, 1

apr

auch beschrdnkt sind, so konvergieren die B[cpn] bezughch
_q_(b) gegen B{g;] und (40') ergibt:

q— 1
e
|d 3| ? |8 [gn]]
hf dart * 1
7 7 —
av?

— 4
dehlz (4Bl
# =00 J da,}’_ J —i1—
an?

In diesem Ausdrucke ist aber nur das Gleichheitszeichen
gestattet, weil sonst (86) fiir ¢ = §; einen Wert <V} erhalten
wiirde, denn wegen der Vollstetigkeit der Linearoperation ist

auch:
= !
a@a¥ o (44T
; da n=c0 J; da
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Der Ausdruck (66) erreicht daher fiir ¢ = @; sein Mini-
mum V.
Es seien jetzt y und y’ zwei Funktionen der Klasse L, (a),

derart, dafl
: f aw dx +0.

J
Die Funktion -

q
id Blo 111 g—1 % I P
V(E,e,):f!d [utex+exl e |d(@hzz>§j-1ex>l
J dbq__l J

muf dann unter allen der Bedingung:

d‘IJ'dX avdy
© da ef da =0

geniigenden Zahlwerten &, ¢ fiir ¢ = ¢/ = 0 ihr Minimum (V)
erreichen, Da nach VI, 3 die Differentialquotienten nach ¢ und ¢’

sich bilden lassen, so folgt die Existenz einer Zahl A, fiir welche,
bei vollig willkiirlichem y aus Ly, (a):

<av> AW dy
—— — A .
O¢ e—gl'=0 j; da

oder ausgefiihrt:
9 [4Blg*-dBly] g, [(4BAL _
;, da

g—1 ab
a¥dy
=\ | 51 (68)

Setzt man hierin % — %, so ergibt sich:

a4
g (4Bl !
1

lag|? _
i +hp Fr= =\ (69)

Apt

Da @ nicht bestdndig Null sein kann, ist A > 0.
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Schreibt man das erste Glied von (68) in der Form:

g f dy d BIBgn]*]
g—1J; da

und setzt hierauf in (58) y(E') = ug(E') = a (E E’), so folgt:

—éi_TB[E[@,]*th g = AV,

Setzen wir jetzt:

— B . q
q’h — B[(Ph] (q 1))\’

so geht die letzte Gleichung iiber in:

B [4s] + ——{p * =1, (70)
Fiir ¢y, gilt:
— .
jdgnl? _ g \e IdBBT?h]lq“1 _
, dba—t T M g—1) J;
dbq—‘

Ersetzt man hierin A .durch den aus (69) folgenden Wert,
so wird erhalten:

|4 gu|? _
p dbi!
fichlq'"l
145 7
_ T apt? -t
- __a_ ¢ = — g
[aBu| =", 4=1 (19%]” |dBy|
1 r q darT1 1
T oapt T oap

"Dabei ist statt B t@h] zur Abkiirzung B), gesetzt.
Da aber die @, der Bedingung (67) unterliegen, so ist
wegen der Bedeutung von M: '

lchl q— 1
T
d dbq— MH
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so daf3 wir erhalten:

Ij;j‘l = M. 1)

J

Es kOnnen nun zwei Fille eintreten:

a) lxmj iia%‘ hat einen endlichen Wert. Dann kann
h=0vJ

man k> hy,>... lim &, = 0 und K > 0 so wahlen, dafB:

= 00

ld(Phl
12 <K (n=1,2,...).

Daher bleiben (nach 24 a) auch'die §,* beschrinkt.

Da ferner die Ungleichung (71) besteht, kann man aus
den ¢y, eine beziiglich L,(b) konvergente Teilfolge ¢} hgraus-
greifen, deren Grenze ¢ sei. Nach (70) ist fiir ¢:

B§] =

da die A wegen (69) und der letzten Ungleichung vor (71) ober-
halb einer positiven Schranke bleiben. Es ist also in diesem
Falie eine Losung von (63) gefunden.

.b) Es sei nun: :
’ |dgul? _

lim =
h=10 7 da}i—l

Dann kann man wegen (71) 2, > h, > ..., lim &, =0, so

7= 00
bestimmen, daff die ¢, fiir # = oo gegen eine Grenze ¢ kon-
vergleren Setzen wir:

ok
Xh — )\p ‘?h*)
so wird, wie aus (69) erhellt:
I‘?hn '
| << —o——
d aP—l

~3

J. Radon.
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und folglich:
1

P 1
Jdpml 71 ( M) pa=
1 .

p—1
; N da

da? !

Die vy, konvergieren also stark gegen Null und es ist:
. . h
lim i, = lim P g =0,
7% = oo % = 0O )‘hn

so daB auch in diesem Falle aus (70):

B[] =

~also eine Losung von (63) folgt.
In beiden Fillen folgt aus (24 @) und (71):

| |2
apet ="M

J

Nach (65) kann hier nur das Gleichheitszeichen gelten
und es ist daher die gefundene Losung diejenige, fiir welche

|4 |7
| dbei

den Kleinsten Wert hat.

Aus den Endbemerkungen von VI kann man leicht er-
kennen, daf ¢ durch diese Minimalforderung eindeutig be-
stimmt ist.

Es ist also B[¢]= ¥ dann und nur dann durch
ein ¢ der Klasse L,(b), fiir welches:

1997
g =M

16sbar, wenn fiir diesen Wert von M und alle ¢ der
Klasse L,(a) die Ungleichung (64) erfillt ist.

3. Wir fragen jetzt:

Wann ist (63) fiir alle ¥ der Klasse L , (a) l18sbar? Um
p~1
auf diese Frage eine prizise Antwort zu erhalten, stellen wir
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noch die weitere Forderung, daf fiir alle ¥ die Losung ¢ der
Forderung geniigen soll:
p—1

T\
19917 fld‘]””i " (72)

JFeT =

LY

worin M eine geeignet, aber unabhéngig von ¥ gewahite Zahl
bezeichnet. Wir bringen dies dadurch zum Ausdruck, daf
wir sagen, die Losung von (63) solle gleichmidfiig be-
schriankt sein.

. Denken wir uns W fest gewihlt, so muff nach dem letzten
Resultat fiir alle ¢ der Klasse L, (@) gelten:

r—i q g—1

P o
7 J 1 g =

da?' | dp!

und das Erfiilltsein dieser Bedingung sichert die gewlinschte
Ldsung.

Setzen wir hierin fiir ¢ die spezielle Funktion W* der
Klasse Ly, (a), so geht sie {iber in:

/ |dlIJ"|_pT g |d’1§'[\;[r*]|""q—1\q—_1
. Pr— r q— q
S M| ——— .

7 =T
da®

T gt
Diese Ungleichung mu8 also fiir jedes W der Klasse L p ()
bestehen. Da aber durch den Ubergang von W zu U'* die Klassen
L , (a)und L,(a) in ein-eindeutiger Beziehung stehen, weil
1
aus ¥* — ¢ wieder W' = o* folgt (vgl. VI, 2), so kann man die
Forderung der letzten Ungleichung durch folgende ersetzen:
Es mu8 fiir alle ¢ der Klasse L, (a) gelten:

1

g9 \ g1
dol? \? \dB q—l\\ 7
( "cl‘szP?l—T) .y f BRIl fZ | ¢ (7
J J db_‘I:T r}
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Wenn aber (74) erfiillt ist, so folgt sofort, wenn W wieder
irgendeine Funktion aus L , (a) bezeichnet:

p~1
L/ _r \r=1
ded¥ | _( (ldglr \7| (la¥]s—t )7
, da =\, dar! , o =
: " da?™"
_r \r=l 4 \q—
<M( f |aW|z—t §r [mei
= i
\ da? Y gpt? /.-"I

d. h. es ist (73) fiir alle  und W erfiillt.

Soll also (63) fiir alle ¥ der Klasse L , (a) eine
p—

_im Sinne von (72) gleichmidfig beschrinkte Losung

haben, so ist dafiir das Erfiilltsein von (74) fiir alle ¢

der Klasse L,(a) notwendig und hinreichend.
F ur die zu (63) »transponierte« Funktionalgleichung
Bl =& - (63 a)
gelten natiirlich die entsprechenden Resultate: | ,
Soll (63 a). fu1 ein bestlmmtes P der Klasse L , (b)

q__
eine Losung ¢ der Klasse L, (a) haben fir welche:

49| :
| darT=M"

S0 is.t. dazu notwendig und hinreichend, da8 fir alle ¢
der Klasse L,(b) die Ungleichung gilt:

p \p—l

sae | _ | plame |7
| [4452 || flemE

da?™
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Soll ferner (63 a) fiir alle ® von L., (b) eine gleich-
L
maBig beschriankte Losung haben, d. h. soll die Lésung
fiir ein gewisses M der Bedingung geniligen:

f%'éM (fjdcmqq \H’

Ao ,/

so ist hierfir notwendig ‘und hmrelchend das Be-
stehen der Ungleichung:

! b p—1

d aB ~1
( fl%i} flmgl__ -

da
fiir alle ¢ aus L, (b).
Es liege nun der erste Fall dieser Nummer vor, so daf§

also B[¢] =W fir alle W aus L , (@) eine gleichmifig
e

beschriankte Losung hat. Es sei ferner irgendwie nachgewiesen,

dafl die spezielle Gleichung:

B{$] =0

nur die Losung ¢ = O aus L, (b) zuldBt. Dann hat (63) fiir jedes
¥ offenbar eine einzige Losung .und diese erfillt (72). Wir
kénnen dann den Ubergang von W zu ¢ als eine lineare Funk-
tionaltransformation! ¢ = B—![¥'] ansehen, welche zu der Bi-
linearoperation gehort: :

B1(®W) :f d‘”g;l[‘l’].

. g r
Der Typus clieser_Bilinearoperation ist {q—l ’ p——l}
' b a
und M stellt wegen (72) eine Schranke derselben vor.

.1 Im Falle p =2 kann man diesen SchluB auch machen, ohne die Ein-
‘deutigkeit der Losung zu fordern, wenn man eben jene Losung nimmt, die der
Minimalforderung von p. 98 geniigt. Man kommt dann zum Analogon der
Toeplitz'schen »hinteren Reziproken« (vgl. etwa Math. Ann., Bd. 69, p. 311 f).
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Da wegen der Definition von B -1 die Identitit besteht:
B[B-t[¥]] = B.B[¥] =Y,

so ergibt Faltung von B mit B~1:

dyd¥
BB"""l(cp,\If‘):f t = UG
J

und die zu U (das den Typus {p p—1 } hat) gehorige Funk-
a a
tionaltransformation ist die ldentitat U[W] = W. Bilden wir

jetzt die Faltung:
B1B(®,¢) = C(®,9),

1.
~ welche ersichtlich den Typus { q—1 7

b b
des assoziativen Charakters der Faltung:

BC(p,4) = BB'B(p,4) = UB (% §) = B ¢,

da offenbar Faltung mit U nichts dndert. Setzt man ferner die

}hat. Es ist wegen

.
bilineare Operation vom Typus { qg—1 q} an:

b b

. __(a®ady
U,((I)!q))'—‘j; db >

BU'(9,4) = B 4)-
Es folgt daraus: '
B.(U'—C) (g,4) = 0.

so ist offenbar:

Es sei nun ¢ eine beliebige Mengenfunktion der Klasse
L;(@). Dann schreibt die letzte Identitat sich folgendermafien:

f de.dBU'—O)4] _
/J

da
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und wenn man darin:

| 9 (E) = up(E) = a (BE)

einflhrt, so erhalt man, daf fiir jede Menge E':
BU'—C)[4]] = 0.

Die Gleichung B [§] = O hat also die Losung:

¢ = U'[$]—CT4],

wenn ¢ irgendeine Funktion von L, (&) ist.
Da aber voraussetzungsgemifl die einzige Lidsung dieser
Gleichung durch ¢ = O gegeben ist, so folgt, daB fiir alle ¢

von L, (&):
CHI=U'l§]=+¢
oder:
BB[§] =
Die Transformation B—1B ist also die‘Identitéit und es ist:
BB@y = U@y = [L5
, db

Ubergang zu den transponierten Substitutionen ergibt:

Aus der ersten Beziehung folgt, daB B [¢] = @ eine gleich-
miéBig beschrinkte Losung ‘zuldfit, die durch ¢ — B [®]
gegeben wird. Ferner folgt aus: ' '

Ble] =0, »=B1.B[¢]=B1[0] =0,

so dafl die transponierte Gleichung auch eindeutig losbar ist.
Es gilt also:

Hat B[¢] =¥ fiur alle ¥ aus L , (4) eine be-

. 'p—__'l'"
schrinkte Losung ¢ der Klasse L,(b), was dann und
nur dann der Fall ist, wenn ein M so existiert, daf
fiir jedes ¢ aus L,(a) die Ungleichung (74) gilt, und
hat B[¢] =0 die einzige Losung der Klasse L,(b)$ =0,



104 - J. Radon, o {1398]

so hat B eine Resolvente, d. h. es existiert eine beé-
schrinkte Bilinearoperation B, so dafi die Beziehun-
gen bestehen:

BB\[W] =V, B'B[$]=1¢
BByl =¢, BB'[®] =10

wo ¢, 9, @ irgendwelche Funktionen der Klassen
L,(a), Ly(®), L 4 (), L ,. (a) bedeuten. Beztiglich der
g—1 Fi— _
Lésbarkeit der transponierten Gleichung Blp] = ®
gilt dann, daB sie fir jedes ® aus L , (b) eine ein-
, . : 1 : :
deutig bestimmte, beschridnkte Losung gestattet.

Obgenanntes M ist dabei eine Schranke fiir B~ und daher
gilt far die Losung der transponierten Gleichung: '

P = B-1[®]
die Ungleichung: .
/ 4 \21L,
id (\O l P S Mp f_lf_i_(!)l_q:}__ 7
dar—1 =7 | R
7 -1
ab?

"Ein analoges Resultat gilt', wenn man von ein-
deutiger beschridnkter Losbarkeit der transponierten
Gleichung ausgeht.

Aus diesen Sétzen folgt, da das Bestehen von (74) zu-
sammen mit der Bedingung, dafl B[$]=0 nur durch d =0
befriedigt wird, das Bestehen von (75) nach ‘sich zieht, mit
demselben Werte von M und ebenso folgt aus (75) und der
eindeutigen Losbarkeit von B [¢] = O wiederum (74).

4. Wie schon oben (p. 94) bemerkt wurde, filhrt eine be-
schrinkte lineare Funktionaltransformation konvergente Folgen:
von Mengenfunktionen wieder in konvergente iiber und auch
die starke Konvergenz bleibt erhalten. o

Eine ausgezeichnete Rolle spielen nun jene Transforma-
tionen, welche jede konvergente Folge in eine stark konver-'
gente verwandeln. Diese wollen wir als vollstetig bezeichnen.!

1 Das geht im wesentlichen auf F. Riesz zuriick (a. a. O.[I], p. 487).
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~ Es sei B(yp, $) eine Bilinearoperation vom Typus {‘Z Z}
und B[¢] vollstetig. Es sei ferner ¢, ¢,,... eine bezliglich
L,(a) gegen ¢ und ¢, ¢,. .. eine bezliglich L, (¥) gegen ¢ kon-
vergente Folge. Es ist also fiir ein geeignet gewéhltes X:
lim Py = O, lim ‘Pn = (p?
#n =00 7 =00

(76)

ld‘?n“’_SKp mq_g[{q,
|, dar=t =77 ) dbrt T

Dann folgt:
| B (9 $n)— B (9, 9)| = | B (9u, $p—9)| + | B (90—, §)|

P p—1
|dB (n— ‘P)l—p_"T ] P d(pn—1)d B[$]
=K .
- f 4 aﬁ? } + jj‘ da

Fiir # — oo konvergiert das erste Glied gegen Null, weil
B[$,] nach Voraussetzung stark gegen B[¢] konvergieren
muB und das zweite, weil die Linearoperation:

— [ 4%.4B[y]
= [

als solche vollstetig ist (vgl. p. 79).

Ist also B[¢] vollstetig, so folgt aus der Konvergenz von ¢,
gegen ¢ [bezliglich L,(a)] und von ¢, gegen ¢ [beziiglich
L, (b)), die Konvergenz von B (g, ¢,) gegen B(y,¢) und das-
selbe folgt offenbar, wenn E['p] vollstetig ist. Diese Konvergenz-
eigenschaft von B(g,¢) wollen wir als Vollstetigkeit® der Bi- -
linearoperation B bezeichnen, analog zu VI, 1.

Wir wollen jetzt nachweisen: Ist B(g,¢) in dem jetzt
definierten Sinne vollstetig, so ist. es auch die Transformation
B[¢] (und natiirlich ebenso B [¢)).

Wir fordern also:

1mfﬁﬁﬁﬂzfﬂ@m
J J

da da ’

# =00
1 Dies ist der Hilbert'schen Definition fiir Funktionen unendlich vieler
Variablen analog (Gott. Nachr., 1906, p. 200).



106 J. Radon, [1400]

wenn ¢, gegen cp, $, gegen ¢ konvergiert. Die Folge B[q),,]

konvergiert gegen B[¢] beziiglich L , (@) und es ist, wenn M
_1
eine Schranke von B vorstellt:

r p—1 1

/[}dlf[%]ll?:f_”— M( |d¢nlq>7§MK_

IA

1 dbe!
p—-1 7
a

K hat dabei die nidmliche Bedeutung wie in (76). Fiir ¢4
nehmen wir jetzt die Folge:

o = Bda)”

(im Sinne von VI, 2).
Dann ist:
?
|7 | #—1 2
Tari — 1 =(MK)r—.
¢ Y P

Soliten daher die ¢, nicht konvergieren, so kann man
durch Auswahl einer Teilfolge nach V, 5 Konvergenz gegen
ein @ von L, (a) erzwingen und es dabei noch so einrichten,
dafi die Unbestimmtheitsgrenze:

= (ldnl _ o (BT

n=o00 dap-l n=o00 Js
da"—l

fiir die Teilfolge als Grenzwert der analogen Folge erscheint-
Wir wollen diese Auswahl bereits getroffen denken, ohne die
Schreibweise deshalb zu dndern.

Dann ist aber:

[‘d(e dBlY] _ . [dedBla) _
J

da = oo da

P _r_
4B 7T (4B
1

H=00 JJ J

da?:l— da;:f
f_d_gp_dBm_ _ oy [(ldelr o [ ldelr
J

da i), dar ' = ) dar T
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also:

lfd'PdB[‘P] ( dal’—1)

Hilt man dies mit (45) zusammen, so folgt, dafl in dieser
und den beiden vorangehenden Ungleichungen nur das Gleich-
heitszeichen gelten kann. Also ist insbesondere:

wl pl
- : fwal .
TR gar T T e

p—1

fmew~”Tj

al’

Geht man von der herausgegriffenen Teilfolge der ¢,
wieder zu der urspriinglich gegebenen zuriick, so ist links
zunichst der Grenzwert durch die obere Unbestimmtheitsgrenze
zu ersetzen. Aus (40’) ergibt sich aber, daf auch in diesem
Falle die angeschriebene Grenzgleichung bestehen bieibt. Nach
dem Kriterium von p. 41 ist aber dann B[4,] stark gegen B [([a]
konvergent, w. z. b. w.

5. Der Typus einer Bilinearoperation heifle normal, wenn
p
p—1
normalen Typus haben, bilden ein geschlossenes System in
dem Sinne, daf durch Faltung und Resolventenbildung immer
wieder Operationen desselben Typus entstehen. Die zugehori-
gen »normalen« Funktionaltransformationen fithren die Klassen

L , (@), bezwhungswelse Ly (a) wieder in dieselben Klassen
—1 .
tiber.
Es seien ®,®, ... ®, Funktionen von L,(a) und ¥, ¥, ... ¥,

Funktionen von L , (a). Wir bilden mit einem beliebigen ¢
71
von L , (a) den Ausdruck:

q= und @ = b. Die Bilinearoperationen, die denselben

B = b+ )W | =5 (77)
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Da man leicht nachweist:

2\t
[
W aart
=t 1 2 \pt
[ (law 1+Z gy 1T
SK-J 1 | dar! , _r P
7—-1 p—1
. da’ \ da / ,

so ist B[] eine beschriankte lineare normale Funktionaltrans-
formation.

Wir kdnnen dabei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daf die I;, linear unabhéngig sind, d. h. dal zwischen
ihnen keine lineare homogene Relation mit nicht sdmtlich ver-
schwindenden Koeffizienten:

U+ W+ .+ Wy =0

besteht und dafl dasselbe von den @ gilt, da jede derartige
Relation eines der ¥, beziehungsweise der ® durch die {ibrigen
auszudriicken gestattet, so daB sich (77) stets auf einen analog
gebauten Ausdruck — mit eventuell geringerem Werte von # —
reduzieren 148t, in welchem die ¥ und @ linear unabhédngig sind.

Wie in 2. stellen wir jetzt die Frage nach der Losbarkeit
der Funktionalgleichung

B[4] = W, d. h. ¢+Z%[ =V (78)

d®d
da

bei. gegebenem W der Klasse L p (@)
r— 1
Offenbar muB ¢ die Gestalt haben:

b = IIJ'-EE aW;

und dies gibt, in (71) eingetragen, wegen der lineaten Unab-
hanglgkelt der W; die # Gleichungen:

AL ‘”F.’*’ — qu”‘ig k=1,2,..0). (79)
Jr

G

k Cl da
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" Es sind nun zwei Fille moglich:
a) Die Determinante des Systems (79) ist nicht Null; dann
ergibt sich ein eindeutig bestimmtes LOsungssystem ¢, . .. ¢, in
der Gestalt:

wo die 4;; fixe Zahlen sind und damit:

q)__llf‘+ZA,k\]!'qu;kdw — B[V

J

1

Dies ist offenbar eine beschrédnkte lineare normale Funk-
tionaloperation desselben Typus wie (77) und nach den friiheren

Resultaten reziprok zu B: B.B~1[¢] = B, B. B—1 (o] = 0.
Es hat also in diesem Falle B eine Resolvente B~ (g, $)
und es ist folglich auch die transponierte Gleichung:

= — ‘W lekd(p .
B[?]~P+£¢k£mda =&
1

fiir jedes ® der Klasse L, (a) eindeutig 16sbar.
b) Die Determinante von (79) ist vom Range » << #. Dann
haben das homogene System:

und das entsprechende transponierte:

71+Z7,. ‘N‘w’? —0 (=1,2,...%)

je n—r linear unabhéingige L.Osungssysteme:

ci=1cH (k —=1,2,...0—%)
1w=® (k=12,...0—1).
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Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit von (72) ist
dann das Bestehen der #—# Relationen:

Z <k>fd¢ W h=1,2,...0—7)

und die Losung erscheint in der Form:

n—r

¢ = c9+}2 wpe® (i =1,2,...%)

mit willkiirlichen w, w, . . .w,. Das gibt fiir die Lésung von (77)
die Gestalt:

§ = 40+ 3 g,
1

wo ¢®. .. ¢®#n die aus den ¢® hervorgehenden »—r linear
unabhingigen Lésungen der homogenen Gleichung

Bi]=0
sind. Fiir die transponierte ‘horﬁogene Gleichung:
Blg) =0 |
ergeben sich mit Hilfe der y® ebenfalls (#—7) linear unab-

hingige Losungen ¢® und die Losbarkeitsbedingungen von (77)
kann man mit ihrer Hilfe schreiben:

*)
fd\lfdsp_ =0 k£=12...0—7
, da

Also ergibt sich:

Im Falle ) haben B[¢] = 0 und Blp] = 0 je (n—7)
linear unabhingige Lésungen ¢®... 4", beziehungsweise
oM. . =), (77) ist dann und nur dann 18sbar, wenn:

)
fﬁﬂl_rf{f =0 (k=1,2,...0—7)
, da
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und die Losung hat die Gestalt:

$ = 4,(0)4_2 Wi O

mit willkiirlichen w,. Ebenso ist die transponierte Gleichung:
Blg] =

dann und nur dann losbar; wenn:

o, ®
fi@i“’__ —0 (k=12 ..0—7)
; da

und die Lésung schreibt sich:
®—r

p = ‘?(0)+E wp ©®
mit willklirlichen ;. g
Wir betrachten jetzt eine zwelte spezielle Art von nor-
malen Bilinearoperationen; es bezeichne wie oben U(gp, ¢) die
p
Bilinearoperation vom Typus {p ;———-_1_}:
a a

oy — [ 49dd
U(p.d) = ﬁ “da

und es sei A(p, ) eine Bilinearoperation desselben Typus mit
einer Maximalzahl M << 1. Dann wird behauptet:

Die Bilinearoperation
U+ A

besitzt eine beschrinkte Resolvente, welche sich wie folgt
berechnet:
(U+A)~1 = U—A4+42—A3+
(A2 = A.A, At = A= 4).

Die Maximalzan! von A* ist néimlich = Mm*. Sind daher
v, ¢ zwei beliebige Mengenfunktionen der Klasse Ly (a), be-
z1ehungswelse L , (a), so konvergiert die Reihe:
p——l

Clp,d) = Ulp, 9)—4 (e, )+ A%(p, §) . ...
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und stellt eine beschrinkte Bilinearoperation mit der Schranke

1

1—M
dar. Setzt man nun:
U—dr A2 = A" = Cy,
so ist:

(U+A)C = (U+4) (Crt(C— Co).

(U+A) (C—C,) besitzt aber, wie man leicht sieht, die mit
1+M

1t — o0 gegen Null konvergierende Schranke Mnt.

Also wird:

(U+4).C = lim (U—}-A)(,ﬂ — lim [U4(—1)* A#+1].

=00 = 00
Da ferner lim A"t! = 0, so folgt:

7 == 00
(U+4)C=20

und ganz ebenso:
C(U+4) = 0.

( ist also tatsdchlich Resolvente von U+ A.
6. Es sei jetzt K eine normale vollstetige Bilinearoperation.
Wir betrachten:

U, )+ K (9, 9).
Die zugehorigen Funktionaltransformationen sind:

b+ K], »+K[o].

Wir nennen sie die Fredholmtransformationen, weil ihre
Theorie als speziellen Fall die der Fredholm’schen Integral-
gleichung umfaBt. - :

Wir setzen, wenn 1 eine beliebige Teilung von J ist:

K(g,9) = K (3, )+ K (3— 3, ¢) = KD (5, )+ K0 (& 9)-

Es wird behauptet:
Zu jedem &> 0 kann man ein 9 so best1mmen, dafl fiir

jede Teilung II, deren Maximaldurchmesser < 3, die Maximal-
zahl von K{V < e ausfillt.
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Nehmen wir das Gegenteil als richtig an, so existiert eine
Folge von Funktionen ¢, aus L,, von ¢, aus L , , von
, o
Teilungen II, und eine Zahl p > 0, so dafi:

_r
deur _ [lawlTT
—_ — 1 — 4

, da? 7 Ja? T

lim 4(I,) = 0, K{H") @m bu) > p .

7 =00

Durch Auswahl einer Teilfolge kann man zun#chst er-

reichen, dafi: ,
lim ¢, =¢ und lim ¢, =1¢

=00 n =00
existieren. Es ist nun:
K9, bu) = K (on— 95", $).
Wir werden nun zeigen: |

lim (q;ng)'_ o) = O,
_7& = 00

was dann wegen der Vollstetigkeit von K:

lim K{#) (¢, d,) = O

7 == 00

im Widerspruch zur Annahme nach sich zieht. Es sei E eine
Menge des Definitionsbereiches von a und ¢ eine positive Zahl.
Dann konnen wir in E eine abgeschlossene Menge E’ be-

stimmen, derart, dafi:
2

a(E)—a (E') < <_Z~> !
Nach (24 a) ist nun: '

J. Radon. 8
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Bezeichnet man ferner die Vereinigung der Teilungs-
mengen von IL,, welche Punkte von E’ enthalten, mit Ej,
S0 ist:

lim E}, = E/,
= o0
=1
|on(Eh)—on(EN| < a (B4—E") ¥
und daher:
lim |‘Pn(Eu)”“Pn(E')] = 0.
1 =00
lEs ist aber:

CP(H”) (E/t) = Pn (En)

| ¢ (ET) — o) (E) | < '2’» lim | (E7) *‘P‘“”’ EN =0,

'd ()| p
('P’ ‘ '< 1
), s
Sonach wird:

9 (E)— g (E)| = ) (B)—gf) (B")]| + | o0 (B )—f™ (B3|
+ |0 (En) —9n (B")| + | @u (B ) —n (E))|

< (B}) — g (B")| + |

| + |9y (Br) — s (B)| 5,

weil ja auch:

daher_:
lim (ol (E)—pu(E)| ==,
7 =00 i

was wegen der Willkiir von e:
lim (9 (E)—pa(E)) = O
n =00
zur Folge hat, wie behauptet wurde.
Wir nehmen jetzt eine bestimmte Teilung II her, fiir welche

die Maximalzahl 2 von K@ Kkleiner als 1 ist. Dann hat nach’
den zuvor erhaltenen Resultaten die Bilinearoperation:

U+K®D
eine beschrinkte Resolvente C:

(U+K)C=U, CU+K)=U



[1409] Absolut additive Mengenfunktionen. 115

Wir behandeln jetzt die Funktionalgleichungen, zu welchen
die Fredholmoperationen Veranlassung geben:

b+K[4] =, (70 a)
p+K[g] = &, (70 B)

wo ¥, ® gegebene Funktionen der Klassen L P beziehungs-
weise L, sind. =
Man kann die zugehirige Bilinearoperation schre1ben

U+K = U+K,+K, = (U+K))(U+CK,). (71)

Es sei nun U+ CK, so beschaffen, da8 es eine Resol-
vente R besitzt. Dann hat U+ K offenbar die Resolvente

(U+K)' = RC.
Nun ist aber:

Aep.
(e = K (g, = K[ Q20T 4]

J

_ \f Ay N \qAe
— Z}Hm (EAT),$) = EHAKW]

T
K, 4] :EJ;If—(fa—J)Axtcp]

1 AK[Y]. Cla(BAJ)]

CKy[) = Ao

Es ist nun Cla(EAJ)] eine Mengenfunktion der Klasse
L , (a) und fir AK[}] kann geschrieben werden:
1

AK(Y) = KGa@A D, p = [ 24K

daher hat ¢+ CK,[¢] genau den am Anfang dieser Nummer
behandelten Typus. Im Falle @) hat demnach U+CK, eine
Resolvente, also auch U-+K. Dieser Fall tritt dann und nur
dann ein, wenn die homogene Funktionalgleichung:

O+ CK,[¢] =0
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nur die Losung Null hat. Aus (71) sieht man, da§ das gleich-
bedeutend damit ist, dafl

+K([¢] =0

nur die Losung Null hat; denn ist ¢ eine Ldsung letzterer
Gleichung, so ist C(U+K)[$] = C[$]+ CK[9] eine Losung
ersterer Gleichung, die nur gleichzeitig mit ¢ Null sein kann.
Ist dagegen ¢ eine von Null verschiedene Losung der ersten
Gleichung, so ergibt (U+K,)[$] = ¢+ K, [¢] eine von Null ver-
schiedene Lésung der zweiten.

Im Falle (b) hat die homogene Glelchung

¢+ CK, 0] = O

(1—7) linear unabhingige Lésungen $®; diese sind ebenso viele

Ldsungen von
: o+ K[¢] = 0.

Ebenso hat die transponierte Gleichung:
v+ K,Clp] = O

(n—r) unabhingige Losungen ¢®), denen die ebenso vielen
linear unabhingigen Losungen von:

w+K[5] = 0: Cls®] = ¢®

entsprechen.
Fir die Losbarkeit von

Y+K[4) =W
ist notwendig und hinreichend die von:

Cd+CK[D] = cw
oder:

$+CK (4] = CY,

also das Erfiilltsein der Integralbedingungen:

fdc:[w]da<k> _fgz_q_rdc[cw] __fd\lfd@g _
J_‘d“a - J da o J da o
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und die Losung erhilt die Gestalt:

¢ = cp<0>+§%wkq)<k>.
Fiir die Losbarkeit von 1
p+K[g] = @
ist dagegen notwendig und hinreichend die Lésbarkeit von:
3+K,Co =,

also die Infegralbedingun gen:

fd(l’.dcp(k)
Rl MR
J da .

und die Lésung erhilt die Form:

n-—v n—r .
¢ = Clgl = Clg'l+ Dk myo® = 04 N wig®.
0 1

All dies ergibt sich leicht mit Hilfe der aus (71) unmittelbar
folgenden Gleichungen: '

¢+K[9] = (U+K)(U+CK)[}],
d+K[4] = (U+ K O U+EK)[Y],

unter Beachtung, da8 U+ K, die Resolvente C hat.
Schreibt man im Falle a) die Resolvente in der Form U+ D,
so ergibt sich: .
K+D+KD =0,
K4+D+DK —=—0.

Da nun K vollstétig und D beschrinkt ist, so ist, wie leicht
zu erkennen, auch KD vollstetig, daher auch D.

Hitten wir statt U+ K die Operation U+AK betrachtet,
wo ) ein komplexer Parameter ist (unter geeigneter. Erweiterung
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unserer Definitionen auf das komplexe Gebiet), so hitten wir
leicht erkannt, da8 die Resolvente R(g, ¢) von U+ LK eine mero-
morphe Funktion von A mit von ¢, ¢ unabhingigen Polen vorstellt.

Unter der Annahme p — 2 14t sich ferner in hochst ein-
facher Weise ein grofier Teil der Resultate in Hilbert's »vierter
Mitteilung« ! auf unsere allgemeinere Fragestellung tbertragen,
so z. B. der Beweis filir die orthogonale Transformation einer
vollstetigen symmetrischen Bilinearform? etc.

VIII. Einige Anwendungen.

1. Um aus den Betrachtungen des vorigen Kapitels Nutzen
ziehen zu konnen, muf man die auftretenden Integralopera-
tionen auf die in II. eingefiihrten verallgemeinerten Stieltjes-
schen Integrale zurlickfithren.

Dazu ist folgendes zu bemerken:

Nach 1V. ist ¢(E), wenn es zur Basis & gehort, in der Form

darstellbar:
2 (E) :f@db.
E

Es werde zundchst ¢(E) als monoton vorausgesetzt. Dann
kann man offenbar ® als nicht negativ annehmen. Es sei nun
0 =y, <y <. .. eine Fundamentalreihe (vgl. IL, 2) mit der
Maximaldifferenz a und es sei E; die Menge jener Punkte von E,

fiir welche:
=P < ypq1.

{I de\p

Dann ist:

nb(E) = \_Z_IEE;S—

BB = _pEYF
/ b(Exyp—t
Solche Eg, fiir welche b(Ep) = O, schalten wir vorher aus.
Dann folgt:

N

N
S-;’ykb(Ek): SQJL(.@"‘_)]J._ éf__!d_'?i
J

v 4 b(Er apr=t’

wenn ¢ zu L,(b) gehort.

1 Gott. Nachr,, 1908, p. 15711
2 Ebenda, p. 2011f.
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Das zieht aber nach sich, daB ®# summierbar ist. Dasselbe
gilt offenbar, wenn wir die Monotonie von ¢ aufgeben und es

wird:
D7 db < _ael?
E B dbp—1

Es sei nun umgekehrt die Existenz von f|<I)[de p>1
E

vorausgesetzt. Nehmen wir zundchst wieder @ als positiv an,
so konvergiert die Reihe:

% 535 (Ep),

o[\/\ 8

wo ¥, und E, dasselbe wie oben bedeuten. Es‘sei nun II eine
beliebige Einteilung von E. Wir bilden:

oo ?
Agr 1 AW
Z Apr—t —Z Apr—t <%,(P<Ek.AE)) .
Nach (20) ist weiter:

[o1o] R -
M_Aer _ S _eWEAE)r
L Apr—t T Z'LJ b(E,AE)?r—1

0 E

Nun ist aber:

1
9(AE.E) = f ®db < b BAE.E),

AR.E,

Z o sZyk+1b(ﬂk)

Da fiir lim o = O die rechte Seite den Grenzwert f‘I)de
"

hat, so folgt, wenn man noch den leichten Ubergang auf nicht
zeichenbestindiges ® macht:

Gleichzeitig mit f]@li’db existiert auch:

ldelr_ gf]«bwb.

s dbr—1
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Daraus schliet man: Die Existenz jedes der beiden
Integralausdriicke

A, [1epar
E db? E

zieht die des anderen nach sich und beide haben
denselben Wert!

Wir wollen von diesem Resultate hier eine allerdings fiir
das folgende belanglose Anwendung machen. Es sei b eine
absolut additive monotone Mengenfunktion, ® eine auf einer
Menge E beziiglich » meBbare Funktion. Es bezeichne E die
Menge aller Punkte von E, fiir welche |®| > A. b(Ej4) kann bei
zunehmendem A nicht wachsen. Die obere Grenze der Werte
von A, fiir welche »(E4) >0, nennen wir das effektive
Maximum |—7i>_| von ® beziiglich # auf E. Es ist dann klar, dag &®
beziiglich & summierbar und: :

fd)db_ < [®].5(E)
E

ist, sobald |?F| endlich ist. Es sei nun zunéchst |_<IT| ‘als endlich
vorausgesetzt. Dann gilt:

f@\wdb <T®7.5(E) (p=>0),
E |

da das effektive Maximum von |®|? ersichtlich gleich [®7 ist.
Wir betrachten nun die Mengenfunktion: .

o(E) :L@db.

Aus der Ungleichung (23) erschliefit man leicht:
1 ' 1

(_laglr \? ( |dple \?
5 dbr! ~ WE dbi—t )

1 == b

b(E)? b(E)4

1 Dieses Resultat umfaft als Spezialfall die von Hahn (Monatshefte fiir
Math. und Physik, 1912, p. 161 ff.) geleistete Zuriickfihrung der Hellinger'schen
auf Lebesgue’sche Integrale.
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wenn p > g > 1. Es bildet daher der Ausdruck:

1
1
M(p) = ( L i@lpdb)p-bw)‘? (»>1)

eine monoton wachsende Funktion von p und es ist ferner:

M(p) < [®];
also auch: .
lim M(p) < | |

p=00

Wir nehmen jetzt eine beliebige Zahl A zwischen Null
und |®|. Dann ist:

f|¢]pdb g[ |®|7db > Arb(Ey),

also:
) 1
' \7 L
(f|<1>|pdb) > A.b(Eq)?
E

und 5(E4) > 0. Da nun offenbar:
_r 7 L
lim 5(E) 7 = lim b(Ep? = I,
p=oo ‘

p=o00

so ergibt sich: : | 1
r
lim M(p) = lim (f}(b]i’db) = A
P = 00 p=00 \JE

Da A beliebig zwischen Null und I?I;[ gewé{hlt werden
konnte, so folgt hieraus die Darstellung des effektiven Maxi-

mums durch den Grenzwert:
1

[®@] :plirilo lﬁ;@[z’dbr.

Ist dagegen |—<F] unendlich,  so haben entweder die in
diesem Grenzwert auftretenden Integrale mindestens von einem
bestimmten p an keinen Sinn, oder es ist doch ihr Grenzwert
unendlich.
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Wir bemerken ferner, anschlieBend an Kapitel IV, daB
durch g und » ® im wesentlichen eindeutig bestimmt ist; denn
offenbar kann, wenn zwei verschiedene ® dasselbe ¢ dar-
zustellen gestatten, fiir die Punktmenge, auf der die @ ver-
schieden sind, & nur Null sein.

Es seien jetzt o, ¢ zwei Mengenfunktionen der Klassen

Ly und L , (b), die in J erkldrt und monoton sind. Ei sei
=
die Menge aller Punkte von J, fiir welche:

LI e kN O
L 9
E® die Menge aller Punkte, wo: ® = n. ® ist dabei die zu ¢

gehorige Punktfunktion. Ersetzt man auf E ® durch den
k , . .
Wert w0 so erhidlt man eine Funktion ®,,, die fiir 2 == oo offen-

bar monoton wachsend gegen ® konvergiert. Die Einteilunz
von Jin E?, E{. . .E{ werde mit II, bezeichnet.

Von W ausgehend, erhalten wir analoge Teilungen II, von J
in Mengen E{* und dazugehorige monoton wachsend gegen W
konvergente W,,. Es ist nun, wenn II irgendeine Unterteilung
von II,, . II}, ist:

n2 7*

}?1 Ag.a9 > V \, L L B(EPEM) = [ ®0W® db,
o Ab 0 N ’ ;

Da ®®WW¥® monoton gegen ®W konvergiert, so folgt
nach II., Satz 1V die Existenz von:

fq>m<f‘” o4y

Wir denken uns jetzt ¢ festgehalten und jedem ¢ der
Klasse L,(b) die Zahl:

2@):[@\1&117
J

zugeordnet. Da ® durch ¢ im wesentlichen eindeutig bestimmt
ist, gehdrt zu jedem ¢ ein bestimmtes £(¢) und man erkennt
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auf Grund der letzten Ungleichung leicht, da man es mit einer

beschriankten Linearoperation vom Typus {‘: } zu tun hat.

2(p) = fqnlrdb_.f"‘?dx

{(E) = B(uz) = L,W'db_ = (B,

f@\lrdb_fd‘f’d‘p,

da die #u wp'(E) = b(EE') gehbdrige Punktfunktion offenbar
auf E’ gleich Eins, auf CE’ gleich Null angenommen werden
kann. ' )

Damit ist zunéchst flir monotone @, ¢ und den Integrations-
bereich J, aber, wie sofort ersichtlich, auch allgemein:

f«bwzy_fd“’d‘f“.

In #dhnlicher Weise kann man die in VI, 2. studierte
Operation behandeln; natiirlich ist:

Demnach ist:

und:

also:

o*(E) :f[@]l”—lsgn d.db
E

(wenn ¢ der Klasse L,(b) angehort).
2. Wir behandeln jetzt eine spezielle Art von Bilinear-
operationen.

Es seien wy, g,,... eine Folge von Mengenfunktionen der
Klasse L,(a), b, b,,... eine Folge positiver Zahlen mit kon-
vergenter Summe: o '

\;
_/‘_ﬁ bk:
1
P, P,,... eine abzidhlbare Punktmenge in J (deren Elemente

simtlich verschieden sind). Wir nehmen P; als Grundmenge -
einer Mengenfunktion & vom Typus Il (vgl I, 8.), indem
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wir b(P,) = by, setzen. b ist dann Basis fiir alle Mengenfunk-
tionen vom TypusIIl mit derselben Grundmenge. Wir betrachten
ferner die Mengenfunktionen der Klasse L, (?), diese sind vom
Typus III, so dal ¢(Py) == cx und:

SZ lel? [ |de|?
LpT = ), de T

1

konvergiert. Es bezeichne schliefilich dl, o,,... ein System
positiver Konstanten, die folgender Bedingung geniigen:

Die a, a,... sollen so beschaffen sein, dal der mit einer
beliebigen Mengenfunktion ¢, ¢,... von Lg(b) und einem ¢
von L , (a) gebildete Ausdruck: :

p—1
B, §) = Y;C f deordd

V4
eine bilineare Funktionaloperation des Typus { 1 P”—l} dar-
' b a
stellt. Dazu ist notwendig und ausreichend, dafl die obige Reihe
fur alle ¢ von L,(b) und alle ¢ von L , (a) konvergiert und

eine Zahl M existiert, fiir welche: r—1
= dordd | < 19 a P“ E
W ey c?k < Z lede)ay " 1d4 4’| |7
-~ 7 | bt 7
11 dap—l

Dafiir ist wiederum erforderliéh und ausreichend, dafi die
folgende Ungleichung besteht, die mit der Ungleichung in (60)

identisch ist:
g—1 p—1

4 - r 20
S . a ay|r—i\ 7
Eazﬁlbk.j‘ dopdi [0 — fL‘P_: @
n ; da | 7 dar—1

und zwar fiir alle ¢ von L , (a). Die a; lelsten z. B. sicher
p—l
das Gewlinschte, wenn sie entsprechend den Unglelchungen:
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a’;;f 29" <1, o>0

0
dar—!

Il/\

gewiihlt werden. ‘
Die zugehérige Funktionaltransformation lautet:

_f, dopdd
B[(l)]-—{bkakﬂ da )
wo der Klammerausdruck rechts eine Mengenfunktion der
Kiasse L 4 (b) bedeutet, die auf Pk den angeschriebenen Wert

g—1
hat. Die transponierte Transformation lautet:

. [>2]
—B [C] .:_' Zz Ckak.‘?k;
- :
es ist demnach die rechte Seite fiir alle ¢ von L, (b) konvergent
und eine Mengenfunktion der Klasse Ly (a). Im {ibrigen ist, wie
aus der Ungleichunor von (60 a) folgt:

/ el § Jals\*
[
\j; Jar <M<4k,—;’{fr) : (72a)

1

" 1

Man erkennt daraus, dafl Yrcpopgr flir # — oo stark
. .
gegen seme Grenze konvergiert.:
An ‘Stelle der Funktlonalglewhung (63) tritt jetzt “das
System von abzéhlbar unendlich vielen Gleichungen:

adpdd - .
bk.akf'T —_— Wk, (73)

WO
S
q—l

konvergiert.
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Ass notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit ergibt
sich nach VIL, 2. die Existenz einer Zahl N, so daf}:

*® P

1
©, B
d )k cpoptr

1

f; dar—!

o0

i
q

i k

konvergiert und es gibt dann eine Losung, fiir welche

o0
5 ka
o
1

fur alle ¢, fir die:

p—1

/fld!lel?p:‘jp _ N
\’ dar =t |

Es geniigt zunichst, das Erfiilltsein obiger Ungleichung
fiir solche Wertsysteme ¢; zu fordern, bei denen nur eine end-
liche Zah! der ¢; von Null verschieden ist. Denn, wie erwéhnt,
konvergiert

7 oo

—\ \
Zf crorpr  Stark gegen E CrO% P

i 1

Waire daher fiir ein unendliches Wertsystem der c; obige
Ungleichung nicht erfiillt, so konnte sie auch nicht fiir alle
endlichen Wertsysteme zu Recht bestehen.

Setzen wir noch cyop = pz, So lautet die Aufldsbarkeits-
bedingung von (73):

1

P\~

! d}:’& wee| ¥

| | [P

wo die Summation iiber ein beliebiges System der @, ¢, . . . mit
beliebigen Faktoren p, behaftet, zu erstrecken ist.
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Es seien nun die Gleichungen (73) in der Gestalt vor-
gelegt: :
f andb _ (73a)
7

wo die a,a,,... ein beliebiges Groflensystem sind. Dann ver-
fligen wir iiber die &, die ja der einzigen Bedingung unter-
liegen, positiv zu sein und eine konvergente Summe zu geben,
so, dafl die Reihe:

[>o]
-2 1
E I Clk!q—l . Id.kl 1 p,
1
konvergiert und setzen:
Wy == A0y bk.

Dann gehen die mit ey, multiplizierten Gleichungen (73 a)
in (73) liber und es konvergiert tatsdchlich, wie dort verlangt,

_a_
O T
Z%*_L '
1 q

pa!

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Losbarkeit von (73a) ist folglich die Existenz
einer Zahl N, so dafi:

flir jedes System von Konstanten g, ..., (# beliebig)
und wenn die Bedingung erfiillt ist, gibt es eine
Loésung, fur welche:

=1
r 7

g
laelr? )"

dar
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Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes von
F. Riesz? dar.

Man kann aus diesem Satze, wie es F.Riesz in einem
dhnlichen Falle! getan hat, und mit denselben Mitteln folgendes
Approximationstheorem gewinnen:

Sind: 9, Pa, or P Mengenfunktionen der Klasse
Ly(a), & eine positive Zahl, so ist die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Reihe
von Konstanten ¢, ¢,. .. s, fir welche:

d(@——z Ck'.pn)'

1
JJI d af’_l

»

=e?
dadurch gegeben, dafl das Gleichungssystem:

avay _, (dmdt _
, da -7 ), da —

keine Lésung ¢ der Klasse L , (@) besitzt, fiir welche:
T

Soll insbesondere ® sich durch Linearkombinationen der @,
beliebig approximieren lassen, in dem Sinne, daB in obiger Un-
gleichung fiir = ein beliebiger Wert vorgeschrieben werden
kann, so ist notwendig und hinreichend, daf das letzte Glei-

chungssystem . iberhaupt keine Losung der Klasse L , (a)
p—1
besitzt, d. h. es muB fiir jede Mengenfunktion ¢ dieser Klasse,

fiir welche die Integrale: :
ATA L
, da

|
sdmtlich Null sind, auch f d(ili:b verschwinden.
J

1 A. a O. (L), p. 53.
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Wir setzen in der Bilinearform B(c, ¢):
— Xx
e

ak.bkq

Die y sind dann ein beliebiges System von Funktionen
q

aus L,(a), fiir welches die aus (72) und (724) fiir ¢, = '(k.bk———
hervorgehenden Ungleichungen fur alle y, mit konvergenter
% |1x|7 und alle ¢ der Klasse L , (@) Geltung haben:

p—1
1
P\p .
f dEYka 2 7
LN N <M< Me l'{qu) (74)
o — L—' 2
J da? 1 :
g—1 =t
R 2\ 7
q— p—
(Z [ > <l [T}
1 I J =1

wobei jede dieser Ungleichungen aus der anderen folgt.

Von der ersten dieser Ungleichungen braucht man nur zu
fordern, daf} sie fiir solche Wertsysteme v,,7,,- - - gilt, bei denen
nur eine endliche Anzahl der q; von Null verschieden ist. Sie
gilt dann auch allgemein und zwar konvergiert, wie sofort
erhellt:

n

Z"'{k Ak

1

fiir # = oo stark gegen seine Gtenze.

Wendet man jetzt die in VII. entwickelten Sitze {iber
die Losbarkeit von B[¢] = ¥ und I?[rp] = ® an, so erhiilt man
nach den notigen Abédnderungen in der Bezeichnung die folgen-
den Resultate: _

A4) Ist vy, %y,... ein System von Konstanten mit kon-

q
vergenter E |vx| 771, so ist das Gleichungssystem:
1

J. Radon. 9
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dbdyr
Jr da -

dann und nur dann durch eine Funktion ¢ der Klasse L , (a),

fiir welche: p—1
p—1
/ r b
-
Id‘H__p =N
; =
K 7 gavrt

16sbar, wenn fiir alle Konstantensysteme o; mit konvergenten -
S

M lwgld die Ungleichung besteht:

1

| —

[>o]

3

[ "
= ______i
ISR =y

-8
S

Das ist im wesentlichen schon vorhin abgeleitet worden.
B) Ist ® eine Mengenfunktion der Klasse L,(a), so ist die
Gleichung:

[+ o]

Eapyr = ®
L O
1

oo

"1
durch Konstante o, o, ... mit konvergenter Z\.ﬁ || = N7 dann
1

und nur dann losbar, wenn fiir alle ¢ der Klasse L , (a) die

Ungleichung gilt: * P
f dypdd

[at]=n(3

C) Soll das Gleichungssystem:

!

q
q~«1

d']/d']‘k

da = T

J
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©0
9

M
fir alle GroBlenreihen 4, fiir welche ,Sk |vele—' konvergiert,
lmd '
1
durch ein ¢ aus L , (a) losbar sein, fiir welches:
1

I

EE , 1

7
q q
fld(l)ll’ y _S_N(zl"(klﬁ> ,
dar—1

so ist dazu notwendig und ausreichend, dafl fiir jedes Wert-
system o,,0,,... fiir das X|w;|? konvergiert, die Ungleichung gilt:

1

o % / idi’%wk klp\;
B =

Tritt dieser Fall ein und weiff man aufierdem, dafl das

Gleichungssystem:
‘d .
[ =g
, da

die einzige Losung ¢ =— O aus Ll_ﬁ_(a) gestattet, so ist auch

die Gleichung: p—1
o0

Ewk)(k =

1

fur alle ® aus L,(a) eindeutig durch ein Konstantensystem oy
1osbar, fiir welches:

co ‘d(I)l 1
N2l P\
_/_1’” |2 =<N<£ dar—1 ) :

D) Soll fiir jedes ® aus Ly(a) die Gleichung:

[>o]

a
Z_’;'u)k'xk joumn (I)

1
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durch Konstante ®,, ®,,... derart sich befriedigen lassen,

daf}:
1
- 1

o0 @

A r P
/k ‘I (OF q == Al ’ d ;J. H
b-l—-i ’ \ (.i a¥

so ist notwendig und ausreichend, daf§ fiir jedes ¢ der Klasse

(a) die Ungleichung besteht:
p—1
p—1 q—1

/ r \ »

lf‘ ld g r—1 | k lf adyrd
! — 1 7 e
\ y _11_ /' A-i-: y da

q q
g—1

da?— )

Wei man ferner, dal eine Darstellung:

AOO
\;
Z_]‘.l wkxk jovwuns 0
1
[>e]
mit konvergenter E !mk]‘! nur dann moglich ist, wenn sdmt-
1 ' :
liche w; Null sind, so ist gleichzeitig das Gleichungssystem:

" dyppdd
-}J— da

2.
fiir beliebige 7 mit konvergenter X |v,|2—1 eindeutig durch ein ¢
von L ; (a) losbar und es ist:
p—1
ot g—1

[ PP o0 a1\ 1
[y (S
LA =N Dl

S /

dar—1

A

In jedem der am Ende von C), beziehungsweise D)
gekennzeichneten Fille existiert eine Resolvente B—! von B

1
vom Typus {p ‘1;1 \ mit der Schranke N. Sie mufl die Gestalt
a

haben:
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oo
B-1 (9, w) :Z"wkf'i%cf—cp7
J

1

wo oz und w irgend zwei Mengenfunktionen der Klassen L, (),
beziehungsweise L -, (8) und ¢, 4,... eine Folge solcher der

g—1
Klasse L , (a) sind. Es ist dann:
-1
BBt [w]=w

also:

o0

0 dﬁpk dLI)h

Wk:bkakZW/f—_.
— '), da
Setzt man:’

w, =0, ki, w;=1,
so ergibt sich: ‘

dordd; .
O:I‘Z—aq‘ G k),

L _ (dndh
by o o )7 da

Geht man wieder von den ¢; zu den y von den w, zu
den 7, tliber und setzt:

so gilt:
dyrdpi _ . adyrdpe
["717—0 G 5), fT—l’

mit anderen Worten, die einerseits und pr andrerseits bilden
ein Biorthogonalsystem. Es ist ferner:

71
Y4 » q—1
r—1

()’

'd Z"(Ic()k
fia

dar—!
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1 I

S| [dede [\ = N[ [lder )
- da | dar—1
1

fiir alle y; mit konvergenter ¥ lvy;! ¢~ 4—1 beziehungsweise alle =
der Klasse L, (¢). Endlich wird die Losung der Gleichungen:

' dd dyp
.__—‘i___i__ — A{k
7 1)

gegeben durch:

wilhrend die Gleichung:

o0
\

At

1

f ad dpk 4
wp = | ———
; da
befriedigt wird.

Die als klassisch zu betrachtende Illustration dieser Ver-
haltnisse bilden die Orthogonalsysteme. Um ihre Theorie aus
dem Vorhergehenden abzuleiten, wird man zunéchst p = ¢ = 2
annehmen. Eine Reihe von Funktionen y; von L,(a) heile dann
ein (normiertes) Orthogonalsystem, wenn:

dypidpe _ o i _
ﬁ Ok =0, i, ﬁ-—&a — 1.

Durch direkte Rechnung bestdtigt man sofort, dafi die erste
Ungleichung (74) in der Weise erfiillt ist, dal A/ = 1 und nur
das Gleichheitszeichen gilt. Daraus folgt sofort die zweite Un-
gleichung, in der man die sogenannte »Bessel’sche Ungleichung«
erkennt.

durch
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Die Anwendung des Satzes 4) ergibt, dal die dort gestellte

Bedingung stets erfiillt ist, und zwar fiir N = \/2+} (nach der
Schwarz’schen Ungleichung). Es hat somit das System: -

f_d_q)d)(k _
. da

stets eine Losung, fir welche:

d i
\/f’dq:zl = /Z(k

und diese ist offenbar:

J

b= Z Tk

1

Da N = \/2?% sich durch keine kleinere Schranke er-
setzen laBt, haben wir hierin die, wie in VII, 2. bemerkt, eindeutig
bestimmte Minimall0sung vor uns. '

Satz B) ergibt, dafl die Gleichung:

>
Zk.l ey = @
1

durch Konstante ¢; mit konvergenter Quadratsumme = N2
dann und nur dann l8sbar ist, wenn flir alle ¢ aus L, () gilt:

s 2
fd‘bdq) gN.\/ E(kadLIJ).
, da - da
Dazu ist jedenfalls erforderlich, dafi fiir jedes ¢, fiir welches-

fﬁffﬁé‘;:o k=1,2,...)
J

da

[ g
, da

auch:
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Das sind aber die Bedingungen des Approximationssatzes,

man kann daher @ durch Linearkombinationen der y unbe-
schriankt approximieren in dem Sinne, dafi bei gegebenem

e > O:
. n 2
d (®~,Yzck yk>
PR
J

da

< &

Da die beste Approximation nach bekannten SchluBweisen

durch:
[‘ d®dyy
Cp —= e
Js da

geliefert wird, so erhdlt man das Resultat, dafl unter der obigen
(Approximations-) Bedingung die Entwicklung gilt:

c_iq) d

— Y.
® =%y da

J

n 2
d((l)—-—E Ck 'Xk)
lim f ! —0.
7 =00JJ da

Satz C) ergibt, da die dort geforderte Ungleichung fir N =1
stets erfiillt ist, das Resultat, da§ die Gleichungen:

qu)d’/_k —
________.____“k
7 da

bei gegebenen ;. mit konvergenter Quadratsumme stets l1osbar
sind. Da fiir die auf der Hand liegende Losung:

)

weil eben:

= ey
das Integral:
@by
 da

den Wert X4} erhilt, so ist ¢ die eindeutig bestimmte Losung,
fiir welches dieses Integral am Kkleinsten ist.
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Ist auflerdem sicher, daf die Gleichungen:

dq)dxk —0
, da o

die einzige Losung ¢ == 0 von L, (a) haben, so ist auch die
Gleichung:
co

Eck)(k — &

1

filr jedes @ l6sbar. Dann heifie das Orthogonalsystem ¥r voll-
stindig. Salz D) ergibt noch fiir die Vollstindigkeit eines
Orthogonalsystems das Kriterium, da8 fiir jedes ¢ aus L, (a) die
Gleichung gelten mufi:

[ =By

Denn es ergibt sich zuerst, daf die dort auftretende Kon-
stante N gleich Eins gesetzt werden darf und die Unglelchung
ist dadurch von vornherein ausgeschlossen. :

Ersetzt man die auftretenden Integralprozesse durch die
in IL. eingeflihrten Stieltjes’schen Integrale (nach 1.), so gelangt
man zur unmittelbaren Verallgemeinerung der bekannten Sitze
Uber orthogonale Funktionensysteme.

Nimmt man schlielich in den Entwicklungen dieser
Nummer die Basis @ auch vom Typus III an, so erhilt man offen-
bar parallele Resultate fiir lineare Gleichungssysteme
mit unendlich vielen Variablen.

3. Wir behandeln noch einen ganz speziellen Fall der in
V1L, 6. besprochenen Fredholmoperation. Es handle sich um
den eindimensionalen Fall; als Grundintervall nehmen wir
O=x<1 und die Basis @(E) sei mit dem Lebesgue’schen
Inhaltsmaf m (E) identisch. Die betrachteten Integraloperationen
reduzieren sich dann nach 1. auf gewdhnliche Lebesgue’sche
Integrale. Jeder Mengenfunktion ¢ von Ly(m) entspricht dann
eine Funktion ® (x), so daf:
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. & d"‘ r
';(L):j;d)(x)dx, Zlmjl* __fiq)lpdm

und Analoges gilt von den Mengenfunktionen ¢ aus L, (m).
Wir fithren jetzt eine Bilinearoperation ein: p=-1

i 1
Bz, %) :f f Flx, @)W (ndxdy.
0 Jo

Uber die Funktion F machen wir folgende Annahmen:

Es sei F(¥,1) mefibar [natiirlich bezliglich des zweidimen-
sionalen Inhaltes m (E)] im Integrationsbereich Q0 =# = 1,
0 =<4 =1)und es sei:

VFx, 3| < f(y—2),

wo f(t) eine zwischen —1 und +1 summierbare, positive
Funktion bedeutet.

Zunichst miissen wir zeigen:

Wermf |®|\rdx undf |\IJ' 7—1 Jx beide existieren, so

ist F(xy)®(x)¥ () summierbar in Q.

Es sei zunichst E, die Menge jener Punkte von Q, wo
f(y—=zx) = n. Dann ist:

ff Fley)| [ @) W ()] dxdy =
Ey
< — .| P
f Mf(fc ). |0 @) -

()| dxdy.

Setzt man ferner:

Fy(,9) = F(x,3), wenn f(y—)=n,
Fur,%) =0,  wemn f(y—%) >n,

so konvergiert | F,| fiir # = oo monoton wachsend gegen |F|
und man kann die letzte Ungleichung schreiben:
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f Fuw )] @) ¥ (). dvdy =
= f f S [0 W )] dad.

In dem zweiten Doppelintegral fiihren wir die Variablen
ein:
y+x _ Y~

= —, = 5

2

und bezeichnen den E, entsprechenden Integrationsbereich
in (s, ¢) mit E,. Dann wird:

f IFn(x ’)’)! I‘I)@,)] IW(j)|d’t’dy<
<Zf J@2t)|®(s—1)|. I‘P'(s+t)|dsdf
E’l

E] ist vollig enthalten im Bereiche:
tink, O0=s=<I1,

wenn mit K, die Menge jener Werte von £ bezeichnet wird, fiir
welche f(2¢) =< u. Definiert man ferner den Wert von ®(x)
und W () auBerhalb (0, 1) als Null, so ergibt sich weiter:

f[ Fu(r, )] . |®@)]. ¥ ()| dxdy =

ng A2 0| ®(s—0)] . | W (s+1)|d ds.
K0

Nach den Resultaten von Lebesgue! iber -mehrfache
Integrale begegnet es keiner Schwierigkeif, in dem letzten
Doppelintegral die Integration sukzessive zu vollziehen. Dann
wird aber:

1 r—1

f a—n) wesoas=( [ovad ([wiFa) "

1 A.a. O, p. 426 ff.



140 I. Radon, [1434]

wie man unter Zuhilfenahme der Ergebnisse von 1. leicht ein-

sieht. Also folgt die Ungleichung:
IQ | Fu(, 501 [P W ()| dady =
1

gz(\jlvbinﬁ)mli 1“1 ff(Zt)a’i

L4a8t man hierin 7 ins Unendliche wachsen, so folgt unter
Anwendung des Satzes IV von IL die Summabilitdt von F.&. W

und die Ungleichung:

B(s, 0)i = | f F<x,w<1><x>u:f<y>dxdyi =
) Q

=t

1/ 7 r

+1 1 idwip \17/ 1 d1|p~1
gf f(t)dt.(f sl f laglr=t
4 0 /. \ L P |

B ist daher eine beschridnkte Bilinearoperation von nor-

malem Typus (VI, d).
Es soll weiter gezeigt werden: B ist vollstetig, Wir be-

merken vorher, daf§ dazu der Nachweis gentigt, dal

lim B(u, ) = 0,

1= 00

wenn ¢, beztiglich L, und ¢, beziglich L , gegen Null kon-
p—1

vergieren. Es seien also ¢, und ¢,, wie verlangt, beschaffen;
dann existiert (vgl. p. 67) eine Zahl K, so daB:

dnlr |<I> \pdx < K,
b dm?’ dmr—1 b
tidd lF 1 r_ P
f i i :f || 5T g = K1
0 q 0

dmr—1
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Es sei wie oben E, die Menge der Punkte von @, wo
f(x—3) = n. Dann setzen wir:

By, §) = B, (9, 4)+ B, (9, §),

By (s, §) = ﬁ F(3,9) @ () ¥ (3)dxdy),

By (s, 4) = f f | Pl ¥ (ardy,

Fiir B, folgt aus der vorigen Untersuchung:

r=1
1 P P

al ; } j_ :
\B«z(%!l))\é( %)p fﬁﬂi—— | A,

dmr—1 n

wenn J, die Menge aller Werte von f ist, wo f({) > #.
Wir wihlen nun # so grof}, dafi:

Hdt = —,
lef() =73

also | B, (pr, dz)| = ¢ fiir alle &.

Es sei jetzt g die kleinere der Zahlen p und pp ] ; dann

ist 1 < ¢ =< 2 und aus (23) kann man schliefen:

: _ (7 a9l 4]
[1esrewaateazas = [ il [ s

Bezeichnet nun o(E) irgend eine Mengenfunktion der
Klasse L,(m), wo jetzt m den zweidimensionalen Inhalt be-
deutet, so dafi also:

w(E):fW(x,y)dxdy,
i

wo f]W]qudj) existiert, so stellt:
Q

2(0) = f Flx,9) Wi 3)dxdy = f Fy(,9) W, ) ddy
En Q
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offenbar eine beschriankte Linearoperation des Typus {En}

dar, da ja — weil F, beschrinkt ist — F, zur Klasse L , (m)
7=
gehort.

Als Linearoperation ist &(w) vollstetig (vgl. p. 79); d. h.
falls w, beztglich L,(m) gegen Null konvergiert, so konvergiert
(o) selbst gegen Null. Wir setzen nun:

wn(E) = f ® ()W (y)dxdy.
E
0, (E) gehort zur Klasse L, (m) und es ist nach dem Obigen:

0

‘Es ist ferner fiir jedes Intervall o = [2 Z] :

wa(e) = f "By dx. ﬁ " @, (3)ar

lim o,(a) = 0.
# = 00

und daher:

'Es sei E eine mefibare Menge in Q. Dann kann man sie in
eine abz#hlbare Menge disjunkter Intervalle a; so einschlielen,
daB fiir ein gegebenes 7 > O:

S m(op)—m(E) < 1.

Nach (24 a) folgt dann:

[> o]

Za 0y () — s ()

1

g1
< K.m1

Die Reihe:

AE Oy (ak>
1
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konvergiert ferner gleichmifig fiir alle #, weil [wieder wegen
(24 a)]:

g—1
oo ) 1q
AW %
'Z 0, (o) < K{Z m (0)
Nt1 Nt1 ‘

Daraus erkennt man leicht, da ja lim ,(a;) = O:
= o0

- g1
lim o, (E)| < K77,
n - 0O
also schliefilich:
lim v,(E) = 0.

1 = 00

Daher konvergieren die w, beziiglich L,(m) gegen Null
und es folgt:

lim &(w,) = lim f Flx)®,)¥W,(»)dxdy =
7= 00 # = 00 Ey,

= lim B, (py, bs) = O.
7w =00

Da aber |B,(gu, d»)| < ¢ war, wo & beliebig klein
gewdhlt werden konnte, so folgt:

lim B(u, $u) =0,
n=0c0
d. h. B ist vollstetig, w. z. b. w.

Daher ist auf Uy, §)+B(g, §) die in VIL, 6. entwickelte
Theorie anwendbar und ergibt, da8 fiir die Integralgleichung:

1
W@ﬁ[F@www:ﬂ@
(1]

die Fredholm’schen Sitze gelten, wenn man W'(x) als Lsung
~ betrachtet, sobald beide Seiten nur auf einer Menge vom Inhalt
Null.verschieden sind (vgl. F. Riesz, [I], p. 454).
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Hat ferner F die weitere Eigenschaft, dafi:

f ', 5) W () dy

0

fur jedes |¥'| mit summierbarer 14 i ter Potenz eine stetige

Funktion von # darstellt, so kann man, falls f stetig ist, auch die
Losung W als stetig voraussetzen (vgl. F. Riesz, [I], p. 486).

Auf einen hierhergehdrigen, sehr speziellen Fall hat
Hilbert! aufmerksam gemacht; seine Behauptung 148t sich mit
den zuletzt erlangten Resultaten sofort rechtfertigen.

1 Gott. Nachr., 1906, p. 472,




