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PREFATA

Probleme de analizd funciionald neliniard aw apdrut ined pe
la inceputul acestui secol, in lucrdri ale lui Picard, Bernsiein, Lyapunov,
Lichtenstein, avind in centrul lor operatorii compacti si gdsirea de
teoreme de punct fix pentru acestia. Probleme la limitd pentru ecuafit
cu derivate partiale neliniare au fdcut necesard crearea de teorii mot,
pentru clase importanie de operatori necompacti neliniari.

Astfel a fost inifiat de cdtre Minty, Browder, Komura gi Kato
studiul sistemaiic, al clasei aplicafiilor monotone de la un spativ Ba-
nach X in 2%, importanid in teoria ecuatiilor cu derivate partiale
cit gi al clasei aplicafiilor acretive de la X tn 2%, importantd in teoria
semigrupurilor de operatori neliniare.

Instrumentul de bazd in studiul acestor clase de operatori s-au
ardtat a fi aplicatiile de dualitate ; de aceea ne-am propus sd ne ocupdm
cu studiul cit mai complet al proprietdfilor aplicafiilor de dualitate
in spafit Banach gi, legat de acestea, cu studiul unor clase particulare
de spajitc Banach, cum ar fi spajiile strict convexe gi uniform convexe.
Proprietdfile geometrice ale acestor clase de spajii Banach sint frecvent
ulilizale gi menfionate in numeroase monografii gi lucrdri consacrate
problemelor neliniare, dar nu apar nicdieri grupaie; cu ele ne ocupdm
in capitolele I st II. In prezentarea rezultatelor despre aplicatiile
monotone §i acretive din capitolele IV gi V, am urmdrit cu precddere
pe acelea care pun tn lumind rolul aplicatiilor de dualitate; tot sub
acest aspect selectdm gi rezultatele din teoria gradului topologic tn spati
Banach, amintind c& pentru alt tip de probleme in care gradul topologic
are rol hotdritor, pot fi consultate volumele I si II ale Tratatului de



analizd functionald al profesorului G. Marinescu [111, 112]. O expu-
nere completd a teoriei ecuatiilor abstracte asociate operatorilor neliniari
acretivi este datd in monografia lui V. Barbu [8], iar pentru o apro-
fundare a proprietdtilor operatorilor monotoni gi ale aplicaiilor aces-
tora recomanddm monografiile lui G. Dined [65], D. Pascali [132]
st Al. Schiop [171].

- In general s-a cdutat ca aceastd expunere sd fie de sine
statdtoare, pentru urmdrirea ei fiind suficiente cunogtinie de analizd
functionald in limita unui curs general.

Orientarea mea spre problematica din aceastd monografie. o
datorez anului de specializare la Universitatea din Roma, unde am
lucrat cu profesorul U. Mosco; unele din problemele prezentate aw
constituit obiectul unor seminarii pe care le-am finut tn 1971—1972
la Universitatea din Roma st in 1973 la Institutul de Matematicd din
Bucurests. | _

Multumese itn incheiere profesorulut G. Marinescu la indem-
nul cdruia am scris aceastd carte cit si colegilor G.Goding si L. Zsidé
cu care am purtal disculii utile.

ToANA CIORANESCU
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CAPITOLUL I

PROPRIETATI ALE APLICATIILOR DE DUALITATE

§ 1. FUNCTIlI CONVEXE

Fie X un spatiu topologic; pentru z,e X, notam prin ¥ (z,)
multimea tuturor vecindtitilor punctului .
DEFINITIA 1.1. Functia f: X — R este inferior semicontinud
in x, €X, dacd:
f(x,) = lim f(x) = sup inf f(x)
a:-:!'_m; Veosg(a'o) 2 €V
ProPozITIA 1.1. Pentru f: X — R sint echivalente :
i) f este inferior semicontinud,
ii) multimea { x[f(x) > o} este deschisd, Va € R,
iii) multimea {x/f(z)<a} este tnchisd, Va € R.
Demonstrafie. Sa demonstrdm cd 1) = ii). Fie aeR §1 e X
cu f(xy) > «; dil; %up inpf f(x) > a, rezultd cd existd Ve ¥ (x,),
EP(xy) wE

astfel incit inf f (#) >« ; atunci Vo C {@/f(®) > a}-
€V,
S4 ardtdm cd ii)=i). Fie #,€ X ; are loc evident : f(x,) > lim f(x).

E~>q

Pentru a demonstra inegalitatea inversd fie = >0 si

Vo = {@[f(a) > fl@,) — <};
atunci Ve ¥ () sl in:‘; f(x) > f(®,) — € de unde gi lim f(x) = f(@,) —e.
%€

Zx,

Cum = este arbitrar, rezulta
lim f () > f (%)

T—dy

Faptul cd ii) & iii) este evident.

q.e.d.
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COROLAR. O functie inferior semicontinud pe un spajiu lopologic
compact este inferior mdrginitd si isi atinge marginea inferioard.
Demonsiratie. S& presupunem ci f nu ar fi inferior marginita.

Fie X, = {#/f(r)< — n}; multimile X, sint inchise, descrescitoare
(fatd de incluziune) gi nevide.
Atunci existd un punct z,e MX, pentru care f{ Xo) = — oo,
n=1 '

ceea ce nu se poate.
. . . 1
Fie deci — co<<a = inf f(x) $i ¥, = {w/f(w) <o + —-} ; fa-
reX n
milia de multimi {¥,},ex are proprictatea intersectiei finite, prin
urmare existd z, e (MY, .

n=1

Pentru acest x, avem atunci evident f(x,) = «-
q.e.d.

DEFINITIA 1.2. Fie D C X o mulfime convexd a spatiului liniar
X5 functia f: DR se numeste convexd, dacd pentru orice x, y € D
st A€ (0,1), are loc.

f O+ (L — 0)y) < hf (@) + (1 — 2 flg).

Dacd pentru x ==y inegalitatea de mai sus este strictd, f se numegte
strict convexd. '
O functie g: D — R este concavd dacd —g este convexd.

Observagia 1.1. Orice functie convexdi poate fi considerati
ca definitd pe intreg spatiul X, dacid punem f(z) = 4 oo pentru
2€ X\D. O functie f: X -~ R = ( — 0o, + ~o] se numeste proprie
dacd f 3z + oo,

Se numegte domeniu de definitie propriu al lui f, multimea

D (f) = {aff (2) < + oo}-

In cele ce urmeazi vom considera submultimi D = D(f) iar X va
fi un spatiu Banach real.

DEFINITIA 1.3. Se numegte epigraful functiei f: D —R, sub-
muliimea din X@R :

Epif = {(z, )e DOR/L > f(x)}.
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Evident, f este o functie convexd dacd si numai dacd Epi f
este convexa. _

Mai observam ca daca f este inferior semicontinud si D este
inchis, atunei Epi f este o multime inchisa.

Intr-adevir, fie (2, %)« Epi f; dacd x,e D, atuncit, < f(z,).

Fie ¢ astfel incit ¢, 4+ c<f(xy) = sup inf f(z); existd V, € ¥(x,)
VEC?(mu) zeV

astfel incit inf f(¢) >t,~+ ¢ §i prin urmare V, X [t,— ¢, t,-+-c ] Bpi f—=®.
xelV
Daca 2y D, atunci X\D X R este o vecindtate a lui (wx,, t,) dis-

juncta de Epif. |

PrROPOZITIA 1.2, Fie f: D — R o functie convexd ; sint echiva-
lente :

1) f este tare inferior semicontinud,

i1) f este slab inferior semicontinud.

Demonstragie. Se verificd usor cd multimea {xe D|f (2) < o}
este convexd, Vo € R; atunci afirmatia rezultda din faptul ci o mul-
time convexd este inchisé in normé dacé gi numai dacd ea este slab

inchisd in X. :
q.e.d.

TEOREMA 1.1. Fie f: D—R o functie convexd pe D deschisd
§i convexd ; dacd existd xy € D astfel incit f sd fie mdrginitd superior
pe o vecindtate a lui xy, atunci f este continud pe intregq D.

Demonstratie. Putem evident presupune ci x, = 0 gi ¢d f(0) = 0.
Fie a eR §i V €Y (0) simetricd, astfel incit f(x) < a, VaeV;
fie 0 <<=<<1. Dacd x € = V, atunci:

f(w)zf((1~s) 0+ (o) ) <1 —<)-f(0) +sf(f—w)<ea-

In plus, avem si:

1=l () -2
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Prin urmare, am obtinut : [f(w)[<ea,V x €V gi deci f este
continud in 0.

Fie acum y € D; vom ariita ci existd o vecindtate a lui Y pe
care f este mirginitd superior si aceasta va incheia demonstratia.

Cum D este deschisd, existi o>1, astfel incit ey € D. Fie

1 . : .
x €y + (1 ——) V, unde V este vecindtatea de mai sus. Atunci
e

$:y+(l—}~)z= }"(Py)—l— (1——}—)2: cuzeV.
e P P

1 .« ..
Dar cum 0 << — <1, rezultdi e € D $1 prin urmare
%

y—}—(l——l) V c D.
e

4

In plus, avem :

fl@) < Sf(py) + (1 —-—i)f(z) < -1—f(py)+(1 —i)a.
ol 0 o o

ceea ce aratd cd f este mirginitd superior pe o vecindtate a lui Y.
q.e.d.

Reamintim cd X, Y fiind dond spatii Banach siF: DY
un operator neliniar pe multimea D C X, deschisd, dacd pentru
x €D gi h € X existd

lim F h) — F (x
m Lle £ t) @) _ D (a, y)

Se spune ca I este diferentiabili Gateaux in punctul x, In directia
h. Dacd limita de mai sus existd pentrn orice % € X , atunci se spune
ca I' este diferentiabild Gateaux in z, iar DF (z, h) se numegte dife-
rentiala Gateaux a lui F in z. In general operatorul DF (x, h) nu
este liniar §i nici continuu in &, « fiind fixat.

Dacd DF (z, -) este un operator liniar sl continuu atunci el
se numegte derivatd Gateaux a lui F in .
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Vom vedea in cele ce urmeazi ci dacid F este o functie convexi,
diferentiabild Gateaux in z, atunei DF(z, -) este liniar iar daci F
este convexd continud si diferentiabild Gateaux, atunci F are deri-
vatd Gateaux.

Dacd pentru F: D->Y i @ € D, existd un operator liniar si
continuu de la X in Y, U(x,.), astfel incit :

i LE@ 4 B) — F(a) — U (2, b)
|1#][—0 7]

= 0

~atunei se spune ci I' este diferentiabild Fréchet in x iar U(x,.) se
numeste derivatd Fréchet in .

Dacéd F' este diferentiabild ¥Fréchet in «, atunci F are derivati
Gateaux in « si cele doud derivate sint egale. Invers, avem urmi-
torul rezultat [109]:

Dacd F: D—Y este diferentiabild Gateaux cu DF (x,.) €
€ £(X, Y), Vo € D, iar aplicatia x—DF (z,.) este continui in topolo-
giile normelor, atunci F este diferentiabili Fréchet in orice x € D,

DEFINITIA 1.4. Fie f: D—>R §i x un punct interior al lui D

se numegte derivald direcfionald a lut f tn punctul x, dupd directia
h € X,

i L@+ ) — f (@)

f—-)O_.i. t

= f. (, h)

dacd aceasia existd.

Fie x# un punct in care f are derivatd directionald dupi orice
h € X; observim cé dacd f, (z, h) = — f, (¢, —h) atunci functia
J are diferentiald Gateaux in x; cum in general cele doud cantititi
sint diferite, vom pune :

f= (&, h) = — fi (¢, — h).

PropPozITIA 1.3. Derivata direcfionald este o functie pozitiv
omogend gt subaditivd de h.
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Demonstratie. Prima proprietate rezultd direct din definitie,
lar pentru subaditivitate, avem : |

: 1
7 (e [ +h)) — 1 ()
fo (@ by + hy) = lim 21 —

fr"-)O_;.. t/Z

2f( > + th,y " @ —!—th?) —of (a)

= Iinl 2 2 <
10 t
< tim LEF) —J@) o f (@ thy) —flm) _

=0 1 150 1

— fz!- (.GC, kl) +f-’+ (93, ha)

q-e.d.

r

Remarcim ci derivata directionali este o functie convexi de h.
Vom avea nevoie de urmitoarele rezultate din teoria functiilor

convexe pe un interval pe dreapta reals :

LeMA 1.1. PFie f:I—-R o Junctie convexd ; atunci in orice
punct interior a €I, f are derivate la dreapta si lo stinga, este con-
tinud in a, $i are loc: |

1) fitay <IO =@ o

b—a

Demonstratie. Fie t;<t,, § = ti/ty 81 ty = a -+ t,; atunci

flatb) —f(@)  flat0t)—fla) _ f(a+96(ty—a)—f(a) _
4 4 h “

< L= 0fla) + 67 (t) — f(a) _ fla +t,) —F(a)

L

t ty

deci funetia ¢ —~>f (@ +tz mAC) ,. pentru {—9_ , este descrescfmtpa,re
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. VTNV . . - : a—+1t) —f(a
si mirginitd inferior de orice raport de forma flat?) —f(a)

t
cu t<<0; astfel existd f. (a) = inf fla+ tl — /(@) 51 avem
t—)0+
(2) Lt ti._f @) < . (@), vi<o0-
Analog se aratd ci existd L (a) §i cd :
(3) fiay L@t D 1@ &gy .
t
Trecind la limita in 3), rezultd : f (a) < fi.(a) iar (1) provine
din (2) si (3) prin tripld schimbare a notatiilor. |
q.e.d.

LEMA 1.2, Orice functie crescitoare f: {a, b]— R are primitiva
convexa.

T

Demonstrafie. Fie ' () :S

a

f(H)ydt ; pentru A >0, avem

F(x + h]z—F (®) __ —-]}—?;J-Sﬁhf (t) dt > f(x + 0)

anwa%L:1§’ﬂnm<ﬂw—m-
h ‘ h z—h

Fie acum aor<<y<h, A €[0,l] 51 2= rx + (1 — A) y, atunei

y=4 " F i1 =""2

Yy —x Yy —
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Din inegalitétile de mai sus, transcrise convenabil, gisim :

Fy)—F ()= —2)f(z+0)

F(2) — F (2)<(z — 2)f (2 — 0)-

Inmultim prima inegalitate cu (1 — 2) iar a doua cu (— ) $1 sumind,
gasim ;

MF(@) + (1 — )F(y)>F() + “;’_(fv —fe -0~ =0 >
> F ()
g.e.d.

Propozitia 1.4. Fie D C X o mullime convexd deschisd )
I : D—>R o functie convexd ; atunci in orice punct z e D lexistd derivata
directionald f, (xz, h) §i avem :

(4) So (2 ) < fy (0, b))

Demonstragie. Pentru orice k € X §i x € D, existd t, € R astfel
incit « -+ th € D. 84 considerim functia : o(t) = f(x + th) pentrn
t €(—¢,1, + ¢), unde = este ales astfel ineit x + th € D, dacd t
apartine segmentului de mai sus; atunci ¢(?) este evident §i ea o
functie convexd pe (—¢, t,+<) si conform lemei 1.1, existd o, (0)
i ¢~ (0). Aceasta inseamnid cd pentru f existd [, (w, h) si f_(x, h),
jar relatia 4) rezultd din o_ (0) < ¢- (0).

q.e.d.
Observagia 1.2. Fie f: X—>R, convexd, diferentiabils Gateaux ;
atunci < Df(z),y> = m(ilit ® (i) LO , unde o (f)=f(x + ty).
Dacd f este de doud ori diferentiabili Gateaux, un calcul sim-
plu aratd cad pentru (D) (x): X—X *, avem
d2

<IN@Why>= 0|
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i prin urmare <(D?%)(x)(y), ¥ >>0, VayeX, deoarece ¢ este
o functie convexd scalard si se stie cd derivata ei de ordin 1I, cind

existd, este >0 (se verificd imediat cd o' este crescatoare).
PROPOZITIA 1.5. Dacd f:D—>R,D convexd, deschisd, esle
convexd pe D i continud in x,€ D, atunci fo (24y h) este o funclie
convexd continud de h. '
Demonstragie. Fie x, €D si o sferd 8, (z,) C D, astfel ineit
flo)| < M\Vw € 5,(x,)-
rooor

Fie 0= he X si ot) = f(zy -+ th), te,[—— > ﬁh_] . Folosind

(1), gasim

{0 b B )=S0 -

IS It R

P

Prin urmare f, (2,,h) este continud in A==0; ea fiind o functie
convexs, teorema 1.1 ne confirmi continuitatea lui f. (zg,h) In

orice h € X.
q.e.d.

DEFINITIA 1.3, HFie f: D — R gi 2y D; un element af € X*
se numegte subgradient al i f in x,, dacd

(3) f(x) — f(x) 2 <&o, ¥ —&y>, VO ED-

Multimea subgradiengilor lui f tn @ se noteazd prin 0f(x) ; dacd
of(x) 5= &, se spune cd f este subdiferentiabild in x iar aplicafia multi-
vocd (cu valori submuliimi din X) x — of(x) se numeste subdiferen-
{iala lut f.

Se observi usor cd df(x) este o multime convexd si X-inchisa
in X *.

2 — c- 890
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Observatia 1.3. Vom da o interpretare geometrics g notiunii
de subgradient. Pentru aceasta amintim c¢d dualul lui X @ F este
X*@ B iar un hiperplan inchis in X @ K este de forma:

H={({a))<af, o> +1t,-1 = %o

cuwy, € X * ¢, a, eR determinati. Dacs ¢, 0, hiperplanul se numes-
te nevertical; impirtind prin — ¢,, gisim: (cu alti ay §i o)

H={(z,)) <a¥, o> —1 = 4.

Fie f: D—R si Epi {, epigraful siu; si presupunem c3 toate
punctele Iui Epi f se aflj intr-unul din semispatiile determinate
de H. |

Atuneiin mod necesar avem : < 2%, >~ — 1< oy pentru V(a,t) €
€ Epi frelatia cu > fiind imposibild deoarece odats cu (z,1) € Epif,
§1 (2,¢ +'t') € Epi f, pentru orice ' < R_.

¢ numeste hiperplan de sprijin in (g, f(2,)) la epigraful lui

Sy un hiperplan nevertical H din X @ R care trece prin (,, f(xy)) dar

loate punctele lui Epi f se afld intr-unul din semispatiile determinate de H.
Ecuatia lui H este atunci :

H = {(at)| <af, 2 — a2y > + f(z,) = 1)

$1 pentru orice (x,t) € Epi f, are loc : <aGy & — @y> + f () <t-
Am obtinut astfel :
PROPOZITIA 1.6. f: D =R are subgradient in x, dacd $i numai
dacd epigraful siu are cel puiin un hiperplan de Sprijin in(xy, f(x,)).

L]

Urmeazi si stabilim in ce caz o functie are subgradient intr-un
punct si cind acesta este unic. Dim in prealabil :

PROPOZITIA 1.7. Fie D X o mulfime deschisd si convexd
J:D—>R o functie convexd, x, e D st x5 € X; atunci sint echivalente

(1) a5 este subgradient in %y al lui f
(i) pentru orice h e X, are loc :

(6) I (g, h) € < wﬁk, h> < fl (s ).

Demonstratie. Este evident din definitia subgradientului ci
(1) = (ii). S& ardtdm deci c3 (i) = (i).
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Yie x,eD siy € X; fie h =y — x, si fie ¢ (1) = f (% + th)
pentru t € (—e, 1} ¢), céreia si-i aplicdm inegalititile (1), cu a =0
b=1:

() < L= 0 < ot )5

de aici, rezultdi : (1) — @(0) < @ (0), san:
fly) — fl@) = flag + k) — f(@o) = fi (w0, B) Z < i }h >3
rezultd deci cd x,, este subgradient.

TEOREMA 1.2. Pentru o functie convexd, continud f: D — R,
pe D convexd i inchisd, ewistd subgradient n orice punct xel,

Demonstratie. E suficient s& aritdm o in orice punct x, €D,
existd o functionald xz§e X* care verificd (6). S& fixdm hyeX
si o functionald liniard t, pe dreapta z = My, astfel incit t (hy) =
= fy (@gyhy). Cum f.. (o, k) este pozitiv omogens in h, rezultd ci

avem :
(A hg) = [l (%gy hy)y 22 0-

Pentru A<<0, are loc:
= (Whg) = AfL (@y Bg) = — [2IF} (@ ho) = | AL (g — Py) <
< DM fh (@— hg) = f' (@gy 2 Teg)+
Astfel pentru orice punct z al dreptei z = Ahy, avem:
(7) (%) < [ (@, 2)-
Dupé propozitia 1.5 gi teorema Hahn-Banach, functionala
liniard +, definitd pe dreapta 2= ah, gl verificind (7), poate fi prelun-

gitd la o funetionald, zy € X*, pentru care:

<ag, h > < I (x5, k) §i < agy hy> = fly (%9 hy)-



20 loana Ciorinescy

De aici rezultd : < aff, — 1 > < fi (xg,—h) sau ;
<X > = — <afy—h>> — I (%oy—h) = fl (@y,h)

de unde rezults (6).
q.e.d.

TEOREMA 1.3. O functie convewrd continud definitd pe o muliime
convexd deschisd din X este diferentiabild Qateanz in Zo dacd si numai
dacd ea are un subgradient unic in X

Demonstratie. Dacd f este diferentiabild Gateaux atunci
I (@, BY=f" (x4, ) si afirmatia rezulti din teoremsa de existenté
1.2 si propozitia 1.7.

Invers, daci f are in Z, un subgradient unie, in constructia din
teorema precedents, trebuie si obtinem aceeasi functionali ag,
oricare ar fi h, cu care pornim initial, prin urmare §i pentru cuplul
Zy,—he; deeasta inseamns -

<“’l:lk9 hy > = fi (@oy hg) §1 <95'=(!;; —hy>=f', (2, — h),

de unde < af, hy>=f, (%o ho) = — fy (29, — hy) = fL(@gyhy).
q.e.d.

Observam e dacy J nu este convexi, (6) nu mai are loc si deci
legidtura cu diferentiala Gateux nu mai exists,

DEFINITIA 1.6, Fie f: D—>R convexd 8t

D* = {a* e X¥[sup (< a*, 2 > — f(a)) < + oo}
zeD

J¥(a*) = Sup (< a*,» > — f(x))

Dacd D* 5= 5, f* ge numeste functie conjugatd lui I
Se numeste conjugatd a Junctiei concave ¢: D->R Sfuncfia g*(x*)=
=inf (<a*,x >—g(x)), definitd pe

T D fav e x¥) inf (<% 2 > — g(2)) > — oo}
dacd D* (g*) =+ . =
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ProPozZITIA 1.8. Dacd funciia converd f:D —R are conjugald,
altunei

) (f+a*=f*—a, acR

b) (eN)* = ef*(->) ¢ >0

¢) dacd f, : D°—>R este astfel incit f, >f, atunci sif, are conjugatd
st ff <f* |

d) (inf f)* =sup f, unde f,: D —R sint convewe $i aw con-
Jugatd.

Demonstratie. Toate aceste proprietdti sint o consecin{d directa
a definitiei 1.6.

S8 verificdm de exemplu c) : fie #* € D*; atunei:

@yt = sup (< a¥ @ > — fla)) > sup (<a* & > — fi(#))

si deci ff(x*) existd si fff < f*.
q.e.d.

ProroziTiA 1.9. O functie convexrd f:D—R are conjugatd dacd
si numai dacd existd in X @ R un hiperplan mevertical astfel incit
multimea Epi f sd se afle intr-unul din semispatiile determinate de H.

Demonstratie. Fie f: D—R avind conjugati si fie (af,1,) e Epif*;
atunei pentru orice (z,?) € Epi f avem :

t=> f* (a5)> < ag, 2> —fla)> < a5, v>—1

ceea ce inseamnd ¢ <<y, x> —1t =1, este un hiperplan nevertical
cu proprietatea cerutd.

Fie invers, f si H = {(a,t)] < 2,2 > —1t =1,} cu proprietatea
din propozitie; atunci, pentru orice (x, t)e Epif, avem :
< z¥2 > —1t < t,. In particular:

< a¥, x> —flx) <t, Ve eD gi deci af e D*.

in plus, observim c& f* (z*) < 1, si astfel (2, 7,) € Epi f.

q.e.d.
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Din cele de mai sus a rezultat c3 dacs, J are conjugati, atunci
(23, 1,) € Epif dacd si numai daci < x5, & > — 1 <1y, pentru orice
{w,t) € Epi f.

Atunci are loc :

PROPOZITIA 1.10. Pentru orice functie conved f:D—R care are
conjugatd, avem : =

(8) Epiff= N {m8)/ <ot z>—t<s

(z,t)eEpif

COorOLAR. Dacd functia convexd [ : D—R are conjugatd, atunci D*
este convexd war f* este o functie convewd $1 cu eprgraful inchis.
Demonstrage. Afirmatia este o consecintd a lui (8) care ne dj
multimea Epi f ca o intersectie de multimi convexe s1 inchise
q.e.d.

PropozITiA 1.11 2) Dacd este o funciie convexd s1 inferior semi-
continud pe D inchis, atunci [ are conjugatd.

b) Dacd f este o functie converd §t continud pe D deschis, atunci
I este conjugatd.

Demonstratie. Tn primul caz multimea E=Epi f este inchisj
iar in al doilea caz multimea ¢ = (2, )/t >f(x),x € D} este deschisi.
Fie »zy €D si ¢,> 0; punctul (29, f(@y) — ty) & B 81 deci nici lui C;
atuncl exista in ambele cazuri un hiperplan Umt)| < a5, 2> + at = ¢}
care separa E, respectiv (, de acest punct. Cum =z, € D, rezults
x 7 0, deci acest hiperplan este nevertical. Acum a) si b) rezulti
din propozitia 1.9. -

q.e.d.
Vom da urmitorul exemplu simplu
PRrRoPOZITIA 1.12. Dacd f(x) =—2]5- | ]| ? atunei
@) = — la*|% Vo e X
Demonstragie. Din < ¥, 0 >z ||o*]] < % (T2 + [l z* (2

rezultd : < z*, x >—--;—'-|[w]]2s~21—]]w*|[2,VxeX $i z* € X*.
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Prin urmare :

" )
%) = sup (<a%e>— - (lol?) < o et
eeX 2 2
Fie acum y, € X cu ||y,|| = 1 si astfel incit
<x*,y, > o o] fiew, = |[o*|].y,; avem:

1 | | 1, 1 ,
<z¥z, >— 5 o, 2 =] o* || < 2%y, > —E-Hwnllz;* -Q—Hw*!l“,

de unde

- 0
f*(a*) = 0 [ a* (]2
| q.e.d.

TrOREMA 1.4. Fie f: D — R convexd ; atunci
x* € of(x) dacd §i numai dacd x* € D* g1
(9). f(®) + f*(x*) = < a*,x >, Yo € D.
Demonstratie. Fie x* € (')f(ac)l; avem :
fly) = fle) + < a*y — x>, Yy € D, deci:

fH¥(a*) = 52}3 (< a*y >—fy) < sup (< x*,y) >

—fle) —< a*, y —x>) = <a* x> — f(x).
Prin urmare x* € D* §i f*(2*) < < o*, x> — f(2).

Cum inegalitatea inversd are loc intotdeauna, rezultd (3).
Fie acum «* € D* pentru care are loc (8); atunci:

<£U*,$ >—f(50) Zf*(m*) = < (zc*,y >'_f(y), Vy € Dw
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sau
) > fle) — <a*,y — >, deci x € 0 f(x).
q.e.d.
Vom da urméitoarea versiune a teoremei de dualitate a lui Fenchel :
TEOREMA 1.5. Fie f: D,—> R o functie convexd continudg 81
9 : Dy ~ R o functie concavd, unde D, 51 D, sint deschise, cu D, D, =+
= @ ; atunct are loc

(10) inf {f(2) — g(@)} = max {g* (a*) — f* (%)},

Demonstragie. Atragem atentia ci in (10) max inseamn# un
Suprem care este atins gi cd f,g,f*,g* sint extinse ca in observatia1.1.
Din definitia functiilor conjugate, rezultdi imediat :

(11) : @) — g(@) > g* (a*) — f*(a*)

pentru orice x € D, N D, §i a* € D* N D*,,
Pentru z, € D, N D,, avem :

T 0 >f@e) —g(zg) > inf  (fle) — g(2) = a.
xebiND,
Dacd = — o0, din (11) rezults imediat ( 10) si pi'in urmare putem
presupune o € 1. Fie
Dy = (&) [x € Dy t>f(w))
$1
Dy = {(@, )] €D,, t < g(z) + «}.

Multimile 9, §i @, sint convexe i disjuncte iar 9, este deschisd, f fiind
continud ; atunci ele pot fi separate printr-un hiperplan in X R
care este nevertical, pentru cé in caz contrar proiectia sa pe X ar
separa multimile D, si D,. Fie <ay*, # >—B=t, 80 ecuatia acestui
hiperplan, care poate fi Inati astfel inecit s& avem :

(12) fle) > <af, > —B Vz € D,
(13) <ag,x>—B>g(x)+ «, Va €D,
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Dar (12) si (13) implic:

(14) 8 > flao) sig* (23) > o + B

Atunci, din 11) gi 14), ob{inem : |
o = (x+ B) < g*(ad) —f* () <

< sup (g*(a*) —f*(a*) < ik (flz) —g(@) =<

adicd exact (10). |

fncheiem prin urmitorul rezultat important :

TEOREMA 1.6. Fie f; si fo doud funclic convexe pe D, respectiv
D,, multimi deschise i convexe cu DI\ Dot ; dacd f, este conlinud,
atunet : :

a) (fi +fo)* (z%) = min {(ff (a* — 2*) +f2' (")}

7k g Xk
b) a(fy + f») (x) = 0fi(®) + Ofx(®).
Demonstratie. a) Fie a* € D(f; + fo)* si fie f(2) = folx)

g(x) = < o*, 0> — f, (%) ; atunci g e concava §i

f*(2*) = fa(e*) si g* (&%) = igf (<e*, 0 >— <a* o>+ file)) =
= —sup (<ot — @ > —fi (o) = — fi(@ =)
xely

Apliesim teorema precedents functiilor f i ¢ §i astfel :

(15) inf [fyz) + folo) — <o* 2 >]=

ze DN,
— m?x {—fi* (x* —2*)—f* (#%)) = — I:lin {fi(x—2) + fa(@)}-
Dar :

nE (@) + ful@) — <@ @>]= —(fi +f)* (&)

e €D,
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§1 prin urmare a rezultat a). Observim c# si:aici min inseamn¥ un
Infim care este atins.
-~ b) Avem de aritat urmitoryl fapt :
T* € 0(fy + f,) (v) dacd i numai dacs existd 5 € X* astfel incit
3k

a* — 25 € Of, (@) §i 2* € Of (). o ‘
Fie 2§ punctul din X* in care minimul este atins. Teoremsy 1.4
he spune cd z* € 9 (f, +f,) (z) dacd si numai dacs o* e p¥ N D¥ si

W@+ 1(@) + (i + % (%) (1) = < a0,
deci daci gi numai daci R
HO) - Bla) o) - % = )+ 1) = < a0 =
| | :<'w*¥§*59€$+<z*,w>.
Dar’(16) este echivalentd cu
@)+ FE =) = <a% a0

$i
fol@) + [ () = <2, 0>

$1 deci cu faptul ci z*—z¥ e ofi(x) si 2§ € of, (x). |
- q.e.d.

Fie KC X, se nuinegte func;fe indicatoare a Tui K =

0. “daed @ e K. -
+ oo dacd v« K.

O (7) = {

Se observid ugor ci d; este convexid dacs si numai dacs multimea K
este convexd iar .

3% (*) = sup <a*r>=sup < a* K >
zeXK

se numegte fufiic,tie 'suport a Wi K.
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... :DEFINITIA 1.7. Se numegte a doua conjugatd a. unei functii
f 2D — R, functia f** : D¥* —~R definitd prin / '
: D ' ER 4

f**(x) = sup (<w*,w>—f*(:?*))
o¥ € D¥ |

si D** = {x EXL*SEII))* (<a* >.—f*!(w)*.<‘ + o}.

TrOREMA 1.7. Fie f: D — R; avem f** <f gi D** Cconv D
{ inchiderea anvelopei convexe a lui D) dacd f** este proprie.
Demonstratie. Inegalitatea f** < f este o consecintd a inegali-
tdtiievidente : <a*, @ > < fla) + f* (%), . , o
8% presupunem ci @, € D** gi x, ¢ conv D; fie a* e X* astfel
incit :

< a¥ x, > >sup < aj, conv D > =sup < zE, D >.

Cum f** este proprie, existd 27 € X* cu If* (aF)| < + o ; dacd
{ >0, atunei : . o

@t + tad) = sup { <ot + el @ > —f(o) <
< fHa¥) + tsup < 2§, D >
si deel | ‘

Frx(ag) > < @ + tad, @y > — f* (aF +1af) >
> < ¥ o, >~ ) U < x¥, a¥ > — sup < af, D >)

care este nemirginit cind ¢-— + oo, ceea ce nu se poate.
q.e.d.

TEOREMA 1.8. Fie f:D >R atunci f** =f&f este o functie
convexd inferior semiconlinud.
Demonstratie. Dacd f=f**, atunci f este slab inferior semicon-

>

tinudl, ca supremum-de functii slab continue liniare ; deci este infe-
rior .semicontinué.
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Invers, fie f convexd, inferior semicontinud ; atunci dupé pro-
pozitia 1.11 si corolarul propozitiei 1.10 rezultd ci exists F**, deci
putem aplica teorema, precedentd pentrn a obtine :

(17) D C D** — conv D.

Sa presupunem ci exists %o € D¥¥ oy fik(g ) < flzy), atunci
(%oy f**(2,)) & Epi f; existd deci ry € X* i t, € R astfel incit -

f**(xy) + < ¥, To > > sup (it + < o, >).
(x.t)ELpi |

Aceasta inseamni cg ta=0 cici altfel (17) este contrazisi. Putem
presupune f,=—1 gi atunci pentru 2 € D, supremul este atins cind

t = f(x).

Da,I: atunci :
<@y > — () >sup (<8 0> — f(o) >} = fr(a¥)
zeD ‘

ceea ce contrazice definitia lui f*.
TEOREMA 1.9. Fie f:D—-X convexs ; atunci

i (Zgy o )* = 861(%” Vo, € X

Demonstratie. Fie pentru ¢ >0, F,(x) = g + tf‘;) — f(=)

Avem : P (a%) — J(@0) +1* (%) =< a%, 4, >
t
§i deci F¥(x*) > 0. Prin urmare

%) 4 f* (2*)— <« x*, 2y > —
t

T (@g,)* = (inf F)* = Sup Ff = sgpf (
- 86!(&:0)

unde ultima egalitate este o consecintd a teoremei 1.4,
q.e.d.
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Referinte. Pentru studiul funectiilor convexe pe un interval
trimitem la N. Bourbaki [15].

Notiunea de subgradient a fost studiatd recent de citre G.
Minty [117], [119], A. Brondsted — R.T. Rockafellar [25], R.T.
Rockafellar [154] [156] [157] [158], J. Moreau [128], [129], U.
Mosco [132], [133]. |

Rezulfatele privind functiile convexe conjugate sint luate din
A. Brondsted [24] si R.T. Rockefeller [153]; recomandam si cursul
Iui J. Moreau [130].

Pentru studiul funetiilor convexe mai recomandam pe J.
Kachurovski [90], M. Vainberg [175] §i R. Holmes [85].

§ 2. DERIVABILITATEA NORME! IN SPATII BANACH

fn orice spatiu Banach X, functia f(w)=||z]|| este o functie
convexd continud, deci are in orice punct x, un subgradient; ne
intereseazi s% gisim conditii necesare gi suficiente pentru ca acest
subgradient s# fie unic, deci pentru ca functia norms si fie diferen-
tiabild Gateaux.

ProrozITiA 2.1. Fie f(x) = ||@||; 2§ € X* este subgradient
in 2,50 pentru f dacd si numai dacd

(1) ekl =1 si  <ad, m>=1all.

Demonstratie. Fie a2} € X* subgradient al lui f in 330#’:0;
atunci are loc :

(2) il — l|wo}[><3§,w_mo >, Vo € X,

deci < o x—ax, > <||@—,||, ceea ce inseamnd Ted | 3| < 1.
Pe de altd parte ficind in (2) @ = 0, obtinem : <aj,zy> >i%ll,
de unde || z¥|] >1.

Astfel am gisit ||oF|| = 1 si <af, x,> =2, Invers, dacd
are loe (1), atunci : -

< TF, B—@y> = < af, 2> — || 7|l <l @] — |2 ]

q.e.d.
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DEFINITIA 2.1. Un spatiu Banach X se numeste neted dacd
pentru orice x € X\ {0}, existd o functionald unicd z* € X*, astfel
incit | | B |

el =1 i < ¥, o> =|laj.

. Tinind cont de teorema 1.3, §1 §i propozitia precedents, am
obtinut deci : o
TEOREMA 2.1. Fie X un spafiu Banach ; pentru ca norma sd fie
diferentiabild Gateaux pe X, este necesar i suficient ca spatiul sd
Jie neted. o
Vom da urmitoarea formi geometricd a acestui rezultat :

TEOREMA 2.2. Fie X un spagiu Banach ; pentru ca norma sd fie
diferentiabild Gateaux tn 1,70, este necesar §t suficient ca prin xy sd
treacd un hiperplan de sprijin unic la sfera S\, = {x /| 2| < || Zoll} 5
ecuatia acestui hiperplan este |

-Df(%’w)—' [y || =0 _
 Demonstragie. Dacd af este un subgradient in r,50 pentru
flz)=||x!|, atunci pentru z € Sz Tezultd din (1);

(3) <&y, > < <.CU:‘, Ly >y
ceea ce inseamnd cid <<a* x> = <y, xy> defineste un hiperplan
de sprijin in x, la sfera 8, . |

Invers, daci «f € X* defineste un hiperplan astfel incit
25l =1 §i (3) si aibd loc, rezulti cd pentru orice =>0, existd
x., astfel incit |

i

<ad, o, >>1—c, 5 ||a) =1
ficind in (3) » = || w,|| «, , obtinem :
| 12} <aiy 2, > < <af, To >y
de unde [|&,(|(1—c) < < a¥, 2,> Ve 0. D
_ Prin urmare ||a,|| < <a¥, 2,> si deci | @l] = < af, ay >.
Atunci, dupd propozitia precedents @y este subgradient in x, pentru
functia norma.

Acum teorema rezulti deoarece unicitatea, subgradientului
implicd diferentiabilitatea normei §1 reciproc; evident x¥* = Df(x,.)

q.e.d.
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- Vom trece la studiul spatiilor in eare norma este diferentia-
bils Fréchet sauuniform diferentiabild Fréchet ; se spune ca fla)=|| #|j
este uniform diferentiabild Fréchet dacs Ve>0, 33(z)>0 astfel
incit pentru ||k|| <8 si orice x cu ||#|| <1, sd avem : |

(4) - | [a+hil — 2| —Df(a,h)| < &[]

Are loc : :
ProOPOZITIA 2.2. Functia f(z)=||x|| este uniform diferentiabild
Fréchet dacd si numai dacd este diferentiabild Fréchet iar derivata
Fréchet este uniform continud pe sfera unitate. o |

Demonstragie. Fie f= lf| uniform diferentiabila Fréchet ;
atunei, pentru ||x—y || < desi [l@{], lly]l <1 obtinem :

| Df(,)—Df(y, )|l = sup — | Df(w,3h)—Df(y, 3h)| <

nli<t

< sup l‘Df(w,Sh)+llwll—liw+ |||+ sup 111 ly +3hil =yl —

<1 8 Clmlst

—os i+ syl

< supl (2e}| 3R || 4 2e8) <4=

Ll i1

Invers, dacd f are diferentiala Fréchet uniform continud pe
sfera unitate, din teorema lui Lagrange [109] gasim : :

1wth|i— || 2] =Dfte+6h,k)  0<B<1.
gi astfel : T L
| @R || — || 2]} —Df(a, by |= | Df(w+ Ok, h)—Df(x, b) || <

<||D o0h, —— |—Df [ 2, — | Il - likil <=jlR]] ~
<l f(w+ ”h“) f(w uhn.,_) 1. Rl <zllB]]

dacd ||| <3 (din uniform continuitate).
| o q.e.d.
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DEFINITIA 2.1. Un spafiu Banach X se numeste uniform neted
dacd Ye>0,33>0, asifel incit peniru - |

@) lizlf=1 st [[2]] <3 sd avem ||z+h|| +[|o—h]| <2-+e¢| ]

Un spajiu Banach X se numeste uniform neted in punctul z, dacd
Ve >0, 38(x) >0, astfel incit pentru || k|| <3(x) sd avem ||z-+h|| +

+lle—h|| <2+ ]|b]. |
Un spajiu Banach X se numeste local uniform neled dacd este

uniform neted in orice punct x € X.
Intr-un spatiu Banach X se introduc :

x() = > sup (ot bl +lle — <h[—2) =30

1 . .
ex(7y @) = ”81]11)1 {(le + <hi|+lle — <h]] —2) ==0.
2= .

px(7) se numegte modulul de netezime al spatiului iar o.(<, z),
modulul de netezime in punectul z.

Observiim cd pentru © > 0 ¢,(t)>0, deoarece

iz —<hil—|loll |l o+ h]—| 7|
") T

ProroziTia 2.3. Un spafiv Banach este uniform neted (res-
pectiv local uniform neted) dacd gi numai dacd

lim 2 _ o (resp, lim £x(%22) _ g
0 T T=0 T

Demonstragie. Fie X uniform neted; atunci Ve >0, existsd 3(c)
inecit pentru 0 <t<3(¢) i ||2|| =]k} =1, s& avem :

l& + <hil +||@ —~ <h|| <2 + ex,

decl ex(7) < ¢ pentru t<3(z).

T
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Fie acum lim ex(7) si €>0, existd 8(¢) astfel incit px(7)<
T-»0 T
< et pentru 0<~<3. Prin urmare, pentru ||| =1 i Hh <3,

avem :
jz + kil +le — k|| —2<e|lyll,

deci X este uniform neted. Analog se trateazi si cazul local uniform

neted.
q.e.d.

TEOREMA 2.3. a) Intr-un spafiu Banach X norma este diferen-
tiabild Fréchet dacd si numai dacd X este local uniform neted ;

b) Invr-un spatm Banach X norma este uniform dzfermtm-
bild Fréchet dacd si numai dacd X este umform neted.

Demonstmtw a) Si presupunem cid norma este d1feren1;1a-

bild Fréchet si fie v € X cu ||@|| = 1; atunci avem pentru orice
heX st =2 0:
6 el el g gy o et skl =il
—T T
deci pentru ||h!| =1 §i 7<3 (¢, #) (corespunzitor lui ¢, la diferen-
{iabilitatea Fréchet)
l# 4+ <h|| + e — <h|| —2<(llo + k|| — ||l — Df(2,h)) +
+ (|l — =h|l —|lz|| — Df(®, — th)<2 &=

deci spatiul este uniform neted in .

Invers, fie X local uniform neted gi fie z cu || x[| =1,
pentrn = >0, existd 3 (e, x), astfel incit

|}m+rhl|—i—|lx—1h]1<2—|—s‘r,VllhlI:l 0< <3,

Pentru f(x) = || x| existd derivatele directionale Iz, b)Y §1 f_(x, h)
§i are loc, |
—r T

—c, 890
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51 deci :

Fy (o ) — (o, 1y < LB R ENID = ohll =2 e

T T

Prin urmare ', («, h) = f_ («, h) = Df (=, h).
in plus din (6) rezultd, ficind ~ = 1 :

1 + 2| — |l@]] — Df{@, h)< |l 4 k] +|lo — k|| — 2<c]|h]]

pentru orice |[h|| <3 (s,;ab), deci f este diferentiabild Fréchet.

b) Se procedeaza analog, observindu-se peste tot cd - 3 nu

depmde decit de = §1 nu §i de punetul z.
. o q.e.d.

COROLAR. Orice spajiu Banach local uniform neted este neted.

Referine. Rezultatele prezentate aici pot fi giisite, parfial in
G. Kothe [102]. Studiul proprietatilor spatiilor Banach, legate de
proprietitile de diferentiabilitate ale normei a fost initiat de Ma-
zur {1147, V.L. Smulian [166] si continuat de G. Koéthe, I. Linden-
strauss [104], M. Day [60]—[64], D.F. Cudia [565] [66], G. Godini
[75]. Modulele de netezime introduse s-au dovedit a fiutile in: stu-
dierea spatiilor uniform convexe, ele fiind, cum vom vedea, dualele
modulelor de convexitate pe X*.

§ 3. APLICATII DE DUALITATE -

Fie T o aplicatie de la un spafiu ‘Banach X in dualul sdu X*
satisfdcind urméitoarele doud condn;u ‘ v ‘

I) <Tz,x>= || Ta:ll lel VxeX.
IT) Existd o funcfie creseitoare ¢ : B >R, astfel incit
¢ ([lz]]l —0)< || Tzl <o(lix]l + 0)

unde 8-a pus @(0—0) = 0.
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Fie functia :

z o (w)dw

0

primitiva functiei. ¢ introdusé mai sus; ¢ este o funcfie convexa

(lema 1.2), pozitivd, crescitoare gi continud. o
Avem urmitoarea teoremé a lui E. Asplund [3]:

- TEOREMA 3.1. O aplicatie T :X—>X* verificd conditiile I) si

I1) relativ la o funchie ¢ dacd st numas dacd pentru orice x,€ X, Tx,

este subgradient al funclies ()| z]]) n punctul x,, adicd:

(2) Wil@ll) — i 2oll)> < Tagy @ — >, Vo € X
Demonsiratie. S& presupunem o T verifica (2) si fie we X,
astfel incit || x|l =%l 3 atunei :

<Txy x> < <Twyy, 2>
§i deci
| Tagll |11l €< T gy Lo >
Tnegalitatea inversa are loc intotdeauna si deei 7' verifica (I).
Q3 ludm acum in (2) & = ty i 2, = gy cu lyil=1,cut,ty € B3
avem :

b(t) — blto) = <T (to9); tey > =t — 1o} || T (o)l

de unde rezultd, dacd t>f, (resp. 1<lto):
| I T(tey) Il <@ (t, +0) (resp || Tt )1l = @ty — 0))
adicd 7T verificd §i (II).

Sii presupunem acum cd T verificd (I} si (IT) si fie «, v € X
cu || z|] >l %!l ; avem, atilizind (II) §i lema 1.1:

| ol <l aull +0) = ¢ (llaylhy LD = Hi2e
. el — Yzl
§1 prin urmare :
W1l — & (D> [ Tall (el =112l <Tao) @ — o>

(unde in ultima inegalitate &-a utilizat (I)). -
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Analog se aratd ci aceastd inegalitate are loc i pentru || x| <
<|| @]l
q.e.d.
Aceastd teoremi, ne permite, printre altele, si dim urmétorul
rezultat al lui Beurling — Livingston :
TROREMA 3.2. Fie ¢ : B.—~R. ofunclie crescdioare cu comentm
¢(0—0) = 0 gi lim o(t) = +oo s Y un subspatiu reflexiv al lui

t—>-1 o0

X. Fie Y1 anulatorul lui Y tn X*,2, € X §i 25 € X* dati ; atunci existd
o aplicatie T : X —X * satisfdcind (I) st (II), astfel tneit

T(Y +2) N (T +2%) = 0.
Demonstratie. Fie functia convexa

fl@) = d(llw + zll) — <z, 2>

restrinsd la Y §i fie M >0 astfel incit

. ("‘””2‘“20“)>2<nz:|| +1) pentru || o> M ;

atunei, pentru orice x € Y cu ||z|| >M, avem:

f(@) = bl + 2l) =izl 2] >
TEN R :
> (o]l —llzll) — 2] el = S p(u)du — ||25| || 2]l =
Ilwlltilmoll
> (LISl ) Bl gy 2>
2 (el + 1) 42! 2”3"“ — 2] ] ==

=1l@il — (llze |l + 1)lI20]l.
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Astfel lim f(z) =+0°°3 atunci f, care este slab inferior semicontinud,

Hall—>+co

igi atinge minimul intr-un punct y, € Y. Intr-adevir, fie x,€Y;
existd C >0 astfel incit f(y) >f(a,) pentru ||y || >C; daci punem K=
— {yeY/llyl|<C}, K este 0 multime slab compactd in Y si deci

f isi atinge minimul pe K intr-un punct ¥, € K ; atunei:

T(¥e) < f(o) < f(y) Vye Y.

Vom arita in continuare ca functia f, definitd fie intreg X, are in

y, un subgradient in v :

Fie K, —=Epi (f — f (¥o)={(z, Dt >f(x) — f(y)} 51 Ky = Y®{0};
cum K, N K, = &, existd un hiperplan H astfel incit H DO
Yo{0} si HNK=J3 atunei putem alege ecuatia acestui hiper-
plan : #* =} +x=0, cu 2o € X* sia€ R, astfel incit a==0si 2* >0 pe K,.

Pentru orice y € Y, aveni:

< b,y > = x(y®0) = 0, deci xt e YL

"
ot A hd ot o m A W
Rimine si ardtdm ci ys = — — € Of (yo) ; intr-adevar, dacé
o

e >0, atunei (z*, f(®) — f(¥o) + ¢) € K, VreX si decl
< @y, 2> 4 a(f(2) — f(yo)) + ae>0.

in particular, pentru & = Yo, rezulti «>0 si ficind =—0,
obtinem :

X xt
f(w')—f(y)><—;°, w>=<-—;‘-’, & — Y>>

Fie T':X->X* aplicatia care face s& corespundd la orice
z € X, 5=y, un subgradient 2* allui f in acest punct iar T'(¥) = ¥5 ;
avem :

f(y) _'f(a})> <T"(m),y - ac>,Vy EXa

de unde:

Oy + %> ¥ (e + 2l + <T' (@) + 2y — x>
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Dacd punem: Tax = T’ (v — z,) + =¥, rezultid :
Sy —dlel)> <T(2),y —e>,VyeX

§i prin urnciare () este subgradient in x pentru functia (|| z!]),
V 2z € X. Dupd teorema 3.1, rezultd e T : X —X* definit ca mai sus
verificd conditiile (I) §i (IT) si in plus : T'(y, + 2,) — 2¥ e VL,

q.e.d.

- DEFINITIA 3.1. Se numeste functie pondere o funciie ¢ : R+ — R+,
continud, strict crescdtoare, astfel incit : (0) = 0 si lim ¢(t) = --oco.

\ L _ —+ 0
- Un exemplu simplu de functie pondere este o(l) =17, p>1.
DrrINITIA 3.2. S¢ numeste aplicapie de dualitate pe X cu pon-

dere ¢, o aplicatie §: X—2 X* asifel tnoit :
1o = {o* € X*/<a*, o> ={o*|| || 2], || 2*]] = o(|l2]])}.

Aplicatia de dualitate cu ponderea ¢(t) =t se va numi apli-
catie de dualitate normalizatd.
In acest caz :

2* €jr & <a¥, x> = ||o||2 =¥

Observatia 3.1. O primi constatare este faptul c# pentru orice
r € X, T2 este definit, adici mulfimea  x + Q.

Intr-adevir, dacd L este subspatiul I-dimensional generat de
xy € X, fixat, putem defini functionala liniari + pe I, astfel :

(o) = (| Tl )| %ell s 7(x) = _7\7(530) pentru @ = Az, ;

Avem : || ~||= o(||x}]); dup® teorema lui Hahn-Banach, putem
extinde funcfionala v la o functionald 2f € X*, cu aceeasi normi.
O astfel de extensie nu e in general unicd si g x, este evident mul-
timea acestor extensii. o

Observagia 3.2. Vom numi sectiune a unei aplicatii de dualitate
o aplicatie univocd | |

T : X—>X*, astfel incit f[m €tz Ve X.
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.. Orice astfel de secfiune este o aplicatie verificind conditiile
(I) §1 (IT); atunci teorema 3.1 ne spune ¢i mulfimea }.« coincide
cu muli;,lmeaj oY (1)), adicd cu mulfimea subgradlen'gﬂor in
ai functiei convexe ¢ (||z[|), cu ¢ dat de (1). Astfel, ori de cite
ori aceasta multlme se reduce la un smgur punct ceea ce revine
la faptul ci atit ¢ cit §i funectia normid pe X sé fie diferentiabile,
7 este univocd (coincide cu toate sectiunile sale).

In plus, teorema 3.1 a lui Asplund ne permite s “caleuldim
practic in acest caz aplicatia de dualitate. Vom ilustra aceasta cu
un exemplu simplu. urmind ca altele s& fie date ulterior.

Fie X un spatiu Hilbert ; stim c& in acest caz norma este dife-
rentiabila Gateux.

Fie o(f) =1 si ¢ (i) = ; avem:

Lo|°;3

i 1 d -
<} $oyw>:§&<wo A4y Ty -+ 10 >im0 =

1d - |
= 3 1%ll* + 2 <ay 2> + Bllall*) -0 = <&y, & >.

ol

Prin urmare retinem ci in spatii Hilbert aplicatia de duahtate
normahzata este operatorul identic.

Observatia 3.3. Fie «f € x,; avem urmitoarea interpretare
geometmca, daca notdm prin

H = {x/<m0: 3&‘,}> = Q@ (HmoH)HwOH}y

aceasta este un hiperplan de sprijin pentru sfera S ﬁ:.%._.[;] ; intr-
adevir, dacd x € S, atunci avem

2% '< Izl et 1]l _

UESTENN a(laol )Nl 2of] ||won

Inainte de a trece la alte proprietﬁ‘gi ale aplicai;iilor de dualitate,
dim : SRR
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DEFINITIA 3.3. Vom spune cd aplicatia A : X—>2%* este mono-
tond, dacd :

<@* —y*, * —y>>0, Vo,ye X §i a* e Ax, y* e Ay.

Aplicatia A este strict monotond dacd pentru x + Y, tnegalitatea
de mai sus este strictd.

PROPOZITIA 3.1. Fie § o aplicatie de dualitate cu pondere ¢ ;
atunci aw loc :

a) Pentru orice x € X, § x este o mulfime nevidd, convexd gi
inchisd tn X-topologia pe X $1

Yo =0y (|l=]])

b) % este o aplicatie monotond

c) 7 este o aplicatie impard, adicd J(—=2) = —Fo,VeeX

Q) 3= 222N o voex giaso,
e(llell) ~ *

tn particular, orice sectiune a unei aplicalii de dualitate normalizatd
este omogend.

e) Aplicatia de dualitate normalizatd este liniard dacd si numai
dacd spatiul X este Hilbert.

f) Dacd x* €z, atunci @ € Pra*, unde G* este aplicatia de
dualitate pe X* cu ponderea ¢=1.

g8) Dacd % si 9, sint doud aplicatii de dualitate cu ponderile
@ $ @, respectiv, atunci exisid o functie u, cu valori reale nenegative,
astfel inclt .

Joe=u(llz])} .

Demonstratie. a) Conform observatiei 3.1, T =& & iar conform
observatfiei 3.2, Jn = 8{(x), prin urmare, orice x* €% 2, verificd

Wiyl — dllzl)z <a*y —o> VyeX
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de unde convexitatea si inchiderea lui o rezultd ugor.
b) Fie z,ycX si 2*€Ja, y*€Jy; avem:
¥ —y*, r—y > = <x¥, x> <y*, Yy > — <z¥, y>—<y¥, 0> >
zo(llei)ilell + ¢ (lylDHyl — ozl llyll — (gD izll =
== (@(liz]]) — e(llgiD) (ol —1lyll)=0

(datoritd faptului cd ¢ este strict crescatoare).

¢) Fie x* €z ; s& ardtdm cd — o* € Y(— a).

Avem :
<—a*, —x> = <a*, x> =|z*|| || 2]| = || —a*|| || —]]
81
|| —&*|| = ||#*{] = ¢([l2]]) = (|| —=]]).
d) Fie a* €jx; sd ardtdim cd Mw* € YA x), A>0.
o(/|2|])
Avem
<€P(H7\yli) N >=<P(||7\$H) Al £ — 1¢(Illwll) %
o(ilal) T ey M=y &
gl

pUIAZI) ey — UAZID) ey — (1 a2,
iz T ey = el

Analog se aratd si incluziunea inversd. Tinind cont de ¢) rezulta
§i afirmatia relativ la sectiuni.
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e) Fie } liniard, o*e€Ja, y* € Jy; atunci a* + ¢* €l (x +
+y)§io* —y* e (x —y)si avem
e +yll? = <a* +y*, o +y>=|2]|®+ <a*, y> +
+ <y*, 2> 4 |ly]|®

e —yll? = <o* —y*, » —y>=||z|]* -

— <a*, y>— <y*, x>yl
Sumind, ob{inem relatia :
e +yll2+lle —yllz=2 (el +]ly]?

care caracterizeazi spatiile cu produs scalar.

Daca spatiul X este Hilbert, am observat deja § = I care
evident este liniara.

f) Dacd a* € § , atunci :

<o* o> =|lz*|[|2]l= ¢ (lz])[lx]] = [l&*]| ¢=1(|[a*]])

deci x €] *z*. .
g) E suficient sa ludim p (1) = o,(f)/o(t)
q.e.d. .

PRrROPOZITIA 3.2. Fie G aplicatio de dualitate normalizatd si
fie t—x(t) o functie cu valori in X avind derivatd in topologia slabd
x'(t) si pentru care 1—||x(t)|| este derivabild; atunci avem

(3) L 2(2) | -(%(llw(t)ll) = <a*, (t)>, ¥ @< all).

Demonstratie. Cum <x*, 2 (8) > < || 2(s)l] ||lz*|| =] 2(s)]]
Ha@)|| si <a*, #(t) > = || 2(8)||?, avem :

(4) <a*, 2(s) — a(t)> < [la@) (1@ ()] — | 20)]]).
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Fie s >t; impiartind inegalitatea (4) prin s—t i ficind s—1,
obtinem :

<ot o (1) >< | 2(0)]] % (1))

Analog, pentru s<f, se obtine megahtatea inversa.
__ . q e d.
ProrozITIA 3.3. Fie x, y € X ; avem ||m|| e + Ayll, ¥V A>0,

dacd 3¢ numai dacd existd x* € x astfel nelt < a*, y >20, unde °}
este aplwatm de dualitate normalizatd pe X.

Demonstratie. S presupunem ci existd o* € § o cu <m*,y > >0, '
putem presupune x == 0, proprietatea fiind trivials pentlu WS 0
Atuncei |

|2 = <a*, > < <w*, o>+ A <a¥, y>= <a*, m+ N>

<[l@*|| [lo + Myll, ¥ A>0,

Cum x| =|jo*|], rezulta |[»||<|l® + ?\yli-
Fle lnvels || @] < |lx+ Ay[],VJ\>O si fle @ € “}(w—l—?\y)
iar gy = @/|jax 1 ; atunci lysll =1 si

llwll_sllm+lyll=<w;'j,w+:\y> — <y B N> =

el |
= <yl o> + A<yl y> <2+ r<yl, y>.
De aici rezulté'céj:

lgn <y >zl s <yu y>>0

Multimea {y,}, are un punet hmlta y* € X*, in X topologia pe X*;
pentru’ y* avem: |y*||<1, <y* z>>|2| §i <y* y>>0,
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Cum: [|z|| < <y*, @>< 2|l |y*] < o||, results
<y* w>—=|o|| §i deci [Jy*|| = 1.

Punind o* = y*.||2||, atuneci o* €T a §i <z*, y> > 0.
q.e.d.

PrOPOZITIA 3.4. Fie § o aplicatie de dualitate cu ponderea ¢ $i un
$ir X, >y 81 X, €} x,y VY, €N ; atunci existd un subgir {x,} C {x}} cu
Tyr €F 2y 81 a) €F 2y, astfel inelt < al,, x> < @, 2, > §i
< Lpry B> < gy >, VX € Xy = subspatiul liniar generat de x,

Loy ..y S @,

Demonstratie. Orice z* € X* restrictionat la X, determini
un element din Xj ; astfel {«¥ x }, formeazi un gir mirginit in X;,
unde, X, fiind separabil, topologia sferei unitate este compacti
i metrizabild in X, — topologia pe XJ.

Atunci existd 2§ € X, si un subgir {o¥|x }. C {x¥*[x},, astfel incit

< L By > —> < af, ®>, Yo e X,.
ﬂr"

Cum

% € .
< Lyry Xt > — Xy, Ly > = <w;",, wnr>-—~<w,",‘,, w0>—'r—<xf,,-w0 =
—_ <.’1}* o >
0 0 ?

cind n’'—>oo, obtinem <af,, z.,>— < 2y, 1y >.
n'

Prin teorema Hahn-Banach, xy se poate extinde la un element
din X*, pe care il vom nota la fel. Atunci

2 il < lim |25 [} = Hm (|| aw ) = @(]lz[l)

deci || a¥ ]| <o(llay]l) §i in plus:

< 9;1'3" Ly > = liI’n < Bpry Bpr > = lil’n (|| @nr [|) ]| war || = (|| 2] ) ]| @]
eeea ce inseamnd cd || x5 il = (|| 2ll), deci 25 € F 2.

q.e.d.
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DEFINITIA 3.4. Vom spune c¢d o aplicatie A : X —>2X" este superior
semicontinud intr-un punct x, € X, dacd pentru orice vecindtale V
a lui Ax,, existd o vecindtate U a lui x, , astfel incit A(U)C V.

Observiim ci dacd aplicatia A este univoed, atunci definitia
de mai sus nu inseamnd altceva decit faptul ci A este continui
in punctul z,. -

PropozZITIA 3.5. Aplicatia de dualitale | cu ponderea o este
superior semicontinud de la X cu topologia normei in 2% ou X-topo-
logia pe X*. |

Demonstratie. Si presupunem prin absurd cé aceastd proprie-
tate nu ar avea loc; existd atunci x, € X, o vecindtate (in X-topo-
logia pe X*) V a lui j z,, doud giruri x, - @, §i &% €9 x, pentru
care ¥« V, YneN. Fie F, inchiderile in X-topologia pe X* a
multimilor {z*, o%. ,,..}; avem F,50 i F,DF,...; existd

[+ 8}

atunci 2§ €\ F,.Cum af € F, 8i F, N V = @, rezultd ¢d s« V; in
n=1

plus, pentru orice # € N, existdh «y € {x;}ienr cu n' 2> n, astfel incit :

1
| < 935‘:5 Lo > — <$,fy, Xg > <
n
Atunei :

| <y, g>— (|l 2o D]l | <

K| <o, wy> — <a¥, By >| F | <@y B> — <Tpry Ty >

<L a1 @ — @l = = 4 @ ([[@ary11) 10 — @ur]] 37 O.
" n

Prin urmare < af, 2> = o( |1 Zoll) 12011
Dar: @, e F, C {a*/|| 2% || < sup g |1} =

= {a*| [[a*]] Sig}:@([l%ll)} Vanel.
Prin urmare || o¥|] sigp o (i ll) §i deei [[af || < ().

Aceasta inseamn$ cii x*, € § #,, ceea ce este contradictie.

q.e.d.
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- PROPOZITIA 3.6. Dacd aplicagia de: dualitale nu. esle univocd
nrelX, atunci nu emsta nici o sectiune a sa continud in X- topologm
pe X*, .‘ - - - .

P Demonstmtw Sa, presupunem ca ar eXIStaJ 0 Sectmne ‘}_ con-
tinusg, de la X cu topologia normeiin X*, cu X-topologia sifie a* ¢ } 2

cu x* =+ } x. Cum 9 este monotonii, avem pentru orice y € Xgi { > 0 :
<‘}m—|—ty)—w*m—l—ta:-—-w>>0 &dlca" |

<J(e+ty) —a*y>>0 -
Cind {—0, rezultd < }m — ,y>>0 V ye X Prm urm&re'*

Js = @*, ceea ce este o contradlctle -
S qed

Referinte. Conceptul de aphcame de dualitate a fost introdus
de Beurling-Livingston [12] si studiat apoi de citre F. Browder
[27], [30], [39], F. Browder-de Figueiredo [40]. Caracterizarea apli-
catiel de . dualitate ca Subdﬁerent;lala de functie convexd apartine
lui E. Asplund [3].

Teorema 3.2 este o generalizare a tnui rezultat al lui Beurling-
Livingston [12], ea a fost demonstratd si de ¥. Browder [28] iar
sub forma generald datd aici, apare in [3]. Aceastd teorema va fi
completatd cu o teoremi de unicitate in capitolul urmitor. *

Proprietdti ale aplieatiei de dualitate se gésesc in lucrarea,
lui Figueiredo [74]. Propozitia 3.3 este luatd din [96], propozitia
3.4 din [148], propozitia 3.5 din [39] iar propozitia 3.6 din [77]
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CARACTERIZAREA UNOR CLASE DE SPATII BANACH PRIN
APLICATIILE DE DUALITATE

§ 1. SPATI BANACH STRICT CONVEXE

In continuare vom nota prin — convergenta in topologia
normei si prin — ,convergenta slabd pe X.

DEFINITIA 1.1. Un spajiu Banach X se numegte strict convex
dacd : |

VayeX, oty lial = llyl =1=lrw+ 1 =Nyl <1,

Y ae(0,1).
- Areloec:

PropoziTIA 1.1. Urmdtoarele afirmatii inir-un spafiv Banach
X sint echivalente :
i) X este strict convex
ii) Frontiera sferei unitale nu confine nici un segment.
iiiy:Din |z —yl|l=|lo —zl| +|lz —yll rezultd cd exisid X e (0,1)
astfel tneit z = ax + (1 — A)y.

iv) Orice x* € X* %si atinge maximul pe sfera unitate in cel
mult un punct.

Demonstrafie. Evident 1)=>11).

ii)=i). Fiez, y,e X cu |[2|| =]|y|l =1 si 2, €(0,1) astiel incit
| Ag® (1 — %)y || =1; vom arita cé tot segmentul [z, ] este pe sfera.

. A .
Fie 2 <A <1l; cum 3:“ < 1, putem serie :

e A
A% + (L — Ay = :

A
0Tae 4 (L — A 1 —2
=M et )y]+( 7\)“”
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de unde :
2o Ao

1l = H%x‘*‘(l_)\o)yfl ‘<‘7” 24 (1 — Ay || +1_—i
sau

2o < 2w 4 (1 — ay

A A
deci

132 + (1 — Nyl >1, adied || e + (1 — W)y| —= 1.

Analog se trateazd si cazul 0< i< Ag-

)=iii) Fie », y,2e X cu |[o —y| = || — 2| + [z —=wl.
Putem presupune |z — z|| # 0 ||z — y|| #0si ||z — 2]l <]z — vil.
Avem :

“_1__"*.3_'2 1 z—y ||>||}_ r—2 +“;1_ z“i‘!._ﬁ__
H2 Jle—zll 2 {z—yl 2 || ¢ — z| 2 Jle — 2|t
_)ii. z Y 2y l_i e —yll _ 1 __
'2 o —z|| ZIIZ—yH‘ 2 lle—2| 2
eyl el 1 eyl — eyl o el _
le — 2z ||z — y|| 2 fe — 2| =
ez Fllz—wil—lz =yl Hlla—e) _
2 |z — 2|
Prin urmare :
|1 rx—z 1 22—y "
E__' +———-—- :1
12 e —z] 2 Hzﬂyll!
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xr — 2 |

ceea ce implicd : =— , adicd
e —zll Nz —yll
1 1 1 1
-4 )z_—_——_-x-{——w———b——y
(llm—yH 2 —yll |2 — 2] iz —yll ’
1
de unde punind A == i |2 — 2]l 1 , rezultd iii).
e —zll iz —yli
T 1
iii)=i). Fie 2,y eX cu llall =Ygl = || 5 (@ + 9l =13
atunci avem: |jo + y| = ||| <+ ||ly] si ili) pentru z=0 im-

plici existenta wunui 2 e (0,1) astfel ineit: Az + (1 — Ny =03
de aici rezultd evident r=y.
i)=iv). Fie X strict convex i z* € X* pentru care ar exista.
By 5= Xy ]| @y || = || 2g1}, astfel incit <a*, xy>=<o*, ,>= I} a* || .
Fie A €(0,1); cum :

<a*, am 4 (1= N2> = Ma%, o3> + (1 — N)<a*, z,>=[ %,

rezultd : || awy + (1 — M@,)] =1 §i deei || Az, + (1 — Nz,|| = 1,
ceea ce nu se poate.

iv)=>ii). Si presupunem ci existd un segment [z;, ,] pe sfera.
unitate ; fie x* € X*, astfel incit |

x x 2, + @ .
<or, it o MBAERN g gy =1,
2 2
aceasta inseamnd cd : < a*, 2, >+ < ¥, x,> =2 gi cum :
<ax* x> <1 §i <a¥, z,> <1, rezultd : <a*, 2, >=<a¥ 2,>=

= ||z*|| =1, ceea ce nu se poate.
qg.e.d.

4 -c, 580
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COROLAR. X este strict convex dacd $i numai dacd

ol =Nyl =1 si 1z +yll = el + )=z = .

PROPOZITIA 1.2. Dacd X* este neted, respectiv strict conver,
atunct X este strict conver, respectiv neted.

Demonstratie. Fie X* neted si s presupunem e X nu ar fi
striet convex ; atunci dupid propozitia 1.1 1v), ar exista a* e X*

§1 @y, @y € X, @y =5 @y, || 0y ]] = || 25]| = 1, astfel ineit : <x*, 1, > =
= <a*, x, > = |[@¥] ; dar eum u,, z, € X**, aceasta nu se poate.
FFie X* strict convex gi si presupunem ci X nu ar fi neted ;
inseamnd c# existd x € X gi 4%, y* € X*, p* L y*, astfel incit || a*|| =
=[y*|l =1 §i <a*,r>= <y*, > = ||2]| ; atunci functionala
2 € X** contrazice iv) pentru X*.
PRroOPOZI

TIA 1.3. Spatiul X este strict conver dacd gi numai dacd
Junctia h(x) = || x||2 este strict convexd.

emonstratie. Vom arita pentru inceput ci functia % este
<convexda. Pentru 2, y € X §i Xe (0,1, avem : |

Dire + 1 —nylle<(rl2) + 1 — N[yl =
= 22|24 20 (1 — W][2]ly]l + 1 — 1) [y]2<
<2l 4 AL — D) (el + 1yl + (@ -2 [[y])* =
=A[@|[2 + (1 — Bly]l>

Fie acum X strict convex gi si presupunémf cd ar exista m—T/— Y
Cu: || 2 4 (L—=2o)y [[#=2g || 2 [} 24-(1— 1) || ¥ || 2 pentru un 2, € (0,1).
Atunci din (1), dacs capetele inegalititilor sint egale, rezulti :
2li@li lyll=II=]*+ |lyll*sideci {|z||=||y|| = I o + (1 — r)2||
ceea ce nu se poate.

Invers, dacd h este strict convexd si presupunem ci pentru
zFEylle|l = |lyl| =1, avem :

2@ + (1 — A)y|| = 1, atunci:
2@ + (1 — Nyll2 =1 = rl[@][> + (1 — 2)||y]|?, ceea ce nu se
poate. . . . -

q.e.d."
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Observatia 1.1. A reiegit din cele de mai sus ca :
(2) R + (1 — Ny) < M(@) + (1 — Wi(y) © [lwli= ]

si deci dacd pentru b existd o singura valoare » € (0,1) pentru care
(2) are loe, atunci h este strict convexa.

Un exemplu simplu de spatiu strict convex este cel al spafiilor
Hilbert, intr-adevir, se verificd ugor cd h este strict convexd, deoa-

rece daca

on (£ 50) = e + i), adies oy =2 (il HlyilY)

atunel rezultd ¢& ¥ = ¥.
Un alt exemplu important de spatiu strict convex este: ¢o(I)..
DerFINITIA 1.2. Fie I' o multime; notam prin ¢y (I') spagiul
Banach al functiilor f pe T, astfel inctt mulfimea (YIIf(y) | > <) este

finitd pentru orice >0, cu ROrma f = sup [f(y) |-
i vel

' TrorEMA LI. Pe spatiul ci(T) existd o mormd echivalentd.
strict convexq. : | o

Demonstratie. Vom incerca s definim o aplicatie a lui ¢, (1)
in 12(T) cu proprietéti convenabile.

Fie fe (D) i fie By(f) = (v/Ifn) | =11f11}; Ba(f) F @ i daci.
f == 0 atunci are un numir finit de puncte ; intr-adevar, luind un
so< 11l (el L)1 =111} © {v] Ift)] 2o} care este finita.

Fie fi = xpay, Js unde y,. ,, este functia caracteristicd a mul-
timii TNE, ; evident f, € ¢(T). Fie By(f) = {y/ i) =1ifill} By(f)
are un numir finit de puncte i E, (f) N Ex(f) = &5 vom defini
functia f, = Xp\muz, *J- Continudm constructia prin induetie si
obtinem astfel un gir de multimi disjuncte, finite {H; (f)}teN.

Dacd notam prin B(f) =\ E; (f), atunci f este nula pe I'™\E(f).
i=1
Intr-adevir, dacd pentru un y, € I' avem f(y,) 5 0, multimea.
(¢} 1f(y) | > f(vo) 1} este finitd sifiecare punot al el va intra intr-o.
multime de forma E,(f), deci §1 vo- o |
Punem acum elementele lui E(f) Intr-un g, {v;};en, astfel
incit dacd v; € E, §i v, € Haray atunel j < k3 prin urmare au loe:

Flsal < 1fp), €.
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Definim aplicatia :

(Tf) () =0 v e E(f)
Atunci Tf € I¥(I'), deoarece

3 @ = ¥ (Irm = 5L <jifize.

vel Yy EE() i=1 2%

A rezultat in plus gi faptul cd: || Tf|lar) < |fll ¢,y pentru orice

fecy(L). Evident: || T(af)|leax = a||l Tf)|isr) -

Sa aratim cid : H T (f -+ g H O K HTf’ ‘(I + H Tg” 13T Kie pentru
aceasta, {y;}je~ girul corespunzitor prin constructia de mai sus lui
f+g, deci astfel incit prin definitie

N \2)1/2
I T(f + ) lea) = {Z ((f(.rf)%— g(Y’)) } .

Datoritd inegalitdtii lui Minkovski, avem :

T (f + @) llerm < { [f(Y’ ]2}1/2 ,_}_{E [g_(g;_-)]z}”z

i

§1 totul va fi demonstrat dacd aritim ci fiecare termen al sumei
de mai sus este majorat de || Tf|ar, respectiv || Tg|lmr . S ard-
tadm de exemplu cd avem :

21 < 120

3



Aplicatii de dualitate in analiza functionald neliniara 53

S& presupunem ci {AJ ey este sirul din T asociat lui f,

deci astfel ineit:
| T |y = [z (11‘-25—))]’ -

k

Notim pentru simplitate prin a; = f(y;) §l b, = f(2,); vrem

84 ardtim ci
‘a’J' 2 bk 2
)< N
5(5) < 53

Daci m<n §i |a,|<la,{, avem:

@ , @
22m 22“
_ 27 (a2, - af + 271 63]<27 [0 + ad + 2T a)] =

2 2
— 9 m [22u—2m a2 1+ a_g] _ a, + A
n m o2m o2n ’

— g [g2om g2 4 g2] =

prin urmare dacid permutam pe @, si @,, membrul drept creste.
Atunci, dacsi sirul {a;};ey este descrescator, il lisdm neschimbat
in eaz contrar, putem permuta termenii sdi ineit s34 formeze un gir
{e,}.ey descrescidtor, pentru care, datoriti observatiei de mai sus:

2 () < 56)

Dar valorile lui a; diferite de 0, se afld printre termenii girului b,
(daterits observatiei cd f este nuld pe I'™\E( f) si atunci evident ¢, <b, ;
dacd ¢,<¢,, atunci ¢, 5~ b, §i deci ¢, <bg; dacdh ¢ =¢; i ¢ < by,
atunci ¢, = ¢; < b, tar daci ¢ = by, atunci ¢, = b,, deci oricum
¢, € h,. Rationind inductiv in acest mod, gisim ¢,< b,, Yn, deci:

(3 <s(3)

n
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33 definim acum o normé echivalents pe ¢o (') prin |11 w27l fill ey -+

iy

+ || Tfllary despre care vom arfita ci este strict convexy <

Intr-adevar, fie |If|lo=ligilo si |If + gllo= IIfllo + ligllo;
atunci : S

1+ gllam = [1flleqry + Hgllegr,

1 2'(f + 92 H_l*(r‘) : 1 Tf“#ﬂrj).:l? | Tg [l 2a)-

Din  cunoscuta conditie pentru egalitate in inegalitatea lut
Minkovski, rezultéd cd dacd {y,}; e este sirul asociat lni f 4 g, avem::
H(v))#=49(y;),j € N. Dar s-a vizut mai sus ¢ dac {Y;} nu este un gir
obfinut prin permutarea sirului {3} asociat lui f atunci

JOD V2 g i o ob ie analoagi labili
Z 5 <[ Zfllery $1 o observatie analoagid este valabild
3 . :

pentru g. Prin urmare : || f + 9 llea = || Tf”?d‘) + [l Tgllam

implicd faptul ci {y,};ex este sirul asociat atit lui f cit si lui ¢ si

f(Yy) = g(Yg)‘ ; : . ¥ e T T FUREE SH
Atunci evident: f = ¢g. - : A v SR Ay

; . q?_‘se-_'d..:.i,:jh
TEOREMA 1.2. Fie X un spatiuv Banach cu dualul strict convez ;
atunci pentru orice pondere o, aplicatia de dualilate corespunzdtoare
este univocd gi continud considerind pe X topologia normes st X-topo-
logia pe X*. | |
- Demonstrafie. Prima afirmatie rezults din’ faptul ‘cd’ inacest
caz X este neted, deci § « are exact un singur elément; ‘Continuitatea
aplicatiei de dualitate este o consecints a propozitiej 3.5 ¢cap, I
deoarece 'in cazul nostru, Jfiind univoc#, superiop:- semicontinui-
tatea coincide cu continuitatea.

[
Yoy

" :ll s f R E "-.- l: . q-e.d.
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ProPOZITIA 1.4. Fie X un spatiu Banach cu X* sirict convex,
T o aplicatie de dualitate cu pondere ¢ st K C X inchisd gi converd ;
atinci = | - |

H%H“'"—""’ian el © < Jxpy® > < <Jagyz >, Veek.

pemonsta"a§ie. Fie < Jzy, %6 >< <] @, >V« e K;
atunei || @l [172,] < 1@l 1[T2,], adica ||zl <|/@||V €K, dec
el = inf |[];.

S§ presupunem acum cé ||z, || = inf ([@1l ; atunei pentru orice
ek

we K avem : || @+ t(z — @]l >l 2l

Atunci dacd ¢ este functia introdusd in capitolul precedent,
rezultd : U(||z, + ¢ (& — @,||) > (|| 2,]]) iar din faptul ca § o este
subgradient al functiei ¢(||z]|), avem:

Sl zal) = Il + £ (7= 1) 1) > < T (2 + Uz — o)), a5, — @) >
Atunei:, <§ (2 + Hx — %))y T — m_>*-<-'07‘ Vie [Oal]

si ficind pe t—0, obtinem : <§ @y, @y > < < T &y &>, VoeK.
| " q.e.d.

Dim acum urmitoarea caracterizare a spatiilor strict convexe
cu ajutorul aplicatiilor de dualitate.

TEOREMA 1.3. Fie X un spafiu Banach §i 7 o aplicajic de
dualitate cu pondere o pentru ca X s fie strict convex este nmecesar
st suficient ca 7 sd fie strict monotond. . .

Demonstratie. Necesitatea. Fie a*eTz 81 y*ely atunet,
dupd cum s-a vizut in demonstrarea propozitiei 3.1 capitolul I,
avem : - b

(3),, <a* —y* @ —y>> (e (@) — o Ulyi) tlzll — 11y
',‘,."'?5'3."::";5”55\’:’ﬁ‘res‘ipunem prin_a,bf‘surd; ci ar exista a* €z §iy* ey,
astfel inéit’ =~ ¢ 0 o S o o

(4) <x* —y*, o —y>=0cuzFy.
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Atunci din (3) rezultd ed | x| = ||y].

Din <z*, 2> =|[a*|| || 2] rezulti ci |z*| =< o* ﬁ% > gl atunci

propozitia 1.1 iv) aplicatd functionalei x* implicd faptul cd :

Y
yll

Analog gasim ¢d : << y ,x><]|y*|] || ||
si atuneci

<z* —y*, o —y>=|a*] |l2]| + lly*Il lly]l —

<ax*, > < |la*|], adicd <a*, y> <] 2*]] ly]l.

— <a*¥y>— <yt r>>
> [J@*]| Nl + lg*)l ly]] — ¥ 1yl = dly* |l f=f =0
ceea ce contrazice (4).

Suficienta. Fie x,ye X gi i, € (0, 1) atunei pentru m*‘e“} x
are loc:

v(llz +,y1) — d(llzl)> <a*t,y>
analog, dacd 2} e (x4 t,y), avem:
lzll) — bl + toyll) 2 <afy, — Ly >.

Prin urmare, avem :

Wlo +myll) — W]l =]

< < y>.
(-

(5) <a*y> <

Sd presupunem prin absurd cd X nu ar fi striet convex ; atunci

ar exista ay, 7, € X, cu @y F @, §i || @] = ||zl =1, astfel incit
| A2, 4 (1 — Nayll =1, ¥V 3 €(0,1); in particular am avea pentru

orice gir ¢, — 0,1, € (0, 1)

(6) @y + oy — Tp) || = 1.
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.. 84 seriem (b) pentru ¥ € Jx, §i zn € J(xy + 8, (2, — @) ; VOm
gasi .

G (|| @y + 1, (2, — @) 11) — G (| 2a]) <

< ¥, ¥y — &y > < t
n

*
< <y, & — Xy >

Dar din (6) si din strict monotenia lui np'rezulté, cd termenul din
mijloe din inegalitatea de mai sus este nul §i prin urmare avem :

(7) < a3, — @y > <0 si <k @ —x >2>0.
S& punem x, = &, -+ t, (¥, — ¥,); atunci

>, §i dupd lema 3.1, $3, capitolul I, existd un subgir {2}, C

C {zx },, Cu xnr € Ja, s y* € T x,, astfel incit :

<A, Xy — Ly > o <YK, 1 — By > 5

nt
din (7) rezultd atunci < y*,»;, — 2, > =0.

Schimbind in rationamentul de mai sus rolurile lui z; $1 x,
intre ele, se ob{ine existenta unui z* € }, astfel incit :

<Z*,$2-—w1 >:0-

Astfel vom avea : <y*—2*,x;,—&, > = 038i 2,5-1,, ceea ce con-
trazice ipoteza de strict monotonie a Iui 7.

q.e.d.

COROLAR. Fie X wun spajiu Banach. strict convexr cu dualul X*
strict convex; atunci orice aplicajie de dualitate pe X este injectivd.

Vom completa aeum teorema 3.2 capitolul I (Beurling —
Livingston) cu un rezultat de unicitate, anume :
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- TeEOREMA 1.4. Fie un spajiv Banach strict convexr .cu dualul
X* strict convex, | o aplicajie de dualitate pe X st Y un subspajiu

1
'refleww al lui X dar Y™ anulatoml sdu : atuncz pentru orice zy€X §i
2y € X*, multimea : .

Y +2) N (YT +2)
conjine un singur element. |

Demonstrafie. Sa presupunem ¢ ca ar ex1sta doua elemente yo $1

yo in Y, astfel mclt et S
) ,j-.“';i?l__.ﬁ

T +20) — B €Y 51 (yot2) — b € Yi

Atunci ; §(yo + 29) — T Yo+ 24) € Y-L, adied
<F (Yo +2)—F (W +2)y >=0 Vye-Y.
In particular, avem :
<T@ +2) — HYo +20) (Yo +20) — (Yo +2) >=0.

Dupa teorema precedentd  este strict monoton# si deci:

‘
I

Yo + 20 = Yo + 20, adicd y, = yo. o
q.e.d.

PrOPOZITIA 1.5. Tntr-un spafiu -Banach cu dualul strict convez,
pentru orice aplicajie de dualitaie | cu ponderea ¢, are loc:

Wil -+ yih = wllel) +§ <Y (o +w),y >
Demonstrajie. ‘Da;t__oritéij ‘teoremei ;lui Asplund, avem :

<jm y > = (;_115 tp(llm-{— t?!“)]t=0
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de unde :

d d
T vUle | = dllm g+l =

t=to =10

= < j Lo ‘I‘ toy) |
Cum dupa teorema 1.2 functla t-—>—< J(w—l—ty) Y > este contmua
rezulti : |

L 1 q o :
{ <o+ 1), y>dt = Zotileti) ar = dletylD—wll).
0 U Ce Lo
q.e.d.
Referinte.‘ Spatiile strict convexe au fost introduse de LA.
Clarkson [45]; el a ardtat cd orice spatiu Banach separabil are
0 normd echivalentd strict convexa.
Spatiile netede au fost introduse de Krein [103] a,eeste clase de

Spatli an fo8t" Sﬁudﬁate de V. Klee [99], M. Day {63], G . Ko6the [102]

Peorema 1.1 ‘este a'lui M. Day [63] iar caracterizarea spatiilor
striet convexe cu aphca,pla, de dualitate apartine 1111 V.W. Petryshyn
[148] ’

§2* SPATII BANACH ‘UNIFORM CONVEXE SI"LOCAL UNIFORM
o CONVEXE

DEFINITIA 2.1. Un spajiu Banach X se numeste uniform convex
dacd pentru orice € >0, existd 3(e) >0, asifel incitdacd| x|l =||y|l =
$1 liuv—J||> g, atunci |l e+y|i <2(1—39(¢)).

Un spajiu Banach X se numeste local uniform convex dacd pentm
orice e>0 gt orice x cu l|z]| =1, existd 3(e,x)>0, asifel inectt dacd
=y |l ey atuned || z-tyl < 2(1 — 8(es)), Vy € X, cu ‘ly|l =1.

Un spagiv Banach se numeste slab uniform convex, dacd pentru
orice £ >0 §1 x* € X*, cu llw*ll—-l existd d(e, :v) >0, astfel tncit
daca || 2—y || >¢; atunei <a*,w+y><2(1— 3(e,2), 1@l =11yl =1.
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In orice spatiu Banach se introduc :
modulul de uniform convexitate :

Ax(s)z—;—'- it (2w y) 0<e<2.
mli lly
= VIQS

modulul de local uniform convexitate

1 .
Ay(g,2)=— inf (2— |la+yl]) 0<ec<2.
2 .

modulul de slab uniform convexitate :

A (g, %) = inf 2—<axf,xt+y>)0<e<

_2—. ul 1
1 vl >z
Rezultsd direct din definitie -
ProprozITIA 2.1. Un spajiu Banach X este uniform convex

(local uniform convex, resp. slab uniform convex) dacd $i numai dacd
Ay () >0 (Ag (g,2) >0 resp. A, (c; %) >0).

Observafia 2.1. Evident orice spatiu Banach uniform con-
vex este local uniform convex si in acelagi timp si slab uniform
convex in orice z* € X*. A R. Lovaglia [108] a dat un exemplu de
spatiu local uniform convex care nu este izomorf cu nici un spatiu
uniform convex.

PROPOZITIA 2.2. a) Un spajin Banach este uniform comew dacd
$t numai dacd din

l@all =19all =1, » 2 1 si [|®, +y,[| 5> 2, rezultd [|a, — y,|| > 0.

b) Un spa;:m Banach este local uniform convex dacd 81 numai
dacd pentru orice

llzll = 1§t o, || =1,n21, cu | 2, +w|l;:2,l“ezulté 12, —2 il 0.
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Demonsirajie. Evident A,(g) >0 pentru orice =<2, implicd
proprietatea a). Si presupunem invers cd ar exista >0, astfel incit

: . 1 s ‘ '
~ pentru orice 8§ =-—existd ||x,|| =¥, |l =1, ||z, — ¥.ll >¢, dar
" |

1
1|wn+yn||<2(1—-~—)-
n

Atunci ||x, +y, || =2, dar ||z, —y,[| + 0, ceea ce nu se poate.
b) Se demonstreazd analog. |

q.e.d.
Observajia 2.2. Orice spatiu local uniform convex este strict:
convex. Intr-adevir, dacd || || = ||y || =1 §i #5~y, atunci || z—y|| >¢,

pentru un anumit ¢>0; existd prin urmare 93(e,z) astfel inecit
[l 2y || <2(1—3))<2, deci || a+y/2|| <1. S

Un exemplu de spatiu uniform convex il constituie spatiul
Hilbert. Intr-adevir, avem : | |

@y +yull? + 12y — ¥ [12=2 [l2, |12 + 219,11

si dacd ||@,+y, || 25illa,ll =y, || =1, evident ||2,—y,[| 5> 0.

Observajia 2.3. Notiunea de uniform convexitate are urmétoa-
rea interpretare geometricd: dacd mijlocul unei coarde variabile in
sfera unitate tinde cidtre frontiera sferei, atunci lungimea coardei
tinde la zero. La local uniform convexitate se cere ca unul din cape-
tele coardei sa ramina fix.

TEOREMA 2.1. Fie X un spativ Banach local uwiform convex;
atunci pentru orice gir din X ocu:

1)z, §i|la, |||, rezultd x, 2.

Demonstrajie. Fie {x,}, un gir cu proprietatea (1}; putem pre-

supune !lz|l >0 si fie atunci ¥, = ﬁ$iy: —’—IEH— Avem :
.mﬂ x
Hyall =1l 9l =1 s8i y,~-~y iar y, + ¥~ 2y. Atunei:

9 — 2|l y|| Llim'|ly, -yl éﬁ;n?'llyn +yll < llyll +1im|ly,}| =2
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:$1 dBCI hm Hyn—}-yH ._*2 Rezulta atunci.din lecal- uniform:-eonvexi-
Ty . ‘ - :

tatea llll X ca hm Ny, — yli —0 si dem\——i— -%h—fi_—w'“De
| Al fall -

aici, cum [|z,|] 7> [[ar:]], rezulta faptul cd @, .
q.e.d.
PROPOZITIA 2.3. Un spafiu Bandch reflexiv si local uniform

convew este slab uniform convex.
Demonstrafie. Observim cid mulfimea :

B={(zy)/]l =|| =yl =1,le—y||>e}C{afilz]| =L} a{y/llyl| = 1}
-este inchisd in topologia slabé pe X ; intr-adevir, dacad z,, ¥, € B si
L &y Yo oY, eXistd subsirurile H bl sty Iyl
deci ||a:|] = ||y]| =1 si in plus dupa teorema de mai sus rezultd :
Ly 2 1 Y ¥y dec || @y =lim [z, — ¥y || > e

Atunci aceastd mulfime este compacta in topologia slabd s1
pentrw Va* € X. ||o*|| =1 funetia (x,y)-><<x*, x+y> i5i atinge

minimul pe B; existd deci |[z,| =]yl =1, || ®e—ysll =<, astfel
ineit : Ay (g, %) =2 — < 2%, 24 + Yo > = 2 — llzg + yoll 2 Ax(e, @)
q.e.d.

- TEOREMA 2.2. Orice spatiu Banach uniform convex este reflexiv.

Demonstrajie. Facem mai intii urmatoarea observatie :
-dacd {®,}«cr este un gir generalizat din X care converge in X*—topo-
logia pe X** citre o** € X** 5i ||x,|| =[] X**||, atunci a:** e X si
x,—> «in topologia normei. Intr-adevir, putem presupune || a** | 75 0

] o X a**
§1 notam prin: y, = —*—, y = ————-
lall 77 lla*
Vom avea : ' |
2 =2l y**|| <lim [[y, + Y|l é@l |Ye + ¥l <2
o, 3 &, '
Existd deci lim ||y, 4y || =2 si de aici se verificd ugor folosind
«,B

uniform eonvemta,tea spatiului ci II% ~¥al| 730, deci « —a:B-—:—O

Acum reflexivitatea lui X rezulté astfel : fie x** € X**, cu || 2** || =
dupé teorema lui H. Goldstine [70], existd {x,},C X, || x|l <1, as‘rfel
inecit @, = o** in X* — topologia pe X. Avem :

1= ||a**| < lim ||| < Tm (o]l <1
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deci || a,|l=> || x|l si atunci dupd cele de mai sus rezultd z**e X';
astfel X** = X.

PROPOZITIA 2.4. Fie intr-un spa;m Banach @mzform conver
x,y st z,€ X, ne N, asifel incit: ewisid hm Nx—=z,||, hm Ilzﬂ——y[l

$lllm | — 2z, |]—{—11mHz —yl|l =|le—yl| ,atufncz hmz —z, unde

z——lm+(1-~)\)y, <A<l

Demonstrajie. Cum||z, || < ]‘w—-znll+Hm|[,rezulté,cét{||z 1 dnen

este marginit; spatiul X f11nd reflexiv, existd un subgir 2, —~2€ X.

Avem: [|@ —z|| < lim [[# — 2z, 81 ly =21l <lm ]y —z,]| §i

prin urmare:

o=yl =1im ||o — 2 || +lm |4 —yll > llo—zll +]ly—21 >
> llo—yll.
Deci a rezultat e : lim ||z, — y|l =|lz—yll si [[e—ell +ily—2ll=

=||lz—yl||. Spatiul flmd strict convex, conform plopozmel 1.1,
rezultd : z=2Ax-+(1—A)y.

De aici avem : A==|]2—y!|/jje—y) = lim ]| 2,— ¥ ||[jje-y deci este

unic determinat. Prin urmare orice subsir al girului {2,},C X, contine
un subsgir convergent la o limitd fixd; aceasta inseamnd ca exista.
lim z, §1 demonstratia este completa.

n

q.e.d.
DEFINITIA 2.2. O funciie convexd f X >R se numeet# local uni-
Jorm strict convexd in x € X, daca

(2) int {f Hzf(m+y)+f )}>0pemm Ve>0.

e ~v||>¢

Ea se numegte uniform strict convexd dacd :

(3) ' 1115 { () 2f(m-;—y) +f(y)}>0 pentru .V e:‘>0,.
® -y ;B
el = IR
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ProroziTIA 2.5. Un spafiu Banach X este (local) uniform con-
vexr dacd gi numai dacd funcfia h(x)= —— || x||%este (local) uniform
| ,. 2
strict convexd.
Demonstrajie. Si presupunem cd (2) are loc; atunci se verificd
ugor ed spatiul X este local uniform convex.

Fie acum X local uniform convex si fie ¢ >0 si z,y € X, cu

| —yl|| 2 e @ fixat; fiew = xf||z], v = y/||y|. Pentru u sic, ==

[ 2]]
existd 8=98(gy,u) >0 astfel inecit :

o)l =1 si [u—z| > e s implicel——“ Ly H>s.

2

Vom distinge 3 cazuri:

) | el —llyll I>?
Inosnwu~nm1$§a
III) 0< [|y|| — [||| s%-

Cazul I. Avem :

1
Sllaiir — |2 > el = e+ D3
2 | 2
1 o 1 — 25 &
+ iyl 1 (el — llyll)? = T
§1 deci inferiorul in (2) este strict pozitiv.
Cazul II. Fie a= el > 1; atunci 2+ y = |{y|| (n+v+(a—1)u).

Hyll
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Atunci
Blag) = = o= || 25+ S
=Hyuﬂftf3—(k“;” *‘w;¥T]=
e[ () ()

(= 5] -
= lall iyl ”)znmwﬁ——kgﬁﬁ:

2\ 1/2 _ 241/2 .
~Qeoarece (1_-1_0( ) f-}-m 1 > o §i (]‘+oc ) S 121.
2 2

Putem evalua pe ||u—v]|, astfel :

gy gl =2l
e 1yl

oy ll 2

> 2 [le—yll +(la) =y = —¢p.
|| ”w“

CAtunci: 1 — |

in plus, din || x—y!| = ¢, rezultd ci cel putin una din relatiile

vl >~—, ) >E ,are loc. Daca ||y || >_2_.,IHSB&II]H&CEI:E(.’L',J))-

£23

e
4

s dacd ||yl < -;— atuneci || 2| —;—gi deci ||y]|| = || ]| -5

'3 — ¢, 890
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. e \?
Prin urmare E (z, y)>(|lw|l ——2—) 5 >0.

Cazul 111 se trateazi analog.
Analog se demonstreazd si afirmatfia privitoare la uniform
convexitate.
q.e.d.

Vom stabili acum legiitura care existd intre notiunile de uni-
form convexitate intr-un spatiu Banach si diferitele conditii de dife-
rentiabilitate satisficute de norma din X. Pentru aceasta vom sta-
bili relatiile dintre modulele de convexitate introduse si cele de
netezime.

ProprozirA 2.6. Au loc relatiile :

(4) 0 xx (1) = sup [—_—Ts — AX(s)]
0<e2 9
(3) Pxx*(T,x) = sup [Ls — Ay (s, m*)]-
o<e2| 2

Demonstratie. Vom demonstra doar (4) deoarece (5) se demon-
streaza analog. | -

Aritdm intii ¢i: Pxx (1) = —— — Agle), Ve <2

2
, Fie |lol] =llyll =1, lle—yll== § 25, Yo € X* astfel incit
N |l = Hwell =1, <x, & +y>=Ho+yll, <Y, x—¥y >
=llz—yl|]. Avem :
29}{*(’?):” S l(llw*+7y*ll+|lw*—'r@/*llﬂ2)> |
¥l = :y* = ot

> 1|2ty |4 | o — e || =22 <ap 4 TYoy® >+ <ap— Yo,y >—2=
<t Y S Fr<yo,d—Y>—2=
— o-ty|| +rlle—y|l —2= ety +7e—2

adica : |
2—|le+yl Z7e—2Px+ (7).
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Rezulta ca :
: TE

Ai(a)?;————- Cx«(1).

Reciproe, fie #*, y* € X* cu [jo*|| =||y*|| =1 si n>0. Atunci exista
Loy Yo € X, [ 2]l = #oll =1, astfel incit :

{'iw*+7y*|l$<-”3*a xy >4 T<y¥, Lo >4

§1
| a* — g || < <@*, Yo >—T<Y¥, Yy >4

in plus | <y*,2y—1yo > | <2. Prin urmare :

|| @* 4wy ||+ o —cy* || — 2< <a¥, Zg+Yo >+ 7 <Y¥, To—Yo> —
— 2420 | By FYoll —2+ 71 <Y*, To—Yo>{420<
< 7| <y*, 2p—Yo >1—24x (|<Y*, Zo—Yo>1)+21<

.
< 2 sup [—; — Ax(e)] + 27.

0<eg?

Deoarece v este un numdr pozitiv arbitrar, rezulta :
Pxs (7)< sup [7re/2—A(e)]

O<eg2

q.e.d.

. TEOREMA 2.3. a) Un spativ Banach X este uniform convex dacd
si numai dacd X* este uniform neted ; .
b) Un spatiu Banach X este slab uniform convex dacd gi numar
dacd X* este local uniform neted. |
Demonstratie. Vom demonstra doar a) deoarece pentru b) se

procedeazd analog. |
S3 presupunem X uniform convex, adicd Ay(ec)> 0, pentru

0< <2 si cd ar exista un gir de numere pozitive {r,jnex, astiel incit
lim =, = 0 §i P%(7,)/t,>a>0.

i
Dupé (4) existéd un gir de numere pozitive {entner, 0 < g, <2,

— Ay(e,) > o Ty -

[
Tpn

astfel incit
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De aiei, rezultd: 0 < A, (g,) < T (—825‘_ — ) si prin urmare:

e, > co = 2a> 0.
Fie {zy}ie~ un subsir convergent al lui {c,}.e~ ; atunci :

Ay (g9) < lim AX(sni)glim[Tni(—Egi —'m)] = 0

\

ceea ce contrazice ipoteza.

y . ek (x)
Fie acum X uniform neted, deei lim

= 0 §i 84 presupu--

-

O T
nem ci pentru un g,, 0 < g5 < 2, avem Ay (g4) = 0. Atunel :

< 2 T 2

p% £ Ay (e g
x(ﬂ; 0 x(o):_o

ceea ce nu se poate.
q.e.d..

COROLAR. Un spaliu Banach X este uniform neted dacd gt numai
dacd X* este uniform convex.
Se poate ariita ci avem o, (7, @) = sup [35'— — A% (s, im)]i
0<eg2 2 ’
unde ¢ este injectia canonicd a lui X in X** §i atunci rezultd la fel
€a mai sus:
TEOREMA 2.4. Un spafiu Banach X este local uniform neted dacd
i numai dacd X* este slab uniform convex in i(z), Vo € X,

Folosind acum rezultatele din capitolul I, §2 referitoare la
diferentiabilitatea normei, obtinem urmitorul rezultat al lui V.L..
Smulian : |

TEOREMA 2.5. In spatiul Banach X (respectiv X*) norma este
uniform diferenfiabild Fréchet dacd i numai dacd X* (resp. X) este
uniform convex,
precum gi rezultatul Jui D.F. Cudia [56]):

TEOREMA 2.6. In spatiul Banach X (resp. X*) norma este dife-
rentiabild Fréchet dacd si numai dacd X* (resp. X) este slab uniform
convex in ¥V x € X (resp. slab uniform convex).

Folosind acum propozitia 2.3, ob{inem :
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COROLAR. Dacd X este un spatiu Banach reflexiv local uniform
convex, atunci norma in X* este diferentiabild Fréchet.
Vom aminti acum urmétorul rezultat al lui M. I. Kadec [93]:

Orice spaliu Banach separabil este izomorf cu un spaliu Banach
local uniform convex. |

Acest rezultat a fost generalizat recent de céitre S.L. Troianski
la spatiile Banach cu bazd neconditionatd §i apoi la o clasd de spafii
Banach incluzind spatiile Banach reflexive. Pentru inceput ne ocu-
pam de spatiul ¢,(T') introdus in paragraful precedent.

Fie f € ¢y(T'); atunci dacsi notdm prin X, functia caracteristicd
a multimii {y}, ye T,

Observim ci dacd f; §i f, € 6o(T") sint astfel incit suporturile lor sint
disjuncte, atunci

i + el = Sup | [ +tfly) i = Sup max (A1 8 10D
= max (||fiil, [} ifa1l)

gi deci functia o(t) = ||f; +1f,|| este o functie crescitoarede|t|, t € K.
Fie 6 = {y;}iex C I'; vom pune

R (f) = Z f(v)%,, unde I, = ' — {y}icic

vyel'y

FE () =2 51 ()] ST = 3 1) T
B (f) = § 2R (D1 B = N2 FL ().

Introducem o noud normd pe ¢o(I);

1fl, = sup [R° (f) + F°L(N)].
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Evident
171 < f 1l < 117 (§ 242 Y, w] — 6111

k= 0 ik 0

Obsgervam c¢a avem :

(6) f — ST HNZ NS5 () = SR (HIIY m =k = 0.

Alegerea mulfimii ¢ se numegte normald pentru fuhci;ia f € cy(I'), daci
din relatia

IF (V)] = 21f(v) 1, rezultdh Y € {Yigicr-1 -

LEMA 2.1. Pentru orice o C I, existd o* normald pentru f si
astfel incit :

R (f) +F°(f) < B™*(f) + I (f).

Demonstratie. Fie ¢ = {Y;}iey C TI'§i &k primulindice pentru care
exigta v € I', astfel incit

(7) FOI>21f () $iYe Vihgicr-1
Dacd Y = v, , atunci punem :

Gy, — {Yla Yza R Yk—l? Yna Yk+11 ---;Yn—-ly Tk: Yn+17 }
Evident :
IR (A -+ FZ(f) =1 B (Nl + F () (e <k, 1< m).

Dacd k <<+ < n, avem :
IR (NI B (f) — FO) L L HTF OISR (N4 1 ()5

unde am utilizat proprietatea, de monotonie a functiei ¢ introdusd
mal sus. |
Rezultd acum utilizind (7) :

B (NI +FZ (N <UBHNI+FE(f) k<t <m
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Astfel :
Ee (f) + F° (f) < B (f) + £ (fu)-

Dacd ye o, vom pune o, = {805 Yoy ooy Yiesy Vs Yiias e - S5
se verificd §i in acest caz ugor ca are loc inegalitatea din lema.

Considerind acum pe o,, fie k; primul indice pentru care are

loc (7) (cu k, in loc de k); se construiegte analog o multime o, §1
continuind in acest mod, gdsim mulfimea o*.

| q.e.d.

LeEMA 2.2. Fie {f oo Cco(T) st feey(l'), peniru care :

(8) lifl faly) =fly) Vyel
Atunei a) Im (|\f, —fll— IR (f —NHIl=0 k=0
b) lign IR (NHUZ B () |k = 0.

Demonstratie. a) Putem presupune f=0. Din (8) rezultd ci
pentru orice k>1 avem : lim 8% (f,) =0, de unde a) rezultd tinind
cont de inegalitatea :

R (f) 1] — NFlI<ISE ().

S4 demonstrdm acum b); fie f si k fixati si fie m >k, astfel
incit pentru = >0, arbitrar, sd avem

Ry, (DI - B (D

ceea ce se poate datoritd faptului ¢d R, (f) > 0.
Fie acum un indice n, astfel incit pentru n >n, & avem

1182 (f, —f)\lé—;-HRk(f)H- p<m
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ceea ce se poate datoritd lui (8). Atuneci din (6) rezulti
HRBE (f) | 2 185 (£) = 82 (fu) Il =
= I8 (N + 8 (s —H =8 -8 =Nl =
2|85 () — Se () + Bo (N 1| = ISL (fo — ) — BL(f) —
— 85 (fu — UNZ NS (F) — SE(f) + B (DIl —
— 18 (fu =D =8 (fu — NI = BL (NI 2
= |85 () — 85 () + B (NIF — <ll BE(NII

= IR () I —<I BNl = (1 — )|| RANI 0> n,

ceea ce incheie demonstrafia.
q.e.d.

TEOREMA 2.7. Dacd pentru girul {f,}rex C ¢y(I'), avem

imf, (y) =fly) yerl
li?Iln | falle =11 Fll1

atunct lim ||f, — fli, = 0.
fip 00

Demonstratie. Si presupunem prin absurd ca ||f, — fil; >=
pentru » suficient de mare.

Fie 6, = {v}ier sirul asociat lui f (vezi teorema 1.1); atunci
[F(Y ) IS 81 f(Y) = 0 dacd Ye op. Fie p astfel ineit :

(9)

I8 () 1l < <—*é—4c-

i m astfel incit 2 f(¥,) | <<|f(Y,)
Atunci pentru orice ¢ normal pentru f, avemn

(10) HR%(J") < B2 (N)]] <6—Io
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Dupid definitia Iui |||}, §1 lema 2.1, existd o normal pentru f,
astfel inecit :

o
2m +6

(11) Nl — (B2 () + F° (f)) <

Dupi (9) si lema 2.2, existd ny= ny(c), astiel incit dacd n >n,, atunci

(12) Hfally =11 fily <

g
(13) () —F () < 5o,
(14) e e A M
IR > BRI — 5, =01, oym — 1.
Din ultima inegalitate obtinem
z SRS, 27 EEDI =

Din inegalitittile : || 1| <[ flly < 611 F11 51 1| fu —flly>

rezulta : | fo —f1! >_§_.
Din (14) rezultd atunci || B, (fu — ) >~§-
iar din (10): |
(15) S 2H Ry (f)l > 27" RS ()] >
o z

—m [H Ra (fﬂ___f i-——” Rm (f)“:|> oM +3 T 2m+6,.
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Aplicind succesiv (14), (15) si (10) obtinem :

g g [

. m—~1 _k o _ _ s .
(16) B (f)> %, 2 I BE(NII + s D+ 5

9m+3

Adunind (11) si (12) obtinem

€

Halls = LB () + (N1 < 5

de unde rezultd, din definitia normei || - |,

g

[B(f.) — B° (N + [F° (f) — F°(H] < ot "

2

Din (13) si din aceastd inegalitate rezulta

£
o +4

e (f.) < R°(f) +

care evident contrazice pe (16).
q.e.d.

TEOREMA 2.8. Pe spatiul Banach ¢y(I') existd o normd eschiva-
lentd pentru care el e local uniform convex.

Demonstratie. Pentru f € ¢, (I') avem f = Y, f(Y)4,; fie
6 = {Y;}iex C I'; vom pune YET

I(f) = supl/.w 274 12 (¥,).

ccl'¥ ;=

Se poate observa ugor (a se vedea demonstratia teoremei 1.1) c&
supremul este atins c¢ind o=o,= sirul asociat lui f si astfel functio-

nala I se serie: I(f) = Vi 2-Hf2(Y;), unde {Y;}iex = o

J
i=1
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‘ Evident I(f) este o functionald subaditivd si pozitiv omogena
§i avem :

ST < WS-

Introducem pe ¢o(I') 0 normé echivalents :

1 file = VI fIiE+ I2(f).
Fie f, {funex C 6o (D) 1 fallo =|Iflo =1 silim [[fy +Fllo =23

vom arita ¢d lim ||f, —fllo =0.
n

Observim cd avem urmitoarea egalitate :

2(|f113 -+ 1B — I +falls =
= (2 [I2{f) + I2(fy) — I + £} + 2 AFIEHILLID — 11+l

Cum expresiile din acolade sint pozitive, trecind la limit&, ob{inem :
(17) ﬂlin; (2 [12(f) + I2(f)1 — If + fu)} = 0.
Dar din egalitatea :
2[I2(f) + I2(f)] — I*(f +fu) =
= ([L(f) + I(f)P—D*(f + fa)} + () — L(f) I
rezulté : .
lim I(f,) = I(f).

Fie {Y;,}iev sirurile asociate funetiilor f, -+ f;
atuneci (17) se scrie :

lim {[12 SE‘_, 27 f2 ()1 + 2 (f) — 22_72

-y ow

-+ I® (fn) + I2(f) — 2 i 2—ifn (Yz‘n)f(Yin) } =0
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Cum expresiile din parantezele patrate sint pozitive, rezulta :
hm22“fn @) = L3(f) —1111"122“f2 =
nooi=1 ” =1

=1lim Y 277, (Yiu) f (Vi)

"o =1

Prin urmare avem :

(18) lim ¥ 27 [f2 (v)) — fA(1e)] =0

"o o4=1

lim ¥ 27 [(fa (vi) = (fan) P (i) = -

S% notam prin B, (f)={y/If(v)| > |f(v,){} ; vom ariita cd pentru orice ¢,
existd N, astfel incit dacd n >N 5, atunci v,, € B;(f). S4 presupunem
prin absurd ci aceasta nu ar avea loc; fie j astfel incit v;, & By 1),

pentru orice n suficient de mare;
Existd = >0 astfel incit
(19) fA) > F3Y) + & Y v € B ().

Fie v; € {y;n}icy pentran suficient de mare ; atuneciy; =v,,, r > J §i

E 27 ) — Plyawd] = Z 270 = Plrin) ] =

_ (@ =2 [ (y,) — F mH{ T 274 [fy,) — filvi)] +

= J-r].

+omT 2y — Plra)] + Y 2740 (1) f2(m)]}-

t=r+1
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Cum {v.}_; N ({Yin}i=} U {Yintizrs1) = O, atunci expresiile din pa-
ranteze sint pozitive §1 decl

(20) T 27 [ (v) — Fra) 1> —

im1 i+l

pentru » suficient de mare, ceea ce contrazice (18). Dacl v; & {y;,}ien
pentru » suficient de mare, atunci (20) rezultd direct din (19).
S& ardtam ci

1i;m () =fly), Vyel.

Intii sd ardtdm ci aceasta are loc pentru v € {y,}iex.
Existd n, astfel incit pentru n >n,, din v,, € B, (f), ¢ < ¢ i

<o 2

Y, 27 [fa () =5 () I* < ; ,

unde ¢ este numirul elementelor multimii B;(f). Rezulti de aici

{(Yinfizr = By (f) 5 deci |f, (v;) —f(v;) | <e.

Fie acum f(y)=0 si |f,( y)l>e >0 pentru » suficient de mare.
Fie v astfel incit f2(yv+1 <——8--- Atunci

(21) B <Y 2 ) s

d=1 2v+3

Fie n, astfel incit pentru » >0, 54 avem :

(22) %2 ) — ] <
Din (21) si (22) rezultd ci :
2 2_zfn (YG >I f) T 9v+2

g ]
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iar de aici rezultd, folosind faptul cd |f,(y)|>¢:

> ¥ 20 g f) > +

ceea ce contrazice faptul ci hm I(f,) = I(f).

Inseamni ci are loc convergeni;a hm f.(v) = f(v) pentru orice
v e I

S& ardtim ci avem gi l1m 1 fulls =1Ifl;- Intr-adevir din faptul ci :

L={lfulls = full* + I3(f)) = 1112 4 12 (f)

si cum I%(f,) — I%(f), vezultds |if, ||y~ [| 1]

‘Atunci teorema 2.7 implicd faptul ei lim || f,—f||,=0; normele
II<1l1 st |l. ]y fiind echivalente, rezultd lim |/f,—f||,=0 si prin
urmate | -|[, este norma local uniform convexi pe ¢,(I') ciutati.

g.e.d.

Sa trecem la studiul aplicatiilor de dualitate in spatiile uni-
forme convexe.

ProroziTIA 2.7. Fie X wun spagiu Banach local uniform convex
pentru care X* este strict convex.

Dacd 7 este o aplicatie de dualitate pe X $i {x,}nexy C X cu pro-
prietatea cd :

< Y&, — e, Ly — & >—>0
atuncl x, — .

o)
Demonstratie. Avem :

< %Y, — =, wn—m>:<jmn7$n>_<j‘xn:m>_jw:mn > -+

+ <t@ 2 >=(e(llz,|l)il 2]l — e(ll2 1) [l — |2 ¢(|| @, ]]) —
=l lle Ulzll) + (Tl o, — <T@, 2,>) + (|| Jw, |l ] «]]) —
— <1y 2>) = (e(l[2,]]) — o([[2 (]2, || — |[@]l) +

(G2l zll = <J@ 2,>)+ (Mol ilel] — <Ja, 2>).
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Fiecare parantezd fiind pozitivd gi suma lor tinzind la zero, rezulté
Lz, =]l s

<@, @, > J2ll lloll=<jz,2>.
Atunci :
<cjm: x, T &> = <c}mawn>+ <jmaa} - -—;2“"}3)” Hall.
Pe de alta parte : |

<z, + x> <z, Tl || §7] < (e |-l il
de unde
lim < 9 @, @, +o>=2] Jo|lf«] <lm || 2, + 2] I Jall <

lim i z, + el || Jzil <Hm (ol + e Jell =21 2]l [| T2

N

Prin urmare ||, —2[{z]l §i local uniform convexitatea
lui X, implicd : ||o, — | - 0.
q.e.d.

TEOREMA 2.9. Fie X un spatiu Banach ; o aplicagie de dualitate
este univocd si continud in topologiile normelor dacd st numai dacd
norma pe X este diferentiabild Fréchet.

Demonstratie. Fie norma pe X diferentiabild Fréchet ; atunci,
dupi teorema 2.6 rezultd cid X* este slab uniform convex pentru

orice iz, x € X.

L

2,1l

S& presupunem cé &, —> ¥ si fie u, =

w— — T atunci |[t]] =lull =1 §i u,->u iar

lell
<j—fwn—|—ju,u>=<°jun, w, > -+ <Tu,u>—

< Gy, Uy — US> 22— (U —
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Prin urmare :

lim <, + i, u>>2

$1 atunci slab uniform convexitatea lui X in w, 1mphca faptul céa.
ey — Fu || 0.

Invers, daca | este univocd rezulti cid norma pe X este dife-
rentiabila Ga,teux; dacd 7 este continuid, atunci diferentiala Gateaux
a normei este continud, deci norma este diferentiabilda Fréchet.

q.e.d.

TEOREMA 2.10. Fie X un spajiu Banach st 7 o aplicalie de
dualitate ; X* este uniform convexr dacd $i numai dacd 7 este univocd
§1 umform continud pe mulfimile mawgzmte din X, considerind pe
X st X* {opologiile normei.

Demonstm;w Daca X* este uniform convex, atunci dupa.
teorema 2.5, norma pe X este uniform dlferenplablla Fréchet gi
este conform teoremei (3.1 cap. I) lui Asplund, derivata Fréchet.
a functiei ¢ ((/lz|]). Atunci uniform convexitatea lui § pe multimile
marginite este o consecintd a ipotezelor ficute si propozitiei 2.2.
capitolul 1.

Invers, dacd 7 este univocd, rezultd cd norma pe X este dife-
renfiabild Gateaux iar 7j este derivata Gateaux a functiei ¢ ().

Agstfel, ipotezele implicd faptul c¢d norma este uniform dife-
rentiabild Fréchet gi din teorema 2.5. rezultd uniform convexitatea
Ini X*,

q.e.d.

Referinfe. Spatiile uniform convexe au fost introduse de A. Clark-
son [45] iar spatiile local uniform convexe de citre A. R. Lovaglia
[108]. R. Milman [113] a aridtat cd orice spatiu uniform convex
este reflexiv iar M. Day [60] a dat un exemplu de spatiu Banach
separabil reflexiv neizomorf cu nici un spatiu uniform convex. Studiul
acestor clase de spatii cu ajutorul modulelor de convexitate gi ne-
tezimea a fost initiat de I. Lindenstrauss [104] si continuat de
D. F. Cudia [55], [66], G. Godini [75]. Teorema 2.5 este a lui
V. Smulian [166] insd demonstratia e a lui I. Lindenstrauss [104].
Teorema 2.8 a lni S. L. Troianski poate fi g#sitd in [172].
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§ 3. SPATHI BANACH REFLEXIVE

Ne vom ocupa in acest paragraf cu studiul proprietiatilor geo-
metrice ale spatiilor Banach reflexive si cu consecintele acestora asupra.
aplicatiilor de dualitate, mentionind cé aceasta este clasa de spatii
cea mail semnificativd in studiul operatorilor neliniari.

ProrozITIA 3.1 Fie X un spafiu Banach reflexiv si K C X o
muljime Inchisd gi convexd; existd cel pufin un punct x, € K asifel
inctt |

| ,]| = min || o]
reEN

war dacd spajiul este si strict convex, atunci acest punct este unic.

Demonstrajie. Fie m = min x| si x, € X astfel incit ||z f| — m
. r=K n
existd un subsir {@w .-, astfel incit #,, —+ x, iar € K, aceasta fiind in-
n

chisd si convexd. In plus, din

|| < lim [z,]| = m, rezult |fa) = m.

n

Fie acum X reflexiv §i strict convex gl s& presupunem ecd ar exista.
Xy F Yoy oy Yo € K, astiel incit

ol = |ly,ll = m ;5 atunci, cum Azy-f-(1—2) yy€ K

pentru orice A€ [0, 1], rezultd : || Az, + (L—2) ¥,/ = m, ceea ce con-

trazice ipoteza de strict convexitate a lul 1
q.e.d.

PropozITIA 3.2. Fie X un spajiu Banach reflexiv; X este strict
convex (respectiv neted) dacd §i numai dacd X* este neted (respectiv

striet convex). o
Demonstrajie. Cum suficienta este datd de propozitia 1.2, avem.

de demonstrat numai necesitatea.

Daci X este reflexiv si a* € X*, existd, dupa teorema Hahn-
Banach, cel pufin un ze X = X**, cu |z =148 <a* s > =
— ||z*|; dacd X este gi striet convex, atunci acest punct este unie,
conform propozitiei 1.1. iv), deei X* este neted.

6 - ¢ 890
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Dacii X este reflexiv si neted, se verificd ugor c¢d pentru X*
are loc proprietatea iv) din propozitia 1.1 gi deci X este strict convex.

q.e.d.

Vom demonstra in continuare urmitorul rezultat important al
Tui I. Lindenstrauss [105].

TroREMA 3.1. Fie X un spatiu Banach reflexiv; existd atunci
un operator injectiv si mdrginit de la X in co(1) pentru o anumitd
-muljime I

Pentru demonstrarea acestei teoreme sint necesare o serie de
“leme.

LEMA 3.1. Fie X un spajiv Banach de dimensiune k; existd
VECLOTIE Uy Usy « - -y Upy €U |J;][=1, 10 F, asifel incit pentru orice
ANhicise, M€ R, sd avem

' 1 k R 1/2
) Iy % n>§(§; x) .
i=1

Demonstragie. Vom demonstra (1) prin inductie ; pentru E =1,
-afirmatia este evidenté ; s presupunem cd in orice spatiu k—1 di-
‘mensional existd vectorii u,, U, - . ., %, astfel incit s& avem :

5 k—1 S 1 k—1 2 12
@) IS, ""‘”*"/@'_1)2(?2 3

Aceasta implicd in particular cd y , %y, - . ., %,_, Sint liniar inde-
‘pendenti. Fie X, subspatiul %-1 dimensional generat de {u,, s,
ceeyUy_q) sifieu, cu |juy | =1 g1 dist (u, , Xo) = 1, atunci pentru orice

E—1 ‘
lour + %, Mw; |l = 1, ceea ce implic& :
i=1

E
IS A 2] .| pentru orice Ay, Ag, ..., A, Teall Prin

i=1

E 1,
“urmare, dacd | A, ] }%2— ( Y )\‘;) , atunci proprietatea (1) e ade-
i=1

-viratd gi pentru k.
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g L [ 1 k 112 fal =
4 presupu —— 2 I inseamna:
84 p punem deci ¢d |2, | < 27| ;aceasta ins n
k® \ &
= k=1
¢
PR |
T om ‘

) k—1
Avem : || E A Uy “;“Z Nl — [l =
d=1 i=1 .
1 k-1 12 1 [k 112
> M) —— A
~ (k1) (E ) k? (-“: )

§i deci totul revine la a arita ca

1 kE—1 )\o 1/2 > 2 o )\2 1/2
(h—1)2 (Z ) /k2(>3 ) ’

i=1

san ca

. y 1 I
ori aceasta are loc dacd, de exemplu < —1 ceea ce:
E—1 " 4(k—1)

este adevaratl pentru orice ¥ >1.
q.e.d.

LeEMA 3.2, Fie X un spajiu Banach fie X, un subspafiv finit
dimensional al lui X ; fie kg€ N i < >0; atunci existd un subspafiu
finit dimensional Z al lut X, ZD X, astfel incit penlru orice subspapiu
Yal wiXeu YD X, st dim Y|X, = k, sd existe un operator liniar
mdrginit T:Y - Z, cu ||T|| <1+ & 8t T = & pentru orice v X,.

Demonstratie. Fie P o proiectie liniard méirginitd a Iui X pe.
X, 880 U= {I—P)X; fie M>0, astfel incit

(3) M+ kopu—z, <1 -+ esi kg (26 + 3) I — Pl < Me
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81 {2 1ckem © mulfime finitd in X, astfel incit pentru orice ze€ X,
cu |lo| < M, si existe k astfel incit l]m x|l < M~ Fie &, sfera de
razd 1 in R"O, adicd

ko . .
:{)\ = (Ayy - Aiy)3 2 )\?gl} si {Nhgicr
i=1

o multime finitd a lui §;, cu propmetatea, cd pentru orice A€,
existd j astfel incit [|A— 7\3”<M
Fie Sy = {we U, [u]| <1} 5if: Sy X8y... X8y~ R"0 apli-

ky orl

catie definitd astfel:
ko . .
Fig gy oytie) = || Y, 54 + 1 <ESmM LIS
i=1

“Vom alege acum kyq, elemente {#}}, 1 <I<<q, 1<k, in 8y, astfel

incit pentru orice (%, sy, . coy Up, ) E SU X .. X Sy s34 existe un
astfel incit :

(4) fei gy «ooytig) — frg (U oy ul) | < ML KES M 1SISP-

‘Fie Z subspatiullui X generat de X, U{ui}, 1<<I<q, 1 i<k ; acesta
-.este subspatiul cautat.
fntr-adevir, fie YCX cu X,CY sidim Y/X, = k,.

Atuneci dupd lema 2.1, existd vectorii {u, }1<@gﬁo cUeu[lu I =1,
verificind :
ko ko 1/2
G DRy x%) , pentru orice {Aicisk,
t=1 f=1

st astfel incit Y si fie generat de XoU {v,hhcicr, -
Fie I astfel incit (4) s& aibd loc pentru acegti 4, ..., Uz, $1 84
.definim 7 :Y — Z astfel:

Koy ko
T(Z A u; +w)= Y, A ul + @, Vee X, i A reali.
i i=1
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84 verificdm cd [|[T|| <1 + ¢, adicd cd pentru orice

A= (g «ovy Aty )ES, 51 x€ X, avem :

ko o |
(6) ”El¢u5+w||<(1+a)”2l@“i‘{‘a’"”-
i=1 i1

Sa presupunem mai intii ed ||z || >M ; atunci

I3 2+ 2l < 8 [+ l2] <o+ ol

$i

ko ko _
1Y, A +allZl2ll—1 Y dul 2 o] — &

si deci dacd ||z + ky < (|lzl|—F)p) (1-+¢), rezultd (6).

Dar aceastd inegalitate rezultd pentru x| >M din (3), tinind
2l + ko
]| — ko |

Tie acum || || <<M ik si j astfel incit loe—a, <M1 [N—2[ <
< M~-1, Atunci avem :

este descrescatoare.

cont de faptul ca functia (x| —

ko ko ko ,
(1) IS nu+of=Y Nu +o,+ (2 —2)+ 3 (A — 2w <
i=1 i=1

=1
ko

fri (Why oo, uly) + lle — @ + e 12 — NI

i=1

< frg (W, uk) + (kg + 1) M1

g1 analog.

(8) | % A, u + | ?fk.f (Uyy « ey Uk, ) — (ko + 1) M~

i=1
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Utilizind inegalitatea (4), din (7) i (8) gdsim :

ko ' ko
(9 1Y, Mut + 2l <Y Mws + 2l 4 (2K +3) M

=1

In sfirgit, observiim ci are loc:
ko ko kg
1=V <Y, yull =kl (I — P)(E A+ m) | <
i=1 i=1 fe=1
.
SKII—PIY A+ 2
i=1

si acum constatim cé (6) are loc pentru [z < M, daca
(2% -+ 3) M <efks |1 — P

ceea ce are loc datoritd alegerii lui M prin (2).
q.e.d.

LEMA 3.3. Fie X un spajiu Banach reflexviv gi X, un spajiu
finit dimensional al sdu. Atunci existd un operator liniar T : X—>X
eu | T =1, al cdrui codomeniu este separabil ¢ Tz = x, Vre X,

Demonstrajie. Fie Z,D X,, » =1, 2, ... subspatiile date de
lema 3.2 pentru k, = n §i & = L si fie Z subspatiul inchis al lui
n

X generat de | ) Z,; fie Y un subspatiu finit dimensional al lui X,

n=1

YDOX, si dim Y/X, = n; existd un operator liniar Ty :Y —Z cu
Tyx = x, pentru orice z € Tysi [| Ty|| < 1+ »~1. Putem extinde pe
T, la o aplicatie (neliniard) 7y: X — Z, punind 7, ¢ = 0 pentru
ze X\Y. Obtinem astfel un gir generalizat {7 }amy<+~ in spafiul
aplicatijlor de la X in Z, considerat cu topologia convergentei punc-
tuale c¢ind pe Z este luatd topologia slabd (topologia operatoriald
slabd).

Cum X este reflexiv, ca o consecin{d a teoremei lui Tihonov,
rezultd ci existd un subsir generalizat {7y }amr/<« convergent in
topologia operatoriali slabd cdtre o aplicatie T :X — Z. Evident
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Te = », Ve X, iar din |[Ta| < lim [|Ty.2| < || rezultd || T =
Y’
= 1. Din faptul ci Ty, este liniar pe Y’, rezultd liniaritatea lui 7.
q.e.d.
LEMA 3 4, Fie X un spafiu Banach reflexiv, {zhcicn C X,
{fih<icn C X* 9@ e >0 fizati; atunci ewxistd un operator liniar mdr-
ginit T : X —> X cu | T = 1, astfel incit: To, =a,Vi<n &

NT*fi —=fi Il <e,V1i<jism

st pentru care TX este separabil.

Demonstragie. Fie pentru orice subspatiu finit dimension al Y,
care contine elementele x;, 1<i<n, operatorul T3 ; X — X dat de

lema precedents ; avem Ts = «, VxeY iar girul generallzat{ T3}% con-
tine un subsir generalizat {T;t }y, convergent citre operatorul identi-
tate pe X. Pe de altd parte si {T Yyr, converge cdtre operatorul iden-

titate pe X* in topologia operatomala slabd corespunzitoare ; atunei
existd un gir generalizat { T3, }#. convergent in topologia operatorialé
tare citreidentitatea pe X, format din combinatii convexe finite ale
sirului generalizat { 7% }77 (aceasta datoritd faptului ca avem relatiile :
w,= topologia operatoriald slabd <s,= topologia operatoriald tare
< topologia Mackey asociatd lut wo si prin urmare K fiind o multime
convexdi K~ =K ~%),

Atunci pentru £ >0 §i {fihgen dati, existi T,I’;’ = T* astfel
ineit || T*f, —f; || <&, 1<j<miar T areevident §i celelalte proprie-

tati cerute. q.e.d.

ProPoZITIA 3.3. Flie X un spafiv Banach reflexiv si Y, resp. Z,
subspatit sepa,mb?,le ale lui X, respectiv X*.

Atunci existd un subspatw separabil W al lui X, WY si o
proiectie liniard P a lui X pe W cu ||P}|=1 si P*fwf, VfeZ.

Demonstratie. Fie {f;}ien 0 submulfime densd o lui Z.
Dupa lema 3.4 putem construl 1nduct1v, un sir de subspatii separa-
bile ale lui X, { ¥"}, e~ $i un sir de operatoriliniari 7" : X —Y", T"xF =

= xf, ]<z<n, 0<k<n—1, n e N, unde {2*};ex este o submulmme

1
densd alui Y* iar Y0=Y, || T" || =syi || T"’*f —fi < 1<j<n.
Fle W spatiul liniar inchis generat de U ¥*; sirul {T jnen com-

tine un subsir convergent citre o limitd P : X —W care are proprie-
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tatile cerute. Intr-adevir, || P||=1 si P *f=f, Vfe Z iar pentru
w € W, avem Pw=w din modul in care au fost construiti operatorii 7.

q.e.d.

DEFINITIA 3.1. Se numeste cardinal de densitate al unui spatin
Banach cel mai mic numdr cardinal m pentru care existd o submuliime
densd a lui X, de cardinal m.

PROPOZITIA 3.4. Fie X un spapiv Banach reflexiv gi Y, resp. Z,
subspativ al lui X, resp. X*, avind un cardinal de densitate < m
Atunci existd un subspatiu W DY al lui X st o proiectie P a lui
X pe W astfel incit || P|| =1 gi P*f=f, VfeZ.

Demonstrafie. Vom demonstra propozitia prin inductie trans-
finitd ; afirmatia este adeviratd pentru 8, conform propozitiei prece-
dente. Si presupunem ci ea este adeviratd pentru toate numerele
cardinale << m,

Fie Q multimea bine ordonatd a tuturor numerelor ordinale
al edror cardinal este < m,

Existd atunei subspatiile {¥Y }ueco alelui Y, §i {Z_ }scq al lui
Z astfel incit pentru «<<B8, Y C¥4, 2, CZg Y=Y Y, Z = \JZ,

o L2 o €0
lar cardinalul de densitate al fiecdrui Y, 1 Z, este cel mult egal
cu cardinalul lui «, pentru o infinit. | |

Dupd ipoteza de inductie, putem construi inductiv pentru orice
« € 2, o proiectie P, de la X intr-unsubspatiu W,, W DY U W),

<
astfel incit P¥ =TI* pe Z_ si cardinalul de densitate al lui Wz sd fie
cel mult egal cu cardinalul lui «, pentru « infinit. Fie P limita in
topologia operatoriald slabd a unui subsgir generalizat allui {P }aca;

atunci P este o proiectie de la X pe W:—-'Uwa care are proprie-
a&Q

tatile cerute.
q.e.d.

LEMA 3.5. (Lorch). Fie X un spatiu Banach reflexiv, «y un numdr
cardinal gi Q mulfimea bine ordonatd a tuturor ordinalelor < ay; 84
presupunem cd pentru orice « € Q, existd o proiectie P,; X—~X cu
1 Pl <1 st P, Pg = Ppipnp Peniru orice « §i B; atunci mulfimea
{oa3|| Pyey & — P, x|] >c} este finitd pentru orice x € X gi ¢ > 0.
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 Demonstratie Si presupunem prin absurd cd existd = >0 gi
x, € X siun gir de ordinale {«;}:cn, astfel incit ;44 >a; 41§l

| Py, 1®o— Py, @yl| >c. Fie Py, =P, gi Py =P, ., =12, ...

-1
Evident P,P, =P, ; pentru orice ¢ i j. Fie P, limita unui subsir
al lui {P,}iexr in topologia operatorials slabd; Ps este o proiectie a
lui X pe Y=\ jP,X §i P,Po, = P, pentru orice ; dar lim [[P; » —
=1 j
—x|{ =0 pentru orice x € Y, deoarece are loc || P; x—w| =0 daca

reP, Xgij>1
Atunci

lim || P; #y— Pay|| = lim || P; Poxy— Py 23| =0

i j= 0
ceea ce contrazice presupunerea ci || Py xy— Py 1%, >¢,Vi.
q.e.d.

Demonstratia teoremei 3.1. Se va face prin inductie transfinitd.
Fie X separabil; X fiind reflexiv, X* este separabil i fie atunci
{x}}ne~ un gir dens in sfera unitate din X*,

Fie pentru orice z€ X §i orice n€ N :

(Tz) (n) = 71?’— < o, &>,

Atunci [(Tx) (n)] < — || si deci ¢>0 fiind dat, (Ta) (n)> ¢
n

doar pentru un numéir finit de ».
Prin urmare formula de mai sus definegte o aplicatie

T:X > ¢, = cyN);in plus | T < 1§i Tw = 0= <x,a> =0
Vrne Na<a*,r>=0 Yo* e X cu || #* || £1=22=0.

Fie m un numir cardinal gi si presupunem ci teorema are loc
pentru toate spatiile Banach cu cardinalul de densitate <<m. Fie
Q mnultimea bine ordonatd a tuturor numerelor ordinale al cidror
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cardinal este mai mic ca m. Putem construi inductiv, pentru orice
« €  un subspatiu Y, §i o proiectie P, a lui X pe ¥ « astfel incit

a) || Pl =1

b)PaPB:P(mina.B)’Vasﬁe_‘Q .. .

c) Pentru orice cardinal limit§ «, P, este limita in topologia
« peratoriald slabd a unui subsir generalizat {Pglg.a

d) X = Y Y,

*€Q

e) Cardinalul de densitate al lui ¥, este cel mult egal cu cardi-
nalul lui «, pentru « infinit.

Intr-adeviir si presupunem ci am construit pentru orice
B € Q, << subspatiile ¥, si proiectiile Py en proprietitile a), b),c) d)
51 e)
Vom deosebi doud cazuri: .

1) « nu este numir ordinal limits ; existd deci «—1. Fie atunei
Yo € X|/Y,_,; dupd propozitia 3.4. existd un subspatiu Y, al lui
X, Y,CY,4U{y,} §i o proiectie P, a lui X pe Y, astfel incit cardi-
nalul de densitate al lui ¥, s& fie cel mult egal cu cardinalul lui «,
in plus P; f=fpentru orice f e ;_,X. Rezultd cii avem: P* P_, =
=P,_1§i deci P,_, P, =P,_, = P, P, , ultima egalitate rezultind
din incluziunea Y, ,CY,. | S |

1I) Dacd o este un numdr ordinal limit#, vom lua P, drept
limita in topologia operatoriald slabs a unui subsir al girului genera-
lizat {Pg}acp iar ¥ = | J Y.

- oa<f3

Dupd ipoteza de inductie existd pentru orice « € Q, 0 multime
I', §i un operator liniar, injectiv T,: Y,—>e¢(T,) ecu | T, ||<1.
Fie I'=( I', (reuniune disjunctivi) si si definim operatorul

e

T:X — ¢,(T) astfel,
(Tx) (T) = (T, Pyx) (v) dacd ye Ty
(T2) (v) = [BT 1y (P, ,&— P, z)] (v) dacd y e | R

Fie [(Tx)(y) | > ¢ pentru un z € X gi ¢ >0; dac} v € I',+,, atunci
rezultd || P, , x— P, || >csi conform lemei 3.5. v nu poate si apar-
tind decit la un numsdr finit de multimi I', ., sifaptul c¢i Tz e Co( I'y41)
este o consecintd a faptului ed T ..,y €¢, (T, ,,), Vy € X.
Sd ardtdm in incheiere ci 7' este injectiv: fie x € X astfel
ineit (T'#) (y) = 0, Vy € I ; rezultd atunei, T, fiind injectiv ed avem :
Po=08i P,oyo= Por,VaecQ, oa1. 3
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.~ Vom demonstra prin inductie transfinitd cd P, =0, Va € Q.
S3 presupunem cii Py #=0 pentru orice B <C« ; dacd o —1 existd, atunci
evident P o =P _, =0 ; dach « este un numér ordinal limité, atunci
din ¢) rezultd si in acest caz P, x=0.

Pe de alti parte girul generalizat {P, }«cq contin un subsir
{Py}ar e convergent in tipologia operatoriald slab% cidtre un opera-
tor P astfel incit Px = 2, Voe | ) ¥,. Deci P=1I giacum este clar ca

aeQ
2=0.

’ q.e.d.

. Observatia 3.1, Dacd ||.||, si|.}|, sint doud norme echiva-

lente pe un spatiu liniar atunci J[[.[3+].||3 este tot o norma
echivalentd. Intr-adevir, din inegalitatea

(le+yll+ oty 3 < (el Ny 1+ lzlE+ 1y 13+
2l !l Iyl +2ll 2]yl

st
Nl Nyl Nl gy lla <@+ 2Dy 113+ [y ]13)"

rezulta

(Ne+y 13+ le+y 157 <@ 11+ 218 +y i+ Ty l12)"

De asemenea si expresia |||l = inf (||a+y|li+ [] x—y|l3)'
ver
definegte o normi echivalentd pe spatiul X ; intr-adevdr, utilizind
cele de mat sus avem :
(let+z+2y )i+ lle+e—2y[9" <
<(le+y |3+ la+y 1" +([le+y i+ 1lz—y]l2)"
si trecind la inferior, se obtine :
o4zl < [l@|l + 2]
Se verificii ugor c¢i normele definite ca mai sus sint echivalente cu

IRRIPE S N P
. TEOREMA 3.2. Fie X un spafiu Banach reflexiv; atunct existd
o normd echivalentd strict convexd pe X. ,
Demonstragie. Afirmatia este o consecin{d a teoremei 3.2 gi a
teoremei 1.1.; intr-adevir, daci T este aplicaia datd de teorema
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3.2, ||.|| norm& pe X si ||.||, norma strict convexd pe c¢,(I),
atunei norma cantati pe X este:

l@ily = VIlell24 1] T2[3.
Strict convexitatea functiei z— || 2|2 rezultd din strict convexitatea
functiel z— |/ |/ § si din faptul ed T este injectivi. |
q.e.d.

Urmiétorul rezultat al lui E. Asplund [2] intdregte teorema
3.2. ( lui Lindenstrauss].

TEOREMA 3.3 Fie X un spatiu Banach reflexiv; existd pe X
o normd strict convexd astfel incit gi norma duald sd fie strict converd.

Demonsiragie. Fie || .|, (respectiv ||.||3) norma echivalenti
pe X (resp. pe X*) care este strict convexd. In general ||. |, si

|| . ||]5 nu sint norme duale. Fie fo(x) _—.—%— Hz|l2 si go(x) = -;— i3

unde || .||, este norma pe X, duals lui || . ||5.
Putem lua |[f. ], ¢i || .|, astfel incit s& avem :

go<fo<(14c)g, pentru un ¢ >0.
Definim iterativ :

(10) fors (@) = %(fm) + gu(@))

Gu+1 (w) :ylél; é— (fn($+y) —gn(m_'y)'

Utilizi;}g_ observatia 3.1 se poate afirma ci -
V2f, si V2g,, n € N sint norme echivalente pe X.
In plus cele doust giruri de functii astfel definite, satisfac (se
verificd prin inductie) :
gn‘ggrﬁl gfn—-l—l gfw, gl fn “<~(1+2_nc) gm %},O.

De aici rezultd : 0<f, — g, <27 " ¢ g, si prin urmare cele doui
sirurl converg ciatre o aceeasi functie :

h(2) = lim f,(#) = lim g, (z)

Ny 00 N—>00
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pentru care avem evident |
(1+27")"1h,< g, < b < f, < (1427 0k

Observim in plus ¢ J2h(x) este o normi pe X, echivalenticu || . ||,

s1 |!. 1,5 dacd ardtdm cd funci;la h este strlct convexd, va rezulta.
¢4 norma corespunzitoare este strict convexi.
Mai intii ardtdm prin inductie cd avem :

(11) < ful@) <(1+47"¢) g, ().
& presupunem deci ¢d au loc (11) §i sé notdm prin

a« = 1+47"¢/y; avem f,4; <ug,

§1
1 1
- (fa (T Y +g. (—y)) > ;( w)fm oL+ ay) 4 — fm r—y) =
11
SR N b )>
1+o Q0w 2
2—5;; n+1 (-i:;) = E“_T:;'fn-kl(w)a

unde am {inut seama de convexitatea funectiilor f, si g, §i de faptul ci.

f (7\'1;) T lzfn( )

Trecind acum la inferior, se obtine ugor.
fn+1 (#) < 1_]__4_(n+1)c)gn+1(x) Vn e X.

Acum faptul ci b este o functie strict convexa rezultd astfel :
din (11) se obtine

Og f'n —h S-.fﬂ — gy <4.—n0 gr < 4—?@01’0 _
1
9

1 C
— <hsg h,.
( on 4" )fo ‘*‘hn 2“ f0+

si deci, dacd punem : f, = +h,, avem :
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Fie z=+y € X ; are loc

h(w)——zh(m;y)w > Ul )—2fo("”+f”)+

+ foly) — ~—2‘3~ (Fol @) +Fo(y))]

31 cum f, este o functie convexid prin ipotezi, pentru un » suficient
de mare, membrul al doilea al inegalititii de mai sus va fi pozitiv.

S4 examlnam ce se intimpli pe X*; luind conjugatele ob-
tinem functiile f¥, ¢¥ §i 2* care corespund la norme echivalente pe
X*, conform propozitiei 1.11, capitolul I, iar relatia (10) devine,
datoritai teoremei 1.6 capitolul I:

(12) faya(@*) = inf —-[fn (@*+y*) g (0*—y*)]

yreX*
g o(a%) = —%—(f:: (%) + g¥(a*)).

Majordrile vor fi in acest caz
(144" ) 1h* < fF < h*<g¥ < (1+4-"0)R*
‘§1 evident
F* lim f¥ = lim gF.

Se aratd ca mai sus pentru A, cd h* este strict convexi, ceea ce in-
-cheie demonstratia.

q.e.d.

Vom da acum urmétorul rezultat al lui Troianski [173], inté-
rind pe eel al lui Lindenstrauss.

TEOREMA 3.4. Pe orice spajiu Banach reflexiv existd o mnormd
-echivalentd pentru care el este local uniform convex.

Demonstratie. Vom aridta cd pe X existd ofamilie de operatori
liniari §i marginiti T, : X—X, « € A, satisfdeind conditiile :

1) Voe X gi e >0, mul{imea

A(zye)={af [[Top2—T 2|l > e (| Tyl + | Tall)
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este finitd, |
i) VaeeldX, CY, = spatiul inchis generat de || T;x || T (X))
U (Toc+1 _Ta) (X)7

e Afx)
unde A(z) = | YA (2,¢),
ex>0 '

111) cardinalul de densitate al spatiului generatde (7', ,—7,)X
este mai mic decit cel al multimii T, X=g,,.

Acest lueru il vom face prin mduci;le transfinitd.

Dacd cardinalul de densitate al lui X este §&,, atunci, operatorul’
identitate satisface conditiile respective.

Fie cardinalul de densitate al Iui X egal c¢u m §l 8& presupunem
cd proprietatea are loc pentru orice numér cardinal <m. Existé
prmectule P. din teorema 3.1 ; atunci cardinalul de densitate al Iui
(Py.q )X < m §i (Py,y —P )8 este o submultime slab compacté
a lui (P, ,—P)X (S fiind sfera unitate inchiss in X ). Prin ipoteze de-
mduct;le existd girul {Sf}peay de operatori aplicind pe (P,,; — Py)X
111 el insusi §i satisfdcind conditiile i), ii) i iii). Fie

={(v,8)/PeA, U {0}}; atunci dacd «eA, «' resp «'' vor
denot& prima componenta, respectw a douaJ componenta, & 1111 o.
Vom pune «; >a, dacd; sau oy > oy sau, a;=os dar o)’ > af'..
Definim operatorii 7, « € A astfel : .

T =82 (Paros — Pw) + Pus (83’ =0).

Este clar c¢d spatiul generat de (7', ,~— T ,)X are cardinalul de densitate:
<Ng- Cum 7,2 = 8%, w, Vze (P;H,1 PjoX,avem: || T, = |18%,]].
Mult;1m1le Iv [l Pryr — Pyx|l > ¢} si

(B/BeAyil (8Fa— 8 (Pya2— Pya)|l = (I 8§11l + 1181

sint finite gi deci si multimea A (z,¢) este finitd, datoritd si inegali-
tatil :
| Lonn® — Toal
[EANTENTE A

1] ( §:f+1— %) (P12 — Poy) || }
18%, a1l 118

< l'llaJX{”Pou.;.lw —-Pa,.’L'H,
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Vom arita acum prin inductie c¢i P,xze Y, Vry. Si pre-
supunem cid P; x € Y, pentru toti & <y. Dacd existd 5 astfel
ineit y+1=v, atunci P, x = Y,, deoarece P, x € Y, §i (Py— P, )reY,.
Fie v pentru care nu existd precedent ; atunci P; , « € Y, pentru toti
% <vy. Rezultd din modul cum au fost construiti £, ¢d P, x este in
spatiul generat de {P; ,x}:.y;prin urmare P, x € Y,, Vy. Pe de alti
parte lim P, » = « si deci z € Y,, ceea ce completeazd constructia.

S& presupunem acum cd {I;}5>, si {I¥}2, sint dense in T, X si
(T,,, —T)X, respectiv. Fie U, familia tuturor submultimilor lui A
continind cel mult n elemente; definim functionalele :

Ep(r) =inf ||o—§ Ya®e—Y ael,
i=1

a. al® aEed i=1

unde 4 € { YU, si a; o sint numere reale.

n=1

ty (@) = (| Touall F N Tl M Ty 2 — T 2]l
Fy (o) =Y t; (=)

aecAd

G, x(x) = Sup [ED (2) + n Fy(2)], Go(2) = [[2]|.

Fie A={0, —1, 1-—1—2, ...} UAUT, unde TI' este multimea care
apare in teorema 3.1 (presupunem cé mulfimile din A sint disjuncte),
si T fiind operatorul T :X—¢, (I') din teorema 3.1, definim un opera-
tor Q : X —c,(I'), astiel :

28 G_s (x) pentru 3 = 0, —1, —2,..
Qx(d) = t3(x)pentru 3 € A
Tx (8) pentru del.

Introducem pe X norma echivalentd, ca in teorema 2.8
|2 | =V I2(Qu) + 1 Qi
unde I este functionala din teorema 2.3.

Fie || eyl |l=Illal | =1 si lim || |@,+o]||=2; atunci

| Qu,+Qm |1y 5> 2 si [|Qullo=192 [|,=1.
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- TEoREMA 2.8. implicd faptul ca |[|Qx, —Quxj o~ 0 dar
aceasta ingeamni ca .

(13) lim G, (z;) =G, (2) n>0

k=300

(14) lim t(z,) =1, (¥) acA

k=roo

§i lim || Ta, — Ta|ler) =0.
k=300

Rezultd din ultima limitd cd teorema va fi demonstrati, adicd
T ¢ in X, daca ardtdm cd {x,)rex este relativ compact. Fie

¢>0; existd B e U U, BC A (:L') si m asifel incit E% (x) < /3.

Fie Ajp(® )multlmea, {a] t, ()<< min {z(x)} si j numirul elementelor

BeEB
multimii A (2)\ A (2); fie

b = min [t (2)—t, (2)] si n >max{m,j '°'+3”~”,?”}.
aEAQ(?J) 3b
BeB

Existd A € U, astfel incit :
(15) G, (x) — [EY (x) + n F 4 (x)] sg_

Sd observim cid BCA; intr-adevir, in caz contrar ar exista
De U N\U,_,, astfel incit t, () < f (x), VaeAND si B €D si prin
urmare inegalitatea :

G, () — [ED (@) -+ n Fy(0)] > Bp (v) + nlp () —

w}m

— [EY (n) + Fy(0)]> nb—|[z]] >

este o contradictie a lui (15). . ) o
Rezultd din (13), (14 ) si (15) c& existd M >0 intreg astfel ineit

k>M implici EP (x,) <

70, 880
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Astfel dacd notdm prin Y. spatiul finit dimensional generat de
{z 2 ULt U Lg{ {¢F11), atunei d(z, Y)<s

pentru orice k> 1. De aici rezultd cd girul {z,ji>1 este total mir-
ginit, deci relativ compact.
q.e.d.

TEOREMA 3.5. Fie X un spafiv Banach reflexiv, atunci exisid o
normd echivalentd pe X astfel incit atit X cit g0 X* sd fie local uniform
convexe deci astfel incit norma pe X c¢it i norma duald sd fie Fréchet
diferentiabile.

Demonstrafie. DupaJ teorema 3.4 a lui Troianski, pe X respectiv
pe X*, existd o normi echivalentd pentru care el este local uniform
convex. Se procedeazd atunci exact ca in teorema 3.3 : k gi A* vor fi
norme local uniform strict convexe datoritd observatiei urmétoare :
dacid f, (din teorema 3.3) este local uniform strict convexdi, atunci
luind inferiorul in ambii membrii ai lui (12) si » suficient de mare,
rezultd ci i h are aceeasi proprietate. Teorema rezultd acum din
propozitiile 2.5 s1 2.3.

q.e.d.

In continuare ne ocupim cu o caracterizare a reflexivititii datd de
R. James [89].

Pentru un sir de functionale liniare {2}} pe un spatiu liniar X,
vom nota prin L{z¥} multimea tuturor functionalelor X* care au
proprietatea
lim <a¥, z> < <a*, o> < lim <af, >,V e X.

n n

LEMA. 3.6. Fie x un spajiu Banach 8¢ (0,1) si {}¥} un sir de

funciionale in sfera umltate din X*, pentru care :

|| o*—y* || = 0 dacd z* € conv {af} §i y* € L {a¥}.

. 9] ’
Dacd {1} este un sir de numere pozitive cu ¥, 2, =1, atunci evistd
i=1
un o€ [0, 2] s1 un sir { Yy} in sfem unitate a lui X* astfel incit pentru
orice n € N gi orice y* € L {y}}, sd avem :

S A (@ — y*) =

jas=l

=,

Y 2=y < (10 3 %)

i=ni1
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Demonstrajie. Fie {c,} un §ir de numere pozitive pentru care si
avem

(16) f_‘, <1— 8.

 Pentru fiecare n si fiecare sir de functionale liniare {f,}, fie

V.1f,} acoperirea convexd a mulfimii {f;, i= »} si V {f,} multimea
‘rutmor sirurilor {g,}; astfel incit g, € V, {f;}, Vn. Observam ¢ dacd
{g:) € V {f, }, atunei V{g;; CV{f,}. Pentru orice n, construim induc-
tiv un numir «,, o functionald liniara yE si 311111'118 {f&1, si {g7}; de
functionale liniare §i continue, astfel :

84 presupunem construite oy, ¥¥, {fF} si {g¥} pentru k<n, unde
{g@} — {%*} fie ;

(17) o, = inf [Sup{frﬂf M Yi+ (% 7\,,;)2* —y*ll,y* e L {fi}}]

i=1 i=n
unde inf se ia dupa toti z* si {f,;} pentru care
HeV, (g i {fi} eV Iigi.

Fie acum yf e V, {g77'} si {fi} e V {gi™"}

astfel incit :

(18) «, < WP{H E Ag Jf‘l‘(z A )?/n—?I*H,J*EL(ff"}}<°’ (1+ =,)
si sd alegem yy € L {f"} astfel ineit :

to (1 — ) < gmmt(g Ai) <oy (145,).
i=n _
Fie g, cu || x,{| =1, astfel incit :

19 a(i— e <8 ate+( 5] oF a8 @
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Cum lim ff(x,) <yo(x,), existd un subsir {g7} a lui {f}} astfel incit
pentru orice y* € L{g?} si avem : |

lim Ji (@g) = lim g7 () = y* (.dﬂﬂ)éyf,k ().

Aceasta inseamnd cd (19) este satisficutd dacid inlocuim pe y¥F(x,)
prin y*(x,). De aici §i din (18) precum si din faptul cd L {y¥} CL{f?},
rezultd

20 wl—e) <l rl (S n ot <m ey
i=1 =0
dacd y*eL{yk}.
Cum ||z*|] <1 daci z*€ conv {y,,,} §i ||J*|[ 1 dacd y*eL{y¥,
avem «,<2, Va. 54 mai observam cd «, in (17 ) nu descregte dacé

_inf se ia dupd toti 2* §i {f;} pentru care ¢ *e T, (g '} osi

S

Y., _}.f___nf*'_lw* cu .’JU* = Vﬂ p {gn-— }

B g

i=pn

% — _

si {f.} €V {g¥. Astfel a,< a,,,, 5i deci

o0
lim o, = « existd si 0< « < || Z MYl <2

n

Rezultd din (20) si din inegalitatea triunghiului, ¢ dacid y*eL { yE
atunei :
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Daci aplicim succesiv (21) pentru #» descrescind, obtinem :

o { o0 : '
’H_Z Ai (y?f—:f/*)[{<( ) k@-) P (102)

li=1 i i=n+1 Z j\i ili

o t=n41 t=n

Pt otn_1 (142, 1 =2 ]
+ 1,,?( l(w‘J‘Sn 1) +T—h—2 y (y:k__y*)” <
Y % oA N i
i=n i=n-1 F=gp—1

--------------------------------

<[5 2[5Ot L — g ] <

k=2'z7\i 27\5 27%

i=k+1 =k i=2

j}-_zmyz‘:—y*)ﬁsa(ﬁixi) ¥ --i~-—-—1—)+1—e _

i=1 i+ 1 k=1 - 7\& ?\i
k41 ; /
— OC(]_—"'B i )&i)'
t=n-+1

q.e.d.
TEOREMA 3.6. Fie X un spativu Banach, atunci wrmdtoarele
afirmatii sini echivalente :
1) X este reflexiv :
it) pentry orice 0 € (0,1) exisid sirurile {wy}, C X*,||2¥|) <1,
8t {wp)y C X, | x|l =1, astfel incit :

lim < af, ¢, >=0, keXN

n~>»0
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51 I}Im <&y, @, >=0, n €N,
iii) V0 € (0,1), existd un gir {scn}cX*, cu || aF || <1 astfel ineit :
ljao*—y* || =0 Vac*e conv {mn}, si Vy* eL{uv 1

iV)Vﬁe(Ol) si orice {3} C B cu E n, =1, existd a0, 2]
i=1

si un sir {y;}CX*, |y, || <1, astfel incit Vy*eL{yi} sd avem

@2) | Fat=y) lesi $r iy < #(1-0 3 3 ne,
0 J

| i=1 i—ﬂ-i-l

s

?

V) existd o funclionald lintard, mdrginitd pe X, care nu-gi atinge
supremul pe sfera unitate , inchisd a lui X.

Demonstrafie. i=>ii) Fie X nereflexiv, atunci sfera unitate in
X nu este X* -compactd ; aceasta inseamna, conform teoremei
Eberlein-Smulian [70] cd existd un subspad;iu liniar inchis, separabil,
nereflexiv Y CX. Cum Y scufundat in Y** este inchis gi Y==Y*¥,
existd y**e¥Y** cu |[y**|| =1 si d(y**, ¥)>0, pentru orice
0< 0<1, fixat. Fie {1 _/n}nEN dens in Y ; pentru orice n, existd yfe¥*
astfel 1nc1t |

a) |lyxll<1

b) <y$7 y** > =0

c) <yg‘7 Yy >=0 j<n.

Intr-adevir, pentru Orice scalari ¢4, ¢;,...0, @avem:

¢, 0 e .0=]e — e, y** ¥ ¢
|6 +5§1 5. 0=cy. 0 d( **Y)i oY j§1 7Y
§i cum :1( e <1, aplicind teorema lui Helly [70], rezultd ci
y*

existd yr e Y* satisticind a) b) si c)
Conditia c) implica y¥ ->0 in Y-topologia pe Y*, deoarece
{y,} este dens in Y gi sup || y%|| <1. Sfera unitate inchiss a lni ¥

este Y*densd in sfera umtate inchiga a lui Y**, deci pentru orice
n, existd x,€Y astfel incit

S . 1
2| L si | <ymy @, > — O[=]| <r, &, — y** > <
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pentru n<k, keN. De aici rezultd ci pentru k fixat, lim <y* 2, > =0
§1 pentru » fixat, im <y, 2, >=a. Aplicind acum teorema Hahn-
k

Banach, y; are o extensie afeX, cu || 2| = ||y*|| <1.
i1) =iii) Fie 8€(0,1) iar {«}} §i {x,} sirurile date de ii). Dacii a*e
conv {s3}, atunci lim <a*, 2, > =0 jar daci y*e L{z}} atunci
k> w
<y*, r,>=0,V%kelN.
Astfel :

lo* —y*|| = lim <o*—y* 2, >=0

h—w

iii)=>iv) este tocmai lema 3.6.

: : NIV 1

1v)=v). Fie {;} astfel incit s existe 3, 0 < 8<~2—92pentru care
Xﬂ_]_l < 87\”‘, V%.

Vom ardta ¢d functionala py A (YT —y*) nu-si atinge supremul

{=1
pe sfera unitate inchisd, dacd y*eL{y¥}.
~ Fie zeX,{l2]|<1; cum lim yf(z)<y*(x) si 0<«, existi n

astfel incit
<Yra—YE, x> < 02-25< 00 —23.
Atuneci

A<y —y*, 2> <V N<yF—y*, 8 >4 (a0—28)hnss +
i=1 .

i=1

+(20—28) Aps1+2 i 8

; n+t2

+ i;‘i< yi—ytae > < '! YA (y,}"—y*)}

n+2 l1i=1

§1 rezultd de aici si din (22) cd :
n+1 n+2

pX N<YF—y*, e > < oc[l—ﬁ Z?\i) + (20 — 28)hnyy -2 Y %
i1 |

Deci relatia Any1 << 32, rezultd Yh <8 YA

n-+-2 nt+li
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st deci

Y <yE—y*, o> < a—(aB—28) Y % 4 (a0—28) dypy =
i=1 |

n-1

=0 —(af—23) % 2 < ot

it 2

Astfel supremul o al functionalei ¥ (y*¥—y*) nu este atins pentru

niciun z, || x| =1.

v) =i) Fie 2*eX* ||x*|| =1 o functionald care nu-si atinge
supremul pe sfera unitate inchisid a lui X ; conform teoremei Hahn-
Banach, existd a¥**e X**, ||g**|| =1, <a*,0** >=1; dacd ax**eX
este contrazisd ipoteza. Astfel ax**g¢ X si deci X nu este reflexiv.

q.e.d.

CorROLAR. Un spafin Banach este reflexiv dacd $i numai dacd
orice r*€X*isi atinge supremul pe sfera uniate.

TEBOREMA 3.7. Fie X un spajin Banach $i | o aplicafie de dua-
litate pe X ; X este reflexiv dacd st numai dacd :

U Jx = X*.

reX

Demonstrafie. Si presupunem cii X este reflexiv gi fie ay € X*;
dupd teorema Hahn-Banach, existd x e X, cu [| 2yl = 1 i
<m*(;3 Lo== >”T:)k”

Cum ¢ are proprietatea lui Darboux, existd f,eR, astfel incit
o (ltel)=11a¥|| ;. atunci o(l|ty @} )=IlaF(l si deoarece
< &5y towg>=|1 43|, |ltg,2oll, rezultd ci x5e T ({yz,).

Invers, pentru orice zgeX*, existi z,€X, astfel incit

alefwy, adied <al,a,>=l|ialll llaoll si llafll=0(llz ).
Atunei y, :’_%—IT este astfel ineit || y,|| =1 §i <ad, ¥y, > =
Lo

= || x¥|| de unde relzultél‘m ca spatiul X este reflexiv, utilizind rezultatul
Ini R. James.

q.e.d.
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COROLAR. Fie X un spagiu Banach cu dualul sirict convexr si
o aplicatie de dualilate pe X : |

a) X este reflexiv dacd $i numai dacd | este surjectivd ;

b) X este reflexiv gi strict convex dacd si numai dacd  este biu-
nEvocd.

PROPOZITIA. 3.5. Fie X wun spafiu Banach veflexiv cu X*
strict convex §i %} o aplicajie de dualitate cu pondere ¢ ; atunci aplicalia

171 (%)= {weX [Jo= a*}

coineide cu T*= aplicafia de dualitate pe X* cu ponderea ¢='. Dacé
X este in plus strict convex, atunci ~' este univocd.

Demonstrafie. €' (x*) dacd si numai daci
<w*x>=|la*|| llz| §i [|z]l=¢7([|2*]]);

prin urmare 7lx* =J*z* Vr*eX* iar ultima afirmatie rezulti din
teorema 1.2.
q.e.d.

Propozitia 3.6. Fie X un spatiu Banach reflexiv strict conver
cu dualul strict convex si 7} o aplicajie de dualitate ; dacd pentru girul
{1, CX, avem

<:l'wn _T”Ua L — >?O

!

atunct T, —> .
Demonstratie. Ca in proportia 2.7, din faptul ci

<&, —@, ¥, —z>—>0, rezulti ci :
Nz || =zl si <Jz,w, > |1TH @]l =<Je,x>

X fiind reflexiv, pentru a demonstra ca x,—> e suficient sa aritim
¢d dacd pentru un subsir au loc x,, -y, atunci y=ua.
Avem : <z, Jz, >—=>u,y > si deci <]z, y>=Tx,2> dar
X fiind strict convex, funectionala x i§i atinge maximul intr-un
singur punct si astfel z=y. ‘
q.e.d.
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Definitia 3.2. Fie T : X—X*; se spune cd T satisface condifia
(S) dacd pentru orice sir x,—~x, din faptul cd :

< Tw,— Tw, x,— « >0 rezulld x, —> .
i

ProPOZITIA 3.7. Dacd X este un spajiv Banach reflexiv strict
convexr cu X* strict convex, atunci orice aplicafie de dualitate pe X
este continud in topologiile mormelor si satisface condifta (S) dacd si
numai dacd T~! are aceeasi proprietate.

Demonstratie. Fie § continud gi satisfdeind conditia (S); dupa
propozitia 3.5, §7! este o aplicatie de dualitate de la X* in X. |

Fie {a} CX* cu o —a* 5i < Tl — 9, 2, —x >0,

Notind prin :

x, = JH (@) sl =777 (2);

n
obtinem :
< Jle, — e, 2 — o* >=<Jx, — @, ¥, — x> =

= (p(l| 2. () — o(ll@]]) ([lxx | =Ti2]]) +
+ (el 2] — < Jamy ® >) +

(gl ) — < Jay @, >)=> 0.

Cum cantititile din paranteze sint nenegative, rezultd :

(13) Han;’HmHa <jwn7 w>_:<j'w?$>7 <°].cv,a7n>—;+<jw,w>.

Ultima relatie implicd x,—x ; intr-adevir, X fiind reflexiv si
{x,}, mirginit, e suficient sd ardtam cd dacd pentru un subsir x,, —x,,
atuneci z,=wx.

Fie deci x,, — z,; din (13) rezultd : |

[} <limlja, || =| ]|

n'



Aplicatii de dualitate in analiza functionali neliniari 107

§i
<Ize>=9 (llzi)ll2|l = <Jr,z,>=1im < jz,2, >.

Prin urmare :

o (lla]l el = <TFx,we> < |{x]l el =1lxgll @ (]l z]])
deci [|2]| < || #y]|. In definitiv, avem :

|l =1laell, <Ja,zg> =l @ ([l 2]} 51 2|l = o (|| z,]].

Aceasta inseamnid cd o = Jxy si cum J este injectivd rezultd x,= .
Cum  satisface conditia (8), rezultd chiar =, — x si § fiind
n

continud, obtinem :

deci §71 satisface conditia (S).
Pentru a demonstra continuitatea lui 7, fie & — o*
n
Atunei : z, = 7%} — " @* = x , conform teoremei 1.3.
Dar avem gi:

< Ja, — G, @, — & > =< ap — x, §7ay — J o > —0

ceea ce implicd faptul ed § (#F) 2
Afirmatia reciprocd rezultd din faptul cd X este reflexivi si

(3)t =1,
q.e.d.

Incheiem consideratiile din acest paragraf cu urméitoarea pro-
pozitie care pune in evidentd o proprietate esentiald a functiilor
vectoriale cu valori intr-un spatiu Banach reflexiv.

TEOREMA 3.8. Fie X un spatiu Banach reflexiv; orice functie
f: [0,t,] — X tare absolut continud are derivaid tare a.p.t. pe [0,t,] st

Sty = 5 [a@s—ﬂs)] ds-+f(0) £ €[0,4,].
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Demonstrafie. Cum multimea {f(¢)/t € [0,t,]} este separabild
in X, putem presupune cd insugi X este separabil ; observim de ase-
menea ¢d f fiind tare absvlut continui, este cu variatie mirginiti. Fie
atunel pentru hA=0;

iy = =IO,

Functiile ¥ gi F'_ sint misurabile, deoarece f, sint continue, Yh=£0;
sa aratam ca ele sint a.p.t. finite. S84 presupunem ci

(ty =lim || f,(t)] si F_(t) = Lim]|[f(1)].
RL0 h40

0 < 2= mis {t/F (1) = + oo}.
Fie

2
B, = {t/ sup || %(f(t +h)- —f0)l| > — Var f} ;

h:\_._-??
E, este inchisd iar \ ) E,D {t|F (t) = + oo}.
n=1

: o mp s A C s :
Fie n, astfel incit mas E, >—2— ; g exista deoarece girul de
[}

mulfimi {#,}, _.este crescitor.
Sa definim girurile {¢;}, si {&,;}; astfel :

ty =inf {t{ft € B, }, t;;, = int {{/tc B, , t =1 + h;}

h; :Sup{h/‘%‘ HAEAR)—f(t)]] = %Va'rf} .

[= o}
Atunci se verificd incluziunea ¥ [15,‘,;,15‘,;441,‘-]DE’,,ﬂ 1 deci
i=1

fj [Lf(t4-0s) —f(G) 1] = ----?\—Va;rf i h, =

e

Var fmis B, >Var f

ceea ce este o contradictie. Analog se aratd ci mdis {{/E(f)= 4 oo = 0}
Existd deci o mulfime de mésurd nuld N,C[0,f,] astfel incit pentru
t € [0,8,]\Ny, mulfimea {f,(?), h=-0} si fie méirginita. X fiind separabil,
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existd in X* o submulfime {#} }rex densd in X —topologia pe X* ;orice
functie g,(t) = <ay, f(t) > este absolut continudi deci derivata ~%—(—t—)
t

existd cu exceptia unei mulfimi de masurd nuld N, C [0,,]; atunci
oo

datoritd mirginirii de mai sus, rezultd ci existd pentru t€[0,1, 1\ N,

k=0
f(

derivata slabd a functiei f(7) ; pe careonotim prin w— -~ ; ea este
o functie slab masurabild, deci §i tare mésurabild datm 1ta separabi-
litatii ui X.

- Definim acum :

k k—1 k—1 k
LB=2"fl—— =7l entirn —— <t < —

e

S Hfa At Var f si f(0)—w (%")

<0
pentru t€[0,{,]1\ J N, ; avem astfel pentru ¢ in aceasta multime :

() 1:.:-o
af (1 | 1m
W— — —— | fa
| Y [ fa(?
Dupa lema lul Fatou 1ezul_t:1 :
ty 10
(" 10— 0 far<im {1700 1101 < Vs
0 dt 0
deci df(t) : 1 - .
eci w— este integrabild Bochner ; sa punem :
{

Fio) = S w— 3 () dsLf0);

0 ds

cum avem :

L

<f(t), af > = <f(t), ar >apt., keN,
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rezulti f(t):f(t) a.p.t.. Astfel s-a obtinut

§i dect f este a.p.t. derivabild in topologia normei

- | _ye 4
$i 8 PP w iy (t).

qg.e.d.

FReferinje. Rezultatele privind existenta unei norme echivalente
pe un spatiu Banach reflexiv, pentru care el este strict convex, apar-
tine lui I. Linderstrauss [105]. Teoremele 3.3 i 3.5 in care si norma
- duald normei echivalente are anumite proprietiti de netezime sint

ale Ini E. Asplund [2].

Proprietdtfile aplicatiilor de dualitate inspatii Banach reflexive
au fost studiate de V.W. Petryshyn [148]. Ultima teoremi de diferen-
tiabilitate este a lui I. Komura [100].

§ 4. APLICATH DE DUALITATE IN SPATIIILE N R

Incepem prin a stabili citeva inegaliti{i necesare in cele ce

urmeaza
LEMA 4.1. Penitru orice «, B complexre si 1<p<<oo, avem

1 1
() ok B Fla — BU<2 (2l 4 [BP)I7 ow o+ o=
| q
Demonsitratie. Fie T : R?2—R? definitd prin :

T(O‘aﬁ):(“—f—ﬁ,cx——ﬁ), T
pentru care definim
HTHpq = Sup (Iot_.}_ Biq+ [O(-— BiQ)lj-z
|} ? + 18P

considerind pe R? norma indusi de [” dacd este domeniu de definitie,
respectiv norma din %, dacid este codomeniu. Putem aplica lui 7T
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teorema lui Riesz de convexitate[70], conform céreia funetia(—l——, —1—)-—->

P q
1
—Inj| T||,, este convexd in(--l—,—m) , ¢ind 0 g-'—l—. -}—é, 1. Fie £ -+
P q P q p
1 1 1 C
-+ i-=1 ; atuncl avem :( 1 ’ ) =-—(1,0) + —(0,1) si prin urmare
q r g9/ P q

0[]y € 10l Tl g + = In]| T]] s =
p q

1 1

=10 (}| Tll1ew || T]| w.1)-
Am obfinut deeci :
N e < T 1o || Tl ot -
Dar

| Ty = sup max (a4 Bl,jx— B)<1
| + 1B

T oq = sup (la |+ Bl+]e — B)<2

|t} L, [B]ST

dupi cum ne aratd un caleul simplu; astfel inegalitatea de mai sus
devine :

1

T, = 2Vegideci(| a - BI7 +|a — BI9@<2" (a7 4 |B[7)

de unde rezulta (1).
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LEMA 4.2. Pentru orice o, B complexe gi k> 2, avem :
(2) o+ BT le — BIF <2V (faff 4 (B
Demonstrafie. Observam cd pentru orice a, b>0, k=2, are
loc : (9__?6 - bk)lﬂc < (a® 4 h2)1/2,
Intr-adevér, pentru a? 4 b% == 1, avem

af 4-b* < a® + b2 = 1 deci (o + )¢ < (a® + b2,

Se observid cid aceastd ultimd inegalitate este verificaty 81
dacd a® -+ b = 2, M >0, deci pentru orice a, b >0. Atunci

(la - B1" 4+ Jo — B < (Jat-8 12 + o — B2 =
=12 (Jaf? + [B1%™

(am folosit identitatea paralelogramului). -
k-—2

Din inegalitatea lui Holder pentiu —z— + T 1, rezulti :
2 "]__2
@2+ B (et +8H 1D T =
2 k-2
= (el + 8P 2",

de unde acum se obtine imediat (2)
LEMA 4.3. Pentru orice a, b>0. i $=1, avem

1 1

(3) (@" + by >a—+ b

Demonstragie. Si considerim inegalitatea
(1 4+ «)) =21 + o, adeviratd pentru orice 0< <1 si 53 presupurem
ca a<bh; atunci :

1 1

1
~ —

(1 * (3) ) =1 +'§‘ si deci (@ 4 b Y= a -+ b
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Cazul a >b se trateaz la fel iar dacii @ = b, avem :

1
r

(2a°) = 2%a> 2a.

q.e.d.
LEMA {.4. Pentru orice ab >0, 0<p<1, avem :
(4) @ 4+ b” < (a + b)
. « 7 . 1
Demonstratie. Rezulti din (2) luind s =~ .
| P
q.e.d.

LEMA 4.5. Fie (8, X, u) un spafiv cu mdsurd pozitivd,
0<p<l si f, ge L (8, I, 1) pozitive. Atunci

_ 1/p - 1/p 1/p
(5) (Sf” du) + (Sg”du) < (S(Hg)*’ cm) -
1/p 1/p . 1
Demonstrajie. Fie a = (S f”dp.) , b = ( Sgi”dy.) §i &8 = =
| P
in lema 4.2 ; avem :

.

(Sf pd”,w i (Sgpdu)up % (S(fp + 9 dva)lfp

Conform lemei 4.3 avem : f? 4 ¢°<(f + ¢)? si astfel

(Sf”du)”” + (ng’du)m é'(S(f -+ g)”du)w-

q.e.d.

TEOREMA 4.1. Orice spapin L (S, ¥, u) cu 1<p<+ oo cste
uniform convex.

8—e¢, B0
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Demonstratie. Vom deosebi doud cazuri
1) Fie p>2; in acest caz din (2) rezulti direct :

If 4 gliZl+1f — gl1?<2=1(1If]1i” + ligll?)

pentru orice f, g€ L” (8, X, ). De aici se obtine imediat, folosind
propozitia 2.2 (a), cd L* (8, Y, u) este uniform convex.

1 .
II) Fie 1<p<2, fie ¢ astfel ineit = -—=1 5 §="L,
. - P q q

Evident ¢=2 §i 0<s<l; fie f,ge L? (8, ¥, #) §i si notidm
prin: fy = |f+91% = If —g"

Atunci fi, g, € L* (8, ¥, u) si sint pozitive; le putem aplica
lema 4.5 si obtinem :

(§17+orau)” + (§1r —gran)” <
[S( S+ gl If — gl“)mdp-]m <

<2 [S 717+ lgl) v ]m

{am folosit si (1)).
Avem deci

Hf gl 4+ 11— gl < 2(11f1I" + gl ?) Y,

-de unde rezultd usor §i in acest caz uniform convexitatea spatiului.

g.e.d.

ProPozZvI*A 4.1. Orice aplicajie de dualitate in IL° (S, )INTH N
1<p <+ oo, este un homeomorfism intre L? si LY
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Demonstrajie. Intr-adevir, rezultd din teorema precedentid
combinati cu teorema 2.8 §i corolarul teoremei 3.7 cd aplicatia de
dualitate este o bijectie §1 este continud in topologiile normelor.

ProrozIiTiA 4.2. Aplicajia de dualitate in L? (8, 3, u) cores--
punzdtoare funcfiei o(t) = 1*71, esie

Tf=1fI"" sign f = |f1P72 .

Demonstrajie. Dupd teorema lui Asplund putem calcula apli--

catia de dualitate ca diferentiala Gateaux a functiei ¢(|{fi{), unde-
P

= L , astfel pentru fe L? §i g € L? avem :
P

; _ 4y _ 14 oy |
<f9> =S4+ 1) l IERRTIET

1 d- P | - »—1 y —_—
== ----—-d—S]f + tg| du!t=0 = S (fIP7H (sign flgdp =

= {11773 g duw = <If172 g >

q.e.d.

Observim ca orice alta aplicatie de dualitate %, pe L? va fi
de forma : 7, f = y(|Ifil) ] f, unde v(?) este o functie nenegativd pe

4o
COROLAR. Aplicatia de dualitate pe 1, 1<p<(-+ <o cit pondere
o(t) = 1?71, esie:

(6) j g = {‘Eklp_z'ak}kEN; VE = {Ek];kEN e [”.

TEOREMA 4.2. In spagiile 17, 1<<p< oo, aplicatia de dualitate
este secvential continud de la topologia slabd pe 1°, la topologia slabd
pe 1°.

Demowstm;ze Amintim c¢& slab convergenta in spatiile 7”7 este
echivalentd cu mirginirea in normi i convergenta pe componente..
Deci dacd E™, »>1, este un sir in 17, slab convergent citre £ e (?,
atunci g —£,, V k>] Din (6) rezults : (F E™) = |EP|P~2 EM i
deci orice componentd a lui 5% converge catre componenta cores--
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punzitoare a lui j &. In plus mirginirea in normi a 311u1u1 Z™ im-
p]wa marginirea slrulm T E™ si dem T E™ converge slab in i“ catre

TE.
q.e.d.

TEOREMA 4.3. In spagiile L? ([0,1]) 1<p<< o0, p # 2 nu existd
nict o aplicajie de dualitate secvential slab continud.

Demonstragie. Vom eonstrui un sir {f,},C L* ([0,11,!] £, =1,
astfel inecit f,—0 in L? ([0,1]) in timp ce Jf, converge slab la o
limitd nenuléd in L2 ([0,1]).

1
Fie pentru aceasta f, € L? ([0,1]), astfel incit S fo (Dt = 0 iar
0

1 1
S £, (1) 172 f,(1) di=a, # 0. S& normalizim pe fo,decis fo(1) PdE = 1
0 0

si s-o extindem la [0, 4 co) luind-o periodicd de perioadd 1.
Pentru n=1, fie f.(t) = fy(nt). Atunci, tinind cont de periodicitatea
lui f,, avem :

1 fall? *S fln) |Pdt — —H fo(t)? dt=

n
T == 1.

n

Pentru a demonstra cd {f,}, converge slab la zero in L? ([0,1]),

e suficient sd ardtidm eci pentru orice a € [0,1],S fa (1) di—0. Dar
0

Safn(t)dt = safo(nt)dt = —1—Sm fo(t)dt
0 N Jo

~0

- _S"” fo ()t = _1_5“""{"”] folt)dt = 0.
n

0

Pe de alta parte :

s: (7 fa) (0)di S | () P72 f.(2) S: | fo (n) 1772 fo(nt)dt =

S|f0 ) [P=2f (1 dt—S | folt) 1272 fo(t)At = aq # 0.
n Jo

si deci § f, nu poate converge slab la zero.
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Din forma oricarei alte aplicatii de dualitate J, pe L, rezults
ca §i }, f, converge slab la o limitd nenuld §i deci nici o aplicatie
de dualitate nu este slab continug.

q.e.d.

Vom da acum o aplicatie a notiunii de aplicatie de dualitate la
o problema de teoria seriilor Fourier.

Fie fe L ([0,2]r) 1<p<<o; coeficientii Fourier ai lui f sint
definiti prin :

- 2
c.(f) = —LS e™ f(ydt n =0, +1, £2,...
211: 0

Avem urmétorul rezultat al Ini Beurling-Livingston [12]:
- TEOREMA 4.4. Fie mullimea intregilor impdrtitd in doud clase
nevide disjuncte A gi A’ gt fie L<p<<oo gi un gir de numere {a},,
n =20, +1, +2,... cu proprietatea cd existd doud funcfii g,ec L”
[0,27] §¢ hy € L°[0,27], astfel incit ¢, (g,) = a,,n€ A s§ic, (h,) = a,,
neAd. |
Atunci existd o functie unicd f, € L*[0,2x], astfel incit

cn(f(}) — a’na %EA $1 cn (jfﬂ) —= an—a %EA"

Pentru p = 2, obtinem un rezultat clasic al lui Riesz-Fischer. In
demeonstratie vom folosi :

LEMA 4.5. Fie muliimea intregilor impdriitd in doud clase
nevide disjuncte A g7 A’ i fie V submulfimea lui L?[0,27], 1<p < oo
Sformatd din funcpiile f cu ¢, (f) = 0, ¥V n € A; atunci inchiderea mul-
{imii tuturor combinatiilor liniare finite de €™, n € A’ este exact V.

Demonstrajie. Amintim cd pentrn orice f € L” [0,2n], 1 <p < cx,

I . .r . . R ..
D IAL f)e“”""—-z_-» f- Se observa ugor ¢d V este inchisd, ca urmare a

=k

inegalitatii :
le (f) — e | <M f— gll.

De asemeni, cum {¢™}, n =0, 41, 42,.. este o mulfime
ortonormali in L2 [0,27], rezulti ci e™ e V,Vn e 4’
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Orice element f din V are seria sa Fourier formata numai din
termeni de forma ¢, (f) '*'"", n e A’, §i dupd teorema de convergents,

amintitd mai sus, rezalts ci feV.
q.e.d.

Demonstrajia teoremei 4.4. Vom aplica lui L?[0,27] care este
reflexiv gi strict convex, teorema Iui Beurling-Livingston, in care avem
chiar unicitate pentiu elementul din intersectie.

Fie V = {ge L? [0,2%], ¢,(g) =0, n€ A}, V este mchlqa, si
anulatorul sau coincide cu multimea :

W = {heL*[0,2n] cuec,h) =0,ne A'}.

Intr-adevir daci b€ VL, cum e™ ¢ V V ne A, rezulti

Sh(t)e’”” dt = 0, deci ¢, (h) = 0 si deci VIC W.

Fie acum he W si fe V; atunci f = lim Y, ™ ¢,(f), de unde re-

Al
zulta
S F() 1(t) At = lim e (f) Sewh(t) dt — 0.
Ar
Evident : go +V = {g€ L7[0,2x], cu ¢, (g) = @5, n € A}
81

hy - VY = {h € L[0,2x], cu ¢ (h) = a,, n € A'},

Dupé teorema 3.2 capitolul I i teorema 1.4 capltolul 11, existd un
punct unic in intersectia (g, - V) N (he+V) si decl existd un
fo € L? [0,27], unie, astfel incit:

Cn(fo) = Ay, N E v | Sl Ca (jfﬂ) = a,, N E 4°.
g.e.d.
Incheiem acest paragraf printr-un alt exemplu de aplicatie de

dualitate pe un spatiu Sobolev des intilnit in aplicatii, anume

@) = ferr(),- Y e (), 1<ig<n, f=0 pe BQ}

ox;
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(1mae 2
:.aw"

Q C R", presupus deschis i m'}irgini-t\ cul norma

1= (8§ 5 "ae)"

i JQ ]

Propozitia 4.3. Aplicajia de dualitate pe H!'? (Q) corespunzd-
loare funcliei o(t) = t*71, este

= Zan (o

. Demonstrajie. Observim ci norma din H{? se obfine astfel :
se aplicé, Ini fe LP({2) un opemtor diferential liniar iar apoi se ia
norma in L?, despre care stim cd este derivabild Gateaux; ca urmare
Si nmlma, dlIl H;"® este derivabild Gateaux si avem, Vg din dualul
Ini Hg?

P2 af
)

N 1 d
<Jfi9>=——(If +tglli) im0 =
p dit

n V19
— _1Hi . Z S g_ -+ t_agl_ dax =
p dt 5 Ja|dx, d; £=0
l % 7=l ( af'&) ag
— A sign . de =
;S‘\ 2, x| o,
L 01 0f |7 0
- < —_— _— — ————— >
,;;1 dw, | 0, | O ' 9

Observim ci dacd p = 2, gisim cd :

1 =—5
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si astfel aplicatiile de dualitate pe Hy? apar ca generaliziri ,,natur ale
neliniare ale lui —A.

O altd astfel de generalizare, se obtine pornind de la func‘;lonal.m
convexd pe Hy? (Q)

F(f) :—1-S (grad f1? do = ¢ (If1]),
P Jo

unde $(t) — —— 7, jar || f]] — (Slgmd f|pdx)””.
in acest caz: P
1f = DF(f) = — div (|grad f|*"% grad f).
g.e.d.

Referinte. Uniform econvexitatea spatiilor L* a fost stabilita
de A. Clarkson [45]. Teoremele 4.2, 4.3 se gisesc 'in lucrarea lui
F. Browder-G. de Figueiredo [40], aplicatia la seriile Fourie apar-
tine Iui Beurling- L1v111gst0n [12], rezultate se gasesc si in cursul lui
G. de Figueiredo [74].

Aplicatiile de dualitate pe spatiile Sobolev sint Studlate in.
J. Lions [106].

§ 5. APLICATI! DE DUALITATE IN ALTE CLASE DE SPATII BANACH

O altd clasd largd de spatii Banach care se poate caracteriza
prin aplicafil de dualitate, este cea a spatiilor cu proprietatea (h).

DEFINITIA 5.1. Se spune cd spatiul Banach X are proprietatea (h),
dacd pentru orice sir x,~*x cu || x,||—=|lx|l, are loc: X, .

Un spatiu Banach X are proprietatea (H), dacd este strict convex
st are proprietatea (h).

Observim ci orice spatiu local uniform convex are proprie-
tatea (H ) si cd pe orice spatiu Banach reflexiv existd o normé echi-
valentd in care X §i X* au proprietatea H. Uu spatiu Banach cu
proprietatea (H) nu este intodeauna reflexiv; un exemplu in acest
sens este dat de cidtre F.Kan-1.Glicksberg [72]

DErFINITIA 5.2, Fie T : X—X*; se spune cd

a) T are pfropaiemtea (8) dacd pentru orice sir x, — T cu
< Ty, — Tx, x, — x> -0, avem : x, — .
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b) T are proprietatea (Q) dacd peniru orice $ir x, 7~ & cu
| Ta, || - Tx|l, avem <Tx,, x>—> <Txm>-

TroREMA 5.1. Fie X un spatiu Banach rveflexiv pentru care
X* are propmetatea, (H). Atunci orice aplicajie de dualitate pe X este
continud, cind pe X st X* se iau topologiile normelor.

Demonstratie. Folosind teorema 1.2, rezultd ci aplicatia de
dualitate | este continui de la X cu topologla tare in X* cu topologia
slabd ; astfel dacd z,— x, atunci Yz, —>7 2. Vom arata cd de fapt
are loc V&, 7 .

intr-adevir, cum :

1ol = ([l )7 e (llzll) = T2l
si X* are proprietatea (H), convergenta rezulti.
q.e.d.

COROLAR. Fie X un spapiu Banach reflexiv cu X* local uniform
convex ; atunci orice aplicalie de dualitate este continud in topologiile
normelor.

ProPozZITIA 5.1, Fie X un spatin Banach satisfdctnd proprie-
tatea (h), cu X* strict convex; atunci orice aplicajie de dualitate pe
X are proprietatea (8).

Demonstratie. Fie {x,} C X un gir astfel incit «, -~ x §i
< 9z, — Jz, @, — & > — 0. Atunci din :
<‘]:E,,—‘}ac',w,,—~ x> = <jmm XLy > — <jmmw> _“ <c]_w’ Ly >+
+ <Ja,e>=[o(ll@ll) — @ (2 DI 2.0l — &) + i Tl

|l — T2 2, >)+

7y
(deoarece fiecare din parantezd este pozitivd) rezulti :

i| a1l = H’.L‘H ; atunei x, — -

q.e.d.

TEOREMA 5.2. Un spatiu Banach X are proprietatea (h) dacd
si wumai dacd cel pufin o sectiune a unei aplicalii de dualitate 7 ,
satisface conditiile (8) si (Q).
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Demonstratie. Sa presupunem c¢i X are proprietatea (&) si
fie T' o sectiune a lui § cu pondere ¢ ; faptul ¢4 7 are proprietatea

(8) este o consecintd a teoremei precedente. Fie z,—>x si || T, | —

|| Ta |l ; avem: |[Tw, [| = o(ll2, ||) > (lle]])=[T2], de

unde rezultd cd ||z, | [lmll,declm — x. Atunci | |
<T@,y 2,> = [, ol 2, 1) >0 (| 2)]17]] = <Tz, 2>

§1

<Tx,x>— <Tap,o>=<Te,x>— <Tx, 2,> +

_[" < Tmn? Ly > — <Rmn7 x>
de unde : |

<Tw, 2> — < Ta,, w>|<|< Toy, o> — < T, 0,> | -
+ 1 T, || {2, — @l] -0
§1 prin urmare 7 satisface conditia (Q).
Invers, fie {x,} C X, astfel incit »,— X si | a,| ~ [l
Avem
I Tl = (1l @, 1) @l 2]l) = || Ta]]
§1 din proprietatea (Q) pentru T, rezulti
| <Tx, x>—> < Tz, x> -

Cum are loc:

<Tw, — Tw,, — 2> = ([la,]] — [l2]l) (o |2, |]) — ¢ (=]l ))
+ (I T, | @]f — < Ta,y @) + (|| T || || a,]] — < Tw, @, >)
rezultd cd : <T'x, — Tz, 2z, — 2> —0. |

Proprietatea (8) pentru T, 1mphca faptul cd x, >z, deci X
are proprletatea (h). -

‘q.e.d,
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Din teorema 1.4 §i teorema precedentd, rezulta : |

TEOREMA 5.3. Un spativ Banach X are proprietaies (H)
dacd §i numai dacd existd o aplicagie de dualitate strict monotond pentru
care cel pulin o secfiune satisface conditiile (S) st (Q)-

Observatia 5.1. Dacd X este reflexiv iar atit X cit si X* sint
strict convexe, atunci X are proprietatea (k) daca si numai daca
7-1 satisface conditiile (8) si (@).

* Folosind acum si propozitia 3.7, obtinem
. PrOPOZITIA 5.2. Fie X reflexiv, cu X, X* strict convexe ; atunct
X au proprietatea. (h),  este continud iar }" satisface conditia (Q)
dacé si numai dacd X* are proprietatea (h), }~" este continud tar
7 satisface condifia (Q).

O clasi importantit de spatii cu proprietatea (k), care intervine
in teoria punctelor fixe, este urmatoarea :

DEFINITIA 5.3. Un spatiu Banach satisface conditia (I) dacd
existd pe X o aplicatie de dualilate pentru care cel pupin 0 sectiune
este secvential continud, de la X cu topologia slabd in X*, cu X-topologia
pe X*, "

Dupi propozitia 3.6, cap. I rezultd cd in mod necesar in cazul
spatiilor care satisfac conditia (I), ] este univoci, deci astfel de
spatii sint netede. | B

PROPOZITIA 5.3. Orice spajiu Banach X cu proprietatea (I)
are proprietatea (h). .

Demonstratie. Fie § cu proprietatea de continuitate din de-
finitia de mai sus, avem, conform propozitiel 1.5 :

1

QHMW—W>=MH%M+§ <5 (@, — ta), — @ > dt-

0

S4 presupunem cd x,—> 2 §i ||« (| 5> || 2,]], atunei

m ¢ (la, — i) = $(lel) +{ < 3o —to), —o>dt =

. 0

) — ¢ (lzll) =0

= 4 (lal) + ($ (e —a

Prin urmare lim H"mn—w]\ 0.
it

g.e.d.
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COROLAR. Dacd X are proprietatea (1) si este strict convex, atunci
X au proprietatea (H),

Observdm cé spatiile I? satisfac conditia (I) in timp ce spatiile
L? nu o satisfac (1 < p < + oo).

PRrROPOZITIA 5.4. Fie X reflexiv satisfdcind proprietatea (I):
atunct X este local uniform convex.

Demonsiragie. Fie ||z, || = ||a|l si ||z -+ x,]|=2 ||z]|| ; tre-
buie sa ardtdm cd x,—> x. Spatiul X fiind reflexiv, e suficient si
aratam cd dacd pentru un subsgir {x,.} C {x,}, avem x,, = ¥, atunci
& =y. Avem, conform propozitiei 1.5 (X* fiind strict convex):

1

Sl + ) — $( Ny 1] ) =§ <Y (@ + o), &> At

0
s1 trecind la limitd, gdsim
1

@ (] x+xn)—¢(||wn)=§ < (y + t), & >at

0
1 aplicind din nou propozitia 1.5, obtinem :
1

(1) Sl < (2 4 to), x>dt:5 < I (y + tx), x> dt-
0

0

o pl
Prima integrald este egali cuS Nl o] z+ tx] )dt
0

81 deci
Sl ()l o (la+t2]l) — < (5 + (), o>) dt — 0.

Dar < (y +12), @> <@/l @ (ily + tell)< o)l ¢ (|2 + tall)

deoarece |{y]| < lim }z, || <|l®]| si prin urmare :

nl

ly +te|| <llz|l +tllzll=|e + tz] -
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Astfel
< Py +tx)y 2> = izl o (ile +ix|l) = [l o (lly + t2ll)=

= [zl |7 (y +t0)]| Vie[0,1]-
Eliminind cazul banal 2 = 0, ob{inem :

® y -+ tx
el y 4tz

Vie[0l]cuy +tx # 0

(aceasta din cauzd cd orice functionald din X* igi atinge norma in
cel mult un punct). |

Atunci evident ¥y = ———+ z iar din (1) rezultd acum usor

¢d y = x. Prin urmare x,—> = i deci 2, — x, conform propozitiei 5.3.
qle'd—'

Observatia 5.2, Reciproca acestei teoreme nu este adevirata
iar drept contraexemplu putem da spatiul L?[0,1], eu 1<<p << oco.

Ultima clasi de spatii Banach de care ne voin ocupa este aceea
‘a spatiilor cu proprietatea (m,).

DEFINITIA 5.3. Von spune «d un spapiv Banach X are proprie-
tatea (m,), dacd existd o multime {X }aca de subspafii finit dimen-
sionale ale lui X, filtrantd fajd de incluziume, a cdror reuniune esie
densd in X si proiectiile liniare, continue P,: X - X, aeAd cu
1P, ]l = 1.

Dacd familia de subspatii de mai sus este numdrabild si monoton
crescatoare faid de incluziune si dacd P,x—> x, Vre X, se spune cd
X este un spafiu cu schemd proiectionald de tip ().

Exemple de spatii cu proprietatea (w;) sint spatiile Hilbert ;
intr-adevir, putem lua drept {X, }.e4 mulfimea tuturor subspatiilor
finit dimensionale ale lui X iar P,, proiectille ortogonale corespun-
zitoare. Dacd spatiul Hilbert este separabil, atunci el este cu schemé
proiectionald de tip (w,).
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Amintim cd un spativ Banach X are o bazd Schauder monotond
dacd existd un sir {x,}, ey, astfel incit pentru orice xe X sd existe

(] 1
-oc,eR,jeNpemmcam Yoo, e sl Y g |l < (ol
j=1 j=

Atunei:

PROPOZITIA 5.5. Orice spatiu Banach cu bazd Schauder monotond
-este un spatiu cu schemd@ proiectionald de tip ;.

Demonstrafie. Putem lua drept X,, subspatiul finit dimen-
sional generat de x,, %,,..., x, iar
Pye =Y a

n

X . - q.e.d.

=
De exemplu spatiile ¢y, 17, =1 sint spatii cu bazd Schauder
monotond datd de !, ={0,..., 0,1, 0,..} pentru care subspatiile

n

X, sint formate din girurile a cidror componente, de la » incolo,
8e anuleaza.

Deasemeni g C[X], cu X spatlu metric compact, este un spatin
cu bazd Schauder monotond [74],

Vom da acum urmatorul rezultat al lui R. Beals :

PROPOZITIA 5.6. Fie (8, X, u) un spatiu cu mdsurd ¢ — finitd,
-atunci pentru orice 1 <p<<oo, spatiul L (8, X, u) are proprietaiea ().
- Demonstratie. Fie (XZ4,...,%,) o familie finitd de submultimi
disjuncte de mﬁ,suré finitz”x, ale Iui X gi fie y, functia caracteristica
alul X, j=1,. |

Sa conmderam spa,iglul finit dimensional Y al lui L?” generat
de functiile y,y..., x; file P proiectia definiti prin -

! 1
— _ duls
=1 @) [Szy- / EL]&

Vom ariata ci H P || = 1; intr-adevar :
r 1-p
Wpile =) 8 —— o faur g ae=Fum) || |raulr <
| %) (x5 i=1 T
y Mz,)l-ps 1 dueu ) =Y\ irraw
- Zj i=1J%;
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Prin urmare || Pf}|? gs | flPdp = ||f|l? ceea ece implicd.
L]

P =1-

Sd observim in incheiere cid reuniunea tuturor multimilor Y,
corespunziatoare tuturor alegerilor posibile a mul{imilor masurabile
disjuncte (%,,..., %) #=1,2,..., este densd in L? (8, X, u);
datoritd faptului cd orice fe L” poate fi aproximat in norma din
L? prin funectii simple :

q.e.d.

COROLAR. Spatiul IP [0,1] este cu schemd proiectionald de tip (=,)..

- Demonstratie. Luim in acest caz drept X, subspatiul finit.
dimensional generat de functiile caracteristice corespunzitoare

e s .1 : : : .
unei diviziuni de normi -——, a intervalului 0 § P, ca mai sus;
N |
{X,,P,}.exy au proprietitile cerute.
qg.ed.

- Fie un spatiu Banach cu proprietatea (x;) cu {X,, }aG 4 date
de defmﬂ;la 5.3 ; ; pentrn orice a € A, operatorul adjunct P : X* - X*
este o prmect;le in X*, de normé. tot 1. Se verificd usor cd avem

R(P¥) = N(P)L 5i N(P¥) = R(P,)L,

unde R(PF) este 1ma,g1nea lui P¥, N(P,) = subspatiul pe care P,
Se anuleaza

PRroOPOZITIA 5.7, Pze X un spatiu. Banach cu p?‘opmetatea (1)
$t ] o aplwa,tw de dualitate pe X ; atunci, pentru orice xe€ X,, a€ A,
avem

%k N
Py (@) C .
Demonstragie. Fie x* € | x ; vom ardta cd P} a* e J a.
Intr-adevir, avem :

(2) <Pfo*,o>=<a*, P,a>= <x*, o>= | «*Ij|| x|
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si deci || @*|| < || P¥ o*|| ; cum P¥ are norma 1, rezulti cad

| P¥ zll = [la*]] = o (2]

Aceasta si cu (2) inseamni toemai faptul ci Py a*e7] a.
q.e.d.

COROLAR. Dacd in ipotezele propozitiei 5.7 addugdm faptul cd
X este strict convex, atunci : -

o~

P¥ix ="

Demonstragie. Aceasta rezultd evident din faptul cd in acest
caz | x are exact un punct.

q.e.d.
Acest corolar ne aratdi cii aplieatia de dualitate duce pe X, in
subspatiul finit dimensional R(P7). Dacd in plus spatiul X este
reflexiv, propozitia urmitoare ne aratd cid aplicatia de dualitate
apliei X, pe R (P¥).
PROPOZITIA 5.8. Fie X un spatiu Banach reflexiv cu propiietatea

m, 80 7 o aplicatie de dualitate cu pondere ¢ : atunci pentru orice x € A
avem : -

R(P;)C 7 (X,)

Demonstratie Fie x* € R(Py); dupd teorema Iui Beurling—
Livingston, avem :

(XD 0N (@0 + ¥ = (X) O (X + oM £ D

Fie re X, §i y*e N (P:), astfel incit y* 4+ a* e T o atunci, dupa
propozitia precedentd : |

g*=PF P (y* + a*) e x.
q.e.d.
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Referine. Rezultatele privind caracterizarea spatiilor cu pro-
proprietatea (h) §i (H) cu ajutorul aplicatiilor de dualitate, apartine
Iui W.V. Petryshyn [148].

Un studin al spatiilor cu proprietatea (I) este ficut de I.P.
Gossez [81]. Spatiile cu proprietatea (=) au fost introduse indepen-
dent de Fiegueiredo i de J. Lindenstrauss. Spatiile cu scheme pro-
iectionale de tip (m,) intervin in teoria ecuatiilor aproximante (in
rezolvarea lor prin metode aproximative de tip Galerkin). Rezul-
tatele expuse in acest paragraf se gisese in [74].

§ 6. O CARACTERIZARE A SPATIILOR HILBERT

Vom da acum cu ajutorul aplicatiei de dualitate conditfii sufi-
ciente pentru ca un spatiu Banach si fie reflexiv, respectiv Hilbert.
Pentru aceasta amintim eciteva notiuni gi rezultate ale lui Bishop
si Phelps. [13].

DEFINITIA 6.1. a) Fie X un spaliu Banach, C C X convexd;
x, € 0C (frontiera lui C) st 2§ € X* numindu-se punct suport pentry
C, respectiv functionald suport pentru C, dacd

z* 2 0 §i <ag, B> = sup <xy, x>.
e

b) Se spune cd mulfimea C C X este suportatid in x,e dC de
citre K + x,, dacd muljimea K C X este un con convex astfel incit
K +2,N O\{z,} = .

c) Vom mota prin K (2*, k) = {z/ ||2|| <k<a*, 2>}, k>0
iar x* e X* cu || 2*|] = 1.

LeMA 6.1. Fie C C X inchisd, o* € X* cu || a*|| =1 mdrgi-
nitd pe C 8i k>0 ; atunci pentru orice z € C, existd x,e X astfel incit
2y K (0%, k) + 2 g1 C este suportatd in x, de citre k (x*, k).

Demonstratie. Introducem urmitoarea relatie de ordine partiald

PeC:2>ycer —yeK (2%, k)& ||l —yll <k<a®, o — y>.

Se observd ugor cd dacd in C existd un element maximal x,,
atunci C este suportat in z, de cidtre K (x*, k).

Pentru a ariita existenta unui astfel de element, s aplicim
lema lui Zorn multimii Z = {x#€C, « > 2}.

Fie W o submultime total ordonatd a lui Z; mulfimes
{ <a*, 2> }; cweste un sir generalizat mirginit i monoton (& > y=> < x*,

9 — e, 800
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x> =< x¥*,y>) deci converge citre supremul sdu siin particular el este
un gir generalizat Cauchy. Relatia ||z — y|| <k (<a*, 2> — <o¥,
y>)x,ye W, ne aratd cd §i W este un gir generalizat Cauchy in
Z.Dar Z = C N (k (x*, k) +2) ¢l cum K(a*, k) este inchisd, rezultd
¢ Z este inchis; agadar W converge citre un element y € Z. Folo-
sind continuitatea lui x* §i a normei, rezultd cd y > o, Vo e W si
deci y este o margine superioard a lui W, ceea ce inseamnd ci lema
lui Zorn se poate aplica.

q.e.d.
LEMA 6.2. Fie, x*, y* € X*, ||o*|]| = ||y*|]| =1 st >0;
dacd < x*, x> = 0 pentru un z eu||z|| <1 implicd | < y*, x >| sf.

2
atunct :

saw ||o* - y¥| <e sau || 2* — y*|| <-.

Demonstratie. Dupid teorema Hahn-Banach existd 2* e X*
astfel incit 2* = y* pe x*1(0) gi || 2*]| = sup |y* (S N 2*71(0))},
unde 8 = {x] ||2]| <1}-

Din ipoteze rezultd || z*|| < ©

2
atunci existd o € B incit 2% — y* = aw §i deci

- Cum z* —y* se anuleazi pe x*~1(0),

g
ly* — az*|| =|le*|| < —1
2
S# presupunem o0 ; dacd a>1, atunei «™1< 1 gi deci:

ly* — a*|=]](1 — «)y* + o™ (y* — ar®)|| (1 —671) +

+ aHly* — aa* |-

Dar: « = ||az*|[<|ly*|] + lly* — ax*|| implici
1 —a'<1— 1+ |ly* — o™ =([ly*—a(@*) (1 + |y* — az*{})™
< ly* — a*|| |
si prin urmare obtinem :
| ly*—a* || <2lly* — ar* || <e.
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Daci 0< a<<1, atuneci

Hy* — o*|| < [ly* — ea® || +[[(1 — a)2* || =[|g* — az*®{[+-1 —

— o = |ly* —ar*|| + Ny*|l —[ler*[| <2[|y* — aa™*|| <e.

Dacs «<<0, atunci aplicim acelagi rationament functionalei — oo*
$1 vom obtine cd ||2* -+ y*|| <=.

q.e.d.

LEMA 6.3. Sa presupunem 0<z<l1, ||az*|| = {ly*|| =1 si
k>1 -+ 2/c; dacd y* este pozitivd pe K (o*, k), atunci || .cv* -—J*H <e.

Demonstrafie. Fie x € X,|jw]] =1 81<w* x> >1.,-1(1—f— )
g

styeX, cu || yll < -2—_$.i x* (y) = 0. Atuneci:
e

- 2 o
e +yll <1 4+ = <k<a*, > = k<a*, x - y> sl deci

<

T + y € K (2%, k) ; aceasta 1mphca prin ipotezd cd <y*, z £+ y>=0
$1 deci: |<y*, y>I<<y*, 2><|lz| =1.

Aceasta inseamnd ¢d < y*,z > < ? ori de cite ori <z*, 2 > =0

$i J|z|]] <1 si deci dupd lema precedentd rezulti ci sau || a* +
+ y*|l e sau [|a* — y*¥|| <e.
Sd alegem x, € X, cu ||m0|| =1 §i <ax*, 3,>> ma,x(k 1 ¢);

atunci z, € K (o*, k) si deci <y*, £, >>0 si astfel rezults :
I a* + y*[} > <a* +y*% 0 > >,
Ceea ce inseamnd ci
la* —y*|| < ¢
g.e.d.

ProroziTIA 6.1. Fie C, K C X, C inchisd st convexd iar K + &
$i mdrginitd. Dacd ¢ >0 st x* € X* este astfel tneit || o*|| =1 81
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sup < o*, x> < inf < a*, x>, atunci existd y* € X,||y*|| = 1[s2
zelC zeK
xqe € C astfel Incit

|| 2* — y*|| <e §1 <Y¥, x> = sup <y*, x> <inf <y*, x>
xed xeK

Demonstratie. Fiey = sup <a*, x>, d = inf <a*, © >
2eK

s1 B astfel inelt y<<B<d; fle VBCln&t&tea V a lui K definitdi prin
V=K + (38 — ) 8; aceasta este o mulfime marginitd §i cum inf{
zes

<y, r>= —1, avem:

inf <ao*, o> =inf <a*, x> — (3 —B) =p.
eV 2eK

2
Fie « = 1 4+ — giz € 0, astfel incit y — <a*,2 > < (2a)"1(B—7)
£

si fie M >max [27% (B — v), Sup ly —=ll] i b=2aM (B — 7)™
v

Avem k > « >1. Sa alegem dupd lema 6.1 un punct z,€ C
astfel incit K (a*, k) + =, s suporte pe € in z, iar , — 2 € K. Vom
arata ed V C K (o*, k) + x,.

Intr-adevir, dacd y €V, atunci ||y — 2|l < 1%, —z|| 4 [ @y—
—2z|| <M+ || ¢z — 2| <_M-|—k<m, X ——z><M—|—k(
T a% e < Mok (20)73 (B — p) = 9M < 2aM = k(B — y) <
*§A3<($*,y'“'$0:>-

Dupd o cunoscutd teoremia de separare, existd y* e X, ||y*] =1,
astfel ineit sup < y*, x> = < y* 2> < mf < y*,x >=inf <
rel 2eK

<y*, x> — (3 — E)<1nfx<y x>,
z €

Cum 0< inf <y*, 2> §i kF>1 4+ 2 , rezultd din lema 6.3

g
cd |la* — y*|l.

q.e.d.

TeorEMA 6.1. (Blshop-Phelps) Dacé C C X este inchisd, con-
vexd $i mdrgmztc‘i atuneci mulfimea funcfionalelor suport ale lui C

este densd in X*.
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Demonsiragie. Fie a* € X*, |[[2*|] =1, o* este mirginiti pe

C si deci sup<<a*, > = o; fie y, astfel incit <ax*, y,> >« ; atunci
el '

luind K = {y,} si aplicind propozitia precedent#, rezultéi ci exists

Y* € X*gi x, € Castfelincit || #* —y*|| < esi <y*, 2y >=sup <y*, >,
zeC _

deci y* este o functionald suport pentru C.
| q.e.d.

COROLAR. Dacd norma spajiuluc X este diferentiabild Gateauz,
atunecr pentru orice € == 0, | v este o funcfionald suport pentru sfera
de razd || x| si orice astfel de funcfionald suport este de forma 7 z,
Pentru x = 0; astfel mulfimea {7} x, x 5+ 0} este densd in X.

Putem demonstra acum : |

TEOREMA 6.2. Fie X wun ‘spapiu Banach

a) dacd normele pe X gt X* sint diferentiabile Fréchet atunci,
X este reflexiv.

b) dacd normele pe X si X* sint de doud ori diferenfiabile Fré-
chet, atunci X este un spafiu Hilbert.

Demonstrajie. a) Din ipotezd rezulti cid ¢ este univocd §i de
asemenea 7* ; corolarul precedent ne araté cd multimea {7 @, x 5= 0}
¢ste densd in X* iar mulfimea {} x*, * 5~ 0} este densd in X*¥,
Fie 4 injectia canonicy a Ini X in X**; din propozitia 3.1 capitolul I,
rezultd cd ¢ = 9*7 i cum (7*7) (X) este densd in X**, rezultd ca
UX) =X** Astfel }*.9 = I (1dentitatea pe X) gi J.J*= I* (iden-
titatea pe X*); putem identifica pe X cu X*.

. b) Fie z€ X cu ||x,|] = 1; sd derivam relatiile de mai sus
In punctul x,, respectiv } @, (aceasta se poate deoarece § si J*
Sint gi ele derivabile); obtinem i

DY* (Jao) - DY (@) = I §i DY(PH(] %)) D J* (] ) = I*
sau

D $* (Jao) DY (@) = I 5i DY(wp) D J*-(Ja,) = I*

Ceea ce inseamnid cid D 9 (x,): X—>X* este o bijectie liniard bicon-
tinug a lui X pe X*. Forma biliniard (x, y)—>(DF 2,) (4, 9) = <
< (DY zy) 2,y > va defini un produs scalar pe X. Intr-adevir
fie 4 = DY (x): X > X*; vom ardta cd <Ay,y>=>0,VyeX;
dar aceasta rezultd din faptul c¢d A = D %xy = D2 ¢ (||2]!) iar
functia, ¢{|lx]|]) este convexi.
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Fie p (v) = |/ <A, >; atunci p este o seminormi §i avem
inegalitatea lui Schwartz.

| <Az, y >|<p(x) py).

Deci dacd p(x) =0, atunei <Az,y>=0VyeX; cum A4 este
surjectivi, rezultd ¥ = 0 si deci p este o normi pe X. Avem :

P¥e) = <A, 2> <Al l|2]*5idecip(a)< || 4] o]l

Fie B = {x e X, p(x) < 1}. Cu inegalitatea lui Schwartz,
obtinem ci |<Ay, 2>|<py)Vye X, xre B. Cum A este surjec-
tivd, aceasta inseamni cd multimea B este slab mirginits, deci mir-
ginitd in norma. Prin urmare existd o constantd C astfel incit
N2l <Cp (x),V. € X gidecipsi|| -] sint norme echivalente pe X.

g.e.d.

COROLAR. Dacd normele pe X gi pe X* sint diferenfiabile Fré-
chet, atunci X si X* sint homeomorfe prin orice aplicatie de dualitate.

Intr-adeviar, in acest caz X este reflexiv, deci § este surjec-
tie iar 7 §i ] * sint continue in topologiile normelor, conform teo-
remei 2.9.

q.e.d.

Referinfe. Rezultatele in legiturd cu functionalele suport sint
ale lui E. Bishop si R. Phelps [13].

Punctul a) al teoremei 6.2 a fost demonstrat de Restrepo [151]
iar b) de R. Bonic §i F. Reis [14] i independent de K. Sundaresan
[169], [170].



CAPITOLUL “I

TEORIA GRADULUI TOPOLOGIC IN SPATII FINIT DIMENSIO-
NALE $I O GENERALIZARE A LUI LA SPATII BANACH

§1. TEORIA GRADULU! LUI BROUWER

Fie R" un spatiu » dimensional ; vom nota prin Q si #Q inchi-
derea, respectiv frontiera unei multimi deschise §1 marginitd Q C R",
Prin x| = (2f a2k 4+ ...+ ad - .. 2o,

Amintim cd o aplicatie f(z)=(fi(#),..., fu(2)) a lui QC R" se
Humegte de clasd C° (k2>0) in Q, daed orice f; = f; (#, ®s,...,%,),
t =1,..., n este de clasi C* in Q. Vom nota iacobianul unei functii
“de clasi O prin If(z); atunci If(x) = det (a,(x)), unde a,(z) =
= ;L; notdim prin A4,(x) — complementii algebrici ai elemen-

H i
t-elorjaij(a;'). Dacd fe C*, k>2, atunci A;; (w) € CYQ) si satisfac
relatiile bine cunoscute :

(1) y LT

Avem :

LEMA 1.1. Fie f: Q—R" de clasid C! pe Q, continud pe Q 8t
lf(w)l>s:, x € 0 ; fie o(t) o funclie reald, continud pentru >0 cu
Supp o (0, €], pentru care |S "1 ¢ (f) dt = 0. |

0
Atuneci avem :

(2) |, o (L@ D-If@)dz =0.
. Q
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Demonstragie. Dupd teorema de aproximare a lui Weierstrass,
e suficient s demonstrim (2) in cazul in care f € C? (Q). Fie functia

¢m‘{“§“*@mwpmm1““<+m

0

0 | pentru ¢ = 0.

Evident ¢ € Ct pe [0, o) si supp ¢ C (0, €); mai observim ci
¢ satisface ecuatia :

(3) ¢ (1) + nd(t) = () te [0, 4 o).

Functiile ¢;(y) = ¢ (¥, ¢ =1,..., n, definite pe E" cu
valori in R, sint de clasd C! pentru orice y € R® §i g,(y) = 0 pentru
|4|><. De aici rezultd cé functiile : x—g,(f (#)) sint de clasd CY{Q)
§i se anuleazd pe o vecindtate a lui 9. Tinind seama de (1) §i (3),
obtinem :

LA B I I of (z) Ogj)
—————— s N - re— -
‘-Z.z dx; Y, A(@)g;(1(@) = § 3, ,5(37)( oz, )(6%

i=1 i=1 i=1

y=1Ff(x)

- If(w)(w Gyh+ 3 $yl). —‘U)

_ I(f(w)).ﬁ( agf) P2l Ly |

f=1\ 0Y;

y = () y = f(z)

= If(z) (0 ¢ () + ¢ ' () h=pron = @ (|f(@)]) If()

§i acum (2) rezultd integrind si aplicind teorema Gauss-Ostrogradski.
q.e.d.

Aceastd lemi sugereazd urmitoarea definifie

DeEFINITIA 1.1. Fie fe O (L)), continud pe Q si y€ R, cu
y&f(0Q); fie ® cu proprietdfile :
(a) D (t) este continud pentru >0, supp © C (0, €] unde

0<e<min |f(x) — ]|
reiQ

b) SR ® (|z))dz = 1.
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Atunei se numeste gradul lui Brouwer, expresia :

d[f; Q9] =§ @ (|f(x) — y1) If (w)da.

Q0

Pentru a justifica aceastsd definitie, fie § spafiul liniar al funecfii-
lor care verifici a) si fie pe § urmitoarele trei funcfionale liniare :

L(D) = Sw "1 (¢)dt, M (D) = S

0 R

RXENCE
§i
N(®) = Sf’ (If@) —yN If (x)de @ €§.

Aplicim lema precedentsi luind in rol de ¢ pe ® €§ i in rol de f
Pe rind aplicatiile :

Jol#) = 2, € Q, ={z€Q,|z|<a, a>c} §i fo (@) = f(@)—y, z € L.

Rezultd ci ecuatia L(®) = 0 implici M(®) = N(D) = 0.
Fie O, D, €§ cu M(®,) = M(D,) = 1; avem :

L [L (D), — L(®,) - ©,] = 0.
Atunci, conform celor de mai sus, rezults :
0 := M [L(D,)- D, — L(D,)-®,] = L (D,) M(D,) — L(Dy): M(D,) =
— L(®,) — L(D,).
Prin urmare L(®, — ®@,) = 0, iar aceasta implici
N (@, — ;) = 0, adicd N(®,) = N(D,)

Ceea ce aratd unicitatea definitiei (gradul nu depinde de functia ®).
Pentru a extinde definitia la aplicatii continue, dim urma-
toarea lems.
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LeEMA 1.2. Fie f, ge O (Q), continue pe Q, y € R*
asifel incit: |f(x)—y| >Te, |g(a

pentru x € Q.
Atunct

st £¢>0
y|>7zVa:ea.Qsz | f()— gaf:)]<e

d(f; Q9] =dI[g;Q,yl

Demonstm;w Cum din definitia 1.1 rezulti ci d

=d [f —v; 2, 0] putem presupune y=0, deci |f(x
xed

Q, yl=
l IQ(IE)[ = €,

Fle ¢(?) o functie reald de cla,sa 0 pentru 120 cu:

{ () =1 pentru 0<I<<2e

() =0 pentru 3e{t< }oo
0 9(f)<1 pentru te€ [0, +oo)

81 fie aplicatia :

W@) = [1 — o(If(@))]f(x) + ¢ (If (2)]) g()

Evident % este continud pe Q si h e (1 (£2) ; in plus, are loc :

[f(@) =@} | =] o (If(2)ID] | f (x) — g(@)[<e, Va € Q
§i analog
l9(®) — (> )]<s, ze Q.
De asémeni, pentru 'ori.ee v e 00, avem :
(b (x)] =
$1 deci :

(4) |f (®)[>6¢, | g (x)] >6¢,

/(@) — ¢ (If (2)]) (f (@) — g(@)) | 27¢ — & =0¢

|k (z)| > 6¢, Vo e IQ

In sflralt 58 observam e

h(w) %f(w) dacd |f(x)| >3¢
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81
hi(x) = g(x) daed |[f(x)]<<2e.

Fie acum @, (#) si ©,(¢t) doud functii reale continue pe [0, -0
cu supp ®, C [4e, He] si supp @, C (0, €], pentru care :

| @ () do :SR @, (|e}) do = 1.

Rn
Atunci pentru Vo € Q, avem :
(3) @, (| k(2)]) - Ih (2) = Oy ([ f(®)]) - Lf(x)
(deoarece pentru 4e < |h(x)| < He avem

J(@) | 3 h(@)| — 1f(@) — @) >4s — ¢ sidecih(z) = f(x)
81

(6) @, (| h(x)}) Ih(z) = Dy (| g(2)]) Lg(x)
(deoarece pentru | k(x)] < ¢ avem :
| g(x) |[<Ih(®)[+]g(2) — h(x)|<2e §i deci h(x) = g(x))
Integram acum egalitéitile (5) si (6) in raport cu » §i obtinem :
d[k;Q,0] = d[f;Q,0] si d[#;Q,0] = d[g;Q,0]

deoarece @, si @, verifics, conditiile a) §i b) din definitia 1.1, datorits
lui (4) gi 2 modului in care am ales suportul lor. Prin urmare

d[f,Q,0] = d[g;Q,0].
| q.e.d.

Putem defini acum gradul topologic pentru orice aplieatie continud.
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DEFINITIA 1.2, Fief={f(x) continud pe Q si yeR™y «f(3Q); fie
{filrey astfel incit lim f(x)=f(x) uniform peniru xeQ, f,eCYR")
k=00

sl y e« f,(0Q),VkeN.
Atunci gradul lut Brouwer pentru f este definit prin

a(f;Qy] = %irf.f d[f;;2,y].

Observim c# sirul {f.}ic,y existd datoriti teoremei Stone-
Weierstrass ; faptul c& y & f(0Q) implicd y e f,(0Q),Vk, rezultd din
continuitatea lui f §i compacitatea lui 9Q ; astfel lema 1.2 ne asiguri
existenta g1 unicitatea lui d[f;Q,y], datoritdi faptului ci pentru %
suficient de mare, d[f,;Q,y] sint toti egali.

Vom stabili acum principalele proprietiti ale gradului introdus,
PropozITIA 1.1. Fie Q, ,Q,CR*, mdrginite, deschise gi disjuncte
iar f continud pe 2, UQ, st yeR", cu y & f(0, U 0Q,). Atunci

d[f;€2 UQy,y]1=a[f;Q,y1+d[f ;$25,y].

Demonstrapie. Afirmatia rezultd imediat folosind definitiile 1.1
§1 1.2 (deoarece ea are loc pentru orice f,).

q.e.d.

TEOREMA 1.1. Fie f continud pe Q gi y ef(0Q) ; dacd d[f;Q,y]+0
atunci existd cel pulin un punct zeQ, astfel incit f(z)=y.
Demonstratie. Sd presupunem cid prin absurd, f(z)=~y, VaeQd;

atunci, cum f(#)¥y chiar pentru xedQ iar f este continui pe Q,

rezultd cid |f(x)—y|>¢, Voe, cu un ¢ convenabil.
Prin urmare, dacd {f;},ey este un gir de functii din definitia
1.2, aproximind pe f, avem :

(7) If{®)—y|>€, VoeQ pentru k suficient de mare.

Luind acum ® ca in definitia 1.1, obtinem din (7)

L AffeSy] = SQCD( [fe (#)—y ) If(x)d@ = 0.
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Prin urmare :

drf;Q,y] = lim d[f,;Qy] = 0

k=

Ceea ce nu se poate. q.e.d.

TEoREMA 1.2. Fie QC R" (deschis si mdrginit) st I=[a,b]CR;
fie P=F(x,1) continud pe QxI si yecR" asifel incit y e F(0QXI);
atunei A[F(.,t);Q,y] este acelagi pentru orice tel. |

Demonstratie. Din ipoteze rezulti ci o inegalitate de forma
| F(2,8)—2| >7< >0 are loc pentru orice zedQ gi tel ; in plus, existd
d=3(c) >0, astfel incit pentru ¢, {,el, [ty —1;|<<3(e) §i wefd s avem

| F(@,ty) —F(2,1) | <e.

S aproximidm pe F(.,}) si F(.,0;) prin sirurile {fulvey §1{fafrey
ca in definitia 1.2. Atunci existd %k, incit pentru k>k, sd avem:

| ful @) —y | >Te, |fol®)—y| >Te Ve

§1
| fuu(#) —faul{2) | < e pentru VzeQ.
LEMA 1.2 stabilegte ci in acest caz :
Alky ;Qy1=0a[fu QY] k>,
§1 deci

A[F(.,t,) ;Q,y]1=a[F(.,t5) ;Q,y].

C;tun aceasta are loc pentru orice pereche #,,t,el cu |4, —#,| <3, rezulta
ca d[F(.1);Q,y] este constant pentru tel.

_ q.e.d.
COROLAR. Dacd flog = ¢log $1 ¥ & f(0Q)=¢(9Q) atunci :

aff;Q,] = dlg,Qy]
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Demonstrajie. Intr-adevir, fie F(z,t) = tf(x)+(1—1)g(z),xeQ
te[0,1]; atunci yeF(0Q)1) = f(3Q) i astfel A[F(.,0); Qy]=
= d[F(.,1),Q,y], de unde afirmatia a rezultat.

q.e.d.

Vom da acum urmitoarea teorem$ de punct fix a lui Brouwer :

TEOREMA 1.3. [Fie f o aplicatie continud a sferei unitate
{2/| 2| <1} CR" in ea tnsdsi ; atuncs f au un punct fig.

Demonsiratie. Fie Q={x/|x|<1} si 84 presupunem prin absurd
cd f(r)+#x, Vo e Q; dacd punem F(w,t)=x—1f(x),2eQ, t€[0.1],
avem :

| B(@,) | >0 —t|f(2) | >1—t >0

pentru xedQ si 0 ¢ <1. Prin urmare 0« F(Q X [0,1]) 5i are deci
sens d[F(.,t];0Q,0] care calculat in t=0, ne di :

ALF(0 32,0]=d[F(-30)30,0)]=d[(};0,0] = | (jz|)de=1
Rn
(unde Yx)=w=, iar =1 in definitia 1.1).
Atunei : d[F(.,1);0Q,0]=1 si dupi teorema 1.1 rezultdi ef existd
z€), astfel incit f(2)=z, ceea ce contrazice presupunerea ficuti.
q.e.d.

LEMA. 1.3. Fie f continud pe Q, fie Ay ={z/xeQ, flxy=y} pentru
yek” fizat §i fie QD QD Ay, Q, deschis, atunci :

dlf;2y] = d[f;Qe,y].
Demonstragie. Prin ipotezd f(x)=ty,VreQ\ Q, sicum Q\ Q, este
o multime inchis# §i marginitd, rezultd ci |f(z) —y| > e,V e Q N ,.
Prin urmare, dacd {f},cy aproximeazi pe f caindefinitia 1.2, avem:

|fo(2)—y| >¢, pentru YoeQ\Q §1 pentru k suficient de mare.
Atunei :

A[fy Q] = [ @) — yDIfo).do =

:S O(|f(2)—y 1) I flx)de = A[f,:Q4,y]
0 |

o

§1 acum trecind la limitd, lema e demonstrats.
| qg.e.d.
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 DEFINITIA 1.3, Fie f continud pe inchiderea sferei S(xq,p) =
={|x—x,|<<p} st fie flx)Fflx) pentru orice T€F(Ty,p),XF Xy Atunci
prin indexul 1] f,x,] al aplicatiei f in x, intelegem :
o[ sw0]=aLf ;8(ws )y f(%o) -
Avem :

TeorEMA 1.4. Fie f continud pe Q gt sd presupunem cd in Q,
ecuatia f(x)=y are solupitle x,,@yy..., T,EQ; atunci:

arf; Qul = 3 60f; @ -
k=1

Demonstratie. Fie S(z,;P,) sfere disjuncte cu centrele in wx,;
¥ , } .

Q,=US(x,0:) contine zerourile lui f(x)—y si dupd lema 1.3 si
k=1

Propozitia 1.1, rezultd ci:

Af3Q01=0Lf, Q] = ¥ Alf38S(ane, fla] = ¥ ilf5m.)

q.e.d.
Avem urmitoarea evaluare a indexului unei aplicatii, intr-un caz
Particular important :

LEMA 1.4. Fie f de clasd C! intr-o vecindtate V a lui x, $i fie
I f(xy)=+0 ; atunci

If(x,)
| Lf () |

Demonstratie. Fie sfera §(7y; o) CV astiel incit

_ "‘:[f}xo] =

) —fro) = A0 — )+ R(@) Voee(@0,0),0 < o< oo

unde A : R"->R" este o aplicatie liniari dati de o matrice cu
d%—, A= If(x,)#0 iar R:V—>R" este de clasd C1, astfel incit s&
a1bd loc :

L R(@) | < q(p) [ —m |,wE8(Xo p) CU 13_1;1;1 7 (p)=0.
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Amintim c# pentru A avem descompunerea polari 4 — TP,unde T
este o matrice de ordin #, ortogonald iar P o matrice de ordin n,
simetricd §i pozitiv definitid. Fie aplicatia :

F (1) = f (@0) + T((1—t) P(w—,) + H(&—))+(1—)R(x)
cu xeS(wy,) $i 0<i<1. Evident, P fiind invertibils, avem

[(L—1)P(2)+iz|>clz| VzeR" gi 0<t<1.

Prin urmare, pentru zeg(x,, ), §i 0<i <1, are loc :

| B (@t) —f(0) | 2] T[(1—8) P(x—@0) +#—2)]| —(1—1) [Ra| =

= [ (L =) P(# 1) +-U» —3) | = (L —1)| B5|>(e—n(p))| & —,]-

Daca se ia p suficient de mie, incit n(p)<<e, rezultd ci F(x,t)=f(x4)
pentru w=£a,,5€5(w,,0) §i 0<?<1. Conform teoremei 1.2, obtinem :

d [ 38(20;0),f(26)] = A[FY.,0) 58(0, 0),f()] =
= d[F(.1) ; 8(20,0),f(0)] = ALF(-y1) () 5 S(gyp),0] =
= A[T(@—ay)5 8(y30), 0].
Fie acum @ ca in definitia 1.1 cu =< p ; atuneci :

AL T (@ — ) 38(0, p),0] = S O] T(@— o) ) T(%— 2,)dec

S(Eo. p)

tl)(lw—wo})dw=detTS &(| z|)dz =
Rn
detr — et A Iflzy)

|detA | | If(w,) |

q.e.d.
Ca o consecintd a teoremei 1.4 §i a acestei leme, rezultd imediat
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PROPOZITIA 1.2. Fie f continud pe Q §i xy,@,,. .., x,eQ solutiile
ecuatier f(x)=y, pentru y fixat gi xeQ; sd presupunem cd f este de
de clasd C! in vecindlatea oricdrui xy, k=1,..., p, si cd If(x,)5-0,
k=1,2,...,p. |

Fie p., respectivp_, numdrul elementelor multimii {«,,. .. x,},
unde If(x) este pozitiv, respectiv negativ; atunci

dlf;Quyl=p, —p_.

Vom aridta acum ci gradul topologic al unei aplicatii continue
este un numir intreg ; pentru aceasta dim in prealabil :
LEMA 1.5, Fie feC! (Q) continud pe Q si f(x)s-y,, ® € 0Q §i y,
Jizat. Atunci pentru orice =< mtl;)n |f(2)—y, ], existd yeR" cu |y—y,|<e
*E0D

astfel incit

a) Bouajia f(x)=y, xeQ are cel mull un numdr finit de solupii
1y D

b) ?

b) If(wk)#os k:':_lv- - P, _

Demonsiragie. Fie K multimea inchisd a punctelor xeQ, unde
(f#)—y,| < e §i T submultimea inchiss a lui K, unde If(z) = O.
Din lema lui Sard" rezulti ci f(T') are méisura Lebesgue nuls si deci
are interiorul vid ; prin urmare existd un punctye{wz||z —y,| < ¢} \f(T).

Atunci f(z) =y pentru zeQ, implics
f(2) =90 IS 1y —¥o|<e, deci zeK si If(z) # 0.

Vom ardta cd ecuatia f{r)=y, £eQ, are cel mult un numir finiy
de solutii. _
Intr-adevir, presupunind cé ar exista un gir {z,};ey —Q de vec-
tori distineti, astfel incit f(z,)=y, VkeN §i lim z;, ==, ar rezulta.

—_— ke o0
Ha)=y i 2,eQ, deci 2o€K i If(w,)5£0. Din N

0 = f(wk)‘”f(a”;u) = A(ik) (2 —x,), cu moggkgwka /
unde det A(£,)=LIf (%), rezulta : (Zf) (%) =0.

* Au lec m(f(E)) <S If(z) da. pentru orice JeCHD) si E € €, misurabila
E
Lebesgue [164], [111].

10 — ¢, 290
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Dar cind & — oo, &, — 2, si deci If(x,) = 0, ceea ce este o
contradictie.

q.e.d.

TEOREMA 1.5. Iie f continud pe Q si y, & f(0Q) 5 atunci[ f;Q,y,]
este un intreg. o ,
Demonstrafie. B suficient si demonstrim afirmatia pentru
functii feCQ). Dupi lema precedentd existsh un SIir {y,.) CE™ Y7V
cu f(yx)+Fy, astfel incit pentru y, si fie verificate conditiile teoremei
L.4; atunci d[f;€Q,y,] este un numdir intreg. Cum gradul d[f,Q,y,]
este o functie continuid de y intr-o vecindtate a lui Yo, Tezultd cd si
d[f;Q,y,] trebuie si fie un intreg.
qg.e.d.

In continuare vom demonstra teorema lui Borsuk —Ulam ;
pentru aceasta se dau in prealabil lemele :

LEMA 1.6. Fie K C R" o mulfime compactd st [:K—>R"*1 ¢
aplicagie continud pentru care 0g¢f(K); atunci f poate fi extinsd la o
aplicatie continud nenuld pe un cub D K.

Demonstratie. Fie c=inf |f(z)|; atunci ¢ >0 prin ipotezi. Fie
| . ®EK - |

&
pentru >0, o functie ¢,eC! agtfel incit | (@) —q4(2)|<e, VzeK;
butem defini g, B"*1—>R"*1 astfel : 3y(x,2,.,) = oo(2), unde zeR®.
Atunci, cum Ig, = 0, cu lema lui Sard rezulti ci pentru orice D C R"
masurabil o,(D) = $,(D) are misura nuld; aceasta inseamni ci
mas @q( £")=0. Fie —y,e go(R") ; atunci functia ¢:R*—R"+1 definits
prin o(x)=q¢,(®)+y, nu se anuleazi pe R": intr-adevir, daci ar
exista @, cu @o o) -y =0, ar rezulta —y, e ¢o(K), ceea ce nu se poate.
atunct [f(z)—o(x)|<e, Ve eK i in£ |¢(@)| > c—=. S& presupunem

_ . ®€EK . .

Putem lua y, suficient de aproape de origine, adicé astfel incit|y,| <

:-:<i; atunci inf | o(2)| > “.
2 . 2€K 2 o
Fie n:RB,—R o functie continui astfel ineit:

i 2t . e . Ly
7(t)=1 daci t>"g—$1 n(t‘):=-'c--dahca,t< . Vom defini o nous

_‘,Pix_)T; atunei pentru orice z € R", |{(z)| > —»

licati = <L
aplicatie (=) 7(je(2))) 2
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(deoarece daca [cp(x)[} %’ atunci (x)=o(x) iar dacs lp(@)] < ¢,
Yy =22 "') i [(@)—f(2)|= |¢(@) —f(2) |<e, V€ K (dooarece
lo(x)] 2 |

o(2)| >~ si atunci Y(a) = ()

Dupd teorema de extensie a lui Tietze, existdi o functie
0 :R" — R"*1, astfel incit §(z) = §(2) — f(x), dacdk zeK. Fie
U={xeR" |5x)<c}; evident U este deschisi si UK. Fie
«:R" - R astfel inecit o(x)=1 pentru zeK §i «(x) =0 pentru
reR™M U, iar 0< a(x) <1 in rest; fie ¢;=ad; atunci ¢, :R"-—>R"*1 are
broprietitile :

§ile = 9, $3=0 pe R\ U si |{y(x)|<¢, Ve U.

Luind acum un cub CDU, atunci f:0->R**1 definiti prin flx)=
= Y(x)—,(x) este funectia ciutatd, deoarece :
f(#) = f(z) dacd z € K iar dacé x e U, avem :

(@) = [4(2) — Jy(2) | },% —e>0; in sfirgit, dacd xe C\V, avem :

f(@)1> 14(a)| 35> 0.
q.e.d.

LEMA 1.7. Fie QC R" o multime deschisd, mdrginitd si simetricd,
stfel incit 0 e Q5 fie f: 0Q—>R"™, m>n o funclie impard si nuld.

Atunci f poate fi extinsd la o functie impard gi nenuld pe intreg Q.

Demonstragie. Vom demonstra aceastd lemi prin inductie dupa
dimensiunea lui R". Pentru n=1,0Q reprezinti o multime numira-
bili i mirginitd de puncte, simetric agezate pe axa reald fatd de
Origine. Fie ¢ inferiorul punctelor din 6Q, pozitive ; atunel € >0. Dupi
lema precedentd putem extinde functia f restrinsg la [e, 4 oo} 92
la o functie nenuls f definits pe un interval [¢,a]. Prin simetrie putem
defini f nenuls pe [—a, —c]U[<, a]. Si presupunem ci lema e adevi-
ratd pentru k<w. Si considerim R""1 identificat cu hiperplanul
T,=0 din R" fie QC R". Dupé ipoteza de inductie f poate fi extinsi
la o functie f nenuld gi impars pe 4QU(R* 1N Q).

S4 impédrtim pe R® in mul{imile disjuncte

R, = {veR"|2,>0} §i R ={zreR"x, < 0.
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" Fie Q_ = QN B 5i Q_ = QN R" ; tot dupd lema precedentd f
poate fi extinsdla o funei;le nemﬂé gi continud pe dQU(R"INQ)UQ, ;
acum prin simetrie se obtine extensia ceruti.

q.e.d.

LEMA 1.8. Fie QC R" o mulfime deschisd mdrginitd gi simetricd cu
0eQ $t £ :0Q—R" o functie continud impard gi nenuld. Atunci f poate
fi extinsd la o functie continud §i impard pe Q, nenuld pe QO R* 1.

Demonstratie. Aplicim lema precedenta Iui f restrinsi la
HQNE") = QN R 1; ; obtinem o prelungire f nenuli a lui f
la QN R"1; extindem acum pe fla Q prin Tietze si simetrie.

q.e.d.
LEMA 1.9. Dacd QCR" este o multime simetricd deschisd
?

mdrginitd st 0 & Q, atunci pentru orice f 0Q—R", continud gi impard,
astfel tncit 0 & f{( 69 )y ALf : Q, 0] este un intreg par.
Demonstratie. Sa extindem . pe f la Q astfel incit f si fie con-

tinu# si impard pe Q, nenuli pe QM R"1, Vom nota aceastd extensie
tot prin f.
Fie ¢ de clasd (!, impard care aproximeazd pe f (aceasta

existd deoarece pentru orice ¢, functie % [o(®) — o(— x)] este

impar#). Pentru ¢ suficient de apropiat def, 0 e ¢(0Q)si0 & cp(Q NR"1)
81 in plus; d[f; Q ,0] =d[e; Q,0].

Pentru a calcul& d[ ¢ ;Q, 0] fie Q, =R7NQ 51 Q_=R"NQe
in lema 1.7. Avem :

df; 9,0 = dlf; Q,, 0] + d[f; Q_,0]

deoarece f # 0 pe QM R"~L. Observim ci f fiind impari, orice deri-
1 O L . . A
vaté partiald -éi este o functie pard, deci If este gi ea o functie
Z;
pard.
Atunci un calcul simplu aratd cé :

5 o([f(2) ) If(@)de = Sg O([f(@)]) If(@)dw
Q+ : - | :

gl deci: d[f; Q., 0] =d4[f;Q_, 0]
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Rezultd prin urmare ei d[f; €, 0] este un numér par. -
g.e.d.

TEOREMA 1.6. (Borsuk). Fie QC R"® o mulfime deschisd, mdrgi-
nitd gi simetricd, cu 0€Q i f:Q—R" o aplicatie impard, astfel incit
0 & f(0Q). Atunci d[f; Q,0] este un numdr impar (in particular este
diferit de zero). |

- Demonstrajie. Fie § o sferd cu centrul in 0,8 <Q §i ¢ : Q—R",
continud, astfel incit : |
a) o este impars
b) @laa = flea
¢) ¢ls = identitatea.
O astfel de functie exist# deoarece intotdeauna ; gisim un § cu

Proprietitile b) gi c) si luind o(2) =—;—[$(w)—-$(——w)], ¢ satisface

a), b) si c). .
Dupéd corolarul teoremei 1.2 rezultd ci :

dif; Q,0] =d[¢; Q, 0].
Cum ¢= identitatea pe 8, evident ¢ = 0 si 9 § si atunci
d[f; Q,0] = d[¢; SU(Q|S), 0]=
=d[9;8,0] +d[e; A\S, 0] =1 + d[e; Q\S, 0].

Dar d[¢; Q\S, 0]este un numir par dupi lema precedentd (0 & Q\5)
§1 prin urmare afirmatia rezults

g.e.d.

. Incheiem consideratiile cu urmsitoarele referiri la cazul spatiilor
generale finit dimensionale. | - |
Fie F un spatiu real de dimensiune » ; alegind o bazi in E, il
Putem identifica cu R"; aceasta ne permite s& definim gradul topo-
logic in B exact ca in R", pentru funectii de la ¥ in F, cit si pentru
functii de 1a E in F, dacs dimensiunea lui F' este aceeasi. |
Intr-adevir, gradul topologic este independent de bazi aleasi,
fapt care se poate verifica pentru functiile de clasé C!; iacobianul,
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la o schimbare de coordonate (atit in ¥ cit §i in F') pastreazi acelasi
semn.,

Referinte. Notiunea de grad topologic a fost introdusi in
1912 de catre Brouwer, folosind metode de topologie combinatorie.
De atunci s-au facut numet oase incercdri de-a stabili principalele
proprietiti ale gradului lni Brouwer cu metode elementare. O astfel
de prezentare este cea datd aici care aparfine lui E. Heinz [83].
Pentru o altd prezentare folosind tot teoria functiilor diferentiabile,
recomandam monografia lui I. Schwartz de unde e luatd teorema
lui Borsuk [164], a se vedea gi: [111], [138].

§ 2. TEOREME DE PUNCT FIX PENTRU APLICATH MULTIVOCE
SUPERIOR SEMICONTINUE

Vom da citeva teoreme generale de punct fix bazate pe teoreme
de separare a mulf{imilor convexe in spatii local convexe.

TeEOREMA 2.1. Fie X un spafiu local convexr, KC X o mulltime
convexrd si compactd, f :K—X* o aplicatie continud in topologia tare
pe X*. Fxistd x, € K astfel incit sd avem :

< flag)y, 2—2xy>> 0, Ve e K,

Demonstratie. S3 presupunem ca afirmatia teoremei ar fi falsi
atunci pentru orice z,eK, ar exista y € K astfel incit :

<f(w0)7 y_'w0> <0.

Fie N,={we K| < f(®), y —x, > <0} si fie g,(z), <f(x), y—& >, weK
evident N, =9 [(— oo, O)] iar contlnulta,tea, lui f implica con-
tinunitatea lui g, pe K. Atunci orice N, este deschisd i cum orice
punct din K este inclus intr-o astfel de multlme, {N,}yex formeazi o
acoperire deschisd a lui K.

Existd atunci o subacoperire finité {N N,} si o partitie

a unitatii subordonate ei, {oy,.. ,oc,} cu E o w) = 1, veK, supp «;

C Ny $i0$ a; () <1
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Putem defini aplicatia :

p(x) Z o; (@) y;

care este continui de la K in X. Fie K,<K submultimea convexi,
flmt dimensionald generatd de {y,....,y,}; atunci p aplici pe K,
in ea insusi i dupid teorema de punct fix a lui Br ouwer, existd o,
astfel incit P(z), =2,

Observim cd pentru Vz € K, avem :

<flx), p(@)—ax > = Z w2y <flw),y; — @ > <0.

i=1

Atunci pentru #; aceasta inseamns :

0=<f(a), P(2) —2, ><0,

adied o contradictie.
q.e.d.

DEFINITIA 2.1. Fie X un spatiu local conver si M C X X X*;
M se numeste monotond, dacd pentru orice [x,u], [y,0] € M avem

<u—v, x—y > >0.

TeOREMA 2.2. Fie X un spaliu local convex, KC X o multime
compactd, convexd, f :K—X* continud in topologia tare si MC K x X*,
Mmonotond. Atunci existd un element x,c K, astfel incit pentru orice
[m,u] e M gt 8d avem :

<f(370)_“: Zyg—x > > 0.

Demonstratie. Sa presupunem ci ar exista f gi M ca in teorema,
bPentru care a,flrma,tla nu ar fi adevarata ; atunei pentru orice z,¢€ K,
existd [y,u]eM astfel incit <f(x,)—u, Z,—y ><O0.

Vom pune pentru un astfel fle [y,ule M

N,.={zeK|<f(&) —u, 21—y > <0}.
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Ca mai inainte se aratd ci {N, ,}, ., €M formeazi o acoperire deschisi
a lui K ; existd astfel subacoperirey finit§ a lni K :

{ Ny bt viny -+ Nupur)s fie {B, By, ..., B,} partitia unititii
asociatd acestei acopemn Formam aplicatiile

P(#) = ¥, B(@y; i a@) = Y, 8, (@,

Ca mai sus rezultd cd p are un punct fix, x, e K. S% considerim gi
functia

N#) = <f(@)—g(@), s—p(@)> = T 8(2) B(@) < f(@)—Upy 03—y, > =

k=1

= M(@)+ A (),

unde: % (@) = ¥, 8 () <f(@)—w, , 2—y, > si
i=1

A (2) =Y B (@) B (@) <fl) —uy, # — 9y, >.
iEk

Avem evident : A,(#)<<0 iar pentru i,(2) gésim 2, (2) < 0 pentru cé:
Ag(x) = Z B; (z) By (x)[ <f(x) — Uss — Y, > + <f(m)"ukaw_?/;>]

1<i<kr
iar
<f(®)—u; v—y, >+ < fl@)—uyy £—y;> =
= <f(@) —tyy ©—y; >+ <f(@) —Upy ®—y >+ <Up—Ujy Y,— Y, > < 0 |
datoritd monotonicitifii lui M i a definitiilor mul{imilor
Nyjuyy 150,

~ Prin urmare: A(x) = MN(®)+ M (2) <O V ze K, deci si
pentru x, adica :

0 = < fi(®;) — q2y), & —Pp(2) > <0
ceea ce este o contradictie.

?.,"

q.e.d.
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LEMA 2.1. Fie X un spatiu local convex, K o mullime compactd
convexd in X, A o aplicafie superior semicontinud a lui K in 2%,
astfel incit pentru orice x € K, Ax sd fie o multime inchisd convexd,
nevidd tn X. Fie pentru orice rzeK, W, (x) inchiderea mullimii
{ye X[AN20cu o + My e K} gi sd presupunem cd existd we W (x),
yedx §i§ > 0, asifel incit y—x = & w.

Atunci existd x, € K astfel incit x, € Aw,.

Demonstrafie. Si presupunem cé ar exista 4 pentru care teo-
rema este falsd. Atuneci pentru orice e K, 0§ v — Ax. Cum v—Ax
este o multime inchisd §i convex#, existd o functionald liniard

v e X*, astfel incit: <o, 2 —y]> >0, Ay Ada.

Fie pentru orice ve X*, N, ={r e K|/<v,2—y >>0, y € Ax}.
Observim ci fiecare N, este deschisd ; intr-adevir, fie e N,
si U veciniitatea lui Ax, datd de U={y|<v,xy—y >>0}. Cum A este
Superior semicontinus, 3 V(x) C K astfel ineit A(V)C U, adici
V C N,.{N,}, e este deci o acoperire deschisd alui K i prin urmare
existd o subacoperire finitd, {N,,...,N,} si o partitie a unitifii
corespunzitoare {yy,...,v,}. vom defini aplicatia q¢: K—X* prin

g(z) = ¥ v, (@) v -

i=1

Observim ed pentru orice x € K si y € Az, avem :

<gx), v —y> =% Yi{®) <v,2—y > >0,

i=1

Cum q este continui, putem si-i aplicim teorema 2.1 §i deei existé
@y e K, astfel incit << g(x,), ¥—xy > > 0 Ve K.

Cum <g¢(z,), £—x,> este o functie continui de x, rezultd c# pentru
orice we W, (z,), avem : < q(x,), w >> 0, deoarece pentru orice
¥ pentru care existd A >0 astfel incit # = xy 4 Ay e K,

<g(wp)yy > = A1 < q(2)y T—2e>> 0.

Pe de altd parte, prin ipotezd existd y e Az, i we Wy(x,) si
€ >0 astfel incit y =a, +Ew, deci: 0< <q(m), vg—y> =
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= — £<<q(x)y,w >, adicd pentru acest w obtinem <g(x,), w><0,
ceea ce nu se poate. : |

q.e.d.

TEOREMA 2.3. Fie K o submultime compactd convexd intr-un
spagiu local convexr X §i A : K—2% o aplicatie superior semicontinud,
astfel incit Ax sd fie pentru orice x € K, o mulfime tnchisd, convexd a
cdrut intersectie cu K este nevidd ; atunci A are un punct fix tn K.

Demonstratie. Observim mai intii c¢% pentru orice z e K,
multimea W, (x) contine toate punctele de forma w=z—w, 2 € K. Fie
yeAx (N K; dacd punem w = y—ux, atunci w §i y verificd conditia
din lema precedentd gi afirmatia rezulti.

q.e.d.

LrMA 2.2. Fie X i ¥ doud spatii local convexe, K o mulfime
compactd, convexd in X si K, o mulitme compactd convexd in Y. Fie
A,B :K—2%: gstfel incit :

i) A este superior semicontinud $i V xc K, Awx este o multime
inchisd, convexd in K,

i) Pentru orice x € K, Bx este o mulfime deschisd a lui K, st
pentru orice y € K, B~ y este nevidd si convexd in K.

Atunci ewxistd X, € K, astfel incit Az, N Bz, + O.

Demonstragie. Pentru orice y € K;, B 1y fiind nenul, familia
{Bw}sex formeazi o acoperire deschisi a compactului K, si putem
extrage deci o subacoperire finitd {Bw,,...,Bz,}; fie aj,...,x, par-

titia unitdtii pe K, asociatd acestei acoperiri.
7

Vom defini o aplicatie continué : s : K,~>K astfel : s(y) = Y 4 (y);.
i=1

Atunci pentru y € K;, «(y)+ 0 numai dacd y € Bz;, adicd numai

dacd x;eB7ly.

Fie y e K ; atunci existd un indice ; cu «;(¥y)
astfel incit ;€ B™'y; B™! yfiind convexi, rezultd ci s
adicd y € B(s(y)) (V y € K,).

Definim acum o aplicatie C': K, — 25 astfel : O(y) = A(s(y)).
Din proprietéatile lui A, rezultd cd pentru orice y € K,, C(y) este nevid,
inchis gi convex in K, ; s fiind continud §i A superior semicontinud,
rezultd cd C este superior semicontinud. Astfel putem aplica teorema
2.3 §i sa conchidem ca existd un punct y, € K, astfel incit y, €

€ C (yo) = A(s(yo))-

= 0. dec2
y)e B~ y,
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Cum y, este si in B(s(y,)), rezulti cd pentru =z, = s(y,),
Az, Bxy = 9.
q.e.d.

‘Incheiem consideratiile din acest paragraf prin analogul teo-
remei 2.2 pentru aplicatii multivoce.

" TEOREMA 2.4. Fie X un spatm local convex, K un compact
conver in X, K, un compact convex in X*, cu topologia tare.

Fie A o aplicatie superior semicontinud de la K in 2%, astfel
inctt peniru orice xe K, Ax sd fie o multime inchisd, converd,
nevidd. Fie M o muljime monotond in K X X*,

Atunci ewistd x,€ K si wuy € Awx, asifel incit pentru orice
[x,u}e M sd avem :

<< Ug—Uy Ty —2>2=0

Demonstratie. S4 observiam pentru inceput cd dacd A este

Superior semlcontmua, graficul G(A) este inchis in K X K.
 Intr-adevir, fie [xu,]dG(4); atunci ug Ax care este inchisd.

Cum K, este regulat, existd doud vecindtiti disjuncte V; a lui u
31 Vs, a 1111 Az ; din faptul cd A este SllpeI‘IOI semicontinué, rezulta
cd pentru V, ezasta o vecindtate U a lui « in K, astfel ineit A( 0)Cv,.
Prin urmare U x V, este o vecinitate a lui [a: %] care nu mtersec-
teazd pe G(A4).

Fie acum, pentru orice submult{ime finitd a lniM, F ={[x;,%,],. . -

y [@,, u ]} gi fiecare ¢ >0, H_, = {[z,u]/[2z,u] eG(4), <u —
-—u X — &, >> —e, 1< i 1) Mulfglmea H, , este inchisd in K X K, ;
S& a,la,ta,m cd H,. .+ . Vom defini pentru aceasta aplicatia B
K — 2% prin :

Br ={ujue K, <w —wu;, o—a; >>—e¢ 1<j<r}

multimea Bz este deschisd iar pentru oricew € K;, B lu={x/xe K,
<u—u;,x—x, >>—c} este convexi gi confine multimea :

« = {rlxe K, <u—u', 2—2">>0, V[r',u'le M}

Deci pentru a arita ci B tu = &, e suficient si, a,rata,m ca Z,+ .
Aplicim teorema 2.2 aplicatiei C(x)=wu, univocd §i constantd pe K ;
rezultd cd Z,+ . Atunci observam cd sint indeplinite pentru
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A si B toate conditiile lemei 2.2 §i existd prin urmare y, e K astfel
incit Ay, By, # O. Fie vy € Ay By, ; atunci [y,,0,] € H, » §i.cum
evident familin {H, .}, » are proprietatea intersectiei finite, ' re-
zultd cd existd un punet in intersectia tuturor acestor multimi
[xy,u0] care va verifica condifia dati. -

Ca o aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder, care nu e
altceva decit teorema 2.3 pentru aplicatii continue gi univoce, dim
urmatoarea teoremi de subspatii invariante, ob{inutd recent de
Lomonosov.

Fie £(X) spatiul operatorilor liniari i continui pe un spatiu
Banach X. | |

TEOREMA 2.5. Dacd & este o algebrd comutativd din £ (X) iar
K un operator compact nenul din £(X) astfel incit AK=KA,VYAed,
atunct existd un subspajin liniar inchis al lui X,0+Y+<X,cu AYCY,
VAed.

Demonstrajie. S4 presupunem cid afirmatia nu ar fi adeviratid
si fie S;={z/ ||z||<1}; atunci KX & KS,, deoarece KS, este
marginita. .

Existd deci xy%0,cu Kz,¢ K8, si prin urmare 0¢KS, unde
S={a]|| w—u,|l <1}. |

Fie pentruy € X,y # 0,4 y = subspatiul liniar generat de mul-
timea {Ay, Aed}; evident acesta este un subspatiu invariant
pentru orice A € d §i din presupunerea ficutd, rezulti dy = X.

Prin urmare, V y, € KS existi A,e A, astfel incit || Agy,—,ll <1;
aceastd inegalitate se mentine §i pentru y intr-o vecinitate a lui y, si

deci obtinem o acoperire deschisd a multimii compacte KS ; putem
extrage o sunacoperire finitd : existd deci 4,,..., 4,€d astfel incit

VyeKS, g cu || 4y—a,) <1.
_ Fief:R, —R",continud, suppf=[0,1]5i o;(x) =f(|| A;o0—mp]| ),
reKS. Iie

B; (@) = T&(—% ,zxe KQ i ()= i‘l B; (Kx) A, Kx.
3; (@)

S& ardtdm cd ¢ aplicipe Sin §; intr-adevir, VeeS, Kre K8 si
deci 3|j cu /| 4; Ko—uxz,|| <1; atunei «; (Kz) = f(|| A; Kz—uayll) >0
si deci || Y(x)—xol <ZB; (v)||4; Kx —ay|| <1 (deoarece dacd ||

| A, Kx—y]| >1, atunci a, (K(a)=0).



Aplicatii de dualitate in analiza functionald neliniara 157

In plus ¢ :8—8 este o aplicatie compactd ; atunci dupd teo-
rema de punct fix alui Schauder, existd 2; cu $(z,) = 2, §i '+ 0,
pentru cd K(x,)e KS iar 0 ¢ KS.

Fie operatorul liniar Tz = Y, (Kx,) 4; Kz ;avem T, —w,;
i=1 '
atunci TAx,=Ax,, VAl §i cum da, =X, rezultd T =1, ceea ce nu se
boate, deoarece T este compact.

q.e.d.

COROLAR. Fie A e &X) pentru care existdi K e £(X), compact
astfel incit KA=AK ; atunci A are un subspatiu invariant propriu,
astfel inctt KA=AK ; atunci A are un subspatiu invariant propriu.

Referinte. Aceste teoreme de punct fix, de tip Schauder-
Tihonov, se gisese in [357, [39]. |

§3. APLICATII A-PROPRII S GRADUL TOPOLOGIC GENERALIZAT

Gradul topologic al Ini Brouwer a fost extins in 1934 de citre
Schauder si Leray la aplicatii de forma I4-C, unde ¢ este un opera-
tor compact pe un spajiun Banach. In cele ce urmeazii vom prezenta
0 extensie a gradului topologic, la aplicatiile A-proprii, datorati
lui Browder si Petryshyn, eu care se obfin importante teoreme de
Punct fix gi de invariantd de domeniu. Aceastd nofiune are meritul
de-g, unifica o serie de rezultate obtinute pentru operatori de forma
I + ¢, ¢ compact, sau pentru operatori monotoni si de a le extinde
lf_:b clase de operatori, cum ar fi operatori P—compacti, care nu pot
il tratati nici cu tehnica Leray Schauder gi nici cu tehnici de ,,mono-

Onie”’,

DEFINITIA 3.1. Fie X $i Y doud spajii Banach; prin schemd
gde aproximare) proiecfional compleld peniru aplicatiile dela X in Y
tnjelegem :
doud siruri crescatoare {X,},en §i {Yojuay de subspatii finit dimensi-
Onale ale lui X, respectiv ale lui Y, astfel incit dimtX, — dim ¥,
VuneN si doud siruri {Pleevy $t {Quluexy de proiectii lLiniare,
P . x —X,, @, : Y—>Y,, continue st surjective, astfel inctt

VyeX, Po—>x $i Q.y =y, YyeY.,
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Vom nota prin {X,, Y,, P,, €.} o astfel de schemi de aproximare.
Pentru T :DCX—Y vomnota prin D,=DN X, si prin T,=Q,TD,.
Avem :

- Y
K3

-Y,

P

X
|
v oo,

X

n

DEFINITIA 3.2. Fie X 51 ¥ doud spaefii Banachgi{X,, Y,, P, Q,,}
0 schemd prowctwnala completd ; fie DCX deschisd si . mdrginitd
st T :D—Y continud; T se numeste A-prop'rm pe D in raport cu
schema data, daca pentm orice §ur {a? tar €W X,€D,, $i orice ye¥
satisfdcind :

lim ” Tn’ (xn’)"_y” =0

o' -0

ewistd un subsir {xq..} C{x,.} i un element xeX astfel incit :

lim xpr=2 81 T(x)=y.

nr’—son

T se numegte local A-proprie dacd penitru orice w,€D existd o sferd

S(xq,7) astfel incit 8(xy,r)CD si T este A-proprie pe S(x,,r) (D aici
e deschis §i neméarginit).

Observatia 3.1. Se verificd pornind de la definitia 3.2, ci orice
aplicatie compactd a unei multimi deschise, marginite din X este
A-proprie ; de asemenea este A-proprie orice aplicatie de forma I+ C,
cu C compacta.

Urmitoarea teoremi caracterizeazi o clasi de aplicatii A-
proprii definite pe intreg X, cu valori in ¥, stabilind totodata strinsa
lor legaturd cu ecuatiile functionale.

TEOREMA 3.1. Fie X §1 Y doud spajii Banach cu o schemd proiec-
tionald complet si fie T : X — Y, continud, cu proprietatea cd existd
o functie o:R, —>R_, astfel incit «(t)—>0 implicd t—0, pentru care

1) | Twae—Tyll Ze(llz—yll) Yo,y € X,.

Atunci T este A progprie dacd- st numai dacd R(T)=Y.
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Demonstrajie. Rezultd din teorema de punct fix a lui Brouwer
(:3? pentru orice y,€Y, existd x,€X,, unic datoritd lui (1), astfel incit
ﬂ(a}n):yn' . ) .
Fie T, A-proprie si y€Y ; atunci pentru orice n, existd z,€X,,
astfel incit T'n(x,)=0Q,y. Astfel evident: ||Q,T(z,)—y||—>0;
existd atunci zeX si un subsir {,.},, C{x,}., astfel incit :

T+ x€X §i Te=y.
S§ presupunem ci R(T)=Y i fie {z,}CIX, x,, € X,,, Vn';
astfel incit || T, (z,:)—vy || — 0.

Prin ipotezd existd xeX astfel incit Te=y; cum P,z —> X,
continuitatea lui 7' implies :

TP, 7r Tr=y. Aplicim acum inegalitatea (1) elementelor
Lyt §1 Pﬂp{E. '

o || #r = Lor®|| ) || Tar(@nr) — T Ppr(@) || <

| Tor(@r) =y || + 1| TPu —y]| 730

Piiu wrmare 2, — P2 - 0, deci z,, —>=.
q.e.d..

LemA 3.1. Fie DCX, deschisi gi mdrginitd si T o aplicajie
continud A-proprie a lui D tn Y ; fieyeY astfei wneww ye& T(OD)
Wunct existd un tnireg ny=1 §i o constantd d >0, astfel incit :

NT, z2—y|| =2d, Ynzn, si  €dD,.

Demonstrafie. S presupunem prin absurd cd j[lema ar fi
falsi; ar exista atunci 2,€dD, §$i e >0, cu o> 0, astfel incit
1 Zarr — g1l < ewr

Dar T fiind A-proprie, existd un subsir {z,.}C x,} si reX
astfel incit lim ,, =2 i Te=y.

Din faptul ¢d a,,€0D,,C 0D care este inchisdi, rezulti ci
r€dD i deci yeT(0D) ceea ce nu se poate.

q.e.d.

'--_._______-_____._

*) 0D este frontiera multimii D.
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Fie Z multimea numerelor intregiiar Z'=ZU {— wo}U{+ o} si DCX
deschisd si marginita. _
DEFINITIA 3.3. Fie T:D—Y, A-proprie gi continud, gi fie
y& T(0D); vom defini gradul aplicafier T prin :
A[ T ;D,yl={v/veZ pentru care existd un subgir {(n'}CZ, n'—>-+4 o

astfel ineit lim d{T,, ;D@0 y]1=v].

Observajia 3.2. d[T, ; D, ;@.y] este gradul topologic al lui
Brouwer pentru aplicatia T, : X, —Y,,.

Atunei, dacd yed[T ;D,y] este un intreg finit, y=m, se poate
presupune ¢i d[ T, ,D,.Q,y]=m pentru orice n'.

Urmiéitoarea teoremi ne aratd cd gradul astfel definit are aceleasi
proprietati cu gradul lui Brouwer (si cel al lui Leray-Schauder).

TEOREMA 3.2. Fie T : D—Y continud, A-proprie 3¢ fie y & T(9D)
Atunci avem

a) 4[T;D,yl+®

b) dacé d[T ;D.y]+£{0}, atunci existd xeD asifel incit Ta =y

_ ¢) Fie F(x,1) :D x [0,1]—Y o aplicajie continud in t, uniform in
xeD, astfel incit pentru orice t€[0,1], aplicafia T,=F(.,1), sd fie
A-proprie; atunci pentru ye& T,(0D), d[T,;D, y] este independent
de te[0,1]. |

d) Dacd T este impard pe D iar D este simetricd, $t dacd Q,y=0,
VneN, atunct d{T ;D,y] este impar (adicd numerele de forma 2m
2m e d[T :D,y]) st in particular A[T ;D,y]s£0, asifel incit ecuafia
Tx=vy are o solufie in D.

Demonstrajie. a) Dupd lema 3.1. existd n,>1 astfel incit pentru
nzn, T,x#Q,y, Ye€dD,; atunci d[T, ; D,, Q,y] este bine definit gi
au loc urmitoarele doud alternative : sau girul {d[T,;D,, @.y1} este
mirginit §i atunci existd un intreg med[ T ;D,y], sau girul de mai sus
este nemarginit si astfel + oo sau — oo sint in d[ T ;D,y].

in concluzie in ambele cazuri d[T ;D,y]#®.

b) Daci d[T ;D,y]+# {0}, atunci existd un subgir al numerelor
naturale, n,—-- oo, astfel incit d[T,, ;D,., Q,.y]# 0. Din teorema 1.1
existd atunci x,, € D, astfel incit T, (2,/)=@Q,y. Dar @,y =y §i T
fiind A-proprie, existd un subgir {@,,}C{x,} si xcX astfel incit

By 3 @ §i Te=y; dar cum x nu poate fi in 8D, rezultd xeD.
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¢) Cum ye T, (8D), Vte[0,1], d[Z,;L,y] este bine definit. E

Suficient astfel si ardtim cd existd un intreg n, =1, astfel incit pentru
nzn
0.

(2) @y & (T;) (0D,), Vi€[0,1],

deoarece atunci dupd teorema 1.2 rezultd i d[T,),; Dn, @yl este
Independent de t.

S3 presupunem ci (2) nu ar avea loc; atunci ar exista sirurile
1) ¢ X s {tn,} C [0,1], cu

(3) fnl ";;'* to, .’I’n,EaDn: si Tln’ (xﬂ)ZQn' (y)'

Atunci, cam T, , —> T, converge uniform pe D, rezults

| Tm(cc,,,,)——T,0 (@,)|| == 0; in acest caz din (3) obtinem :
1 Qur y— Ty (B} || = I} Tur@nr) — T (@)} 37 0,

1 deci Ty, (¥w) 77 Y. Aceasta inseamnd ci i (T )u (%) 7Y si cum
Tto este A-proprie, rezultd c#i existd z€X §i un subgir {@.,.,} C{%w}
astfel incit @n ;%@ $i Ty (@)= y; aceasta contrazice insd faptul ci
Ve T, (D).

d) S4 observdm ci giaplicatiile 7, sint impare si Q,y=0e 0.D,,
datorits lemei 3.1; prin urmare teorema lui Borsuk ne aratd cd
arr, s Dy, Quyl=d[ T, ;D»,0] este un numir impar, de unde afirmatia

q.e.d.

~ LEMA 3.2. Fie T:D—Y continud si A-proprie; atunci peniru
Orice MC D, M inchisd, muljimea T (M) este inchisd tar M T~-YL) este
relativ compactd, dacd L este relativ compacid, in V.

Demonstratie Fie {a}, C M N T~Y(L); atunei To, e L, Vn e N §i
er L este relativ compact, putem presupune trecind la un subgir
€ T, —ly pentru un anumit y e L. Din faptul ca Pz, 3> , VneN,
rezultd ci pentru orice n, existd n’ > n, astfel incit :

1
(4) I @, = Pu (@)l <

li—c, gge
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Din continuitatea lui 7, rezultd

| T, — TP,y (€)1} > 0.
Atunci din @, Tz, - Tz, §i Tz, > y, rezulté :

H Q'n' T-Pﬂ’ (mn’) — ?j” <“ Qn' TPn' (wn') - T-Pn' (mn') H +

+ | TPy (#n) — T, || +|1 T, — yll >0

deci Ty (Pys @) 73y 5 T fiind A-proprie, existd un subsir {P,,, 2,.,} C
C {Pu @w} $1 weD astfel incit P, (2,..) = @ §i Te = y. Atunci (4)
implicé faptul ¢d existd un subsir {x,..,} C {x,} astfel incit 2., = =
atunci 2 € M acesta fiind compact, deci e M N T YL).

Prin urmare M (N T* (L) este relativ compactd. Analog se arati
cad T(M) este inchisa.

qg.e.d

CoRrOLAR. In ipotezele lemei precedente, dacd ye Y este astfel
Ty(x) = Twe —y +£0, Ve e 0 M, atunci existd ¢ >0, pentru care :

| To —y|| >¢, V2Ed M.

Demonstrajie. Cum 0M este inchisé, rezultd din lemi ¢

T (0 M) este inchis, atunci dacd ar exista pentru orice ¢ = "1-.
n

un x, € 0.M, astfel incit || Tz, — yl|| < 1 , atunei Tz, >y, deci
n

yeT (0M) = T(0M), ceea ce nu se poate.

q.e.d.

LEMA 3.3 Fie S(@o,Y) 0 sferd in X si T :8(z,, r) — Y continud
st A-proprie, fie yo = Txy §8 Ty (%) =T —y, # 0 V2 € 08 (25, 7,)»
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pentru ry < r. Dacd d[Ty, S(xy, r), 015 {0} atunci ewistd o sferd
8(y,, o) C X astfel incit

1,-S (mog 7'0) ) S(y()’ p)'

Demonstratie. Cam T este continué §i A-proprie §i Ty, ()0
Ve e 08 (a,,7,), rezultid, dupid corolarul precedent, cé

| Ty, || Z¢>0, YaedS (7).

Fie p = inf || Ty, x|l >0sifiezeS(yy; ¢) C Y.

ZEE’)S(%. To)
8% definim aplicatiei T, : 8(@g,7) = ¥ prin T, (x) = Tx — z; avem,

pentru @e 08 (2o 7); || T2 — 2|l = To — go|l — |l yo — 21| >
=o—||yo—2|| >0 deci T,x=£0 VzeS(x,,r,). Fie acum aplicatia,

H,(2x): 8 (xy,7,) X [0,1] — ¥ definitd astfel :
H(x) = Ta — ty, — (1 — t)z; evident, pentru orice #e[0, 1] H,
este A-proprie si continud in ¢, uniform pentru « e 8(x,, 7,), deoarece:
Il H, (z) — H, (@)l <Ity — 1| (1l %oli +11 2]1). In plus H,(x) %0
Vo e 08(xy, 7o) || Hi(@) |l =l Te—yo + (1 — )y — X — )2l =
2| Te—yll —Q =Dl yo—2|l 28— (1 —t)s=st
Prin urmare 0 ¢ H, (88 (x,,7,)) §i conform teoremei 3.2. (c¢),
d[H,; S(z,, 7,), 0] este independent de ¢ e [0,1], adici
d[T,; S(xy, ), 0] = d[Hy; 8 (%94 70), 01 = d[H, ; 8(xg,79), 0] =
= A[ Ty, ; S(%y, 1), 0] F0

§i2 a,tgnci existd e S(x,,7,) astfel incit Tx =2 (conform teoremei
<. (b)).

g.e.d.



164 loana Ciorianescu

DEFINITIA 3.4. Fie T:D — Y o aplicatie continud, A-proprie;
se spune cd A admite o omotopie solubild local A-proprie dacd pentru
orice xyeD existd S(xy,r) C D $i o aplicatie[continud

Ty(@) 5 S(wy,7) X [0,1]—> X astfel tnsit

1) To(w) = T(@)V w8 (xy, r); T, este A-proprie Vte[0,1]
8t continud in i, uniform pentru xelS(x,, 7).
1) Ewxistd o sferd S(xy,1,) vy < 7, astfel incit

dacd yo'= T (29) §i Ty, (@) = T(#) — 9y =0, Y@ & 8 (y, 7,)
atunct :§

Tiw, (%) = T, (#) — Yo 70 Va8 (2,,71y), 1.€,[0, 1].

i) d{ Ty, y; S(24,7,),0150, dacd este definit.

TEOREMA 3.3 (de invarianid a domeniilor). Fie T : D — Y o apli-
vajie continud local A-proprie care admite o omotopie solubili local
A-proprie. Dacd T' este local biunivocd, atunci T(D) este deschis in Y.

wvemonstrafie. Vom ardta ci pentru orice y;e T(D) existd
8o, ) C T(D). Fie x4 € D, astfel ineit y, = Tz,; dups definitia de
mai sus, existd S(z,, ) C{D si o aplicatie continui
T, (x) : 8wy, r)x [0,1] — Y cu proprietitile i), i) si iii). Cum 7T este
local biunivoed gi To(x) = T(x) i Ty (2,) = y,, existd o sfers S(x,, 7,)
cu ry K7y astlel incit To(x) # y,, Yo e 08 (24, 7,).
Prin urmare, dup ii) puvem presupune ci

K Lou () = Ty () — Yo 70 Ve oS (z,, ).

Atunei d[To, 4, ; S(@,, 7o)y 0] este bine definit gi independent de i;
i) implicd faptul cd : r

A[To, v, 5 8(2gy 70)y 0] = A[ 11, 5 S(@g, 1), 0] 5 {05.

Atunci conform lemei 3.2 exist# o sferd S(y,, o) C T(S(2,, 7,)). -
g.e.d.
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Referinte. Schema de aproximare proiectionald introdusd aiet
este un caz particular al schemelor de aproximare studiate in [37],
[:'39], [145] am ales totugi prezentarea aceasta atit pentru simplitate
¢it gi datorité faptului ci ea se intilnegte foarte frecvent in aplicatii.
Pentru constructia efectivii a schemelor pe spatii funcfionale variate
(de exemplu pe spatiile Sobolev) recomandim lucrarea lui Aubin
[1]. Aplicatiile A-proprii au fost introduse de Petryshyn [143],
[144] si studiate de Browder gi Petryshyn [41], [42] in legiturd cu
Problema rezolvirii unor ecuatii functionale cu ajutorul ecuatiilor
aproximate. Rezultatele expuse aici pot fi gisite in lucrdrile [41],
I[];‘r2] [149], unde teoria gradului topologic generalizat este funda-

entata. .



CAPITOLUL IV

OPERATORI MONOTONI IN SPATII BANACH

§ 1. DEMICONTINUITATEA $i HEMICONTINUITATE

Definitia 1.1. Fie X ,si.Y doud spajic Banach, F: XY §t
A: X >Y*, doi operatori meliniari; fie D(F) = X ; vom spune cd
A este F-monoton dacd

<Az — Ay, F(x — y)> =0, Vz,yeDA).

DEFINITIA 1.2. a) Un operator A : X—Y este demicontinuu n
© € D(A) dacd pentru orice x,€ D (A), cu x,7>x, rezultd Az, —~Ax.

b) Un operaior A : X—Y este local mdrginit in « € D(A),
dacd pentru orice x,€ D(A), eu w,>x, rezultd cd girul {l| A, ||}
€ste mdrginit.

¢) Un operator A : X—Y este hemicontinuu tn & € D(A) dacd
Pentru orice ye X si t=0 cu t,—>0 si @+ 1,y<D(4), rezultd
Ao + t,y)Aw. |

d) Un operator A : X—Y este local hemimdrginit in x € D(A)
dflcc‘i, pentru orice y € X, 1,20 cu t,—0 si x + t,ye D(A), rezultd cé
Strul {|| A (z + t,y)||}, este mdrginil.

Relatia evidentd intre aceste patru notiuni este

b

/N

a d

N/
d
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Mai observim ci A este local mirginit in # daci si numai daci
existd o vecindtate V a lui @, pentru care A(V) si fie méirginiti.

Ne vom ocupa eu studiul conditiilor in care hemicontinuitatea
pentru operatori F-monotoni este echivalentd cu demicontinuitatea.

Un prim rezultat (Kato [95]) este dat de

PropozITIA 1.1. Fie A §i F doi operatori ca in definitia 1.1 si
indeplinind condifiile : -

i) F' este pozitiv omogen, uniform continuwu pe sfera unitate
din X si R(F)=7Y,

ii) A este F-monoton cu D(A) deschis;

atunce A este local mdrginit in « € D(A) dacd §t numai dacd
el este local hemimdrginit in x.

Demonstrafie. Cum local mirginirea implicd local hemimérgi-
nirea, vom demonstra numai implicatia inversi.

Pentru aceasta vom arita cd in cazul in care 4 este local hemi-
mirginit, nu se poate s avem :

Tty i 0<r, = || Az, ]| 3+ co.
Fie © (8) = sup ||Fo — Fy||, definit pentru s>0; ® (s) e o
L], 1]][S1
Ilw—vl{@
functie crescitoare, cu lim ®(s) = 0, datoritd uniform continui-

s~>0
tafii lui F; de asemeni @ (s)<<+4 oo pentru orice s >0, deoarece
dacdi am avea @ (s;) = - co pentru un s,>0, atunci ® (As,) =
= -+ 00, VA>0 g atunci lim ® (As;) = -+ oo, ceea ce nu se poate,
A=>0

conform celor de mai sus. Mai avem urmitoarea proprietate evi-
denté.

(1) | Fe— Fyll <@ ([l — yll), dacd || =|],[[y]] <1.
Fie :
(2) t,=— max {_1-., @, — ]|, ® (|| @, — @, )1/2}
Tﬂ
atunei :

(3) tn ;0? tnfrn>1) Hmn— mO” <t?l7(]:) (”xn“ %”)Qfﬁ-
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Cum 7,—> 400 §i || #,— %4]i~>0, avem :
(4) | D[] @y — o1 )570 i 1,20

Fie y e X siy, = 2, + t,y; cum &, € D(A) care este deschisdi, rezults
¢4 pentru » suficient de mare, y, € D(4) ; atunci, cum <Ay, — Ax,,
(¥, — x,) >0, avem

(5) <Aw,, Fy> <t;* <Ay,, F(y, — 2,)> +
+ tul <Amn7F( ny) "F(yn"_ n)>°

Si evaluim membrul drept al lui (5); pentru aceasta observim
¢ din 171 |x, — x,||<t,—0, rezulti :

bt (Y =) =Y — G (@, — @) W Y-
Cum P este continui, avem :
t;a-l F(yn "'— ‘/vn) = F[{;I (yn - m(})]?Fy'

Atunci primul termen din membrul drept al Iui (5) este marginit,
€oarece {|| 4y, } este mdarginiti prin ipoteza
Pentru a evalua al doﬂea termen, si observim, ca atit {,y>0

My, — 2,—>0 si deci pot fi considerati in sfera unitate si atunci cu
]flegahtaplle (1) si (3), obtfinem :

1F(ty) — Fly, — x,) || <O, — Yo + 3,11) = (|| 2, — 25| ) <1

M deci acest ternien este majorat de t,|| Ax,|| = 7, .
Prin urmare (5) devine

(6) <A$n,Fy>-<..C + L7y
Care impartitd prin ¢r,=1, ne dé

(7) - lim<(t,r,)" Ax,, Fy> <+ oo,

n
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Cum F este o surjectie, pentru orice z€ Y, existd y € X, cu
Py = z; atunci (7) implicd faptul cid {<<({,r,)"t 4w,,2>].en este
mirginitd, Ve € Y. Dar aceasta inseamnd cd {||(f,r,)"t Ax,||}, este
mirginiti, ceea ce este in contradictie cu faptul ca

()™t A= (1)t = 75+ oo,
g.e.d.

TEOREMA 1.1. Fie indeplinite pentru operatoric A gi F condi-
tiile i) i ii); atunci A este demicontinuu dacd si numas dacd este
hemicontinud.

Demonstrajie. Fie operatorul A hermicontinuu in x, € D(4);
atunci, dupd propozitia precedentd el este local marginit in acest
punct si deci sirul {r}, = {||Ax,[|}, este marginit, dacd x,5>2.

S& punem ¢ = max [||&, — %,[|¥?, O(|| @, — 7, )*]; atunci
(3) si (4) au loc, cu exceptia inegalitdtii ¢,r,21. Cuy, = 2, + 4,,
are loc (B) §i ca mai sus rezultd ;' I (y, — «,)—>Iy.

De aici si din faptul cd Ay, = A (x, + t,y)~Ax,, rezultd
c# primul termen din membrul drept al lui (5) tinde citre <<Ax,,Fy>.

Termenul al doilea este majorat de %7, , exact ca in demonstra-
tia precentd ; cum {r,}, este mirginit, acest termen tinde la 0.
Astfel :

lim <Ax, — Az,, Fy><0.

Dar Py = z poate fi ales arbitrar in Y, si deci

lim <Az, — Azy, Fy>2=0.

]

Prin urmare Axz,—>Ax,.
q.e.d.
Observafia 1.1 Dacd X =Y §i F = I, operatorul A din defi-
nitia 1.1 este monoton.

In acest caz afirmaftiile propozitiei 1.1 §i teoremei 1.1 ramin
adevirate gi cind D(4) este un subspatiu liniar dens in X. Intr-adevir,
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Se porneste in acest caz in propozitia 1.1 cu y € D(A4) si
(7) devine:

(7" lim <(8,r,)"t Az, , y ><-+ oo, Vy € D(4)

h

iar densitatea presupusd, implicd mirginirea lui {|](4,r,)"! A, 1}

Prin urmare avem :

TROREMA 1.2. Peniru un operator monoion A : D(A)—>X*
demicontinuitatea si hemicontinuitatea sint echivalente dacd D(A)
este o multime deschisd in X sau un subspajiu liniar dens in X.

_ Un rezultat important di teorema 1.1, dupd cum se va vedesa,

$i pentrv operatori acretivi. .

9 Referinje. Rezultatele acestui paragraf sint ale lui T. Kato
4] [95].

§ 2. APLICATII MONOTONE SI MAXIMAL MONOTONE, PROPRIETATI
GENERALE S| EXEMPLE

Vom luera in cele ce urmeaza cu aplicatii multivoce, sprecificind
de fiecare datd cind ele sint univoce.

Fie A : X—2v; prin D(4) vom nota domeniul efectiv al apli-
catiei A, adicd: D(4) = {#/Ax s=J}. Suma A + B este definita
Prin,

(A + B)(») = Az + Ba dacd Az == §1 Bex+ J iar
(A + B) () = @ dacd Ax = & sau Bz = .

Dacid G(A) = {(x, u)jx € Au}, prin A1 intelegem operatorul
Pentru care G(A~1) = {(u, x)/(x, u) € G(A}}.

Vom spune ci 4 extinde pe A, daci 422D Az, Yo € X. Pentru
VX, notam prin A(V) = (U 4Az.

xev
1 DEFINITIA 2.1. Fie X un spajiu Banach si o aplicaie A : X —>2%*;
Atunct
_a) A se numeste monolond dacd pentru orice x, y € D(A) §t

Ofice we Ax, v € Ay, avem :

< — v, —Y>=0
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b) A se numeste maximal monotond dacd este monotond si
graficul sdu este maximal in muljimea graficelor de operatori monotoni
(fata de ineluziune).

c) A se numeste hipermaximal monotond dacd existd o aplicatie

univocd, monotond F : X—>X* astfel inciit R(A + F) = X*si (A +F)1
8d fie unwwocd gt continud de la X* in X.

Observajia 2.1. A este maximal monoton, daci si numai daci

UgE ATy S <<t — Uy * — 25> 20  V(a, u) € G(A).

PropoziTIA 2.1. Dacd A : X —> 2%* este hipermaximal monoton,
atuncy el este maximal.

Demonstratie. 84 presupunem ci existd x, € X §i u, € X* astfel
Incit :

(1) <U — Uy & — Xy > 20, V (2, u) e G(A4).
Va trebui s ardtdm ci u, € Az, Cum F este monotoni, avem

(2) <Pr —Fryyo —2,>20VreX
Sumind 1) gi 2), obtinem :

(3) <u + Fx — (uy + Fap), ¢ — 2,> =0
Fie v e X* arbitrar, t >0 gi fie

Yo = Uy + Fag + 0 §i o, = (4 + F)"1(y,).
Evident y, € (A -+ F)x, i existd deci z, € A, astfel incit :
2y + Fa, = y,.

Inlocuind acum in (3) # prin #,, obtinem:

0< <y, — (U —|—-F6’00), "I;'t ‘_' d70> =<0, o, — Ty >
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. Prin urmare <o, — 2,>20, Cind ¢ >0, ¥y, —> U, 4 Fx,
N deei @57, (4 + F)"1(ug + Fag) = ¥y (4 + F)~1 fiind continud.
Atunei

<0, Y, — T>=0, Vve X, deei <0,Yp — %> = 0,
Voe X, adicd ¥y = @
Astiel 2y = (A -+ F)™! (uy + Fag) §i decl

uy + Fxy € Azy + Firy, adicd uy € A2,
g.e.d.
PropozITIA 2.2. Fie A:X->2** maximal monotond ; atunci
Vo e X, multimea Az este convexd i inchisd in X-topologia pe X*,
Demonstratie. Din observatia 2.1 rezultd ca pentru orice z, € X,

Axy = () {ue X*, <u — U & — xy >=0}.
(z,u) €G(4)

Dar fiecare din multimile intersectiei este convexd si inchisd in
X-topologia pe X*, de unde afirmatia.
q.e.d.
PROPOZITIA 2.3. Fie A : X->2%* o aplicagic maximald monotond ;
dacd pentru un sir ©,~>T, (respectiv T, %,) ewvistd wun §ir U, € Awx,
eu <u,, x> > <y &>V & € X (respectiv u,>uy) atunci n, € Aw,.
Demonstratie. Pentru orice (z, ) € G(4), avem:

<wu, — u, ¥, — ©>20. Atunci, facind #n — oo, obfinem 1In
ambele cazuri :

<uy — Uy Ty — >0 §i deci (@, up) e G(4).
q.e.d.

DEFINITIA 2.2 a) Fie A : X —27, X gi Y fiind doud spajii Ba-
nach ; se spune cd A este local mdrginitd in xe X, dacd existd o vect-
ndlate V a lui , astfel incit A(V) sd fie mdrginitd,

b) A este local hemimdrginitd in @ e X, dacd este local mdrginit
DPe orice semidreaptd pe capdl 2.
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c) A se numegte *-superior semicontinud (respectiv  superior
demicontinud) tn x e X, dacd ea este superior semicontinud in x e X,
cind pe X* se ia X-topologia (respectiv pe X* se ia topologia slabad).

d) A se numegte *-superior hemicontinudg (respectiv superior
hemicontinud) in x e X, dacd ea este superior semicontinud pe orice
semidreaptd de capdi x, cind pe X* se ia X-topologia (respectiv pe X*
se ta topologia slabd).

Observagia 2.2. Evident A este local marginitd (respectiv
local hemimsdrginitd) dacd si numai dacd orice sectiune a sa este
local méarginitd, (respectiv local hemimdérginitd). Atunci ca urmare a
rezultatelor din paragraful precedent, avem :

PROPOZITIA 2.4. Fie A : X—>2%* o aplicatie monotond cu D(4)
deschis ; A este local mdrginitd dacd si numai [dacd ea este local
hemimdrginitd.

TEOREMA 2.1. O aplicatic monotond A : X — 9X* pentru care
D(A) este deschis, este local mdrginitd.

Demonstragie. Dupd propozitia de mai sus, este suficient si
aratam cd 4 este local hemimirginiti.

Vom ardta de fapt cii pentru orice subspatin finit dimensio-
nal X, C X, A este local mirginits in D(4) N X,. Fie ix, injectia
lni X, in X si ¢k, aplicatia duald care aplici X* pe X,

4 va fi local mérginit# in D(4) N X, dac# pentru orice subspa-
tiu finit dimensional X, C X, aplicatia iz, - A este local méirginiti
pe D(4) N X,.

Intr-adevir, in aceste ipoteze ar rezulta ci pentru orice y € X,,
mulfimea :

{<’£§1 o Ax, y >}mED(A)nX0 = {< Az, ix, Y >}a:ED(A)ﬂXD

este mdirginitd gi cum orice x € X este de formsa gz — ix,y, pentru
un X, convenabil ales, cu principiul uniform marginirii afirmatia
rezulta.

Daca extindem pe X, pind la un subspatiu finit dimensional
care 8a confind pe X,, e suficient si arditim decj 3, ix, ° A este local
marginitd pe D(4) N X,. |

" w - ok - . -

Daecd notim prin 4 xp = txy° 4, atunci 4 x, este o aplicatie

monotond a lui X, in 2%,
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intr-adevar, dacd w,y e X, atunci %€ Ay (@) §i ve Ay (Y)
dacy si numai dacd u = ix, (u') $1 0 = v (') cuu € Aw si v € AY.
Astfel |

<y — 0, & —Y=> = <i§0(u'——'v’),m-—y>=
= < — ¥,y ig (® —Y)>= < —v,x —y>=0.

Prin urmare se constatd ci problema initiald se reduce la urmatoarea :
Fie X un spatiu finit dimensional si A o aplicatie monotond,
cu D(A4) deschis ; atunic 4 este local mirginitd pe D(4).
S3 presupunem prin absurd ci ar exista {#,},CD(4), cu &,7r % €

" on

€ D(A) i u, €Az, cu |u,ll = 1+ oo Fie xe DA) si uedr;
atunei :

(4) <, — Uy x, — x>20

S4 punem 7, =|{|w,|| §i v, =1;u,; atunel l|v,|| =1 si trecind
la un subsir, putem presupune el <V, & > <V, ¥ > VeeX cu
lo]| ,=1. Inegalitatea (4) devine: |

Y, <<V, — Ty Uy Ty — > >0, deci <v,—7a Uy Ty — & > 0.
Cind n— o0, obfinem
(5) <0y By — 2 > 0.

Dacid y este un element arbitrar in X, atunci ,=x,— e D(A),
pentru ¢ >0, suficient de mic. Inlocuind pe @ prin «,in (5) obfinem:
t<vg,y > =0, adicd <vy,Y> —0, V ye X. Deci v4==0, ceea ce CON-
trazice faptul cd ||v,ll =1

q.e.d.

DEFINITIA 2.3. Vom spuneé cd A :X—2%* este maximal monotond
pe D(A), dacd wycD(4) sl up € X* verificind <u —ug, T—T > =0
V(x,u) e GA), implicd uy € A, |

TEOREMA 2.2. Dacd A este maximal monoton pe D(4), atunci A
este *-superior semicontintd.



176 loana Ciorinescu

Demonstratie. Dupi teorema precedentd, 4 este local mirginits
pe D(4). Si presupunem e A nu ar fi *.superior semicontinuj ;
atunci ar exista un sir {z,}, CD(4), cu z,~»z,eD(A) si u,cAx, pentru

care existd o vecindtate V a lui Az, in X-topologia pe X*, astfel
ineit u, & V. Putem presupune ca girul {z,}, este continut intr-o vecinii-
tate U a lui x, pentru care A(U) este mirginiti.

Atunci A(U) este continutd intr-o submulfime K < X*, compacti
in X-topologia pe X*,

Pentru orice intreg m, vom defini B, = U {u}; familia
n_>m :
{Bnjmex are proprietatea intersectiei finite si deci existd u, e K/V

astfel incit u,e R, , Vm e W.
Fie (z,u) e G(4); cum A este monoton, avem :

< Uy — Uy T, — >0
s1 deci

<U, — U, o =2 >=<t, —U, &, — & >+ <u, —u, Xy — 2 > >
><un———u,mo—x,,> >—2M “wn—w(l”

deoarece |lu,||--[|u| <2M , unde M depinde doar de u.

Deci, dacd n>m, cu m suficient de mare ineit |[|zy—z,|| <
< (2M) e, avem, <u, — Uy By—T > > —&,

Cum aceasta are loc pentrn toti u, din R, si cum functia
<v—1u, y—x> este continud in v in X-topologia pe X*, pentru
u,xy 81 @ fixati, rezultd ci aceeagi inegalitate are loc §i pentru wu,,
adicd :

KUy — Uy Tyg—2>2> — ¢,

e fiind arbitrar, aceasta implics Ug—Uy Ty—x> >0 V(x,u)e G(4).
Cum A4 este maximal monoton pe D(A) rezults ci UgeAx,, ceea ce
nu se poate.

q.e.d.

TEOREMA 2.3. Fie A :X-2%* ¢ aplicatic monotond astfel incit
pentru orice xeX, multimea Ax este nevidd, convewd $i Inchisd in
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X-topologia, pe X*; atunci dacd A este* — superior hemicontinud, A
€ste maximal monotond.

Demonstragie. S& presupunem ci ar exista z,e X $1 u, e X*,
astfel incit : < w — uy, ®—mxy> > 0, pentru orice (zyu) e G(A) si cd
U, QA.‘Z‘O.

um Aw, este inchisé si convexd in X, existid yeX, astfel incit

< gy Y > 2= sup < u, y]>.
PV " € Aty

Vom pune &=y +1y §i fie wiedw, §i |V vecindtatea in X-topologia

Pe X* datd de g,

¥

e V-—:{u/ueX*, <UY > < < Uy Y > )

Cum 4 este* — superior hemicontinui, rezultd ¢i pentru ¢ >0 suficient.
de mie, u,eV. Atunci:

0<< <L Uy — Uy, Xy — T >=t<TUp— Uy, Yy > <0
Ceea ce este o contradictie. Prin urmare 4 este maximal monoton.

g.e.d

COROLAR. Orice aplicatie de dualitate pe X este mazimal
Monotond. | |
. Demonstrajie. Aceasta este o consecintd a teoremei precedente
% a faptului ci orice aplicatie de dualitate este * — superior semicon-
tinug, (propozitia 3.5 cap. I). | |
Observatia 2.3. Observim cd dacd in ipotezele teoremei prece-
dente D(A) -+ X, dar este deschisd, atunci pentru orice xo€ D(A) si
Uge X* astfel incit <U—Uy, x—2y>20, V(x,u)eG(4); rezulti cs.
“€4z,, deci A este maximal monoton pe D(A). Putem da acum :
TEOREMA 2.4. Fie A monotond cu D(A) deschisd astfel ineit
Dentry orice xel(A), Ax sd fie o mulfime convexd §i tnchisd in X -topo-
logia pe X*.
Atunci A este *— superior hemicontinud dacd si numai dacd este
= Superior semicontinud.

Demonstratie. Una din implicatii este evidentd. Pentru a doua,
3® constatd ci dups observatia de mai sus, A este maximal mono.

tollﬁ_» pe D(4); dar atunci teorema 2.2 ne asigurs cit 4 este* — superior
Semicentinuy,.- g.e.d

12-¢. 850
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in continuare vom da citeva exemple de operatori monotoni si
maximali monotoni.

I. Clasa cea mai importantd de operatori monotoni este cea a
subdiferentialelor de functii convexe : este usor de verificat pornind
de la definitia subgradientului ¢é 0f este monotona.

Fie C o multime convexd i inchisé in X, € =@, functia indi-
catoare a lui C este :

0 dacd zeC
+ oo dacd xeC.

5. (@) =
Se observid ci a* € 83, (1) & < a*, y—a><0, Vye (. In cazul
simplu X=R §i C=[0,1]:
0(3,) (0) = (—00,0); 9(3¢) (x) = 0 pentru 0 < a <1 §i 9(3;) (1) =
= [0, + o0) §i este evident maximal monotoni.
II. Fie T operatorul diferential neliniar de ordinul doi sub
formi de divergents :

n

Tf = ao(a,f, grad f)— ¥,

i=1 Z;

afi (m?f7 grad f)?

unde grad f=(fu, ,-. .-, fon), derivatele fiind intelese distributional iar
a{x,5)=a, (2,560,515 - -, &,) Sint functii continuu de £e B pentru orice
x fixat in QC R" §i misurabile in x pentru £ fixat. Vom presupune
in plus ci a, sint astfel incit forma :

<Tf79>=s ao(, f, grad f) gde + ZS «; (@, f, grad f) g=; da
Q i=1+70Q

54 fie finitd, pentru orice f,g e H? gi si satisfacé conditia

| < If, g > | Sy(lflHate) |g]late

cu v, o functie continud pe (0,+ o).
Aceasta are loc dacd a;(,£) sint polinoame cu cregtere lenté
in &, adicd :

o (2,5) <ol +EPY)  2eQ, EeR™
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(ceea ce implicsi in particular cf a,(x,f, grad f)eLyQ)). Atunci
Tf este bine definit ca element din dualul lui H» (£2).

Operatorul 7T vafi monoton dela H? in (H? )* dacé presu-
Punem c¢& functiile a, (2,) satisfac conditia de elipticitate slabi.
Neliniard, adicd :

(a; (%, &) —a; (%, &) (§; — ) =0V 2, &' ¢ R**1,

Illtr-a,deva‘i,r :
<Tf—Tq, f—9>=<Tf,f—9g>— < Tg, f—9g> =

=% | [0 (@1, grad /) — a, (2,9, grad )] (o, — g) dw > 0.

=0

In cazul in care functiile a;, an forma

d . :
a, (2,5) = E d(2,8)a.p.t.in Q,i=0,1,...,n,
Operatorul T este diferentiala integralei multiple

F(f) = SQ @ (2,f, grad f)dz.

Intl‘-adevﬁr :
d

d |
S i =-— () ’ t y d t d =
Py (f +19) o a SQ (%, f -+ tg, grad (f -+ tg) wLO

ob n a®
- d gdz = <\Tf, g >.
Sﬂ(aaﬁ)g “'iglsn(aai)” <\Tf,q >

In Particular, daci vom lua

1

Fit) = 4 (111 = ¥ " dz, fe HI (Q)
. P Jai=1

o
oz,
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operatorul monoton 7T care sc obtine drept diferentiald a lui #(j)
nu este altul decit aplicatia de dualitate din H}? in dualul séu.

Observagia 2.4. Exemplul I ne aratd ci nofiunea de monotoni-
citate este o extindere la aplicatiile generale de la X in 2%* g proprie-
tétii caracteristice a subdiferentfialei funectiilor convexe pe X, iar
exemplul II motiveazd introducerea acestei notiuni, pornind de la
rezolvarea problemei Dirichlet generalizate; aceasta este problema
Dirichlet clasici in care se inlocuieste conditiala bord prin f € Hg?, iar
ecuatia respectivi prin ecuatia Tf=f,, unde f,e(Hy?)* iar solufia
este cautatd in Hj>.

Rezolvarea unor ecuatii functionale de forma Tf=f, impune
studiul surjectivitétii operatorilor monotoni pe care il vom face
in paragraful urmator.

Referinte. Operatorii neliniari monotoni au fost studiafi de
G. Minty [117]—[122] si F. Browder [27], [36], [39]. Rezultatele
acestui paragraf se gisesc in [39] iar aplicatiile in [28].
A sevedea i [133].

§ 3. ASUPRA UNOR ECUATII FUNCTIONALE PENTRU OPERATORI
MONOTONI

Dupd cum s-a ardtat, dacd A este un operator maximal mono-
ton, atunci relatia u,cAx, este caracterizatd prin aga numita inega-
litate variafionald :

<U—Ugy T—Ty> 2 0, V (2,u) e G(A)

ecare nu e altceva decit un sistem infinit de inegalitd{i neliniare pe
care le satisface vectorul z,. Cu rezolvarea unor astfel de inega,litﬁ,ti
variationale ne vom ocupa in cele ce urmeazs :
DEFINITIA[3.1, Fie A : X 2% ; A se numegte finit continud, daed :
a) D(A) este inchisd gi convexd in X iar pentru orice x € D(A)
Ax este o multime inchisd st convexd
b) Pentru orice submulfime finitd X,={x,,...,2,} CD(4), 4
este * -superior semicontinud pe acoperirea inchisd convexd a lui X,
Un exemplu de aplicatie finit continué este aplicatia de dualitate.
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DEFINITIA 3.2. Fie X un spatiu Banach gi A :X—2%* o aplicafie ;
Se spune ¢d A este coercivd in raport cu wye X* dacd ewistd K >0
astfel inctt

<#% — Uy, ¥ > >0 pentru orice x e D(4) cu ||z|| > R i weAzx |
Observatia 3.1. Dacid pentru aplicayia
A:X 2% gvem <u, x> > c¢(|lz]]) x, YVuedr si

¢(r) ——>+ o0
r— 4o
&tunci, A este coercivi in raport cu orice u, e X. Intr-adeviir pentru
Uy e X, existd R astfel incit pentru [|z|| >R, s& avem e(|| @||) >4,
Atunci

<w,w>2Z c(||zlD) 2]l 2 lwll @] 2 < %, 2>

Evident, orice aplicatie de dualitate este coercivi.

DEFINITIA 3.3. O aplicatie A : X—>2%* se numegste mdrginitd dacd
ﬁe{btm orice B >0, existd M(R) >0 astfel incit pentru orice x cu ||z || <R,
Cristdq we Ax pentru care |ju|| < M(R).

rimul rezultat pe care il vom demonstra este urméatorul

PropPoZITIA 3.1. Fie X un spapiuv Banach reflexiv 0e KCX, o
Submuliime inchisd si convexd iar A,B :K->2%* doud aplicatii mono-
tone, ou 0cA(0) sar B finit continud, mdrginitd $i coercivd in raport
U un w, € X. Atunci existd (x,, u,) € G(B) astfel incit peniru orice
(Tu)e@ (A) s& avem

Vom avea nevoie de o serie de rezultate auxiliare. |
. LEMA 3.1. Fie X reflexiv 3¢ Ko C X, inchisd, convexd gi mdrgi-
Mt§ jar K,CX*; dacd pentru orice ueK; ewistd weK, astfel incit
U,z >>0, atunci existd x,cK, astfel incit < u,x, > = 0 Vuek,.
Demonstratie. Si presupunem prin absurd cg pentru orice ve K,

A exista u=u(x) e K, astfel incit <u,x><0.

_ Fie ueK, §i N, = {zeKy<u,x><0}; N,este o.mulfime des-
¢higy, in topologia slabd pe K, si orice punct din K, este continut in
Cel putin o multime de forma N,. Cum X este reflexiv iar K, inchis
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§1 marginit, K este slab compactd; existd deci pentru acoperirea
{N,}.exy O subacoperire a lui K, prin submultimile {N, ,...,N,}.

Fie {«,...,%,} partitia unitdtii in topologia slabd asociati acestei
1 4

acoperiri §i 84 considerdm aplicatia p: K,—I; datd prin p(x)= ¥

j=1
a,(x) u,; p este continud de la topologia slabd pe K, la topologia tare
pe submultimea finit dimensionald a Iui K,, egali cu inchiderea
convexd a multimii {u,,.....,u,}. In plus avem :

<p(x),x>=Y, a(x)<<u;, > <0
i=1

deoarece pentru x eNuj, <, &> < Oiarpentrn z& N, , « (x)=0.
Fie acum aplicatia T :K,—2% definitd prin

Tu = {z|x € Koy < u,2>>0}, uc K,.

Prin ipotezd Tu# J VueK s§i Tu este o submulfime convexd slab
inchisd a Iui K.

T este superior semicontinud de la K, cu topologia tare in
2%, cu topologia slabd pe K,. Intr-adevir, si presupunem prin
absurd cu u;—u, iIn K; g1 cd ar exista o vecindtate V a lui Tu, in
topologia slabd, astfel incit T'w,N (K \ V)# &, VjEN.

Fie x,eTu;N(K,\V);cum z, € K, care este mirginit gi slab
compact, trecind la un subsir, putem presupune ci z; converge slab
citre un z, € K,\ V.

Prin urmare :

<ty X > Uy, Z>2 0 adicd xy€Tuy,

ceea ce nu se poate, deoarece Tu,eV.

S4 definim aplicatia T :K,—2% prin T,(x)=Tp(x); din
proprietitile de continuitate, respectiv de superior semicontinuitate
ale funectiilor care se compun, rezulti ci T, este superior-semicon-
tinud in topologia slabéd pe K, considerat atit ca domeniu de definitie
¢it g1 ca domeniu de valori. ,

Pentru orice « € K,,, T o= T'p(x) este o submultime slab inchisé,
convex# a lui K,; atunci conform teoremei 2.3 capitolul 111, existd
Y

Pentru z, avem : x,€Tp(x,), deci <p(x,), x,>=0; dar cum
<p(x),x ><0, YreK, aceasta este o contradictie.

q.e.d.
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~ Fie KCX inchisi si convexd, FCK o submultime finita, ¥
inchiderea convexs a lui F, si F, subspatiul finit dimensional
generat de F. Observim ci F este o submultime finit dimensionald
a lui K, compacts in topologia indusd de K. Fie ip injectia lui F,
in X g iy, proiectia lui X* pe Fy, duald lui ip .

Vom presupune ci ori de cite ori consideram o submultime
: - - - - ™~ *
finity F, atunci 0cF. Fie 4 : Fs2%" s vom nota prin Ay : F—2 )
aplicatia )

Ap(x) = in(A ).

Avem : |

LEMA 3.2. Fie X un spatiw Banach reflexiv, KCX inchisd s
convexd, A,B:K-—>2%%, astfel incit A sd fie monotond iar B finit
continud, marginitd gi coercivi pe K tn raport cu wyeX.

Fie 0eK, (0,0)e(A) si FCK finitd; existd atunci constantele
R,, R, ce nu depind de F $i o solufie (22, uY)e@(Bjy) a sistemului de
megalitali :

(2) <upt+up—ip, (o), ¥p—aF >= 0, V(25, up)€G(Ar)
cu ||a8|| <R, §i up=if (v§) pentru un viEB(xp) ou [|1}]] < Bo.

Demonstratie. Din coercivitatea lui B, existd R >0 astfel incit
Pentru || z|| >R, <K §i ueBx, s& avem:

<UL > — <Wgy > > 0.

Vom lua R,=R. Fie E,>E; avem:
A a) prin ipotezi B este mdirginit, deci existd M(Ry) >0 astfel
Incit pentrn orice z€K, cu || || < Ry, s existe ucBx cu |ju]| < M(Ry).
_ b) Fie Sz, sfera inchisd de centru O sirazd M(R), in X*; F
fiind m#rginits, putem gisi o constantd M(F)>M(E,) astiel Ineit
Pentru orice mef’, s existe ueBx, cu ||u|| < M(F).
84 definim o noud aplicatie B’ :K—2%" :

B'(2)= { Bz N Siay pentru || x| <R,
: Bx (| S¥(F) pentru |lz| = R,.
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Observim c¢d din a) §i b) rezultd ci pentru orice zeF, B'(x) este o
submultime nevidd, inchisd a lui X gi deci este slab compacti.

Tn plus B’ este superior semicontinus de la F in 2"‘*, cu topologia
slabd pe X* deoarece B are proprietatea corespunzitoare. Cum fi}"o
este continud de la X* cu topologia slabd, in F{, rezultd ci pentru
orice z€F, Bpx este o multime nevidd convexd si compacty a lui F,
deci inchisd ; in plus Bp este §i superior semicontinui.

Cum G(Byp) CG(By) e suficient si demonstrim propozitia noastri
pentru Bj.

Putem aplica teorema §2.4 capitolul III in care inlocuim pe
A prin — Bz, pe X prin F, pe X* prin F§ si pe M prin G(A4 ;) —i¥(w,).
Prin urmare existd un punect (af, u2) €G(B;) cu uﬁ:i}"o (v9), v3EB’ (x9)
astfel incit pentru orice (z, 4;) € G(4,) si avem :

” .*
<ty + up—iF, (Wy), Tp —ap > > 0.

In particular, deoarece (0,0)eG(4), putem alege Tp=up=0
1 ob{inem |

adicd
<vp—w,, 23> < 0.

Cum v}eB’(23) N B(xP), rezulti din coercivitatea lui B eci
|25]] < R< R,; prin urmare, din definitia lui B’(22) rezulti ci
UpEST ey deci ||vp|| < M(R,).

Vom pune deci E,=M(E,) 5i atunci inegalititile cerute sint
toate verificate. -

q.e.d.

Demonstrafia propozifiei 3.1. Pentru orice submultime finitd
ECK, cu0€E, formdm submulfimea W; = (J (af, o3 C K x X*,
ECF -

unde (z3, vp) este elementul din K XX*, care satisface concluziile
propozitiei precedente pentru F, Cum X si X* sint reflexive si
familia {W ) are proprietatea intersectiei finite, putem gési un punct
(Zoy0o) €K X X* in inchiderea slabd a oricirui W,.
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Fie (x,u)eG(A) si E={0,2,,x}, pentru orice F DK
(z, iy u)eG(4y)§i atunci avem :

0 <ify (utvp—wy), x—ah >=<u + vp—w, 2—aF>.

Pe de altd pa,rté, B fiind monoton, rezulti ci pentru orice
(y,0)e@(B), avem

<v—0g, Yy —2x% > = 0.
Adunind aceste ultime doui inegalititi, obtinem :
0< <wu-+vp—wy, &—p + V0%, 1’/—9;”2' > =
= <U,L—TY > + < Vpy X—Y >+ <0,y — A > <Wqy T—XF .
S4 considersim funetia g: (Sg, X S3,) N (K xX*) datd prin:
9( &0) = <u, 1 —E >+ <G 0 —y> + <0,y — E>— <wg, ¥ —E>.

Cum ¢ este continui in topologia slabd si este nenegativé pentru
(£,{)eW,, ea trebuie sii fie nenegativii pe inchiderea slabid a lui

zy deci: g{x,,0,) =0, adicad :

O0<<u, x— 2o >+ <y T—Y >+ <0, Yy—Xy >—<Wy T—Ly>
Prin urmare, are loc:
(8) UV —Woy T—Ty > + < V—Tgy Y— &> = 0
Pentru orice (z,u)eG{4) si (y,9)€G(B).

Putem presupune fird restringere a generalitétii cd A este

Maximal monotond ; vom ardta c¢d din (3) rezultd inegalitifile

(4) <UDy — Wy, T—To > 20, V(z,u) €G(A)
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(5) <V, Yy— T, >20 V (y,9)eG(B).

Intr-adevir si& presupunem ci ar exista (x,u)eG(A) astfel
incit <wu--vy,—w,, r—z,><<0. Atunci alegind un element de forma
(29, V)EG(B), obtinem din (3) <U-+Vy—wWyy &— By >=< U~+Vy—W,,
T— Ty >+ <V—y, Xy—xy>2=0 ceea ce nu se poate, deci (4) are loc.

S& presupunem ei ar exista (y,v) € G(B) pentru care <v—wn,,
Y — 2y ><<0
Atunei din (3) rezultid c¢d V (x,u)eG(4), avem :

(6) <UFVg—Wqy T—Ty>>0

Cum A este maximal monoton, rezultd c¢i w,—v,e42,, adicd
(m()’wo_vo)EG(A)- . . .
nlocuim i (6) pe (@,u) prin (2,,w,—v,) $i obtinem

0= <wy—0y+0—W,; To—To>>0

adicd o contradictie, din care rezultd (5).

Pentru a incheia demonstratia propozitiei 3.1 trebuie si tre-
cem de la sistemul de inegalitdti (4) §i (5) la sistemul de inegalititi
(1). Fie pentru aceasta xeK g1 x,=(1—t)z,+ tr=x,41(x—2,),
1>1>0; cum x,, €K, rezultd ci x,€K. Fie w,cB(x,) §i sd scriem (5)
pentru (z;, %,) ; obtinem :

t<<u,—0y, x—2y > = 0, adicd <u, —vy, x—2, > =0,

B fiind marginit, existd R;>0 astfel incit | u,|| < R,, Vi>0, daci
alegem pe u, convenabil.

Atunci exista un subsir u; =u,; astfel incit »,—-u’ in X* gi prin
urmare :

(7) <u'—, ¥—ay > 2> 0.

Cum B este finit continud, rezultdi w'eB(x,) si deci pentru
orice punct x—z,€K—u,, existd punctul u’'—vye(Bx, N SE,)—v
astfel incit sd aibd loc (7). Aplicim atunei lema 3.1, luind

Ky=Bx, N 8p,— vy, K, =K —,.
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Existd atunci u,eBz, astfel incit s avem pentru orice x—z €K,

Saq

Revenind la sistemul de inegalititi (4) gisim cd pentru orice
(@,u)eG(4) avem :

<UAUg—Wyy T— Ly > 2= <UFVy—Wy, T—Xy>20

51 deci am gisit elementul (z,,u,)€G(A4), solutie a sistemului de
Megalititi (1).

q.e.d.

Observim ci ipoteza (0,0)eG(A) poate fi inldturatd inlocuind
Operatorul A prin A; definit astfel :

Ayx = A(z—xo)-+-u,, unde (xy, u,)€G(A);

atunei (0,0) € G(4,) §i nu ne rimine decit si modificim corespun-
Zator conditia de coercivitate; atunci rezultatele pentru A deriva
direct din cele obtinute astfel pentru A,.

_ Urmitoarea teorem# ne aratd cum sistemul de inecuatii varia-
tionale 1) ajutd la rezolvarea unor ecuatii functionale.

TEOREMA 3.1. Fie X un spafiu Banach reflexiv K CX inchisd st
Convexd iar A si B doud aplicatii monotone ale lui K tn 2X*, cu B finit
Continud, coercivd in raport cu wy€X* si mdrginitd, iar A maxvimal
Monotond.
adi Atunci existd x,€K, u,€Bx, s§i v,€Ax, asifel inctt wy="uy+0,

ted

woE(A + B)x,.

Demonstrafie. Conforrn propozitiei 3.1 existd, un element
(%,uo)eG(B), astfel incit pentru orice (x,u)€G(A) 83 avem :

<t —Wy + Ugy T— Xy >20.
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Cum A este maximal monoton, rezulti ci

(Zo,Wo—Uy) € G(A) §i atunci vy=w,—u,cdz,.
q.e.d.

TEOREMA 3.2. Fie X un spajiu Banach reflexiv, KC X, o muljime
inchisd gi convexd, A maximal monoton si coerciv pe K in raport cu
w, € X*,

Atunci existd x, € K, astfel incit w, € Ax,. .

Demonstragie. Fie un gir ¢;->0; ¢;>0 si aplicatiile 4 4 ¢; s
unde 7 este o aplicatie de dualitate pe X ; 9 este finit continud si
coercivda §i putem lua aplicatia ¢; 7 in rol de B in teorema 8.1 si
astiel putem gisi pentru orice j € N, un ;€ K §i u; € Jx;, v;€ Ax;,
astfel inecit :

Cum A4 este coerciv in raport cu w,, existd o constanti R > 0, astfel

ineit pentru ||z|| >R §i orice u € Az, si avem : < u—w,, x> > 0.
Pe de altd parte :

LUy — Woy 5> = — &<l ;> = — (|21 1] <0.
Prin urmare [|z;|| <R si cum [|u;]| =¢( i %;]|) rezultd :

(8) l|wy — vl = g || ;] = g;o(lla;l]) < €5<P(R)"-*O-

J

Sirul {x;}; este mirginit iar X reflexiv ; putem presupune . deci,
trecind la un subgir ¢d 2;%, € K. Cum A este monotons, pentru
(2,u) €G(A), avem : <u—vy x—a; >>0.

Dar din (8) rezultd ¢4 : u—wv; - u—w, i este evident ci L—X; 78—y 3
deci la limitd inegalitatea de mai sus devine

<U—Wy, T—xy=0 Y(zu)eG(A).

Cum 4 este maximal monotond, rezultd w,e Ax,.

q.e.d.
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Ca o consecintd a teoremei precedente obfinem unul din rezultatele
de bazi al teoriei operatorilor monotoni :

o - . - *
TEOREMA 3.3 Dacd X este un spajiu Banachreflexiviar A:K —2X7,
inchisd si convexd, o aplicaje maximal monotond coercivd, atunci

K]

B(A)=X*. | |
Vom aplica aceastd teoremd operatorului T din exemplul 1T
Considerat in paragraful precedent.
Daca presupunem in plus ci a; sint astfel ineit

5<Tf7f> = c(”f”gl‘b‘) Hf”ﬂl.pa

unde ¢(r) este o funectie reali cu ¢(r),=> oo, atunci operatorul 7' este

Coerciv, Din conditiile de continuitate impuse coeficientilor a,(«,%),
rezultd ca 7 este hemicontinuu, §i fiind definit peste tot, el este maxi-
mal monoton.

Atunci existenta solutiei ecuatiei T'f=f, in H'? este [asiguratd
Prin teorenia de mai sus. |

Referinfe. Rezultatele din acest paragraf apartin lui Browder.
[39]. Presupunerea de reflexivitate in teorema 3.3 este esentiald
Pentru ca A si fie surjectie. Fard reflexivitate, se stie doar ci daci.
4 este subdiferentiald a unei functii convexe inferior semicontinui.
Proprie, atunci R(A) este dens in X [13].

Aceastd proprietate de densitate nu are loc in general, dupi cum
aratg un exemplu al lui I.P. Gossez [80]: el construiegte un operator
Univoe, demicontinuu, monoton de la I*in ®, coerciv, dar pentru care
Imaginea nu e densd in I°. Tot el a aritat c¢d dacd D(A)=2X, atunci
R(A) este dens in X*, in X-topologia lui X*.4

§ 4. PROPRIETATI DE CONVEXITATE ALE} DOMENIULUI
SI CODOMENIULUI OPERATORILOR MAXIMALI MONOTONI!

Urmitorul rezultat ne aratd faptul cd operatorul (A--2%)7t
€ste, intr-un sens generalizat, rezolvanta operatorului A.

_ TEOREMA 4.1. Fie X un spajiv Banach reflexiv strict convex, cu
X* strict convex, K o submuljime inchisd, convexd a lui X, A :K-—>2%
0 aplicatie maximal monotond, cu (0,0) € G(A) si T o aplicatie de dua-
litate pe X. Atunci pentru »>0, A4 2] este maximal monoton si
R(A+7&})= X*; existd (A+2AJ)7 care este continud de la X* cu
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topologia tare in X cu topologia slabd iar dacd X are proprietatea
(H), atunct aceastd aplicatie este conlinud in topologiile tare.

Demonstratie. In conditiile teoremei 9 este univoed si existd
F}1=9* tot univoci.

Faptul c¢i R(A+42})=X* rezultd din tecrema 3.1 deoarece
29 este coerciva pentru orice A >0.

Dacd we (4 +- 2D (x) N (4 + A)) (2,), atunci cxistd w,€Ax,y
S u.,eda, astfel incit w=u,+ 2Ja, =u,-+ 2@, §1 prin urmare

<Uy—Ugy  By— Ly >+ A<Jy—[¥yy &— &3 >=0.

Cum amindoi termenii sint pozitivi, rezulta :
<Yy —Gy . 2y—2ay>=0, de unde x,=ux, §i deci (4-+217)"1 este o0
aplicafie univoci.

Pentru a ardta cd B= (A—}—)\‘} )~ are proprietatea de continui-
tate enuntatd, fie u;, - u in X* §i x;=B u;; existd atunci v;€Ax;

astfel ineit : u;=w; —[—)\jw Fie = Bu gi veAx astiel incit u=v+ 1.
Atunci

(1) <’L£j——-’u/, ac'-—w>=/@j—’0, w'_x>+l<jwj_jw?wjmm>‘

K] J
Dar, din :
g || | as]] 2 <y @ >=< vy &, >+ 0<Fa;, x;>2 A 25| o (] 25]])

rezulta :
o(|lz;l])< 7\“1|l%5|[ <M, deci H%‘H <M,

cu M,, M, constante pozitive. Atunci :
<u;—u, ;—x>->0.

Cum cei doi ter meni din membrul drept al lui (1) sint pozitivi, rezultd
<Ya;—, w;—x >-70.

Atunm T, ~> conform propozitiei 3.7 §3, capitolul 1T ; dacid X
are pr oprletated (H ), rezultd cd x;—>x, de data aceasta conform propo-
zitiei 5.1. capitolul LI,
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S4 ardtdm acum cad A+ 17 este maximal monoton. S& presu-
Punem prin absurd ci ar exista (z,,u,)€K X X* astfel incit s avem :

(2) <+ A JT—uy, T—2,>20 V(z,u)eG(A).

Yom pune pentru orice ¢ >0, u;=uy+1t cu veX* arbitrar gi
=B u,. Atunci existd v,€dw, astfel incit w,=v,+ A,
inlocuind in (2) pe (x,%) prin (#,,v,), obfinem :

0< <vg—tgy, B—xy>=t<<v, Bu,—x,>, adici

<0, Buy—axy > 2 0.

Ficind pe t—0,[si folosind proprietatea’delcontinuitate de mai
Sus a lui B, gasim

<v,Buyg—xy >z 0, VoeX*,

Prin urmare x,— Bu, §i deci u,€(A +27),
q.e.d.

Observatia 4.1. Maximal monotonia lui 4 nu a fost folosita decit
Pentru a ardta cd R(A-+217)=X* iar acest rezultat are loc fird ipote-
Zele de strict convexitate ale lui X gi X*.

Rezolvanta (A4 -+17)"! ne ajutd si caracterizim elementele
din imaginea Iui A, chiar c¢ind ea nu e univoca.

PROPOZITIA 4: 1. Fie X un spajiu Banach reflexiv, A maximal
Monotond, uoeX $i TE(A XY YUy, A>0; atunci u,eR(A) dacd §i
"umai dacd {wl}po este mdrginit.

Demonstrafie. Prin ipotezd wu,€Ax,+ 2}x,, adicd uy— ru,€AD;,
Cu 2, €9;.

&le ’i‘oER(A) ; existd zeX astfel incit u,edx, cum A este monotond,
re loe

diey : <u,, x—ax, > = 0. De aici rezultd :

ol ] = <wz, 2 >< <up2>< ]| @]

deci ||z, < || ).
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Fie invers {x,},~, mmérginit; trecind la un subsir, putem presu-
pune cid 3>z, Cum A este monotond, avem pentru orice (¥,v)eG(A) :

<V—(Ug— AUty), Y—x, >2= 0.
Facind #—0,, rezulta :
<T—Ugy Y—2o> 2 0, v (y,U)EG(A).

Maximal monotonia lui A implicd w,cAz,.]
q.e.d.

Avem urmiitorul criteriu de maximal monotonie :
TEOREMA 4.2. Fie X un spajiv Banach reflexiv, KC X inchisd
si convexd, A :K—2X* monotond.

Pentru ca A sd fie maximal monotond este necesar si suficient
ca pentru norma echivalentd pe X in care X gi X* sint strict convexe §i
pentru aplicajia de dualitate corespunzdtoare sd avem R(4 4 7) = X*.

Demonstrajie. Si presupunem ci A este maximal monotons ;
atunei R(A4-47)=X* datoritd teoremei 3.1.

Pentru a demonstra afirmatia reciprocd, fie pe X o normi
pentru care atit X cit g1 X* sa fie strict convexe (teorema 3.3 cap.ll).
Atunci pentru orice aplicatie de dualitate corespunzatoare acestei
norme (4 --9)"1 este univocd gi continud de la X* cu topologia tare
in X cu topologia slabd, iar dacd R(A-+)=X*, atunci 47 este
maximal monotona, toate aceste afirmatii rezultind din observatia
4.1. Vom arita ci insugi A este maximal monoton. Intr-adevir, si
presupunem c& ar exista (x, %,)€K X X*, astfel incit pentru orice
(x,u)EGF(A) sd avem <<wg—u, Xo—x>20.

Cum 9 este monotond, avem: <Jw,—Jx, z,—2>>=0; adunind
aceste inegalitdti, gisim

<+ Fey—(u-+%2), 2g—ax>20 V(2,u0+F2)eG(A+3).

Din maximal monotonia lui A+ rezulti cid w#,+Jx,€ (4+
+ P o= Axy 42y, deci uyeAx,.

q.e.d.
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Vom studia acum notiunile si proprietitile de convexitate
Pentry domeniul si eodomeniul unui operator maximal monoton,
Witroduse de T.R. Rockafellar.

DEFINITIA 4.1. Numim simplex, acoperirea convexd @ unut
Humy finit de puncie dintr-un spafiu Banach.

Vom nota prin convK acoperirea convexid a unei submultimi
KCX, prin K — inchiderea lui K. |
DEFINITIA 4.2. O muljime KC X se numeste finit convexd (res-
Pectiv vpirtual convexd), dacd pentru orice simplex C Cconv K
O??pectiv pentru orice mulgt‘ime_ relativ _compactd CCconvK) st pejztrfo
| e ¢ >0, existd o aplicatie continud ¢.: C-—>K, asifel incit
% (x)—z|| €<, Yael.
ng ProrozITIA 4.2. O mulfime K C X este finit converd dacd §i
mai dacd ea este virtual convexd.
. Demonstratie. Evident, orice multime virtual convexa este
% finit convexs.

" _Si presupunem K finit convexi gi fie ¢ C conv K o multime
elajtlv compactd iar U = {z] ||#|| <e}; mul{imea C poate fi aco-
eritd cu un numsir finit de translatate ale lui U :

{U + $i}i=1.....no, cu ﬂ'/'iEC.

N4 punem pentru z € C

f(2) = 0 dacd z& U + x;
’ 1 —inf{r>0|x — 2, €r U dack 2€ U + 2,
. Z filw) @
wp () = "'_"; . Fiecare functie f; este nenegativi §i continui

) i=1
M deci F este continud de la € in simplexul § = conv {x,,. .., %s,} C
conv K.
In plus, din:

N fil@) (#,— @)

Fz) — & = e —zel,

LE

13
— c, 890



194 loana Cioranescu

unde i, este indicele pentru care v € U + x; rezultd

NH(x) — x|| <z, Ve el

Cum K este finit convex#, existi ¢:8 — K continud, agtfel
ineit || (2) — x||<e, Ve lS. Fie = o F: 0 —-K; ¢ este con”
tinu&% si verificd :

| 4{@) — || = [| p(£(x) — 2|| < || p(F(2)) — F(2) || + [ F(2)—x| <2°
pentru orice x € ¢ si demonstrati& e completa.
q.e.d.
Observatia 4.2.1). Evident, orice multime convexi este virtus}

convexa (se ia ¢ egald cu identitatea) dar existd multimi virtu@
convexe care nu sint convexe. Un astfel de exemplu este urmatoru

X = R§iK = {(®, 2)[0<2, <], 0<z,<1} U {(0,1), (1,1)].
Intr-adevir, pentru >0, putem defini
Pel gy Lg) = (mla‘ (1 — =) @,) 81 avem
| ey, @) — (21, T} || = [[(0, e@y)|| <=

2). Se gtie ci inchiderea unei multimi virtual convexe est®
convexd. Intr-adevir, si presupunem K virtual convex si x,, ¥, € K
A €[0,1]; atunci V e>0, existd », y € K astfel incit || — x,|| <¢
§1 ]|y — yol| <e. Segmentul [z, y]C conv K gi astfel existd ¢ : [z, y)

—K, continud, astfel incit |l¢ (2) — 2|/ <e, V2z€ [, y]. Dec?
pentrn

2=+ (1 -—2)y, notind prin » = ¢ (2), avem:
| — Ap — (1 — Nyoll< 2% + (1 — Nyp — 2z — (L — Ny|| +
+ A2 (1 — Ny — u|l 2.

e fiind arbitrar, rezultd cid x, + (1 — Ny, € K
Observdm cd nu a fost necesard continuitatea lui .
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3) Reciproca proprietitii de mai sus nu este adeviratd, adica
gmul‘pime a cirei inchidere este convexi, nu e necesar virtual con-
exy,
Un exemplu in acest sens este dat de :

X =R K=[012[U]5,1]

Intr-adevir, fie ¢ = i— ; dacd mul{imea K ar fi virtual con-
vexi, ar exista ¢ : [0,1]—>K astfel incit: o () — ¢] < —}Vm e K.

In particular : o (0)|< —1—, deci o (0) € [0, % [; pentru ¢ = 1,

Obtinem la fel: jo (1) —1|< -:i-deci o (1) Egm, 1]- Dar ¢ fiind

iUntinué, o ([0,1]) trebuie s# fie conexi, deci un interval §i atunci

S—

5 trebuie s# apartini lui ¢ ([0,1])C K, ceea ce nu se poate.

Pe un spatiu Banach reflexiv X existd o normd echivalentd pen-
v care X cit st X* sd& aibd proprietatea (H) (teorema 3.5 cap. ILI).
om considera in cele ce urmeazd aceastd normd pe X.
TrorREMA 4.3. Fie X wun spativ Banach reflexiv st A un ope-
thor maximal monoton : X—>X*; atunci D(A) si R(A) sint virtual
hvere.

Demonstratie. Deoarece D(A) = R(A~1) §i A™! este maximal
Mongton : X* — X, e suficient si demonstrim ci R(A) este virtual
QF’I}Vexz‘i, iar dupd propozitia 4.2 e suficient s& ardtdm cd R(T) este
Unit convexs. Fie § un simplex din conv(RT); el este continut
Ntryn simplex de forma:

t?‘u

S Z{Ew%@/m = 0, Z w; =1, u; € R(A) };
i=1

i=1

Fie 2 = (4 + »7)"' 4, unde A >0 iar v e S8’; atunci v =
= dax, + A Ta,. Fie ¢ () =u — A @, ; dupad teorema 4.1, functia
¢ este univoci, aplics 8’ in R(T) si este continua in topologiile nor-
Welor, Fie £>0;
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vom arata c¢a avem :
(3) o (u) —u|| <=, YVuel,

de Indatd ce A este suficient de mic.

Pentru u € 8, existd y; = 0 cu '}, i; = 1 astfel incit w = Y, pathi
T . §=1
Fie yin=(A4 + 2Py, 1Li<n; atunel u; =2F yin + Ayin-
Dupé propozitia 4.1, fiecare din girurile {¢;>}, este mirginit
cam A este monotond, pentru ¢ =1, ..., », avem :

<AYir—Axy, 0y —Yix > = < (U;—AJYirn) —(U—2A F @), &) —yir > =
adics o

(4) <@ —p)us — Y vty — AJa — AT Yin, 4y — Yin > K 0.
i<
J£i

Inmulfind inegalitatea din (4) corespunzitoare lui % =1
prin y,, cea corespunzitoare lui ¢ = 2 prin y,,..., §i adunind, ob’
tinem :

A ZEL1<ij—jyi-ia Ty — Y > < M,

=1

unde M nu depinde decit de %; nu §i de A gi # €8, De aici rezultd

AN wlll ol =yl P<AY w<Fon— v, @ — gin >
i=1 i=1
sau AN (ol — My)? < M, adics
i=1
(9) IV sl <o Va0

(unde M, este constanta ce maj oreazi sirurile {||%:al} }x, « nu depind®
de we S’ gi am presupus aplicatia de dualitate normalizatd)-
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Rezultd astfel c¢a :

o @) —ull =23 @l =Vl FHra) | =Vl Va ol

orim gricit de mic cind » — 0, .

q.e.d.

Observﬁ.m c¢d In demonstratia precedentd am folosit proprietatea
) pentru a obtine continuitatea aplicatiel ¢.

Conform observatiei 4.2. (2), rezultd in acest caz convexitatea
Multimilor D(4) i R(A), deci: |
\ TEOREMA 4.4. Fie X wn spajiu Banach reflexiv gt A un ope-
Wor maximal monoton : X—X*; atunci D(A) gi R(A) sint convexe.
Incheiem acest paragraf cu citeva aplicatii ale teoriei generale

Qin ultimele dou# paragrafe la cazul subdiferentialelor de functii
Ohvexe, inferior semicontinue.

iy LEOREMA 4.5. Fie X un spafiu Banach reflexiv 0 e K C X,
Sech}sd si convexd; atunci pentru orice funciie f: K — R, inferior
Micontinud gt convexd, Of este o aplicatie maximal monotond.
" Demonstratie. Dupi teorema 4.2 e suficient sd ardtém cd E(adf 4
unj_) = X*, unde % este o aplicatie de dualitate corespunzitoare
®l norme strict convexe pe X, pentru care §i X* este strict convex.

Fie fo () =% ||z]|?; conform teoremei 1.6 capitolul I, are loc:

of +%=0f + dfo =0 (f + fo)

- Pentru o functie convexi g, O € dg(v) dacé si numai dacd g
f(e un minim in . Astfel w'e 9 (f + fo) (%,) dacd gi numai daca
) 4 fo(z) — <u, x> are un minim in x,.

Notind prin f, (») = f(#) — <u, >, observim ci f; este o
Mctie convexd, inferior semicontinud §i totul revine la a ardta ca
1{) + f(x) are un minim in K.

Cum f; 4 f, este slab inferior semicontinud, este clar ci aceasta

Va intimpla dac# aritim i

6) £(@) +fo(@) —> + oo

[[2{] =+ + o0
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(decarece multimile mirginite din X sint slab relativ compacte si
orice functie slab inferior continui {isi atinge mniinimul pe ele,
propozitia 1. cap. I).

Sd presupunem ca (6) nu ar avea loc; existd atunci un sir

{Zijrey T K, cu ||x]] —tk“*oolﬂ timp ce f; (@) + fo (@) < M-
ko0

Dar aceasta implica:

1
hilm) < M — Py -

Fie vy, ztk-‘ x5 atunei || y,|l = 1; avem :

) ful@) f1 tite, + (1 —4H0) < iEIfl (@y) + (1 — 1), (0) <

<t M—%tk—l— (1 — Y f, (0) = — oo.

Pe de altd parte intersectia lui K cu sfera unitate este o multime
slab compactd i atunci f, igi atinge minimul pe aceastd intersectie
§1 aceasta contrazice relatia (7). -

q.e.d.

Folosind maximal monotonia subdiferentialelor gi rezultatele
din paragraful precedent putem deriva rezultate pentru rezolvarea
unor inegalitif{i variationale de forma :

< Tawy — wy, x — 2> = f(xy) — f(@) x e K,

unde #, e solutia ciutatd iar f este o functie convex# inferior semi-
continud. Intr. adevir, are loc:

TEOREMA 4.6. Fie X reflexiv, K C X, inchisd st convexd cw
O e K gt f o funclie convexd, inferior semicontinud avind un minim
in O. Fie B o aplicatie finit continud, mdrginitd $i coercivd in raport
cu w, e X.

Atunci existd xye K gt 4y € B (xy) astfel tncit

< Ug — Woy T — xo> 2 f (@) —fle) Voe K
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Demonstratie. Dupd teorema precedentd df este maximal
Monotony : K—2% si cum f igi are minimul in O, rezultd O e (9f)(0).
Inegalitatea, de mai sus e echivalentd cu (w, — %) € df(z,) adica
tu w, e (8f + B) @, $i atunci existenta lui x, e o consecintd a teo-
'emej 3.1 in care A = 9 |

g.e.d.

: Referinge. Teoremele 4.1 si 4.2 sint ale lui F. Browder [39],
lar pentru cazuri particulare ele au fost demonstrate de Minty [118],
?ioreau [129], Browder [36]. Notiunea de virtual convexitate a
08t introdusd de R.T. Rockafellar [159] iar cea de finit convexitate de
Catre Halkin [82], echivalenta lor a fost demonstratd de I.P. Gossez
[78]. Teorema de virtual convexitate este a lui Rockafellar [159],
demonstra‘gia insd, a lui Gossez [78]. Teorema 4.5 e tot a lui Rockafel-
A [397; ea are loc chiar in spatii Banach generale dar pentru sim-
Plitate am prezentat cazul spatiilor reflexive. [158].

Tot Rockafellar a dat o conditie necesard gi suficientd ca un
gpel‘_ator multivoe s3 fie subdiferentiala unei functii convexe inferior
'&Emlcontinue; aceasta este conditia de monotonie ciclics, maximald

¢4,

Z < 1y — By > SO0V (@ -, 2,) X 51V 1 € Aay [154], [155)

§ 5. GRADUL TOPOLOGIC AL APLICATIEI DE DUALITATE

—_ Pentru aplicatiile de la X la X*, multivoce, sint considerate
Q Mitoarele scheme de aproximare proiectional complete : (scheme
© aproximare proiective).
X X, este un sir crescdtor de subspatii finit dimensionale ale lui
N P, : XX, proiectie astfel incit P;P, = P;dacd k > 1, cu|| P, || =
=1si Px—> . -
o Vom pune X, = R(P}) si e ugor de verificat ci X, este un gir
eseitor de subspatii ale Ini X*, cu dim X, = dim X, (datoritd
Atului ey P*: X% — X sint homeomorfisme). Conditia Pra* — o*
%;te verificatd evident, deci schema noastrd vafi{X,, P,, X., Ps}.
'mitorul rezultat ne aratd cit de utild este aplicatia de dualitate
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in teoria gradulul topologic pentru aplicaii A- propru de la X 18
X* — ea joacd un rol asemindtor cu identitatea in teoria gladulw
Laray-Schauder pentru operatori compacti. '
ProPOZITIA 5.1. Dacd X si X* au proprielatea (H )s atunc
aplicajia de dualitate normalizatd este A- -proprie. Pentruyr >0 8t m*eX*
e fox(x) =Fx — a*£0,Vae S (0, r) rezultd@ c¢d d[fps; S O r), 0]F
o {0} pentrit || o* | <7 §i  [J. 5 S(0, 7), 0] = {0} peniru e >
Demonsirajie. Fie {uyle C X, @y € Xy, cu P% %2, o
pentruun z* € X, Dupa corolarul propozitiei 5.7 capltolul 11, P ]m =
=2,V xeX,, si atunci {|| J@. |l }ar = {|| Par 320 || }ur este Ml
gmlt deci {|| @, || }ar este un gir mirginit. Existd atunci un subsif
Zy- — @ € X. Din inegalitatea

<3z —y, @ —y>2= (e (llzl)—e (1vID) (2]l —|ly]l) Va,yeX

se obtine :

(1) <Jo — JPuity @pre — Purvz > 2 [o (1@, ||) — @ ({| Purt]])]
([ @are || — [ P 2]])-

Din ccntinuitatea lui § in topologiile normei §i din faptul ch
— Py ¢ =3 0, rezulti ci membrul sting in (1) tinde la 0; pri?

urmare || &, H = ]l
Cum X are proprietatea (H) rezultd z,.-* «. In plus, @, =2 ”]5"

§i din < P3 o, 2 > = < J&py Pur @ >rezultd la limitd < 2%
x >= < x>, deci #* = } , ceea ce demonstreazd cid  este
A-proprie.

Fie acum 7 20 st 2* € X* ;88 definim aplicatia continud %, .4(x)
= J (@) — tz*: §(0,r) xX [0,1]>X*,

Atunei pentru orice ? € [0,1] fixat §i * € X cu |[#*[ <7, Tyt
este A -proprie, continud in ¢ uniform in raport cu ze€ § (0, r) gl
Juo% (2) 5 0 pentru orice t€ [0,1] gi e d S (0,r). Intr- adevar)
ar exista |[[a@g|| =7 §i € [0,1], astfel incit § z, — t,o* = 0, aw
avea : [lzyll = || T 2oll = &ll2*|| <7, ceea ce nu se poate Atuncl
dupid teorema 3.1 (c¢) capitolul ITI, rezultd cd d [F;.«; S (0, ), 0
este bine definit §i este 1ndepende11t det; prin urmare, cum Yo .= ¥
d[T; 8(0,7), 0] =d [Tr.x; S(0,7),0]. Dar d[%; S(O, r},0] este im”
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Dar, deci &= {0} (conform teoremeilui Borsuk, } fiind impard); dacd
|2 || >r, atunci J# == «* ¥ x € 8(0, r), pentru ci astfel am avea:

1 x|} = |iz|| = |[|@*]| = », ceea ce nu Se poate ; atuneci
d [ 5 8(0, 7), 0] este bine definit si egal cu {0}, deoarece in caz

contrar, conform teoremei 3.2 (b) capitolul 111 ecuatia § z = o*
ar avea o solutie in 8 (0, 7), ceea ce nu se poate pentru ¢ || x*]]| >r.

g.e.d.

0 altd clasy de aplicatii de la X in X* care sint A proprii sint
Cele avind proprietatea (S) (definitia 5.2 eap. 1I).

PropozZITIA B.2. Fie X reflewiv gi T : D—~X*, D C X deschisd,
O aplicatie continud si mdrginitd care satisface condifia (S) pe D;
Wunei T este local A-proprie.

Demonstrajie. Fie x, e D; existd 8 (2, 7) c D incit pentru
Tv<<r, S{ay,r,) C D; fie an, € 8 (29 7o) N X,., astfel incit:

(2) P Ta,. => x* z* e X.

Cum ||z, || <7 $i X este reflexiv, existd un subsir @, - &,
T & X, Vom ariita cd @, > @ §i Te=a*. Fiey € X, pentru n’’ suficient
de mare, &y — Y € X, §1 aVem

|<Tay, — o, @y — y>| = | <T@ — &, Pars tar = Parr §>=
= | < P¥/ (Taps) — Po(@*), @ur — 9y > | <
< | PY) (T@per) — Pl ()] 11 @ner — 152 0
deoarece (2) inﬁplicfi evident faptul ca :
P, (Taws) — Pl (a%) 72 0.
Prin urmare, com <a*, @, — y>F <%, T —y > Vy € X,
AVvem |

(3) <T£5'nn, Lpre — y>,’;~* < m*! x—Yy > ye-Xn”'
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Dar y = lim P, y §i Puoy € X, i decirelagia (3) are lof

pentru orice ¥ € X, tinind cont cd putem trece la limitd cu n’ decd
rece {|| Txyi+|| }nrr €ste marginit. : |

Facind atunci in (3) ¥y = @, gdsim

< Tﬂvnn, Lperr — y>;,'§' 0

gl prin urmare
<Tmnu — T.’I), Lprr — y>;&','," 0.

Dar T are proprietatea (S) §i deci @, > 0;atunci Tay., 7> Tz sl
.P:I:H Txnn - Ty == (P::H Twﬂ” —me T‘q") + (P;!:n Ta: _— Tw);;ro
si atunei (2) implica Tox = a*.
q.e.d.
COROLAR. Fie T : D—X*, (D deschis, mdrginit) o aplicajie cow
tinud, mdrginitd satisfacind condifia (S) pe D ; atunci 1 este A-proprié:
COROLAR. Fie T : D—>X*, (D deschis mdrginitd, X reflexiv) Y
aplicafie continud mdrginitd astfel incit :

<To — Ty, —y>2 ||z —yll) Va,yeD,

unde o (r) este continud, crescitoare pe R*, a (0) = Oo(r) >0 §¢ 1',.—-?0
dacd o (r;)—0. Atunci T este A proprie. |

Evident, datoritd faptului ci T are proprietatea (S).

Putea da acum urméitoarea teorems de invariantd de domeniu

TEOREMA 5.1. Fie X si X* cu proprietatea (H) gi T : D—>X*%
D deschisd, o aplicagie continud, local monotond si local biunivoct
satisfacind condifia (8); atunci T(D) este deschisd in X.

Demonstrajie. Dupd teorema 3.3 capitolul III, este suficien?
s3 ardtim ed T admite o omotopie solubila local 4-proprie. Fie x, €
si S (zy, 7) C D pe care T s& fie marginitd gi monotona ; cum mond
tonia si conditia (8) sint invariante la translatii, putem presupuné
¢4 @, = 0 si T(0) = 0. Fie acum aplicatia T,: 8(0, r) X [0,1]->X"%
definitd prin Ty o = (1 — ) Te + 17 2.

Cum T si § sint continue gi mirginite pe S (0, r), rezultd cb
T,(x) este o aplicatie continud de la § (0, r) + [0,1]— X*. Observan
¢ T, = J care este A-proprie, conform propozifiei 5.1 iar T, =
este A-proprie, conform propozitiei 5.2. Pentru a demonstra cd T, est®
A-proprie pentru orice t € (0,1), vom aréita ci T, satisface conditid

(8) pe 8 (0, 7).
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Fie deci z,€ 8 (0,7), x, =~ »€ 8 (0, r) pentru care

(4)
D&I‘ .

<T,z, — T, 2z, x,—x >0, t e (0,1).

<Tux,— Tz, x, —ax>=01—1) <To, — To, 0, — 2> +
+i<ieax, —@ @, — x>,

Unde cei doi termeni din dreapta sint pozitivi; atunci (4) implicd
U particular: <3 @, — J &, ®, — &> 0. § satisface insi condi-
é{& (8) (propozitia 5.1 cap. IT)si atunci x, % 2 ceea ce inseamnd
% T, este A-proprie. ' )
o Continuitatea lui T, in ¢, uniform pe 8(0, r), rezultd din faptul
% T §i 9§ sint mi#rginite pe S(0, 1) §i din:

Tyx) — Ty(2) = (s — 1) (T2 —Fx),2€8(0, 7) t,s € [0,1].
P}"l}l urmare e verificatd 1) din definitia 3.4 capitolul III a omoto-
81 solubile local A-proprie.
o S4 ardtdm cd are loc gi ii) din aceeasi definitie. Intr-adevir,
Vum T este biunivocd pe S(0, r) si T (0) = 0, rezultd c& T < 0,
rm €8(0, r); atunci Tyw)sF2xV2xe€d8(0,r) si t€[0,1], deoa-
“Ce dacd am avea T, (#,) = 0 pentru un z, € 9 8 (0, ) si t, € (0, 1),
A rezulta :

O <, (@) = TY0), @ — 0> = (1 —t) <T (ay) — T (0), 1—0 >+
F < g —F 0, 25 — 0 >-
Din monotonia lui T si § rezultd de aici, in particular, ca:
0=<3x—30,2 —0>= <}z 2>=|z|*

“Cea ce contrazice faptul c¢i || z|| = 7.

Pentru a verifica iii), observim c¢& y = T (0) =0, T, (x) =
Yo =£0, €08 (0,r)sidin propozitia 5.2 avem : d [T, ; 8(0, ), 0]
d [J ;S (0, r), 0] este bine definit §i diferit de {0}.

i

q.e.d.

P Referinte. Rezultatele din acest paragraf apartin lui W.V.
€tryshyn [149]. Cu studiul schemelor proiectionale pentru opera-
ori de 1a X in X* s-au ocupat T. Browder — W. V. Petryshyn-
[41] [42], W.V. Petryshyn [145].



CAPITOLUL V

OPERATOR! ACRETIVI IN SPATII BANACH $I SEMIGRUPURI
DE CONTRACT!! NELINIARE

§ 1. OPERATORI ACRETIVI $I MAXIMAL ACRETIVI, PROPRIETATI
GENERALE

D Tn cele ce urmeazd § va fi aplicatia de dualitate normalizata
X.
DeriNiTIA 1.1. Fie X un spajiu Banach $i A X—>2%,

a) A se numegle acrelivd dacd peniru orice w,y € D(A) si
L& Az, ve Ay, existd x* €} (x — y), astfel incit

<x*,u — o> 20,

4 ¢ numegste disipativd dacd — A este acretivd.

. b) A se numeste maximal acretivd dacd este acretivd iar G(A)
Sle o multime maximald tn mullimea graficelor de operatori acretivi.

hi ¢) A se numeste hiperacretivd dacd E (A + I) =X tar A este
"perdisipativi dacd — A este hiperacretivd. -

E evident c& avem

LeEMA 1.1. Fie A mazimal acretiv gi x, u € X asifel incit
Dentry orice y e D(A)give Ay, existd x* €Y (x—y),cu<<ax*,u—v>20;
Tune; x e D(A) gi u € Aw. | -

Putem defini notiunea de aplicatie maximal acretivi pe o
Multime K o D(A): este o aplicafie acretivd pemiru care nu mai
existy alid-aplicatie acretivd B cu D(B) = K i G(4) C G(B).
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PropozITIA 1.1. Aplicatia A : X—>2% este acretivd dacd gt
numai dacd pentru orice N >0, are loo

(1) e —y + A —v)]l 2]z -yl
Vao,yeD(A)si we Aw, v e Ay.

Demonstratie. Propozitia este o consecintd a propozifiei 3.3
capitolul I in care se ia ¢ — y in rol de # §i » — v in rol de y.

g.e.d.

Din (1) rezultd c# pentru x5y, (I +rAd)eN (I + rd)y =0,
deci are loc:

COROLAR. A este o aplicatie acretivd dacd si numai dacd pentru
orice A>0, (I -+ AA)™Y este o aplicajie univocd gi contractivd de
la R(I 4+ 24) in X, adicd:

I+ 2Ad)tw — (I + ) ojli<lu — ol

- Vom nota prin @, = (I + 24)"1.
ProrozITIA 1.2. Dacd A : X—2% este hiperactivd, atunci R(I -
+ A) = X pentru orice 1>0.

: : .1 : :
Demonstratie. Fiey,€ X si Y <A<<oo ; existenta unui x,€ .D(4)

astfel incit y, € (I 4 AA4)x, este echivalentd cu existenta unui x,
astfel incit : -

1—2
wo_:(1+A)-1(ﬁi__ - wo)-

Aplicatia Py, (¢) = (I + 4) (—“’l— —1=

A . . 5
x ) este prin 1poteza

definitd pe intreg X si verifica.
A

1 —
1B, @ — Py yll=(I+4)™ (‘ny_T"" ) — (I + 4™

yo 1"_7‘11) < ”1—7\”
— L — || ¥ — << l1& — .
( e ) | L jlo—yll<liz — v

Atunci P,, are un punct fix, ¥, care este tocmai punctul cdutat.



Aplicatii d2 dualitate in analiza functionald neliniara 207

wr 1 . = A . '
S4 ludm acum2— <M<1 si aplicind cele de mai sus operato-

. v A |
rului 3, 4, rezultd ¢ B(I + 2 4) = X pentr'u?l < A, unde —? <

- el
< : deci continuind in acest mod se gisegte cd proprietatea are

loc si pentrn 0<< A< % -

L\D‘}-*

TeorEMA 1.1. Fie X si X* uniform convewe gt A:X —2% o
aplicatie hiperacretivg; atunci D(A) este convexd.

Demonstratie. Fie y,z€ D(A) §i @ = py + (1 — p)zcupe(0,1);
i presupunem ci x ¢ D (4).

Fie""l'y;\ e(I + rd)y, A>0; atunci @y, =y § deci
1@z — yll=1@r o — Qull <il@ — ¥l de unde :

lim |[[Q,x — vl <|l®z —y]|. Analog se obfine:
0+

lim ||Q, x — zl| € || — z]||. Dar are loc:

ly —zll<ily — @l 4@ @ — =] sideci
ly —zll <lm([ly — @zl + || @ —2{l) <
A0+
é@(“y — Qu 2|+ || — 2[]) <
A0+ .
<lly—zll+lle—zil=ully —=2l+ QA -y —zll=
= |ly — 2|l
Aceasta inseamni ci :
() Im(lly — Q@i+ [i@e —zID) =lly —=2I| s
(3)  lim|lg — Qull= lle —yll.

A5 04
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Propozitia 2.4. capitolul il implicd faptul ca existd

(4) lim @y x = vy + (1 — v)z = ', cu v e (0,1).
A=204
Din (3) si (4) rezultév: |[# — y||=]l2" — y]|, de unde v = p. §i deci
x = x'. Prin urmare lim ¢,x = x ceea ce contrazice presupunerea
A0+

ci x& D(A) deoarece, hiperactivitatea lui A implici faptul ci

szeD(A) VeeX, A>0.
q.e.d.

PrOPOZITIA 1.3. Dacd A :X-—>2% este hiperacretivd atunci ea
este maximal acretivd.

Demonstrajie. Fie A; D A, A, acretiv gi w € 4,2; cum A este
hiperacretiv, existd (I + 4) 1 (x + u) = y € D(4). |

Dar aceasta inseamnd cd existd v € Ay astiel incit © 4 v =
=y -+ v, adicd y — & = ¥ — v. Atuneci (1) implicd : ||z — y[|= 0
si deci 2 = y e D(A), adicd v = »; agadar A,z C Ax.

q.e.d.

ProroziTiA 1.4. Fie X* sitrict convexr; dacd A este maximal
acrelivd pe D(A), atunct mulfimea Ax este inchisd@ §i convewrd,

VeeD(A). _
Demonstragie. Fie x € D(A) §1 u,, 4,y € Aw; pentru orice y €D(A)
si ve Ay, avemn :

(5) <3 (@ —y)hu, —v>20 351 <}(x —y) Uy — V> 20,

Atunci, dacd w = Muy + (1 — Au,, avem, inmultind prima inegali-
tate din (5) prin A a doua prin (1 — A)§i sumind : <Y (z -y), u—v > = 0.

Maximal acretivitatea lui A pe D(A), implicd faptul c& u € Awx.
S4 ardtdm ci Az este inchisé : fieu, € Ar cuu,2u; avem <7 (v — ¥),
u, —v>20 Vr €N si la limitd gésim :

<Y (w—y),w—2>20, VyeD(A4) si ve Ay.

Aceasta inseamnid insd ca u € Ax.
q.e.d.
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DEFINITIA 1.3. Un operator univoc A : X—X se numeste f-maxi-
mal acretiv dacd este acretiv g nu are nici o extensie univocd acretivd.

Evident, un operator univoc maximal acretiv este si f-maximal
acretiv, dar invers nu avem decit : -

PropozITIA 1.5. Fie X si X* wuniform convewe; o aplicajie
A: XX, hemicontinud si f-maximal acretivd este mazimal acre-
tivd daca

1) D (A) este deschisd
sau dacd

i) D (A) este convexd st densd in X

Demonstrajie. 1) Si presupunem ci existd (zy, u,)€ X X X
astfel incit aplicatia A, = Az pentru x € D(4) si A,y = u, 58
fie acretivd; cum A este f-maximal acretivi, x,€ D(A) care fiind
deschisd, implicd faptul cigi o, = 2, — ¢ (Axy, — u,) € D(A), t> 0
(pentru ¢ suficient de mic). Atunei:

<P (@ — @), Ay — Yo > =1 <F (ug — Axy), Az, — uy> >0.
Facem acum ?—0, si datoritd hemicontinuitatii lui 4, gisim

<F(uy — Axy), Ay — uy> = — || Adwy, — u,]|220

§1 deci Az, = u,.

ii) Fie 4, la fel definit §i x,€ D(A); atunei 2, =ty + (1 —
—t)xy € D(4). Vye D(A) si avem < (2, — 2y), Ax, — uy> =
= 1<}y — @), Ao, — uy>, deci < J(ug — ), Az, — uy > >0.
Facem #—0, si gisim: <% (uy — x,), A%, — u, > =0 V y € D(A).
Dar D(A) este dens in X si § este continud in topologiile normelor
$1 atunci rezultd cd <%z, Awy — uy> 20 Vz e X §i deci Az, = u,,
dacd ludm z = w, — Auwx,.

q.e.d.

ProPozITIA 1.6. Fie X gi X* uniform convere gi A:X—->X
liniard acretivd, neavind nici o extensie liniard acretivd; atunei A
este f-maximal acretivd tar dacd D(A) este dens in X, atunci A este
mazximal acretivd.

Demonstrajie. S& presupunem cid 4 nu ar fi f-maximal acre-
tivd, adicd o4 ar exista v e D(A4) si w € X, astfel incit <J (x — y),

14 — ¢, 890
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w — Ay > 20 Vye D(A4). Definim operatorul A,, extensie liniari
proprie a lui 4 la subspatiul generat de I{A) U {«}, prin :

A (y + tx) = Ay + tu, Yy € D(A).

Se verificd cd A’ astfel definit este acretiv, deci o cdntradicpie.
Ultima afirmatie rezultd din propozitia precedenti.
q.e.d.

PropoziTIA 1.7. Fie X* uniform convexr si A: X—>2% o apli-
cafie maximal acretiva (resp maximal acretivd pe D(A); atunci
dacd peniru x, € D(A) cu x,—>x4€ X (resp. € D(A)) ewisid u, € Ax,
CU Uy g, TERULA (T4, 1y) € G(A).

Demonstrafie. Fie x, € D(A), x,—>x, §1 u, € Aw, cu u,—uy;
atunei avem: /

<Y —9), u, —v>20, VyeDA) siove Ay

Aplicatia de dualitate fiind in acest caz uniform continu4,
pe mulfimile marginite din X, rezultd prin trecere la limitd :
< F (2 — ¥), Uy — v>=20. Atuncilema 1.1 implicad faptul cid (x,, %,)
G (A).
q.e.d.

DEFINITIA 1.4. O aplicafie A : X—>2% se numeste demiinchisd
dacd pentru x,€ D(A), cu x, — x4 8t U, € Ax,, cu u, =~ Uy, rezulid (x,,
u,) € G (4).

Atunei din propozitia 1.7 rezultd :

COROLAR. Dacd X* este uniform convex, orvice aplicafie A : X —2%
maximal acretivd este demiinchsid.

TEOREMA 1.2. Fie X* uniform convexr st A : X—X o aplicatie
univocd, acretivd, cu D(A) deschis; atunci A este demicontinud dacd
st numai dacd este hemicontinud.

Demonstrafie. Se aplicd teorema 1.1 capitolul IV in care se
ia Y =X* i F =1.

q.e.d.

Si in cazul aplicatiilor multivoce se pot face consideratii ase-
ménitoare.



Aplicatii de dualitate in analiza functionali neliniara 211

PROPOZITIA 1.8. Fie X* uniform convex $i A : X—2% o aplica-
jie acretivd cu D(A) deschis; A este local mdrginitd dacd si numai
daca este local hemimdrginitd.

Demonstrafie. Afirmatia rezultd din faptul ci o aplicatie este
local marginitd (respectiv local hemimirginitd) dacd si numai dacd
orice sectiune a el are aceeagi proprietate, iar pentru sectiuni se
aplied propozitia 1.1 capitolul IV.

q.e.d.

PROPOZITIA 1.9. Fie X uniform convex si A : X—>2% o aplicatie
maximal acretivd pe D(A); dacd A este local mdrginitd atunci A
este superior-demicontinudg.

Demonstrajie. Cum proprietatea lui A de a fi superior demicon-
tinud este o proprietate locald i A este local marginit, putem pre-
supune ci A este marginit pe intreg D(4), deci ci A(X) este o sub-
multime mérginitd a lui X. X fiind reflexiv, existd o submultime K
slab compactd a lui X, astfel incit 4(X) C K.

Fie xy€ D(A) si si presupunem ci 4 nu ar fi superior demicon-
tinua in z,; atunci ar exista o vecinidtate V a lui Ag,, in topologia
slaba i doud siruri {z,} C D(4), x,—> x,, $i u, € Az, astfel incit
u, e V; deci u, € K|V si trecind la un subsir putem [presupune ci
u, converge slab catre un element u, € X\ V. Dar aceasta este in
contradictie eu propozitia 1.7 care afirmi cid u, € Aax.

q.e.d.

Urmatoarele doud teoreme sint analoagele teoremelor 2.3 i
2.4. de la operatori monotoni.

TEOREMA 1.3. Fie X* uniform convew gi A : X—>2% o aplicatie
acretivd superior hemicontinud, cu D(A) deschis, pentru care Az
este o mulfime inchisd st convexd, Vo ; atunci A este maximal acre-
tivd pe D(A).

Demonstrajie. S& presupunem ci ar exista x, € D(A) si upe X
astfel incit :

6) <J(®—1o), Uu—u>20 V(2 u)eG(A

1 cd u, & Ax,. Cum Ax, este inchisd gi convexi, existd y* € X* astfel
ineit : |

(7) : <Y*, Up> > sup <y* u >
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iar § fiind o surjectie, existi ye X cu ' y = y* ; atunei (7) devine :
<Gy, up>> <Yy, u> Vue dx,.

Fie te (0,1) si @, = x, -+ ty; atunci x, € D(A) dacd ¢ este suficient
de mic. Fie V veciniitatea lui Az, in topologia slabéd a lui X, datd de

V={ueX/<%y, u—u,><0}

Cum A este superior hemicontinué, rezultd cd pentru ¢ suficient
de mic, u; = Az, € V. Atunci din (6) rezultd

ceea ce este o contradictie.

q.e.d.

COROLAR. Fie X* uniform convex si A : X—X o aplicajie univocd,
acretivd, definitd pe intreg X, hemicontinud ; atunci A este maximal
acretivd.

TEOREMA 1.4. Fie X* uniform convex gi A : X—>2% o aplicajie
acretivg cu D(A) deschis si Ax mulfime inchisd $i convexd ¥ x € D(A);
atunci A este superior demicontinud dacd §i numai dacd A este supe-
rior hemicontinud.

Demonstratie. Una din implicafii este evidentd.

Fie A superior hemimirginitd; dup# teorema precedentd
rezultd ¢4 A este maximal acretivi pe D(A) si atunei propozitia
1.9 implics faptul ci 4 este superior demicontinud.

q.e.d.

fncheiem aceste consideratii cu citeva exemple de operatori
acretivi, . :

Exemplul 1. Orice operator monoton intr-un spatiu Hilbert
este acreativ. - _ : ,

Exemplul 2. Fie A : X—>2% o aplicatie acretivd gi fie opera-
torul @ definit in Y = L? ([0,1]); X) astfel: G () = {(f, 9)/(f(}),
g(t)) € G(4), ap.t.}. -‘
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d este acretiv; intr-adevir, dacd (f, ¢) € G(Q) si (f', ¢') € G(Q)
si A >0, atuneci :

A&y — F'(@) + 2[g(h) — g’ = [1fH) — F (@) a.p.t.

deci
l/p

(fuﬂn—fvr+xmuw—MMPM) >

>({, 170 —rwiear)”

adic
=7+ 2@ =)y > 1f Pl

Referinge. Operatorii acretivi au fost introdugi de F. Browder
[29] [31]—[34] si F. Browder — G. de Figueiredo [40] sub denumi-
rea de operatori } -monotoni i studiati apoi gi de T. Kato [97] (aceas-
ta foloseste denumirea de m-acretivitate pentru hiperacretivitate).
Notiunile de maximal acreativitate §i de hiperacreativitate coincid
doar in spatii Hilbert dupéd cum se va ardita ulterior. Un exemplu
care infirmid acest lucru in spatii mai generale este dat de
Crandall — Liggett [53].

Rezultatele din acest paragraf sint din [39] [50] [97]. Teo-
rema 1.1 a fost datd prima datd de Minty in spatii finit dimensionale
[117] §i de Komura [101] in spatii Hilbert. Un exemplu interesant
e dat in [39]. | .

§ 2. RESTRICTIA CANONICA

Fie 4: X—>2% ¢ a,plxicatie acretivd, @, = (I + A4)™L, A>0 i

43 = X (I — @u). Vom nota si |K| = inf [|a||, D; = D(4,) =
xE ' -

=R (I + 2).
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ProrozITIA 2.1. 2) ||@ — QW< |lo — ¥, ¥V 2,y € Dy;

b) || Ay w — Ayyll < 2072w — yll, VY @, y € Dy;

c) A, este un operator acretiv;

d) A, x€ AQ; x st |AQ,x|< || Ayx]|, x€D; 5t dacd xe D(A)N Dy,
atunce :

A< || A || <Azl

e) lim Qv = x, Vx € N (D(A) N D))

A0+ A>0

Demonstratie. a) rezulti din definifia acretivitatii iar pentru
b) avem : ‘

Az — Ayll= (@ —y) + (e — Sl <2272 —y]|.
¢) Fie #,y€Y si z* € (v — y); atuneci:
<x¥, Ayo — Ay >= 7\“1<a3’i‘, x—y>— A1<a*, Qur — Quy >
>0 e — g — 2@ — Qull |le¥]| >
Ao —y|2— 2 e —yl?=0.

d) Fie@Q,x = y;atuncie =y + avcuv € Aysidecid, v = A1
(g + w — y) = v, de unde rezultd ci : A,x € A y = AQ,x i evident
Az < | Az ]].

Dacd o e D(A) N D, atunci z = @,(x + Ay), pentru orice
yeAx §i deci ||Awi|= 1|z — Q|| = 27| Q@ + ry) —OQuyll
<A1z + Ay — @|| = y de unde rezultd cd || A,x]| <|Ax|.

e) [ — z|| = rlldzl|<r|Aw! 7300-

q.e.d.

DEFINITIA 2.1. Se numegle restriclie canonicd a unei aplicafit
A: X—2%, aplicatia A°: X—2% definitd prin

A’z = {ue X[ue Aw,||ul|= |Ax|}.
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PROPOZITIA 2.2. Fie X $i X* strict convexr iar A o aplicafie
maxvmal acretivd pe D(A); atunci restricfia canonicd A® a lui A este
unvocd. Dacd X este reflexiv, atunci D(A°) = D(A).

Demonstrafie. Dupd propozitia 1.4, Ax este o mulfime inchisi
si convexd, V x € D(A); atunci, dupé propozitia 3.1, cap. IT inf |[u]

uEeAx
este atins in cel mult un punet, deci A® este univocd ; dacid X este
reflexiv, acest infim este atins pentru orice # € D(A4) si deci D(4) =
= D(A9). |
q.e.d.

PROPOZITIA 2.3. Fie X gi X* uniform convexe si A o aplicafie
mazimal acretivd pe D(A), xy,x, € D(A) cu lim x, = x,. Dacd vy, € Ax,

A=»0+
8t
(1) Lim [y, <[] 4%
A0+
atuncs

lim y, = A%,
A—>0+

Demonstrajie. Fie 2,—0; vom arita cd sirul {y,,}, contine un
subgir convergent la A% §i din acest fapt rezultd evident afirmatia.

Rezultd din (1) ci existd un subsir {yi.}. C {¥:.}, astfel incit
Yu> Yoo Propozitia 1.7 din paragraful precedent implici faptul
cid yo€ A x, §i deci ||yyl| = A%,|]. Dar avem si

%ol < likm_ 9l < @H@/mli < |[ A%, ||

deci |{|y,!| = [|A%]|| si din definitia lui A° rezulti y, = A4%%,.
| q.e.d.

TEOREMA 2.1. Fie X, X* uniform convexe si A : X—>2% un
operator hiperacretiv; avem :

a) |4 )l < || 4| 5ilim 4, 0 = A%
-»0+4
pentru orice x € D(A).

b) Dacd lim x;, = x, si mulfimea {A,x,}; este mdrginitd, atunei
A=0+
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2, € D(A); dacd tn plus
A, Ty 5> Yy, atunci Yo € Ax,

c) )\lim A%, = A, peniru orice X € D(A).
=0+
Demonstratie. 2) Fie o, = @& i ya = 4y 23 atunei ¥, €A, iar
lim 2, — x, dupd cum rezulti din propozifia 2.1. In plus, avem §i
A0+

ol = |4y 2| < |dx] = || A%,

§i atunci a) rezultd din propozitia precedentd.
b) Fie 4, = @2, ; atunci y, € D(4) si din:

cHm (@, —y) = lim A A2y = 0
A-20+ A0+

rezultd ¢ lim y; = @,. Sirul {4,,}, confine un subgir slab conver-
A=»0+
gent §i cum A, € A Qo = Ay, propozitia 1.7 implicad : 2, € D(A).
Aceeasi proprietate de demiinchidere din propozitia 1.7 implica
faptul ¢ y, € Aw, dacd A3~ Y- |
Observim ci la acest punct ajunge doar condifia ca X* 83
fie uniform convex. |

¢) Din || A°Q;»]| < |[ 4w ]| <[] A%2]|

notind cu z,=Qx si y,=A%Q x € Ax,, rezultd cu propozitia pre-

cedentd ci lim A°Q,x=A°x.
A=0+

g.e.d.

TEOREMA 2.2. Fie X si X* uniform convexe iar A = X—>2% o
aplicatie hiperacretivd ; avem : |

i) functia A—>|| Aw]| este descrescdtoare in A>0, oricare ar
fi xeX.

ii) functia n—>A,x este Lipschilz continud pe [8, + o) pen-
tru orice 3 >0 |

iii) funcfia A—>|j@x — @ @|| este diferenfiabild a.p.l. pentru
A>0 gi

d ;
-(ﬁ]] x — Qx| < A°G||  a.p.t. A>0.
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Demonstrajie. i) Pentru 2>0, * = Qo + A4, o, V € X si
punind z(A\) = @z §i y (A) = 4, x, rezulti y(A) € Ax(2) i deeci:

(2) <} (@(N) — 2(¥), y (A) —y(A) > =

= < Hry (A) — 2y(X'), ¥y (A) — y(A)><0
deci

IAy(M)—Ny(W) [|P=<TF (Ay) (A) — Vy(r)), ay(2r) — My(N)) ><
< (A — A) <F (M(M—2"y)), y(2) ><
<A — Ny Ay (2) — My(d) ]|

care implicd :
(3) 13z (3) — ¥y ()< [r = N[ 1ly )I-

Atunei, dacd A> 2

MyMIE<I 2y (A) — Ny (N2 [y (V)<
< (A — M)y M+ XMly (M)l = Ay (V)]
deci |jy (M) <lly ().

ii) Folosind (3), gdsim pentru s A’ < A<+ o0

A+ Hy(D) —y ()T + (A=) [y (X)) —y (M) <
< 2(x —A) [ly (A)]]
si deei

Hy(l)—y(l) Y+ Iy ()] +

+ 2]ty (M) < )|

ceea ce ne araté cd ii) are loc.
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Dar atunei X fiind reflexiv, din teorema 3.8 capitolul 11 rezulta
ci funetia y (1) = 4, = este a.p.t. diferenfiabild. Daca dividem (2)
prin (A — )% se face A’—2, gisim prin multiplicare prin A >0:

A dy () dy(2)
<j( FTY —l-y(?\)) A I
Dar A%z (1) € Ax (}) si de aceea din (2) obtinem
(4) <P (Ny (V) — ay (%), A%z (2) — y(2)> <0

ceea ce impéirtit prin A — A/, cu A’ <A (respectiv A’ >2) si ficind
A=A ne da:

> <0 a.jp.t. pentrur >0.

<1(7\dym + y(k)),A"w(?\) — 9y (A) > <0 (resp.20)

d!
51 deci
< °}( ldz& ) Y (?\)), A% (2) — y (2)>0 a.p.t. x>0
Avem deci |
1% 1A 4y @) ><°1(’*%(——) + y(2), A%(2)>=

=<°}(A5‘ﬁ@ ty (x)),y(x)» <j(>x9§"—’~‘—-" + ym], Y (2) +
da dy |

12
+ 7\____>_ '{ —]-)\—-——)ll’ a.p.t.
I dx ]:
Prin urmare, om obtinut

i
| ()+A511J(3‘—)

d
Ly 11 < Ha(xy (x))l

i"“ | 4% (3)]] sau

a.p.t. A>0

<|| A% ()

si cum Ay()) = ¢ — @2, demonstratia este incheiata.
q.e.d.
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COROLAR Fie x € D(A); dacd in condifiile teoremei precedente
existd M >0 g1 0<p<1, astfel incit

| A°Qy ¢ || KM || 4, x|,  2>0

atunci x € D{A).
Demonstrajie. Dupa teorema de mai sus, avem :

d d |
— Ay =—]le — Q]| <M|| 4, z|” a.p.t. A>0
dl] Al d?\” Qx| Ay @} P

si atunci, pentru A >1">0, rezultd :

A

. A d
Ms T-Pd@s v @l ~liz A, ollds

A’ A’ T

sau
M ()\1-39_7\:1-—:9); “ 7\A1 le;'p — ” A A;\y 50“1_9.

Cind A'—0, observind ci& [|[AAy x| =]l — @), z]||—0, gisim
|24y 2P < MA77 deci || 4, x| '? < M si de aici, utilizind teorema

2.1. rezultd cd o € D(4A).
q.e.d.

Vom ardta in continuare ci restrictia canonica determing in anumite
cazuri in mod unic un operator acretiv.

TEOREMA 2.3. Fie X, X* uniform convexe, A : X—2% o apli-
cafie hiperacretivd st B: X—>2% o aplicatie acretivd ; atunci

a) dacd B D A% atunci Bx C Az, z € D(A)

b) dacd B este maximal acretiv $i B D A% atunci B°2D A°

¢) dacd B este maximal acretiv st B® = A%; atunci B = A.

Demonstrafie. a) Fie xy€ D(A) sl y, € B, adicd < (z — x,)
A%y — y,>=0, Vo€ D(A); vom ardta ca de aici rezultd y, € Az,
Fie aplicatia A4, : X—2% definitd prin Ao = Ao — y,; A, este
hiperacretivi, dupd cum se verificd imediat.

Avem iy = Qu @y + A Ap @ §1 Ayy 2y = A,Qy; 7, sau:

Apy @ + Yo € A Qu 2o Fie @y = Qua %y, $1 Y = Ay, @y + yo; atunci



220 loana Ciorianescu

Xy = &, + AN(Yr — Yo) cu y, € Ax,. Conform teoremei 2.1 (a),
avem : |

A0+ A0+
Atunci {g;},-0 este mirginit gi deei §i girul {A4%,}, este mirgi-

nit. Cum X este reflexiv, existd un element y, € X, astfel incit
Az, 53y, {20}y fiind un subgir al lui {z},

Cum A este demiinchis, rezultd y,c Az, §i deci y,—y,< 4,%:;
avem §l1

<J(mp— ), AR — Y o> = <F— N (¥ — %), A° 200 — Yo >2 0
sl deci < (g — Yar)y Yo — A% > <0 §i la limita cind A'—0,
obtinem '

<3 (— AL @), Yo — h><0.

Atunci propozitia 1.4, capitolul IT implicd, datoritd faptului
chy, — Y € —A;%y; || A}2 12 < <J (— AL @)y Yo — Y1 ><O0 A1 o=
= 0=0 € 4wy = (A — ¥y,) %, adicd y, € Aw,.

b) Fie BDA® o aplicatie maximal acretivi; dacd x € D(4)
si ¥ € Ba, din a) rezultd y € A si deci || A%|| < ||y]||. Dar A’x € B»
gi fiind elementul de norm# minim# din Bw, rezultd VB%xz = A%.

¢) Fie B maximal acretiv §i B® = A°; atunci D(4) = D(B)
si cum B D B® = A° rezulti din a) ci Bx < Ax, deci B < A.
Din maximalitatea lui B, rezultd B = A.

q.e.d.

Dacd notdm pentru submultimea K D D(A), prin & [4A; K]
multimea tuturor aplicatiilor maximal acretive pe K, extinzind
pe A, atunci rezultd imediat din b) si ¢) :

COROLAR. Dacd X st X* sint uniform convexe iar A este o apli-
catie hiperacretivd, atunci :

Referinge. Cu studiul operatorilor acretivi gi maximal acretivi
si anume de probleme legate de aproximarea lor prin operatori
lipschitzieni precum §i de determinarea lor prin restriefia canonicd
s-au ocupat T. Kato [97], M. Brézis — M. Crandall — A. Pazy [20]
M. Brezis — A. Pazy [21] M. Crandall — A, Pazy [49]. Rezultatele
din acest paragraf pot fi gisite in [49] gi [50]. ,_
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§ 3. SEMIGRUPURI DE CONTRACTII NELINIARE IN SPATII BANACH
UNIFORM CONVEXE CU DUALUL UNIFORM CONVEX

DEFINITIA 3.1. Fie X un spafiv Banach si C C X ; un semi-
grup de coniracfii neliniare pe C este o funcjie

8 :[0, +o0) X C—C cu proprietifile :

1) 8, () =8,(8, ()} Vi sz0, xed

i) [[Sfx) — 8yl <lle —yj Viz0, @,yel

iii) §, (z) = @.

TrEOREMA 3.1. Fie S wun semigrup de contraclit pe C C X,
xy € 05 dacd funclia 1—8,x, este tare mdsurabild peniru ¢ <€ (0, o)
atunci ea este normic continud pe (0, - o).

Demonstrafie. Pentru ¢, >0, avem :

(1) 18 (@) — 2] = |18, (8, (2)) — 8 () — 8, (w)—2]| <
<8, (8, (2)) — & (@)] + 1S, (#) — ]| < 1|8, (2) — @] +
+ 18, (2) — =j|.
Astfel funetia f(f) = || 8, (z) — x|| este subaditivd pe (0, 4+ oo}
si deci este marginitd pe submulfimile compacte din (0, -4 o) [84].
b
Atunci exista S S, () dv pentru 0<<a<b<<+4 oo.

Fie 1 >0 si «, B astfel ca 0<<a<B<t; atunci pentiu 8 suficient de
mie, avem :

g

8
(B — ) 8 (20) = {8, (20) dn = | 8,08, ()],

o 4

de unde

B
(B —a) || Sirs (%) — Sy ()] ss 18y [8ts5on ()] —

B
— 8 [Bimn (@)1l < ( 1181ams (20) — S0y (@)1
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Cum S,(z,) este tare integrabild ca functie de ¢, rezulti ci membrul
al doilea in inegalitatea de mai sus tinde la zero cind 3—0, de unde
continuitatea este astfel evidentd.

q.e.d.

DEFINITIA 3.2. Un semigrup S pe C C X se numegte tare (res-
pectiv slab) continuu, dacd pentru orice ¥€ C, S{z) este o funcfie tare
(respectiv slab) continud la dreapta in t = 0.

Observafia 3.1. Proprietitile (i) si (ii), implicd continuitatea la
dreapta in orice ¢ € [0, - oo), pentru functia S,(x), dacd ea are
loc in ¢t = 0; intr-adevér avem :

| Sies (@) — S (@) || =118, ([Ss (#) — #][| <1185 (#) — 2]

fn ceea ce priveste legitura intre continuitatea tare §i cea slaba,
avem : ’

TEOREMA 3.2. Dacid X este un spajiu Banach wniform conver
iar C este o submuljime inchisd gi convexd a lut X, atunci un semagrup
de contraciis slab continuu pe C este tare continui.

Demonstrajie. Daci {S;} este slab continuu pentru ¢>0, atunci
functia t—8,(x) este slab masurabild, V ze C'; conform unei teoreme
a lui Pettis [84], [182], atunci ea este §i tare mésurabild si astfel
afirmatia rezultd pentru ¢>0. S3 studiem comportarea acestel
functii in ¢ = 0.

Fie pentru aceasta C, = {w € O|lim S,z = «}; vom arata

{—0
ci C, = C. Avem "

CoD O = {yly = S(=), +—0, z € C}.

Cum prin ipotezd S (x)—>w, inchiderea in topologia slabd a lui
C, contine pe C; demonstratia este completa dacd aritim ci C,
este o multime inchisd si convexa (in acest caz va fi inchisd atit in
topologia tare cit §iin cea slabd). Fie x,>x,, @, € C,. Atunci|| Syz,) —
— Sz )l <@, — @] §i astfel Sy(z,) este continua in £t = 0 ca
limitd uniforms a funetiilor S,(«,) care sint continue in ¢ = 0; deci
C, este inchisé ; |

S3 ardtim ci O, este convexd ; fie x, € C;4 = 1,2 culim § (x;) =

=0

=, §i fie y = aw, + (1 — a) &, 0<<a<L.
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Atunei :

18y(21) — Sy(@) || < | 8y(1) — Sy) | + 11 Suly) — Sy(@2) || <
<oy —yll+lley =yll = Q0 — o)|lag — @l + alj#y — @, =
=||xy — @ = || 2y — 5] -
Trecind la limitd cu {—0,, gasim :

Lim ([[ Se(@y) — Sy | +118y) — Sy(@)ll) = [y — @,

1=0 4
51 deci :

(2) lim || 8y(a;) — Sy)ll =1z, —yll ¢ =1,2

t=»0 4

Dar functia ¢—8,(x;) — S,(y) este slab confinud in ¢ =0 g prin
urmare :

(3) Sa)) — Sy) 55 0 —y =1, 2,

=04
X fiind uniform convex, din (2) si (3) rezulti :

im (8;(x;)) — Syly)) =2, —y =1, 2, adicd

‘*—)0+

lim 8(y) = y.
t—>0+

q.e.d.

In cele ce urmeazd fuom comidem RUMGL SEMIGrupuri tare con-
tinut.

LEMA 3.1. Fie S un semigrup de conir ac;u nweliniare pe C C X
st z, € C astfel incit:

8y(o) — @
{

lim = L <+ oo.

=04 .
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224
Atunct :
2) | 8eys(@g) — Sil@o) ]l < 8L, V1, 320
b) fU)Z]nn,HSHﬂwdi-SA%JH

h—)0+

existd pentru 120, este o funcfie descrescdtoare i f(1)< L.
Demonstrajie. a) E suficient si ardtdm cd daca

6,0, Ly<+4 oo si
1S4 (@y) — @l| <Lnty, kEN

atunci
} | Seps(2g) — 8i(g) 1] < 3Ly.

Dacid r;, ¢ = 1, 2,..., » §i © sint numere nenegative, avem :

5) 18 ncm—mmnwm-xn+§n&mwﬂm

T+ Xfy
fml

din cauza subaditivititii datad prin (1).

Pentru orice ke N, fie n, astfel incit: 0<d — mf<<iy;
atunci luind in (4) si (B) v =8 —mly §i 7, =1, ¢ =1,..., 7,
obfinem :

(6) | Ss(g) — @oll =1 Ss—n g, vn e, (%g) — Foll <
éllSS_”k‘k (@) — %o 1l + Z | 85,(20) — @l < Hsb”-nk.gk(wo) — &yl -
1
+ Lyt < || Ss-mt, (@) — ol + Lyd.

Cum 0< 38 — mf,<t;->0, membrul drept in (6) tinde catre L3
cind %k— -+ oo si atuneci (4) rezultd din inegalitatea

[ Sipa(@g) — S@e) | <II Bs(g) — o
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b) Din a) rezultd :

L — 1im 820 — @l e 1181(@0) — @l

(=0, t (—0,. 1

<L

e e g Si(xzy) — @
si deci exista lim [ 84(%o) oll .

Din :

||St+h(w0)h"' (o) || <L, rezulti

lim 11 S (Se(xg)) — Sy() ]

h—0 h

<L

si atunci a) aplicatdi in punctul S,(z,), implicd existenta lui f(f) =
Sy n(@6) —S (@) || .
h=—0 h

Fie{,<1,; avem:

f(t,) = lim | Styrn (@) — S, () || _

h=>04 h

— lim | Bta—t,(Stpn (#0)) — Stp—t,(S(@o))

<
h=0. h

< lim “ Sta+h(-’”o) — Sh(xo)n
=04 h

— f(tl)'

q.e.d.

DEFINITIA 3.3. Fie S8 un semigrup pe C C X; pentru orice
h >0, se defineste aplicalia

Sy(x) — z
h

Aty = re (.

15—¢, 890
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Fie D(A,) = { xe C3lim A*x} ¢ A,z =lim A’y

h->0_ k=0

$i D(4,) = {xe CHwlim A*s} s A,z = w-lim 4*zx

h—)0+ h—)0+

(unde w-lim este notatie pentru limita in tfopologia slabd). A, se
numeste generatorul infinitezimal tare iar A, — generatorul infini-
tezimal slab al semigrupului S.

Observafia 3.2. Evident A, C A,. In cazul semigrupurilor de
operatori liniari se stie ed A4, §i 4, coineid gi ¢ D(4,) = X.In cazul
neliniar 4, = A, iar urmitorul exemplu al lui G. Webb ne arati
cd D(A,) s+ X, chiar pentru semigrupuri definite pe tot spatiul.

Fie C [0,1] spatiul Banach al functfiilor reale continue pe
[0,1] si

P (a) :{ x pentru x>0

2z pentru <0

si 8yf) (@) = F (¢ + F'(flz)) 0<o<1, fe O [0,1].
8, astfel definit este un semigrup pe C [0,1]; dacd A, este generatorul
sdu tare, se poate observa ¢d D(4,) contine in mod necesar numai
funetiile care nu schimbs semunul pe [0,1] §i deci D(4,) nu poate
fi dens in C [0,1].

Proprietatea de baza a generatorilor de semigrupuri de contractie
neliniare este datd de :

TEOREMA 3.3. Operatorii (—A,) st (—A,) stnt acretivi.

Demonstrajie. Fie x* € J(x — y), x, y € D(4); avem

Sy(@) — 8,(y)
h

r—Y

> S

<a*, A'w — AMy > = < a*, > — < a¥,

< (e =yl 8@ — @) —llo — i) <0

deci <a*, A,z — A,y > <0, deci — A4, este acretiv. Cum 4, C 4,
rezulti cd si —A, este acretiv.

q.e.d.
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| S(z) — ||

Fie D = {x/ lim

h=04

<+oo}-

Evident, au loc: D(A,) C D(4,) C D.
ProPoZITIA 3.1. Dacd X este reflexiv, atunci :

D(A), = D(4,) = D.

Demonstrajie. Fie x € D; conform lemei 2.1, functia #—8,(x)
este Lipschitz-continud pe (0,4 o), deci ea este, dupad teorema 3.8
capitolul II, aproape peste tot diferentiabild pe (0,-- o0); aceasta
inseamnd cid Sy(x) € D(4,) a.p.t. pe (0, oo) si luind un gir ¢{,—>0 pentru
care aceasta este adevarat,rezultd cd x € D(A,).

q.e.d.

Bgalitate intre 4, i A, avem doar in cazul :
TEOREMA 3.4 Fie X si X* uniform convexe; atunct A, = A,,.
Demonstrajie. Fie x,€ D si X, multimea tuturor punctelor

S"‘(w")h— o } s fie aplicatia
h-»0

4, cu D(4)) = D(A,) U {x,} si A, = A,» pentru =z € D(4,) iar

A,z, = X,. Evident A, este disipativ. Fie A o extensie maximal

disipativd a lui 4;. Cum X este reflexiv iar {—8;(x,) este Lipschitz

continud, ea este a.p.t. diferentiabild pe (0, + o) §1

limitd in topologia slab& ale lui

@di(;f’—)- — A, S,(x,) € A8, (%,) a.p.t.
Cum —A este acretiv, avem :
<a:*,—§~t~(8,(mu) — &) > < <a*, y> a.p.t. pe (0, oo) pentru orice:

Y € Ay, iar a* = § (Sy(zy) — ).
Atunci regula de derivare din propozitia 3.2 ecapitolul 1 ne
Permite sid scriem :

d d
I8 (@) — %”—d‘t_ |8, () — x|l = < m*a“a;(sz(ﬂf‘o) — Ly) > €

yé %1 11 8¢ (@) — 2!l ap.t. >0 si g Eﬁ:aff'o-
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Prin urmare :

d
— (| 8, (2y) — 24| — | <0
Y (11 8y (@) oll =yl
deci
(7) |8, (®y) — @,|] <tllw|| pentru orice ¢ > 0 si y € Ax,.

Aceasta inseamnd insd e : || 8(@,) — @ol| < t]] A, ]] |
si deci X,C A%, care nu are decit un singur element gi prin urmare
xg€ D(A,) 81 A, oy = A°2,. Din faptul ¢i X este uniform convex
si din

8, () — @

, —+Aw wn sl ||Si (mO)_mOH QHA

>0 t w.’I?OH.

Rezultd faptul ed lim S, (%)t — %o _ A,z deeci x,€ D(4,). A rezul-
>0

tat si faptul cd D(A,) = D(4,,) = D.

q.e.d.

COoROLAR. Dacd X §i X* sint uniform convewe i S un semigrup de
contractii neliniare pe C, atunci pentru orice BDA,, B disipativ, avem
D(A,) = D(B) N D(A,) iar dacd B este maximal disipativ, A,x =
= B%, Vo € D(A,).

Demonstrajie. Fie xz,€ D(B) N D(4,); vom ardta cd «4,€ D.
Intr-adevir, urmirind prima parte a demonstratiei (cu B cu rol de
A,) gdsim ¢4 (7) are loc §i pentru acest x,, adicad

[ 8; (#g) — @] <tlly]l VIZ0 51 y€ Bxyy

de unde afirmatia. |
q.e.d.

Observajia 3.3. O consecintd este faptul cd daca S este un semi-
grup pe X eu D(4,) = X, atunei oricare ar fi B 2 A,, B disipativ,
rezultd D(B) = D(A,), deci A, este f~-maximal disipativ §i de forma
A, = B% pentru un operator maximal disipativ cu D(B) = X.
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TEOREMA 3.5. Fie X $i X* uniform convexe $i 8 un semigrup
de contractii neliniare pe C C X ; fie A = A, generatorul tare al lut
8 si x € D(A); atunci :

i) 8, () e D(A)Vt=0 si AS, (x) este continud la dreapta in 1
be [0, o).

ii) 8, (x) are derivata la dreapta, D*S,(x) Vi=0 si D™ S(x)=
= A8, (x), VI =2 0.

L., d VR C | . )
111) e 8, (z) existd si este continud pe [0, oo) cu excepira uner

wmulfimi numdrabile.

Demonstratie. 1) si ii) Cum x € D(A4) atunci pentru orice =0,
8(z)e D si teorema precedentd implici faptul ci 8, (2)€ D(4)
M oed DYS,(x) = AS, (x). Dupd lema 3.1 rezultd cé {—|| D*S(x)|| =
= || AS,(x)|| este o functie monoton descrescitoare pe [0, + oo)
$i deci este continui la dreapta in orice ¢ = 0.

Fie 1,0 8it,\ 1, tie {s,} un subgiral lui {7} astfel incit ASsk (z)=7y.

Continuitatea la dreapta mentfionatd mai sus implich faptul ci

lyli = || A8, (x)]||. Fie A o extensie maximal disipativd a lui 4.
Cum 1 este demiinchisé, rezultd cd y € A8, («) ; dar cain demonstra-
tia teoremei 3.4 rezulti cd avem A°=A pe D(A). Din ||y || =] 48, (2} |
rezultd ca y = A8, ().

. ds,; (z)

11) CumT = A8, (») a.p.t. pe (0, oo), avem :

t+h
8,,, (z) — 8, () :S AS (z)dt Vi, b2 0.

i

Din aceastd egalitate rezultd iil) deoarece mulfimea punctelor
de continuitate pentru functia A8,(x) coincide cu mulfimea punctelor
de continuitate pentru funcfia AS,(2) care este monotond gi deci are
¢el mult o multime numirabild de discontinuititi.

q.e.d.

Trecem acum la Pproblema inversd, adicd la caracterizarea

clasei de operatori disipativi care genereazi semigrupuri de contr
Deliniare, in spatii Banach uniform convexe cu dualul uniform

Convex.
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LEMA 3.2. Fie X un spajiv Banach i A un operator acretiv ;
pentru orice x € D(A), existd cel mult o functie absolut continud
u: [0,4 c0)=>X cu proprietifile :

1) #(0) = «

ii) u(t) € D(A) Yte [0, o0) §i w — % (1) e — Awu (1) a.p.t.
Demonstrajie. Sé presupunem ci ar exista doud functii w 81 v
€u proprietatile i) si ii); avem

1d _ 2 __ « du(t)  do(l)
> a lu(t) — ()] < &%, , a1 ><0

eu o* € (u(t) — »(¢)). De aici rezultd ci :

lu(t) — o) || <[ #(0) — v(0)|| =0 i deci u = v a.p.t.
q.e.d.

LEMA 3.3. Fie C C X o muljime inchisd i convexd iar T : C—C
6 contractie ; atunci pentru orice x € C, ecuafia :

(8) %—}-(I—T)u:Ogiu(O):w‘

are o solufie unicd cu u(t) e C, Vt=0.
Demonstrafie. Ecuatia (8) este echivalentd cu

(9) u(t) =e™ o | St e’~* Tu(s)ds

0

$1 ea poate fi rezolvatd prin teorema de punct fix a lui Picard, obser-
vind c¢d aplicatia

O, u{t) = e~z - S‘ e'”_‘ Tu(s)ds

0

duce multimea inchisd i convexs
t
{u, € C([0,%,]; X), u(t) € C}in eainsigi (deoarece e~ - S e’ tds =

0
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= 1) s1 este contractivd, dupi cum rezulti din
10, u(t) — @, 0(t) || = HS e~ (Tu(s) — To(s)) ds]| <

g |
ss et | u(s) — v(s)|lds< ||u — o)) (1 —e~h)< ||u — v]].
0

Existd deci o solufie unicd #, a ecuatiei (9) care verificd in
plus i :

lut) — uy )] <l @ — gl +S’ u, (8) — w, (s)]] ds,
0

de unde : ||u,(t) — u, ()i <|l® —yll Va,yeC.
q.e.d)

Observajia 3.4. Dacd potdm prin »,(t) = w,(h~t), atunci o,(¢
verifica ecuatia :

(10) (1) +———" 15, (1) = 05iv, (0) = a.

Unicitatea solutiei acestei ecuatii e datd de lema 3.3 §i alte proprie-
titi ale ei vom da in §5.

Sa mai observam ci operatorul I — T este acretiv deoarece
avem :

e —y+rI —-T)e— 2T —-TyilzZ2A 4+ n|e—yll—
— Mo —yll=lx —yl.

ProroziTIA 3.2. Fie A hiperacretiv iar X* wuniform convex
$i x € D(A). Ewxistd o funcfie unicd lipschitziand w»: [0, -+ 0c0)—>X
cu proprietdfile :

i) u (0) = x, funcfia x — u(t) este contractivd pe D(A), penirn
oricet = 0

ii) u(t)e D(A) YVt = 0

iii) ‘ld";—e — A°u(t) a.p.t. 13> 0.
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Daca si X este uniform convex, atunci :
, .U (1) — @
iv) lim )

-0 i

Demonstragie. i) -+ ii). Cum A este hiperactiv, operatorii A,
sint definifi peste tot §i lipschitzieni, cu constanta Lipschitz 2A~1.

= — A° x

Dupi lema precedentd ecuatia : d(;;l (1) = — Ayuy(t), u3(0) =y e X,
are o solutie unicé pe care o notdm prin u, (f, ¥); ea verifici
lua(t, ¥) — ualty, )<y — 2l Vy,2e X 5it2>0.

Cum lim 1, (¢ i’) — ¥l = {| 4; ¥ ||, lema 3.1 ne asigurd ci functia :
>0,
: Uy, (F h — Uy (1, 1
fut) =1im [ CEBY =GOy g0 4
h—+0+ h

este descrescatoare in {.
Fie u, (t) = u, (t, ); avem deci

(11)

i“%ljiznleua()ll 14y 1, (0)[] = || 4y 211 < | Aa].

Daca ardatdm ci existd lim u, (8) = u({f)
A0

uniform pentru te [0, {,], limita va fi o functie lipschitziani, cu

u (0) = x.
Fie uyy (3) = uy (2) — u, (1) ; avem :
d w (1)
%7&7 L (D12 = < T uap (2), %d;@ > =

= < Furgp (), A, u, (t) — A5 %, (8) >

Dar A4; u, (1) € A @, u, (1) i A fiind acretiv, dacs notim prino,,, (1) =
= @, u; (1) — @, u, (t),avem :
<Foaw(t)y, Ayuy (1) — Ay u, (1)>2>0
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deci

5 3 e ]2 < Fuan (£)y —F Opw @)y Ayt (8) — Ay, (1) > <

<20 A% 11T wre () — Foaw (D]

de unde, {inind cont ci u,, (0) = 0, obtinem :

Huaw (D1 < 4||A°wns 15 wa (8) — T oam (5) | ds.
Dar :
La (8) — a0 (8) I <11 Qo 20n (8) — % ()| +
+11Qu s (8) — 2 ()1 Ml 1 (8) 1]+ ] Ay 2y (9)1I S

< (A + EL)IAmli:;OJ

unde convergenta este uniforma in 0 < s <t <¥,.
Atunci 7§ uay (8) — T vap (8) 5% 0 uniform in s si prin urmare
{u; (1)}, este un gir Cauchy, exista dem u(t) = zhm u,(t), uniform pentru
>0
te [0, 1,1, VI;>0.

Cum {4, %, ()}, este o multime mirginitd, rezultd din teo-
rema 2.1 cd

(b) w(t)e D), VI=0

du, (1)

iii) Fie #, () = 1 ; vom ardta ci {y, (1)}, converge slab

In L2 ([0, t,]; X).
intr-adevir, pentru orice ¢ € C5([0, %,]), avem:

tﬂ to .

¢ (1) wuy (1) dt 3 S @ (1) u(t) dt.

0

—-St @ (1) 9 (01 = |

0
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Dacd si X este uniform convex, atunci :

u(t)u—-a::_“ADw.

Demonstrafie. i) -+ ii). Cum A este hiperactiv, operatorii 4,
sint definiti peste tot si lipschitzieni, cu constanta Lipschitz 2a°L

Dup# lema precedentd ecuatia : d;:" (1) = — Ayuy(t), u;(0) = y € X,
are o solutie unici pe care o notim prin u, (t, y); ea verifica
lua(ty, ¥) — wlt, )<y — 2l Vy,ze X it =0

Cum lim IKCNC i’) — il _ | 4, 91|, lema 3.1 ne asigur ¢ functia :
104 A
. uy (t - h,y) — u; (T, 4
fl (t) — lim H 7&( -+ )y) l(,J)_I_‘ ZHAB\M?\ (t, ?/)H
h—>0.;. h

este descrescdtoare in f. |
Fie u, (1) = uy (1, #) ; avem deci

ﬂ%ﬂu = {1 5w, (V[ Ay 12 (0)|] =11 4, 7| < | Aa.

(11) [

Daci ardtdm cid existd lim u, (¥) = u(?)
A0

uniform pentru ¢ € [0, ¢,], limita va fi o functie lipschitziana, cu
w (0) = .

Fie ua, (1) = 4 (1) — uy (1); avem:
1 d daay (1)
=t (D = < v (0 2ol > —

= < (B), Ap () — Ayu, (1) >

Dar A4, u, (1) € A @, u,, (1) §i 4 fiind acretiv, dacs notdm prin v, (1) =
= @, u, (1) — @, u, (1),avem :
< G onw (), Ay oy (t) — Ay u, (6)>20
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— — || uam (1) 1P < Fure (1), —Foru(®)y Apuy (t) — Ay u (1) > <

L2 4% ) [|F %aw (1) — F O ()]

de unde, tinind cont ci wusy (0) = 0, obfinem :

e ()2 < 4|[A°wn§n;um(s)~—mu ) || ds.
Dar :
g (8) — orm (8) ] <11 Qo % (8) — % ()1 +
1 Qu U (8) — 2y ()] < M| Ay s ()] + ] Ay 2, (8)]1 <

<A+ wide|0,

unde convergenta este uniforma in 0 <<ty
Atunei § uay (8) — F vap (8) 5% 0 uniform in s $i prin urmare
{u; (1)}, este un gir Cauchy, exista decl u(t) = lim %,(¢), uniform pentru
A=»0.
e [0, to], v to >0.

Cum {4, u, (f)}r»0, este o multime mirginitd, rezulti din teo-
rema 2.1 ei

(b) w({tye D(4), Vi =0

iii) Fie v, (1) = dﬂ(’i‘ t(tz- s vom ardta cd {y, (f)}, converge slab
in L2 ([0, 2415 X).

Intr-adevir, pentru orice ¢ € C5([0, 4,]), avem:

o b .

@’ () uy (1) At S @ () u(t) di.

0

—S; ¢ (1) ¥ (D)dl = S

0
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Rezultd ci pentru orice functie de forma
(12) fty = %: o (1) %5 @ € C5 ([0, 3,]) si af € X*

’to

o |
<fn>=\ <inO>d=y < | aOnei>
0

=0 k

este un §ir Cauchy de numere reale. Cum functiile de forma (12)
sint dense in spatiul L2 ([0, t,]; X*), rezultd ca {y,} este un gir Cauchy
in topologia slabd pe L2 ([0, {,], X). Dar acest spatin este reflexiv
[84] si deci {y,}, are o limitd slabd y € L2 ([0, {,]; X). Fie g(s) =
= Xj0.q (8)x* cu a* € X, X,y fiind functia caracteristica a lui [0, ¢];
atunci g € L2 ([0, {,], X*) si

< @* (1) — 0y (0)> = S < g(8), % (8)> ds
0

eare la limitd pentru A — 0, devine:

t
< x*, u(t) — u (0) > :S < x*, y(s) >ds, adica

0

; |
u (1) = u (0) —i—S y (s) ds, ceea ce inseamné
0 ‘

ei %Zi (t) = y(t) a.p.t. t> 0.
Sa aratdm acum ca d?';it) € — Au (t) a.p.t. t = 0.
Cum du ()

Frante W — li{n ¥, (t) in L2 ([0, t,]; X), existd un gir
{ (1)}, de combinatii convexe ale lui {ya(t)}a>u, care converg tare citre
du (1) '

di

. Putem presupune atunci (trecind la un subsir §i schimbind

du (1)

notatiile) ¢i v, (f) - a.p.t. t€ [0, t,].

S4 fixdm un puncf t, in care are loc aceastd convergentd si fie
K mulfimea punctelor limitd in topologia slabd a girului {y,\(#)}a.
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Fie M un semispatiu deschis in X, confinind pe K; atunci
¥,(t,) € M, pentru 2 suficient de mic, deoarece altfel, sirul {]| ¥.(%,) |l }a
fiind mérginit, ar exista un punet limitd al sdu, in topologia slaba,
in afara lui M.

Tnseamni ci v, (f,) € M, dacd p este suficient de mic gi deoi

y(t,) = lim v,() € M. Cum aceasta are loc pentru orice semispatin

]
M D K, y(t,) apartine acoperirii convexe gi inchise a lui X, notata
prin K. -
Vom arita c¢i avem K < — Au (§); dar Aw (;) fiind o multime
inchisé si convexi in X e suficient si ardtém cd areloc : K C — Au(t,)
Aceasta insd este o consecintd a teoremei 2.1.

(a: e =>ax=w — lil’n yr () = — Ay ux ()
i
ua () 5 u(fy) cu {un (1)} C {u, (8)} §i {y2 ()} C {9 (tl)})'
A rezultat din (11) si faptul cd ||y (f)]| < | Az, deci

du (1)
di

e — A% (1) a.p.t.

iv) Dacd # - 0, avem u(%) 7 @,
y(t,) € — Au () si Jly ()< Aw| =] A%|[;

atunci din teorema 2.1 rezultd cd y(t,) = A.

Aceasta inseamni ci dacdi vom pune y(0) = A%, functia ¥
este continui la dreapta in zero, deci cd u(t) este diferentiabild la
. du |
dreapta in t =0 i E(O"F) = Az
g.e.d.
Se spune cd aplicatio acretivd A : X —> 2% genereazd un semigrup
de coniractii dacd existd un semigrup de contractii S, definit pe D(A)

astfel incit dé(”;fm) e — A8, (z) a.p.t. t =0 i x € D(A).

o
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Avem urmitoarea teoremi de generare de semigrupuri de
contraetii.

TEOREMA 3.6. Fie X, X*, uniform convexe st A o aplicatie
hiperacretivi : X —2% ; existd atunci un semigrup S, pe D (A) al carui
_generator infinitezimal tare este —A°.

. Demonstrajie. Pentru orice ze€D(A), si notdm prin 8,(x)

solutia unicd a ecuatiei
du(?)
dt

datd prin propozifia precedentd. S, este semigrupul de contractii
cautat.

e — A%u(?) a.p.t. in (0, co) si w(0) = @

q.e.d.

Observim cd A°S,(x) are o mulfime numirabild de discontinu-
itati si e D¥ 8, (w)= A°8,(x), V1> 0 ca urmare a teoremei 3.5.

De asemeni se observi ci semigrupul §, poate fi extins prin
continuitate la un semigrup pe D(A).

Aceastd teoremd pune in evidentd importanta aplicatiilor
hiperacretive ; de aici rezultd importanta unor criterii de hiperacreti-
vitate (se va vedea cd aceasta revine la demonstrarea existentei uneli

solutii globale pentru ecuatii de forma %—b-: E — Aﬂ(t)).

TEOREMA 3.7. Fie X* uniform convex $i A un operator univoc
acretiv, hemicontinuu, cu D(A) = X ; atunci A este hiperacretiv.
Demonstrajie. Teorema 1.4. capitolul IV implied faptul ca A

este chiar demicontinuu.
Fie #, €X ; existd o sferd SCX, de centru , i de raza K, ast-

fel incit || Az|| <k pentru zeS.
Aplicim in § metoda poligonald a lui Cauchy pentru a con-
strui solutiile #, pentru :

i%ﬂ+Auﬂ(t_sn)=o ost<5];- neX,

unde &, 0, ; %,(f) existd si aparfin Ini 8 deoarece

i‘fi-ti”—H | Au, (t— )l < R




Aplicatii de dualitate in analiza functionala neliniarad 237

‘Exact ca in demonstratia propozitiei 3.2, rotind prin z,,(f) =
= "’m(t) - un(t) Si ymn(t) = um(t_sm) - u’n(t - E‘n) aveln :

A || 2y (8) [

= 2 < Yy, Al (= €,) — AUt —g,) > <

€ — 2 < Gy (1) = W (D), Al (8 — ) — Aty (t — ) > <
< 2 K |10 (1) — W D]

de unde :

| Zmg (D112 < 2K-S | G (8) — Fofmn (8) A ] -

Cum &y, (1) — Ym, ({) — 0 uniform int < -—ﬁ—, din uniform conti-
nuitatea lui § rezultd c# existd lim u, (1) = w (t), uniform in ¢,
si deci u(f) este continud in ?; de fna;s(-;-meni lim «, (t — &,) = u(t),
uniform in ¢. "
Pentru orice a* € X*, avem :
< x*, u, () > = < T*0,> -—gt < 2%, Au,(8 — g,) > ds
«0

Dar continuitatea lui A implicd faptul cd Au,(s — &,) 5> Au(s) uni-

form in s < ?1;- si trecind la limitéd cu £, 0, obtinem :

t
< o*, u(t) > = < x*, x, >—-—S < x*, Au(s) >ds;
0

i

deci u(t) = @, -+ S Au(s)ds (unde Au(s)este tare integrabild fiind slab
0

continud).

S-a gisit astfel o solutie % pe [0, %] a ecuatiel :

du (1)
d?

+ 4u(t) = 0. |
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S3 ardtdm cd se poate fi prelungitd la o solutie globald. Din
lema de unicitate, rezultd ci existd o solutie u(f) pe un interval ma-
ximal [0,f;) de existentd. Ramine doar de ardtat presupunerea ci
o< co ne duce la o contradictie. Fie &, { € R, astfel incit 14-h€[0,i,) ;
spentru functia u(t+4+h) — u(f) obfinem :

—;— —d—]| w(@+h)—u(t) || = <Wu(@-+h)—u(?)), — Au(t+h)+Au(t) > <0

deci
Ju (k) —u@)l <lu(h) —x].
Analog obtfinem pentru functia u({--4)—a

luth—a |- ludt)—all| = <3u(h)—o),—du(h)> <3(u(h)—2)

t=h

Az> <|lu(h) — =] || Az]|

si deci |[|u(h) — x| <<hI| Ax]]. | |
Astfel : ||u(t +h) — u@)|| < h||Az||VaxeX, t, t+h €[0,,).

Aceastda solutie aratd cid existd lim u(t) = u,; dacd aplicim teorema
t—)fo

de existent# locald de mai sus cu conditia initiald in ¢,, se ob'pme o
prelungire a solutfiei #, ceea ce contrazice maximalitatea iui {,.

Fie acum x, ¥y € X ; aplichm cele de mal sus operatorului
A'w=(A+1I)x—y; existd deci o solutie %, astfel incit #, (0) = z $1

3) d@:;(t) + (A4 L)u, () —y = 0 ap.t, pe (0 4 oo).
Au loc
-% (‘:—uu,,(urh 1) |12= <Hoty (b ) — 1, (2)), — A", (24 R) -+ Au, (8)>

> — [Ju, (F+ k) — uy (1) ]2 a.p.t. pe (0, 4 oo)
care implicd : |

| uy(t + k) — u ()] < 7' || uy(h) — || VtLh2 0.
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Pe de altd parte, procedind analog, obtinem:

_% uy () — 2l = <Huyh) — @), — A'uy(R) > = <Yuy(k) — @),

t=h
Ay (b)) + A >— <F(u, (b)) —a), A2 >< — [[4, (h) — x|[2
A+ || uy (B) — 2| || A" ]|

§i de aici rezultd :
(14) | uy (h) — 2]] < e (e" —1)[| A" z]].

Din aceste inegalitidfi rezultd ci existd » = limu,(t).
t—wo

Fie QcC(0,40c0) multimea punctelor de diferéni;iabilitate pentru
u,(t) si fie {t,} C Qcu t,7>00;
Din (13) gi din (14} rezultd

d
lim—wu, (¢ =0
n At w()t.c;n

si cum A’ este demiinchis, inseamnd cd

A'w =w—1lim A'u,(t,) =0, din (4 +I)u =y.

n

Prin urmare R(A4 4 I) = X.
q.e.d.

Referinge. Notiunea de semigrup de contractii reliniare a fost intro-
dusii de Neuberger [134] gi studiatd de Komura [100], [101], Kato
[96], [97] [98], Browder [32] [33], {39] Miyadera [123]—[127]
Oharu [136] [137], Dorroh [66]—[69], Brezis-Pazy [21]—[23],
Crandall — Pazy [49]—[51], Crandall—Liggett [52].

Proprietitile de la inceputul acestui paragraf sint din [50];
teorema de generare e datd dupd Kato [97] si Oharu [137]. Criteriul
de hiperacretivitate dat aici este al lui Kato [97], dar amintim ca
el a fost generalizat de V. Barbu — A. Cellina [9].
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§ 4. OPERATORI ACRETIVI §I SEMIGRUPURI DE CONTRACTII
NELINIARE IN SPATIl HILBERT

Vom incepe prin a da urmitorul rezultat al lui Kirszbaum :
LeMA 4.1. Fie in R sferele inchise 8y,. ., S,, $i Siy...y S, astfel
incit

A8 +0
=]
2° pentrut = 1,..., m, r(8;) = r (8}
3° pentrui, j = 1,..., m, & (8, SJ-) >3 (8{, 8;)
Atunci (?'n\ S == &

i=1

unde s-a notat prin r (8;) raza sferei S; si prin 8 (8;, 8,) distanja
centrelor sferelor S; si 8S,.

Demonstrafie. Lema poate fi pusd sub forma urmitoare :

(1) o — o || < lle— ]
atunci pentru orice z € R*, existd «' € R" astfel incit :
(2) o — &' (| < llo— 2] i=1,..., m.

Dacd pentruun 4,, ¥ = #;, , putem lua conform lui (1), #'= x; 0

Prin urmare putem presupune cid functia f(y) = max [I: J — m,,]li
i x —
este definitd pe'R"; ea este continud, pozitivi giuli”m f(y) = +oo.
Yi|=h0

Rezultd ci f igi atinge minimul intr-un punet 2’e€ R*; vom arita ci
A = f(#')<1 si atunci ' este punetul care verificd (2).

Putem presupune A>>0 gi schimbind eventual indicii putem
considera ¢i avem : |

. & —aill _ [\ pentrui=1,...,k
(3) — .
e — @;]| <A pentru >k
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Fie K anvelopa convexd a mulfimii {m{, v+ ¥y} care este
1nchlsa, spatiul fiind finit dimensional. Dacd «' ¢ K, atunm am putea
gisi un punct &’ mai aproplat de K; substltumd 2" prin 2’ in (3)
inegalititile vor fi verificate in contmuare (daca modificim pe &’
foarte putm)m timp ce egalititile devin : || "' — 2;[| < A|] ¢ — ]|
it =1, ..., k;astfel are loc f(z") < A, ceea ce nu se poate. Prin

urmare z’ € K si deci exista ¢; =0, Z ¢; = 1, astfel incit
i=1

(4) Ecw%,sauzc wum).....()

i=1
Notdm prin r] = &' — ; §i v, = z — x;. Avem dupd
(3): ] ri | = Al 7l i=1,..., %k iar conform cu (1)
i —nm ll <llm—nll 4j=1...,k
Aceasta inseamnd :
<ri—15, 1 —1 > <1 — 1, —7r, >, deci
7 12 —2<ri, 7 >+ v 13l 1] 2 - 2 <y, T;> + |7 ||®
§i prin urmare
2(<r,y 1, > — <ri, 13 >)<(@ — A (I |2+ H\"’:Hz)-

Inmultim cu ¢; ¢, §i sumdm dupi toti ¢ §ij :

i=1 i=1

; k
2) ( IS, en It =1 B oarilt)<a—n

(; f’i”rillz—l— ;‘%HT,- Hz) .

160.—890
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k
Dupa (4), ¥ ¢;r; = 0, deci

]

L= W(E e lnli*+ Kalnl|>20 Far >0

1

deci A < 1.
q.e.d.

Acest rezultat a fot extins la cazul spatiilor Hilbert si a unui
numéar infinit de sfere.

TEOREMA 4.1. Fie H un spativ Hilbert gi 8,, S, sfere inchise,
indexate dupd o mulfime & ; dacd

)8, # O

1) pentru miice a€d, r(8,) =r (S;)
iii) pentru orice a«, Bed, 3 (S, 8g)=3 (8¢, Sp)
Atunei (M Se # .

Demonstratie. Fie yed e suficient s3 demonstrim e8NSy #

# @; dar 8N 8 sint submultimi slab inchise ale sferei S
care este slab compactd i atunci este suficient si aritim ci
intersectiile finite sint nevide, sau echivalent, c¢i intersectii finite
de S; sint nevide; deci putem presupune 4 = {1, ..., m}.

Fie H, subspatiul generat de centrele sferelor 8;, S/ si de
un punct ze€ E] 8, i =1, ..., m; H; este finit dimensional gi

87 =8N H,, 8;® = 8/ N H, sint sfere in acest spatin, astfel incit :
r(83)=r(8); r (8°) = r (8);8(8%, 89) = 3 (8;, 8;)
$i 3 (879 8/%) = & (8], 8j). Sint astfel indeplinite ipotezele lemei
lui Kirszbaum gi deci N 8 # & ceea ce inseamnd ci n s #@.
% &.e.d.

LEMA 4.2. Fie H un spajiu Hilbert §i {u,} cu, {Yu)uca si
x€H; dacd || 2, — x|l Z 1| Yo — ¥l V «, Bed, atunci existd
y € H, solutie a inegalitifilor

| 2, — 2| 2|y — ¥l Vaea.
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Demonstrajie. Fie S, sferele cu centrele in x, — « §i razele
|| ¢, — x| si S¢ cu centrele y, §i razele tot ||z, — z||. Sint indepli-
nite conditiile teoremei precedente gi y va fi punctul din () S.

®EY
q.e‘.d.
TEOREMA 4.2. Fie F': D C H — H asifel incit

| Fo — Fy|| <|| e —yll V =z, yeD.

Atunci existd o extensie F a lui F la intreg H avind aceeasi proprietate
Lipschitz.

Demonstrafie. Dupd lema lui Zorn, F are o extensie maximald
¥ ; fie D domeniul séu §i sd presupunem D # H. Fie {z,} C D si

y, = F (x,) si fie ve D; putem aplica lema precedentd §i obtfinem
existenta unui punct y € H, astfel incit :

| ve— Yl < 2. — || san || F(z) —yll < @ — 2]l -

Punind acum F(x) — y §i F(2)= F(z) pentru ze€ D, obtinem o
contradictie a maximalitatii lui F.

q.e.d.
Trecem acum la studiul aplicatiilor acretive in spatii Hilbert

51 vom demonstra :

TeEOREMA 4.3. Fie A : H—>2% o aplicajie maximal wmonotond,
atunct R (A -+ 1) = H.

Demonstrafie. Pentru orice z, 2’ € D(A) §i ye€ Aw, y' € Ax',
avem <x — x', y — Yy > =0.

Pentru (x,y) €G(A), s& punem: u =x +y §i v =2 —y.
Multimea @, a elementelor (u, v) € H X H de forma de mai sus este
graficul unei contractii univoce :

Intr-adevir, fie (u, v), (#;, ;) € G¢; avem :
N —wll2=lle—a?+ lly —nll*+2<x — 2,y — 4> §i
o —ol2=lle—2*+ lly —nll*>—-2<2—2,y — 9>,
§i de aici rezultd ca :

Hu — u |22 |v — 9|2
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Daca vom pune Fu = v, se verificd ¢ G, = G(F) si ci F este o con-
tracfie univoca.
Invers, fie o contractie in H ; peutru orice (u, v) € G(F) fie

U+ v U —v . -
w=2"", y:——é—— $1 84 definim :

2

mezpeﬂ,xzujﬂ(mwemm}

Aplicatia A4 este in general multivocd si monotons :

1,
<¥ — @, 311—“?/>—_—I(’fﬂl*unz—“’01—'”[2)?0-

S-a definit deci o corespondentd biunivocs intre mulfimea aplicatiilor
monotone §i mulfimea contractiilor univoce, care conservi ineclu-
ziunea, adicd A C A,=F C F,; in particular, daci 4 este maximal
monotond, atunci F este maximald in multimea contractiilor, deci
dupd teorema 4.2, rezulti ci D(F) = H.

Observim acum c¢id imaginea lui D(4) prin aplieai;ia,—-;-' (4 + 1)

coincide cu domeniul de definitie al contractiei F si deci afirmatia a
rezultat. |

g.e.d.

Observajia 4.1. Aceastd teoremi ne aratd cd notiunile de maxi-
mal acretivitate gi hiperacretivitate pentru aplicatii in spatii Hilbert
coineid. - |
De asemeni in spatii Hilbert, o serie de rezultate din paragrafele
precedente pot fi intdrite. Astfel avem : .

TEOREMA 4.4. Dacd A este un operator maximal monoton,
atunct :

8[4°; D(4)] = 8[4%; D(4)] = {4}.

Demonstm;ie.kAvem de ardtat numai faptul ci 8[A°; D(A)] =
= 8[A4°; D(4)]. Fie deci B maximal acretiv cu D(B)C D(4) $i
B D A°%; vom arita i D(B) = D(A) §i deci ci Be8[A°; D(A4)].



Aplicatii de dualitate in analiza functionala neliniara 245

Fie deci x, € D(A) §i y, € H, astfel incit :
(3) <& — &y, A°T — Yy >20 Ve e D(4);

avem , = @ ¥y + A4y wycud, v, € AQ, .
Prin ipoteza Q, x, € D(A4) si deci poate fi luat in rol de in
inegalitatea (5), obtinindu-se : |

< Ay @y A% Ty — Yo > <0
Dup# propozitia 1.4 capitolul 1I, avem :
| A°Q, 2, |2 < <Ay @oy A%Q %o > < <Ay B0y Yo > < [[Yoll [|4n Kol

Atunei eorolarul teoremei 2.2 implicd faptul cd z, € D(4).

q.e.d.

Vom da acum urmitoarea teoremi importantd a lui
Komura [101]. | g |
TEOREMA 4.5. Fie S, un semigrup de contracfii definite pe o
mulime tnchisd st convexd C C H; atunci D(A) = C, A fiind gene-
ratorul tare al semigrupului. .
S, — x
h
¢ A" este disipativ, deci existd (I —AA")™* pentru orice A>0gi h>0.
Q5 arstim cs D (I — 24" D O intr-adevir, pentru orice x & C,
ecuatia (I — 2A") y = » este echivalentd cu

Demonstrajie. Fie A" x = , € C; se verificd ugor

h
=t T

(6) Y S; Y.

Dar se verificd ugor ci aplicatia din membrul drept al lui (6)
aplici C in ea insdgi gi este lipschiztiand cu constanta Lipschitz
(A4 h)"1<]. |

Prin urmare ecuatia (6) are o solutie unicé y € C. Fie, pentru
z€C, oy, = (I — rAM) e X, h>0. ; :
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Vom da acum lemele :

LEMA 4.3. Fie €>0 $i 0 < 8 <1 asifel incit pentru t € (0, 3)
sd avem || 8, x — x| €. Dacd nh = s € (0, 3), n € N, atuncs :

(7) @, — 5,1 2€2 el|ay, — 2.

Demonstragie. Putem presupune z — 0; atunci
A : .
Sy Ty = (I -+ —;) Ty, §1 pentru § =1,...,n, avem :

10— Sgona @) 122118, (2as) — 85 (20,) 1] 2 =

2

= H(I -l—%) T — S (W) || 2

2h
Z @y, — Sg’h (a2 + 7 <@ppy Brgp — th (p,6) >

81 deci :

i 2
i

! Lygp — (1 +_§"") ‘Tl.aé

| @an — 8y 0 l12 = >

28
2 ” Lan — X8 ” 2 + T <w7\.87 Trs — Tp >
Adunind aceste (n + 1) inegalititi, obtinem :

1 n
el 4 w2 < ; Y <@y Sipl@a,) > + <y, 054>

i=1

Cum jk € (0, 3], avem :

I 8an (a1 Sl 185 (0)]] <] o]l + 3
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asgtiel :

| 2ol 2 - sl 2 STl (o]l + &) + <@gy Ban >

Prin urmare :
|| 0 — Tasll 22| 1] -
g.e.d.

LEMA 4.4. Fie x€C st £ §1 3 ca in lema 4.3.; atuncy peniru
orice A>0 §i t € (0, 3), avem :

In particular, x,, este mdirginit pentru orice x € C §i (A, h) €
€ [0, ] x [0, 3]
Demonstrajie. Presupunem din nou x = 0; dacd s € (g, 8],

) | 2 — | szs(l +4;‘

atunei

| el s.;i—énss (@5.0) | sl-j‘:s(nwl.sn + ).

Deci || x;,] < ?%i care demonstreaza (8) pentru ¢ € [—Z—, 8]
Daca te(O, ;) existd » € N astfel incit nh = s € [-g-, 8]-
Folosind lema 4.3., obtinem :
(9) | @n— s || < 2| || < 26| 0an — @ [ + 2] 20 ]

§i eu evaluarea lui || @a, || de mai sus, obfinem :

40\ 12
| oan — @2 || < & [1 —}—(1 + ?) ] de unde rezultd (8).

q.e.d.
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LEMA 4.5. 2y = lim xa, ewistd pentru orice A >0 si x,€ D(A),

h—+0
Vi >0. ’
Demonstrajie. Dupé lema 4.4 existd M > astfel incit || s —2 || <
M pentru h,2€(0,1]; atunci (7) implied :

H@an — @as || << (2M €)1, nh =5 €(0, 3].

Rezulta usor :
(10) [[@an — @as || < 2(2Me)2, s, h e (0,8] astfel incit —;— si fie ra-
fional.

Cum pentru fiecare >0, functia h—>ax,; este continui pe

(0, o0), inegalitatea (10)areloc pentru Va,he(0,5]. Aceasta ingeamni

cd lim x;, = 2, existd pentru Va>0.
h—-}0+ # -
Pentru a ardta cid x €eD(A) pentru Vi >0, e suficient s aritim

cd || 8y(m)—=||<Ms,Vs€(0,1) (unde M este independentd de's).
ntr-adevir pentru s=hn, avem

55 (@an )= o || < i 8 (J— 1)k (wan) — B (2an )] < 7
<nllaan — 8, (an )] = —;% & — @n |

Daca s este fix iar n-—> oo, rezulti #),—>x, §i aceasta implicd
8, o — ol <8 2w — 2y ] Vi>0
ceea ce incheie demonstratia. s
q.e.d.
Demonstrajia teoremei 4.5. Fie xeC'; vom arita cid », dati de
lema 4.5 converg tare citre x, ¢cind A—0.
Intr-adevir, dac in (8) h—0, obtinem :

@y — ] <2s(1+—4.§’i) V2 >0.

In particular daci 41<3, atunci ||z, —a|| < 4e.
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Cum aceastd inegalitate are loc pentru orice £ >0 dacd A este
ales convenabil, rezultd ci reD(4).

q.e.d.

Avem urmitoarea teoremi de tip Hille-Yosida pentru semi-
grupurile neliniare :

T EOREMA 4.6. Orice semigrup de coniraclii neliniare S, definit
pe o muljime inchisd gi convexd a lui H este generat de o aplicajie

maximal acretivd unicd; invers orice aplicajie maximal acreticd :

H—>22 genereazd pe D(A) un semigrup de contracjii unic.
 Demonstrajie. O afirmatie rezultd din teorema 3.6. Fie S, un
semigrup de contractii pe € si 4 generatorul sdu, dupé teorema 4.4
D(4)=0. Fie 4 o aplicatie maximal acretivi cu D(A)cC care ex-
tinde pe A. Vom arita cd S, este generat de A. Intr-adeviir, dupi

teorema 3.6 existd un semigrup de contractii T, definit pe pAY=0C,
astfel ineit

ﬂdl('itt(w) e — AT, (x) a.p.t. pe (0,00) Yo e D(A)

Cum Eﬁ%i_ﬂ = — A8, (x)€ _ A8,(x) a.p.t. pentru orice

xe D(A) C D(A), dupi lema de unicitate rezultdh ed S, ¢ = T

——
—_—

Vi 0 si weD(A) = D(A)=C.
. Prin urmare §; e generat de A. Inﬂuplus, observim ca avem
AD A°; dar D(A%)=D(A)D D(4) D D(A% si deci A = A°.
q.e.d.

" Avem si urmétorul rezultat care completeazsi teorema prece-
denti :

- TrOREMA 4.7. Fie A : H—>H ; A este generatorul unui semigrup

de contracjie neliniare pe D(A) dacd $t numai dacd A este maximal
in clasa operatorilor de forma {B°|B mawximal disipativy.

Demonstrafie. Fie un operator de forma B, maximal in clasa
de mai sus ; fie S, semigrupul generat de aplicatia B; atunci dacd A
este generatorul acestui semi-grup avem ADB° i dupd cele din
teorema precedentd, observatia finald, rezultd ca A =AY, deci A este
in clasa din enunt ; maximalitatea lui B° implicd 4 = B°.
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Sd presupunem acum cd 4 este generatorul unui semigrup de
contractii 8y, (atunci A =A%) gi i presupunem ci ar exista o aplicatie
maximal disipativa B, astfel incit B> A. Fie 7, semigrupul generat
de B; dacd B, este generatorul acestui semigrup, atunci B,D B*D A4
lar lema de unicitate implicd ci T, si 8, coincid pe D(A) care este densg
in C, deci, avem egalitatea lor pe C; prin urmare By=A §i deci
A =B% de unde maximalitatea lui 4 in claga operatorilor de forma
{B°/ B maximal disipativ}.

q.e.d.

PROPOZITIA 4.1. Urmdtoarele condilii asupra operatorului liniar
A, eu D(A)=H sint echivalente

1) 4 este generatorul unui semigrup de contracfii liniare pe H.

ii) A este disipativ gi nu are nivi o extensie proprie lintard disi-
pativd.

iil) A este disipativ i R(I—A)=H.

Demonstrafie. i)=ii). Fie BDA o extensie liniari disipativi
maximald §i 7' semigrupul generat de B; atunci T, = S, pe H, unde
S, este semigrupul al ciirui generator este A ; rezultd A= B,

ii) = iii) Dupéd propozitia 1.5, A este maximal disipativ, deci
R(I—A)=H. |

ii1} = 1) A este maximal disipativ, deci este generatorul unui
semigrup de contractii liniare pe H conform teoremeij precedente.

q.e.d.

Incheiem cu urmitorul exemplu :

PROPOZITIA 4.2. Pentru orice semigrup de contraciii neliniare
S, pe R*, D(A)=R",

Demonstrajie. Si presupunem ci pentru z,eR" am avea lim

h— 0
|| A*xy|| = oo; fie h,\0, astfel incit
_ AMa, N _
T e, T Y

”Ahkmr)”?‘i‘ oo.
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Printr-o transformare de coordonate, putem presupune

. . 1
Yo = (1,0,...,0) $i @ =(0,...,0). Fie 0= {w/nw + Yol <——2—}'
atunci existd 0 >0 §i k, astfel incit

Nyl >20 |[Ye — Yoo <%, k >k,

si pentru A>0 §i @, 2€ C, cu ||z — Ay, || <! 2] s implice ||z|| —
2]l >nA. |

Fie ¢=inf{t/S,(—y«)€ C}; se verificdh ugor cd 0<e<o.
Pentru k, >k, convenabil, avem

h £ o
N o= by, || A, %ol > L1 S -
1 k 1 | hkl 0 ” S [ hkl ] 2hk1

ne
Vom pune : z;,., = 8y, (2;),J = 0,1,.. ., 812 = — ¥.
Pentru j < ., avem z; € C; astfel
k1
25410 = M Ya 1| =112500 — Sy (@) || S {12520 1] = |1 %]
si deci |[2;]] — %41l >n2,d = 0,1, ... ceea ce implicd

. h . .
gl —jhn +1 < — =2 j41, 3:0,...,[.1].

£ by,

Pentru j = [f_] 2 || < —;— gi decize C, ceea ce este o con-
: 51
tradictie.

q.e.d.

Referinje. Teorema de echivalenta a aplicatiilor maximal acre-
tive si hiperacretive in spatii Hilbert este a lui Minty [118] [28].
Teorema 4.4 este luatd din Brezis-Pazy [21]; analogul teoremei
Hille-Yosida pentru semigrupuri neliniare a fost dat de Dorooh [169].

Rezultatul de densitate a domeniului generatorului este al lui
Komura [101] iar demonstratia e luata din [8]. Demonstratia teo-
remei lui Kirzsbaum este din [163].
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§ 5. PROBLEMA CAUCHY ABSTRACTA IN SPATII BANACH
GENERALE

In paragrafele precedente a aparut relatia existentd in spatii
Banach particulare intre teoria semigrupurilor de contractii neliniare
§i urméatoarea problemé Cauchy.

(CP) Fiind dat un element x€X, sd se determine o functie u (t ;o) astfel
incrt

1) u(t;x) sd fie tare absolut continud pe fiecare subinterval finit
din [0, oo] |

du(t, x)
dt

Generalizirile care s-au facut au urmat dousi directii : lirgirea
clagei de spatii it §i & clasei de aplicatii pentru care problema Cauchy
(CP) este pusd. Astfel sint studiate aplicatiile care indeplinese
conditia : _

(R) A : X 2% este acretivd gi

R(I + 24)D D(A) 0 < A < e

i) #(0, ) = @ si e —Au(t, z) a.pt. t=0.

Un prim rezultat al lui Crandall §i Liggett [52] este urmitorul.

TroREMA 5.1. Fie A :X — 2% satisfdcind condifia (R); atunci
existd, uniform pe compactii din (0, -+ o)

(1) lim [I—{—j—A]* =28, () Yee D(A), t >0
7 —> 00 n
st 8, este un semigrup de contraciiv pe D(A).
Demonstraia acestei teoreme necesitdi o serie de pregitiri.
LiEMA 5.1. Dacd n€ N si x e D(Q}), atunci
a) [|@Xw — x|l <nll@rz —
b) dacd x € D,, A>0, n>0, atunci

A

S

. @Q.xe D, si

QMU:Q;L[%W-!— hok Qw]-
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Demonstragie. a) Avem || Qx — || < A|Ax]| sl atuneci :

10w — ]| =11 3 (@4 (2) — Q) || <

i=0 ‘
<h§—; Q¢ () — Q=1 (@) ]| gs; || Qs _ z||=nl|Qx — x|.

b) Fie x,€ D, ; atunci & = &, + Ao, €U Yy € AZy; avem

Xy = Ty + LYo

" A— L n A —
il . A A
N x - > @, (%) - (x 4+ Ayo) + >

$1 atunei

. A — ’
Qu (% + 1Yo) = Ty §1 ¥ = T = Q, (—”}:—w + > s le)-

Aceasta este formula rezolventei neliniare.
q.e.d.

LEMA 5.2. Bie > st e D(QF) N D(Q:) m,ne N sinzm; atunci:

198 (@) — Q@IS T @ B"-"(";)m-f(w) — s+

j=0

+ B e (T )i @ - ol

1=m
unde o = Rl i AR,
A P A
Demonstrajie. Pentru j, ke N, 0 < j< n,
st 0<k<m, fie a,; = || Q) z—@% || dupd lema 5.1 (2) avem :

|7\

0= Qi (.ffo)—%(—‘;L & () + B2 08 () < 11 47—

(3

+ 222 Qi) Qo) | } = oty ;B

()] < {% Q4 (w)— Q1) || +
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cu «, B ca in enunt. Inegalititile :

O S0 Ap_y5_4+ B Qr.5—1

pot fi rezolvate pentru a evalua a, , in functie de Ao S @y ; exact
€um se cere.

g.e.d.
LEMA 5.3. Fie nzm>0€N $i «, Be R cu a-+B=1.

Atunci : 1) i ( ;‘ ) o« "7 (m—j) < V(ne — m)* 4+ naf si

0%, (1) <emm—i< |28 (%2 + mn)'s

Demonstragie. i) Observim ci avem cu inegalitatea lui Schwartz :

) ( ”) /B4 (m — ) <

i=o\ J

©) <y [}? ) B m — | < ( )y ( ; ) as‘@ﬂ-—:‘)m

i=0 0

(3(7) e m=ir)”

iar membrul drept din (3) poate fi calculat cu relatiile :

atB=1, 3" ( ;?’) @B" I = (B, z j ( ;?') W8 = om(o+-B)"1 i

i=0

‘ﬂij (;_?’ ) ocjﬁn-f:ozz %(%—-——1) (m+p)ﬂ~2+an(a+p)n_1

ro=0

§1 se obtine astfal i).
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ii) Analog, avem :

mp@E@R—m % —— - \<“
1) P =1 <

<(E(23)) - (s( BRI

jem '\ —1 m—1

iar ultima expresie se evalueazd folosind :

5 (j—:ll)ﬁj-m - (1jg)m P Bl<t

i=m m —

care se diferentiazd in raport cu f.
qle.dl

Demonstratia teoremei 5.1. Fie zeD(A), rzp>0, nzm. Prin
ipotezi zeD(QF) D(Q") si atunci cu lema 5.1 §i lema 5.2
gisim [|Q; — 2 — Q¥ #]| <

< {l % (7 ) wr=sim ) 4w Pm(i@

i=0

1 . .
) g (n——a)} | Aa]
—1 F.
si astfel aplicind acum lema 5.3 gdsim :
(4) 119 2 —@% || < {[(np—rm)*+np(r—p) P +

+ [mA (A—p)+(mAr—np)2 2} | Az|.

Fie acum p = r $i A= * s inegalitatea de mai sus devine :
n m
n m 1 1 \/2 : R n
]thm—thHQZt(w-————) Az gi deci 3 lim @ ¢ (@).
n m m n 100 -

Atunei, cum Qz sint lipschitziene, 8,(#) = lim@" (x) existd pentru

» R0 n
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xeD(A) g1 8, e tot lipschitziand. Evident, S, lasd domeniul D (A4)
invariant. Acum, dacd weD(A) §i =, {20, s& ludm limita in (4) cu

t T
N=M, h=—, A= —§1 gasim :
n n

18 (x) — 8y (2) || < [|Az]| (v—1)

81 deci Sy(x) este Lipschitz ecntinud.
Vom verifica acum proprietatea de semigrup : 8, (2)=28,8.(x).
Cum 8§, =1im Q%

n—>a0 n

atunci (8,)™ = lim(Qz) = lim (Q?)

si de aceea

Spe = lim @2, = lim Quk, = lim (QF,)° = (S,)™.

t—» a0 Ny O
Fie I, k, r, seN ; atvncei:

| S;_ s = S::zn == (Skls)‘“"” = (Skls)“ (Skls)"' = Sf Sr

gideci 8, . = §, 8, au loe dacid ¢, 7 sint rationale.

Din continuitatea in £ si LIpSChltZ — continuitatea in # a lui S
rezultd cid acesta are loc pentiu Vi,r >0,

q.e.d.
PROPOZITIA 5.1. Fie A acretiv $i u solujia (CP) formulatd pentru
A cu zeD(A). "Atunei

() [ (3@:( ) = [Au(t)| <] Ax]| a.p.t. in (0, + o).
Demonstrajie. Fie  mulfimea punctelor din (0,00) in care
#(t)eDA), e diferentiabild, si Oe(—ld——[— Aw; vom demonstra ci

(b ) are loc pentru fefl.

b
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Fie s3>0 astfel incit u(s)ed. Avem

d do
wlt) — u(s)!| — ||u@)—u(s)i| = < x¥, 1) >
Hu(t) ()'IdtH() ()l dt() |
a.p.t.
t20 si Va*ef(u(t)—u(s)). Fie y(t) = —-—%:—( yeAu(t); pentru
Vyedu(s), existd afeJ(u(t)—u(s)), astfel incit :
1 d a9 2 %k % .
9 dt () —u(s) || 2= — <ad,y(t)>< <ag,y)>< [yl [ u(8) —

— a(®)]]

din canza acretivititii lni A.
De aici rezultd ci  |Juty—u(s)ll <!yl (t—8), VyeAu(s) si
>4, dect -

(6) () —u(s)!| < [Au)]. (t—s), t=s.

Daci seQ (6) 1mphca,‘

¥ I
81 atunci w du :‘ I
J

I !
11 '5 < (Au(s)]; dar -MI e — Au(s)
dt ” i de |,

— | Au(s)[, Vs >0. Fie h>0 gi v(t) = u(t + k).

it=s

Evident v(t) satisface 0e€ %2— 1 Av a.p.t. in (0, 4 oo) §i ©(0) = w(h).

Avem :
1 d d
2 ey —u(t) 2= ||o(t) — w(®)|] = [[o(t) —u{t) ]| =
2MII() () 112=]v() ()Ildtll() ()11
= < &%, y(?) —2(t) >
a.p.t. 120, unde y(f)eAu(t), g(t)eAv(t) $i a*e(u v(t). De aceea
() —u(t )!] este o functie descresca,toale t. In pa,rtlculm

Du(t+h)—u(t) ] =l o@)—u() || <v(0)—u(0 )| =u(h)— x| <h|Az].

17 — ¢, 890



258 loana Cioranescu

Deci pentru VteQ, avem “ %{% (1) f < |Ax].
| I
q.e.d.

LeEMA 5.4. Fie C inchisd si convexd, T o contraciie : C—C si u
solutia (C P) formulatd pentru I — T datd de lema 3.3 Atunci :

(7) lum)—T"z|| < Vn ||e— Tzl

Demonstratia. Incepem prin a observa ci dacs :

!

2u€Lko [0,4 ), iar gu(f) <t si w)sne—wrs e~tp,_i(s) ds
0

atunci are loc :
(8) oa(t) < [(n—1)% 4 112

Intr-adevir, pentru »-=0,8) are loc; dacd ea este adeviratd pentru
n—1 atuneci:

i
2a (1) < ne™ J“S (=0 [(n—1—s)2+s]hds — §, (1),e"

cn e

Y, (1) = n -+ gt e*[(n—1—s)2+s]’ds.

Trebuie s ardtim cd ¢, (£)<e [(n—1)2-11]"
Cum {,(0)=n, este suficient s& demonstram ca :

Yty = € [(n—1— PPl [(n—t) 1P
~}- % et [(%"—t)2+t]-1/2 (1—2% -—I—2t):{g‘ [(fn__t)2+ t}llﬂ}_ ;

dar aceastd inegalitate rezultd prin ridicare la pitrat.
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Aplicatia I—T e acretiva dupd cum rezultd dintr-un caleul
ugor si atunci, dupid lema precedentd, avem : | -

(9) Hu(t)-—wnz.ustgﬁ(s)ds|| <f I mids < St||(IﬂT).w|1ds:
0 .

o U8 0
t(L—T)xll.
Fie: o, ()= w(t)—T"=|| [[(I—T)=||""; din w(t) =e"'x+

¢
-+ S et~ Tu(s)ds

0

t o
rezultad u(t)——T"ar::—e"‘(m_T”w)—{—S e~ [ Tu(s)— T x] ds, deci

0

1
(10) |l u(t)—T"x!| <e~* || a— T"o|| +§ &-t|| u(s)— T @] ds.
1]
par |o—T"z| < ¥ || T2 —T|| <n i (I—T)z|]
: k=1 - , ,

si deei (9) si (10) aratd ci ¢ n astfel definit verifica :
¢
eo() <ty 9 (1) <me™ | ¢ 90y (8) s
0

si atunci are loc (8), in care facem {=n. Se obtine :
o, ()< Vn adicd (7).
q.e.d.

3% introducem urmitoarea conditie pentru aplicatiile : X —2%

(B') A este acretivd si R(I4-24)Dconv D(4), 0<<r<e 5i G(A) este
inchisi. _
Fie S, : conv D(A) definit de ecuatia :

d
i Sy, (@) + Ay Sip () =0 130,
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Avem
PROPOZITIA 5.2. Dacd A :X—2% verificd condifia R’, atunci
peniru orice weD(A) avem :

(11) 1 8ai(@) — 8, ()] < (22+3V1n) |Ax]

Demonstratie. Fie m astfel incit t=mAr+3, 0<S<<A
avem
85 (@) — 8¢ (@) [| <[ 85(@) —Sam (@) || +
(12)
8y m(@)—@Fxll + [[@F 2—8un(@) | + 1| Spal@)—8; (@) ||

unde S, e limita datd de teorema 5.1.
Ultimul termen admite evaluarea :

I S (2) =8, (2) ]| ]l w— 85 (@) || = I [J o~

N—p 0O

— @3« |l <3ldn|<drln

Primul termen admite si el o astfel de evaluare ; intr-adevir, cum :
8, este un semigrup pe conv D(A),

= || Ay x]] < |Aax]| este o constantd Lipschitz pentiu
=0

S, () ; de aceea

12 5 0

[ S (2) 8, (1)l <8]Ax|<hjdx|.

Acum vom evalua penultimul termen din (12) eu ajutorul inega-
litdtii (4) din teorema 5.1

1@ (2)— ma(w<2m( )wa1<2th Az

Vm

si termenul al doilea se evalueazi astfel, folosind lema 5.4 cu m in
loc de n si w(t) =8, ,(x) =

| Spma(®)— Q|| <Ymila—Qs x|l <Ymi|Aw| <V M |Aa].
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Rezumind aceste inegalitdti se obfine 11).
q.e.d.

DEFINITIA 5.1. Fie functiile <., >; <., >,: XXX K,
definite astfel : ,
<&,y >; = Inf '{<y*,m>/@1*efl?/}

<&,y >, = Sup {<y*ax>/y*ejy}:“<_’x:y>é°

Are loc:
LEMA 5.5. Fie x, y, 2 € X ; atunci
a) <ay-+,y>; =o ||yl ®-+ <@y >;, €l j=1t sau 8
b) <Pz, vy > = YB<w,y >; 73[320 §i .7:7’ saw $§
c) <z+ay>; <zl Nyl +<,y>; j=t sau 8
d) <.,.>, : X x X—R este superior semiconiinud.

Demonstragie. Cum a), b) si ¢) sint imediate ne rdmine sa de-
mMonstram doar d).
d) Fie x,—>x, 81 ¥,—>¥, in X ; vom ardta ci

]i)‘v1‘1f1<.v,l Yy >, < < Zgylfp >, Putem presupune ci J 1im <&y, Y, >
n
Cum Ty, este compactd. in topologia slabd, existd Yn €1Yn

astfel incit <w,, ¥, >, = <Ur, &, >-

Mulfimea {4 J*}” este mirginitd in X*; fie atuneci g un punct
limita al lui {y¥} in topologia slabd ; avem :

9§l < m ||yl —llm Ly ll =11yl s

“yUHZZ| 11:11 Ilynllz — hll’l <yﬂ? yn >:<y07yﬂ >3
de unde ||yl < %o ll

deci || o] =1l yoll $i 11%0ll® =<5,y >; aceasta inseamnd ci
Yo €Jy,. Cum x, —x,, avem :

11m Loy Yy > 8 = llm YRy Xy > = <YS, Lg > < <LgyYo >

adicsi ceea ce trebuia demonstlat
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LEMA 5.6. Flie A : X —2% satisficind R’ sifie :

S (x) = lim( I+ LA)‘” x, 120, xeD(A).

Dacd x, wy€A 81 y,edx,, atunci

St(x)

: —a
sup lim <ac*,——~—t— > <Yoy Tog— T >,

*EGp—ay N0

Demonstrafie. ¥Fie x, =z, ry,; avem :
d 5 |
(13) T 1| 8¢ (Z) =2 |P= 2<— 438, (), 8oy () —2><

< —2<<A\8 (1) — A1), S, () —a), >84-2 <Ay, 1) — 8 (2)) >.

Avem si

<Ay u—Aw,u—v>s=2 <A, u—Av, u—v> i=0.

Cum A4, z, = vy,, (13) devine :
g—t || Sae () =m0 |2 < 2 <ygs0r—Bsi(x) >, 8, de unde rezultd imediat :

L !
(14) I8 (@) —a{* — || a—m [P< 2S <Yortr— O (2) >s dr

0

(integrandul e continuu dupé lema 5.5).
Dar x,=z,+ A\y,—>x, si atunci dupid propozitia 5.2. ci llim
0
Sy () = 8, (z). Trecem la limita in (14) §i gasim

. - -1 :
(15) [[8(x) — xol|> — [ @ — IR 21‘5 < Yoy Xg—H8,,; (¥) >, dr. }
‘ 0
Dacd x*ef(z—x,), atunei

| 8(@) — 21| 2 [l 20— |2+ 2<a*,8, () —2 >
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astifel incit (15) devine :

Sfx)—x | |

0

in care luind lim cind t—0, se obtine lema.
q.e.d.

TEOREMA 5.2. Fie o aplicatie A : X 2% verificind condifia (R'),

Dacd x€D(A) si ty, >0, conditiile i) i ii) de mai jos sint echivalente
bentru w: [0,4,]>X . |

i) u este o solutie a (CP) pentru aplicafia A

ii) u(t) = lim(I - LA)'“J’, 1€(0,t,) st u(l) este tare diferentiald

N
a.p.t. £20.

Observajia 5.1. Teorema aceasta a apirut ca urmare a faptului
¢4 g-a constatat ci existd semigrupuri de contractii in spatii Banach
Care nu au generator infinitezimal, dar care apar ca limite de tipul
(1), De asemeni existd operatori A satisticind conditia (R') pentru
Care (CP) uu are solufii. Exemple pentru a ilustra aceste compor-
tari vor fi date imediat.

Mai observam cd dacd X este reflexiv sau A este liniar, conditia
de diferentiabilitate din ii) este satisficuts.

Drept consecinta a acestei teoreme se obtine :

COROLAR. Fie X reflexiv st A o aplicajie maximal acrefivd satis-
fcind conditia (R’) ; atunci pentru orice xeD(A), problema (CP) pentru

are o solufie unicd u : [0, c0)—>X, datd de formula exponenjiald :

u(t) = lim(I —+ —tA)““ x t=0.
®

Demonstrafia teoremet 5.2 1)=>ii)

% + 4, 4, =0 Uy (0) =i
Fie ecuatiile

a1 (I—Q5) v,=0, | {2 (0,)',': m, '
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Avem evident : u,(t) = v,(f/2) si cu lema 5.4 avem :
loa(n) — @F 2]l < Vnll (I—Qy) 2l <V 2| A2 ||
si deci [|ux (nd) — Qi | <Vl A @]
Dacd 2, w0 si n, = [#/},] atunei n, 2, —> 00

si dupi teorema 5.1. avem Q;’f ()= u(t). Astfel:

at, () — Qo @ || <V %y || Ay @l € e[| Aw]

Vo,
si deci

oy (M) —uy, (D) ] < [} Aal] (T — m2y,).

Astfel u,, (t)—u(?).

1)=>i). Fie zeD(A) si sd presupunem cd 8, z=u(l,2) este tare
diferentiabild in f{, >0 si cd deci:

Sy, +n(?) = 8t (2) + by + 0(R) eind 2—0,

unde ¥ = —(% 8, (2) l"‘o' Vom arata ca ye—A&0 (2) si cum stim din
teorema 5.1. cid S,(z) este Lipschitz continuid pe mulfimile marginite,
teorema va fi demonstrata.

Daci 0<<Ar<t,, existd prin ipotezd x, si y,€Ax, astfel inecit :

(16) &y 4 M =8 -(8) =8, (2)— Ay +4-0(}).

Vom arita cid ,—8,, ¢ §i y» ——y sint A\ 0 si atunci

[8,, ¢y —y]€G(A), pentru ci G(4) e inchis.
Fie in inegalitatea din lema 5.6, xy=um, yo=y, $1 2= N, 2.

Cum (@, —8;, (¢) ) este o mulfime slab compactd in X, putem inlo-
cui supremul din dreapta cu maxim.
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Aceasta inseamnd cd existd y*eJ(ay—8,(2)) astiel ineit :
<x*,y>< < y*,y >,¥YaF ej(S,o () —ay)-
Fiacind x= —y*, se obfine folosind (16)
<y*, 8, (1) —2+0(2) > > 0.
Cum y*ej(x) —8,,(2) ), rezulta :
|8 (2)— 2 ]12 < 0(2) [[oa—8,, (2) ]

Seo(z)mwz

Astfel lim = 0 si (16) devine

A =0 A

8,,(2)—2» 4L oM

Yo + Yy = X x

7> 0 51 li;n Ly =N, 2.
q.e.d.

Exzemplul 1. Vom da acum un exemplu de semigrup de contractii
nelinjare, pentru care conditia (E) este verificatd [137].

Fie X =L2[a,b] si A :X—X definit astfel : fie £2[a,b] spatiul
tuturor funectiilor pe [a,b], misurabile i de pitrat sumabil pe [a,b];
D(A) va fi mulfimea acelor x€X pentru care existd o functie repre-
zentativid x(s)€$2[a,b], monoton nedescrescitoare, cu |z(s)- #(s')<
< |8—s'| si x(a)=0.

Aceasta inseamnd : (derivata z’ existind a.p.t.)

x(8)= Ss z2'(e)do, x'(c) €€%[a,b] 51 0<a'(s)<<1 a.p.t.

a

Definim pe Az ca elementul din X pentru care —z(s)z'(s) este o
tunctie reprezentativi.
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A este disipativ; intr-adevir fie x,yeD(4); atunci
b .
—2<de—Ayo—y >=\ (@5 +y() (2(s) —y () ds +

b

b | | -
+ S (@ (8)2 — y(8)2) (2(s) — y(5)) ds = (@ (s) + ¥ (s)) (x(s) — y(8))?| —

b b
—-25 (#(3)2 —y (8)?) (2(s) — y(s))’ ds +§ (2(3)2 — y(s)?) ((s)—y(s))’ ds
deci

b
<Adv—Ay,x—y>—— -5255 (' (b) +9'(8)) ((s) — y(s))*ds —

b
<
a

— % (@ (s) — y(s))? (x(s) + y (s)

deci A este disipativ. Vom ardta acum ci A4 este demunchls Fie
X, ED(A), x,yeX x,—>x $i Az, -—-y, putem scrie :

o g .
271 22 (s) :_S &, (6) o, (o) do, dar

S x, (o) 2, '('c)dﬁss y(c)de  Vselab] si

convergenta pe [a,b] este uniformi in s; astfel a3(s) converge uni-
L]

form cdtre z(s) = — 2S Y{c)dos. Pe de alti parte, existd un subgir

{@n } astfel incit x,.(s)—rx(s) a.p.t. Dupi teorema Ascoli- -Arzela, existi

un alt subgir {«,..} C {z,} pentru care z,. -(8) =% u(s), uniform in s;

evident u(s) este monoton nedesmeseatoa,re, u(a) =0 gi- lu(s)«
—u(s)' [ < [s—s'|. Cum wu(s)=ax(s) a.p.t. u(s) este o functie reprezen-
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tativd pentru « §i deci z€D(A). Cum x7..(s) 2u*(8), rezultd : u®(s)=
= z(s) a.p.t.; dar u%(s) si 2(s) sint continue, deci u*(s)==2(s). Prin
urmare - ' o - o

2“? u? (s) = — Ss y(o)deo $i deci_,‘—;u(s)u’(_s) = y(s)

a.p.t., adied Ax=y.

Evident, multimea D(A) este convexd si inchisd deoarece dupa
cum am vizut mai sus, x, € D(4) §i x, > , implicd % € D(A).

Vom ardta cit 4 verificd conditia (R); fie pentru aceasta A >0
Si( v(s) monoton nedescrescatoare pe [a,b]jv(s)—(s)|< |s—s"| i
v(a)=0. .
Existd o solutie unicd x(s) a ecuatiei diferentiale |
x(s) - rx(s) x'(s)=0(s), astfel incit x(s) s fie monoton nedescresca-
toare pe [a,b], 0< a'(s)<1 §i #(a)=0. Aceasta Inseamni ci xzeD(4) §i
(I —74)x=v. Rezultd atunci (R). - '

Ezemplul 2. Vom da acum un exemplu de nediferentiabilitate
[52]. Fie K mulfimea inchisd, convexid a functiilor feC[0,1] care
satisfac O0<f(x)<z cu O0<a<l s (8,f)(x)=0+f(#)) A« pentru
t>0 5i 0<w<1. Se verificd ugor cd S,f este diferentiabild in {=0
dacgd si numai dacd f(x)=2.

Totusi §,f = lim (I -+ —t—-A)" f, unde A este dat prin:
n n

G(A) = {(uf) Ao,/ ZEEIAZ S p K}-

A>0

Exemplul 3. Cum in spatiile Banach generale semigrupurile
de contractii neliniare nu pot fi descrise prin notiunea de
generator, s-ar putea spera, din cele de mai sus, cé aceasta s-ar putea
face cu ajutorul formulelor exponentiale. Dar §i aici sint dificultati
dupi cum se aratdi urmitorul exemplu chiar in R2?, pentru care
existéi o aplicatie A verificind :

8, = lim (T4 L 4)=
n #

dar aceasta nu este unica. .
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Fie X =R? cu norma ||(a,b)|| =max (|a|, |b]) si g:[—1,1]—
—[—1,1]continud, descresciatoare gi astfel incit g(—1)=18ig(1) = —-1.
Vom defini aplicatia Ag : R*— R? astfel :

(—1,1) dacd b >a
(16) D(4,) = R® i A,(a,b) = {(2,9(x))/— | < <1} b=a
(+1—1) daed b<a.

Vom arita cd 4, este acretiv ; pentru aceata trebuie s verificim ca :
(A7) li(ay, b)) — (@g bs) 4 AM{er, dy) — (cqy o)) || 2 1] (81, b1) — (@5, by) ||

pentru A >0 s§i (¢;,d;)€ A, (a;, b,).

Vom considera urmitoarele 4 cazuri :
1) by>aqy 510, < a,
ii) b, >a, 51 by, = a, san < ay §1 by, = a,
iii) by=a,; §1 by=a,
iv) by >a, §i by >a, 5au by<<a, 1by,<a,

in cazul iv) (17) devine o egalitate ; pentru i) (17) devine :

max {|a;—a,—27], [by—by+21[) = max (a, — a,|,|b; — b,]),

unde b,—b,>a,—a,. Daci |a,—a,|>>|b,—b,|, rezulti ci

0>a,—a, si deci [(a,—a,)—27|=|a;—a,| pentru 2>=0. Dacid

| b;—b,| = |a,—a, |, atunci b;—b, >0 s1 |(by—by)+20[= |by—b,|, adicd

5117 ) are loc in cazul 7). Cazul ii) se trateaza analog, iar in cazul 1ii) (17)
evine :

max ([(a; — ag) + M@z —¥) [, (b, — bs) + Mg(x) — g(y)|) =
= max (la; — agl, [by — byl).

pentru —1< z,y<<+1. Cum a,—a,=b,—b, iar x—y §1 g(x). g(y) nu
pot avea ambele acelasi semn strict, rezultd gi iii).

Vom arita acum cid B(I -} A4,) = R*; pentru aceasta obser-
vaim c& |
(18) (a,b) = (a4 Wb — )+ M —1,+1) dacd 2A<b — a
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(18") (a,b) = (@ — 7, b + A) + AM1,—1) daecd 22 <a — b
(]—8”) (a’b) — (a’ _Mr b‘"lg(z)) ~+ (7\37 g(z))
dacs |b — a| < 22, unde g(z)— =z = b—ea,

A
Aceasta ne aratd tocmai faptul ci orice element din R?
se serie sub forma w + v, (u, v) €G(4,).

Din (18) gi (18') rezultd ca daca I (d ~—c)>-—2-£ atunci
n

(1 - _"-’-A,)—l (e,d) = (c +toar —t—) deci dach - (d — ¢) > 21,
n n '

n

avem :

(19) (I + —i- A,)_l (¢,d) = (¢ +t,d T 1.
Analog (18”') ne dd :

(20) (I -+ %— A,)ﬂn (¢,c) = (¢ —tx,, ¢c —1x,),

unde z, = (I — 4,)~* (0).
S% observam ¢ (I—A4,) (—1)= — 2 §i (I—4,) (1)=2; cum
I—Ag este strict monotond gi continua, ea va lua valoarea 0 numai

intr-un punct gi deci  este bine definit.
Din (19) si (20) rezulta :

(& - t,bF t) dacd 2t < £ (b — @)

sg(z)(a,b)={[wb_(t_lb“al , atb _(, b—a),
2 2 ) 2 ’"( 2 )]

dacd 2t > |b—a|.

Prin urmare S, depinde de g numai prin valoarea x,; atunci
dacd luim de exemplu g(x)=—a si h(x)= — @3, atunci z Ag=F 4,,
dar 8, = 8, deoarece x, = ¥, = 0.
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Referin;fe. Ecuatiile de evolutie de forma —% €—Au, u(0) =u,,

cu 4 mazimal acretiv, multivoe, au fost abordate de Komura [100],
si studiate apoi de Kato [96]—[98], Browder [33], [39], Crandall-
Pazy [50] — [51], Brezis-Pazy [21]— [23], Oharu [136], [137]
Miyadera [123]—[126] Dorroh [66]—[69] in spatii Banach parti-
culare.

Cu aceastd teorie in cadrul spatiilor Banach generale s-a ocupat
Crandall-Liggett [52] si Brezis-Pazy [21]. Rezultatele expuse in
acest paragraf sint lrate din [21], [52].

Amintim cd in [23] Brezis si Pazy dau o teorem crenemla de
convergentd pentru semigrupurile de operatori neliniari in spatil
Banach generale, care este aphcata pentru a obtine o. teorem$ de
aproximare pentru astfel de semigrupuri. Aceste rezultate extind
pe cele ale Iui Trotter gi Chernoff din cazul liniar si eea mai mare parte
a rezultatelor lui Mlyadera [124] [126] si Mlvadua 51 Oharu [12(]

din cadrul neliniar.

$ 6. APLICATII DE DUALITATE POZITIVE, OPERATORI T-ACRETIV]
SI SEMIGRUPURI DE T-CONTRACT!

Fie X un spatiu Banach reticulat ; vom nota prin P conul ele-
mentelor pozitive din X, prin 2, = sup (2,0) x_=sup (—u,0), (x| =
=z, +o_yi al={yeX, inf (jo},|y|)= } | o

Se gtie cd aplicatiile 2— |z |, x—xl §i (@,y)—sup (2,y) sint con-
tinue [54]. |

Definitia 6.1. Se numeste a,plzcapw de dualilate pozztzw aplz-
cajia 3. : P — 2%* datd prin

Jew = {a* 20, <a* o>=]la*] o], 2% =
|z|l, < a*,y > = 0Vyezgll.

Evident 2 (C7j », unde 7] este aplicatia de dualitate normali-
zatd pe X.
Exemplu. Dacd X =L?(8,%,p), 1<p<—[— oo, 1ar wu este o misurd
pozitivi, atunci pentru orice fe X f>0 T+ =71 |
PROPOZITIA 6.1. Pentru orice zo€ P, 9, x, # .
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Demonstragie. xg- este o submulfime inchisd, liniard a lui X,
deoarece aplicatia y —inf ([#,],|y() este continud. Dupa teorema
lui Hahn Banach, existd o* e X* astfel incit

< a¥, wy> = [|a*|| [z, lja*|l=1@ll 81 < ¥, y>=0Vyeag

Fie <%, y > = sup {<a™,2>, 02y} ; evident a* este definité
pe P, este pozitivi, pozitiv omogend si nuld pe PN L. In plus %
este aditivd ; intr-adevir, fie y,,y,€P ; V2€P cu 2 < Y1 + Ya» existd
(lema de descompunere a lui Riesz [64]) 2, §1 2, astfel incit

02Ky 0<% <Yy z:‘z1+22°
Astfel < a*, y, +y, >=sup {< ¥, 2 +2>,0<a <y, 0<
<2, < Yo} = sup {< 2%, 2 >3 0<2 <y} + sup {<a¥,2,>>, 0<2< Y-
S# prelungim pe % prin &3 la intreg X, punind
VeeX<ad*, o >=<af, o, >— <af,z— >.
Se verificd usor c¢i 7% este bine definité, liniar#, pozitivd §i nulad pe

xl. S& ardtim cd 2% €74 (%)
Dacd y € P, avem <zi,y><|)ia*]| liyll, deoarece

<z, z>< || o] =zl <[ a*| llyll, pentru 0 <2 <y.
Rezultd ci pentru orice #€X, avem

<i*, p>|=|<a¥, z, >— <al,o_ >|<sup

(<a*,m, >, <ah,v—>)

<l a*||sap (|legll,lfe- | <Ho*|] |zl
deci ||&t || < [fo*]].
Atunci avem :
<o*, @y > <KUY, By > = <at,zy>< |2t || Hwo“gHmoll | 2*{| =

= || w0”2= < x*, 25>
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$i deci
<@, wg >= ||zl N g1 [[2F || =2l

prin trmare x* €%.(xy).
q.e.d.

PROPOZITIA 6.2. Fie xeP §i yeX ; atunci exisid z¥ €], «, astfel
incit
sup {<a¥,y>lorel, o} = <af,y > =
= |} x| inf lim @+ Py + %, Y —1lell
caxl beB, 20+ A

Vom da in prealabil :
LEMA 6.1. I'ie x€ P si

r

=xdl, bR, A0 ' A
Atunci :
1) o(z,y)< ||y 1]
2) y — o(x,y) este subliniard i pozitivd
3) o(mar +y) = allz| + o(zy) acR
1) dacd z€xd, o(x,y)= o(x,y+2).
Demonstrajie. 1) E suficient si ludm =0 §i =0 gi s& majoram

pe o(x,y) cu ce se obt{ine
2) Pentru orice ¥,y € X, avem

lim e+ asup(y+9y +2+2, —bx)|| —|lzl
A—=0+ A
lim 2%+ asup(y+y +2+4 2, —ba)|| —2| x|l
A0+ A
lim | @ + Asup(y + 2, — ba)i| — || z]| +
A=0 4 A

1 lim @ -+ asup (y + 2, —ba)l| — !| 2l

A=>0 - _ A
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Vbe R,, 2 si2 €xl; prin urmare
o(@y +y') < olayy) + o(@,y)-
Daca =0, avem :
sap (¥ + 2, — bx) > sup (3, — ba) = —inf (— 2,br)> — inf (|z],bx) = 0

Vzerlgibe R,. Prin urmare o(x,y)>0. In particular, o(x,0)>0;

dar dupd 1) avem o(x,y)<0 §i deci o(x,0)=0.
Pe de alti parte, daci a >0, obtinem o(z, ay) = ao(x, ¥) daca

inlocuim in definitia lui pe 2z prin az §1 pe A prin —-
a
3) Pentru orice z € 1 sib e K, , avem :
sup (ax + y 42, — bw) = ax -} sup (y + 2, — (@ + b) x).

Folosind egalitatea :

A ! 1
. r 4 ——y| ——— @}
-~ gm+x(ax+y)u—-llwu:1imH 1 ran’ T1dw
A0 A A-»0 ___'q?#
14 ar
e+ ayll — 2]

= a|| 2| + lim
7\-}0.{. 7\

si observind ¢ o(x,¥) nu se schimbi daca inlocuim in definitia sa pe
be R, prin b > b,, cu b, 2> 0 arbitrar (aceasta din cauzi cé :
+ <

sup (y + 2, — b'@) < sup (y +2, —bx) VO <bgd)
obtinem :
c (0, ax +y) = allzl] + o (2, ¥).
4) Este evident :

18—c. 890
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Demonstragia propozitiei 6.2. Fie x* €, (x); pentru oricez € xl
sgibe R, , avem:
T + Asu 2, — bx)|| — Il

1
> (<af e (y+a —bo)>— <ot a>) =

= <@ sup (Y + 5 —ba)> > <ak, g+ e> =< a¥u>

si deci |||l o (2, y) 2 <a*y>.

Pe de alta parte, vom ardta cd exista LeT, x astfel incit
<L,yy>=1 x| o(=y).

Fie F=[¢+yl@daol={v=0a (+¥y)+2 c€R, z€xl};
F este un subspa,i;m vectorial al lui X. Vom pune <1, u> =
= a|| ®|]| (2, x -+ y) pentru orice v € I'; l este bine deflnlta, liniard
$1 astfel incit ,

<lLu><||#] o (x,u) deoarece dacd « >0, <l,u> =
——*l[ml}[c(w,a(w—}—y)): il o (2, %) §i dacd & <0, <Lu>= —
—M @l o(m, —alz +9) <|l2] 6 (2, a(@ + y)) = 2] o (, u).

In plus aplicatia v— || #|| o(x, v) definitd pe X este subaditivi
§i pozitiv omogend. Dupd teorema Ilui Hahn-Banach, existd o
formi liniard L pe X care Pprelungeste pe I si astfel 1n01t <Ly v>
>< || #|| 6 (x, v) pentru orice » € X.

Avem : <L 2>+ <Ly>=<lLaot+y>= llm'|6($7m+y)
= 2| + || @||c (=, y).
Dar <L,z><|| 2]l o(z,2) =|2(si<Ly> || z|o(2,y) deci
<Ly> =[l2]lo(®y)si <L, o> =] |2 In plus ||L]] < |||
deoarece < L, v> <llaflo(@, o) <ilzll o I 2l (o] si
—<Liv><l2l]o(m,—v) |zl |(—2) +]l=| o]
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L este pozitivi, pentru ¢d Vo > 0, avem
—<Lyv>< Hw]lc( — )0

iar dacd v € 1, atunci <L, v>= <[, v> =0.
Prin urmare Le %, &

q.e.d.

Observatia 6.1. O consecintd a propozifiei de mai sus este faptul ca

inf {<a*,y>|a*el, xf = —[2] s (2, — ¥)-
Intr-adevir : o
— HwH o (.’L‘,—-— ?j) = — 8up {< w*a — ¥ >, x* Ej—&- .%‘}::
= inf {< a*, y >, a* €, xj.
PROPOZITIA 6.3. Muljimea %, (x, )este confinuid in subdiferenjiala
a o 1 ‘
in x a aplicapied as—a-g Nzy |2

Demonstrajie. Fie x* €}, (x,); avem
2,2 |1y |1? 4 2 <w*,y_m>=1lm+112—ulé/+!12+
ro<at,y, —y. — &, +a2. > = ([l ]l =y 1)?

unde am utilizat faptul ci: <a*,y_><0 s <a*,2_ >V
De aici rezulté :

1 1
—HJ+!I2—EI|$+II > <a*,y— x>,

q.‘e.d.

DEFINITIA 6 2 Fieaplicafia U : X—X, cu domeniul DUYC X ;se
spune cd U este k— T —lipschitziand dacd

(Us — Uy), < Ell(z =)l Vo, yeD(U).

Dacd k =1, U se numeste T-contracie.
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ProrozITIA 6.4. Fie U : D(U)— X' ; dacd U este k- T-lipschitziand,
atunct U este 2k-lipschitziand st cresedtoare.
Demonstrafie. Intr-adevar, fie z, y € D(U) ; avem

| Ue — Uyl < |[(Uz — Uy), | + 11Uz — Uy)_ || <
Sk @ =yl + k(e —y- <2k [0 —yll.

Daci z < ¥, atunei (z — ), = 0, de unde rezulti (Ux — Uy), = 0,
adicd Ux < Uy.

q.e.d.

DEFINITIA 6.3. Fie A : X — 2%; A se numeste T-acretivd dacd
V(xz,u) $i (y,v)eG(A), 3a*eT, (x —y)., astfel incit

< x*, u—v>20.

- Exemplu. Un operator 4 : L? (8, &, u)—>L*(8, L, p) este T-acretiv,
dacd si numai daci

V (z, u), {y, v) G (A) are loc
S(u (t) — o (1)) - (@ (2) — y ()P~1du (£) > 0

{t/z(t) = y(1)}.

Ca urmare directd se obtine faptul ca dacd f: B — I este o
aplicatie monotona, atunci operatorul in L?(1 <p <+ oc) definit prin :

G(A) = {(w,u) [ (# (1), u(1)) € G(f) a.p.t.}
este T acretiv.
PROPOZITIA 6.5. Fie A : X—>2%; A este T-acretiv dacd $i numai
dacd

V(w, u), (y,0)€G(4), VLpER, siVze(x—y),

e —y) <@ —pw) (@ —y) + A —v+2)p(e—y)l:
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Demonstrafie. Dupd definitia 6.3 si propozitia 6.2, A este
T-acretiv, dachd §i numai dacd pentru orice (au), (¥, v) e G(4),
<z, v —y>2>=0, adicd

VbeR, sivVze((z —y))t,

p @ —pasup e —v e —b@ =)l =@ =yl 5,

A0, A
ceea ce este echivalent cu:

(& — ¥)s ||<H (x — y), + Asup (w —v -+ 2, — b(x — y)+)”; Vax>0
|+ ayll — | 2|l

A
utilizam faptul e : sup (2, y) = (x — ¥) + ¥, rezultd :

deoarece aplicafia A — este cresciatoare. Dacdacum

(@ — 9)e IS IHQA — W) (@ — 9), + (M — v +2) + Mb(@ — ), Il
q.e.d.

TEMA 6.2. Iie =z, yeX; ewvistd x*€0 (% || @y 1|2 ) astfel

— !
iﬂﬂ’it <w*, y>=[[$+” Hm H(.’I}—|— }\y)+” Hm+||_
A0, A

Demonstrajie. Limita de mai sus existd pentru cid aplicatia
t | (z + ty) + 1| este convexi ; notdm aceastd limitd prin o(z, Y).
Observim ci ¢(z, ) <|v. ||, aplicatia y — o(»,y) este subliniata
sioo(x, a2 +y) =all@, || + (2, y), Vae R, relatii care se demon-
streazd usor folosind pe cele din demonstratia lemei 6.1.

Fie acum F = {4 = a (z + 9), « € B} si <, u>=
= afl z, || 9(2, x + ¥). Atunci I este o forma liniard pe /', astfel incit
<lLu><L|| ol @z, u);In plus w —|| #, || ¢ (%, #) este subliniara ;
existd o formi liniari x* astfel incit a* =1lpe F gi <a*, u> <
<zl o, u) Yue X. Avem :

< x*, m—|—y>:l|w+||cp(m,w+y)=|]w+H2-{—H.’B+HCP(w, Y)-

Dar <a*, o><|l#, 2 91 <a*, y><l| 2 llo(z, y) deci <z%,
> =z, | §i < a*, y>=|lw.l| 9{x,y). Se verificd ugor §i faptul
ed Jla*|| <ol
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Asgtfel : 2 < o*, 4 — 2> — ||?A'/+I|2 + o2 << 2lay )] [Jug]] —
—lusF =z P<0. o | .

adics *ea(% . f|2)-

+
ad

q.e.d.

PROPOZITIA 6.6. 1) Dacd A este o aplicajie T- acwetwa atunce
Va>0, (14 ?\A) 1 este o T-contracfie de la R(I+1 A) in X.

2) Sd presupunem cd Vee X, (v, )= a(_’;_n 2, |\2) ; dacd pentru

orice >0, (I+rA)™1 este o T-contracjie a lui R(I 4-24) in X,
atuncit A este T-acretivd.

Demonstragie. 1) Fie (x,y), (y,2)€G(A) si A >0. Dupi propozitia

6.5, luind p=1 §i 2= ——1— (z,y)-, avem

(@ — ) | < H (W —©) + (@ — g). .
Daca x + A =y + Ao, rezultd
(2—y+Mu—0)fy =(@—y+Mu—2)_=0 s5i deei v—y=0.
Prin urmare (I 2A4)~! este univocd si 7T-contractie. <
2) Fie (w,u), (y,0) €G(A); dupd lema 6.2 gi datorita faptului ci
(@ —y),) = ( (@ —y)t) existi a*eq. (@ —y),) astlel incit

I (—7), | Jim | (a—y) + Au—v Il — Il (2 —¢ ). “<x*,za~w>

Cum primul membru este pozitiv pentru orice A >0,<< a*, 4 — v >
este pozitiv g1 deci A este T-acretiv, - 4o

DEFINITIA 6.4. Fie X un spajiv Banach reticulat. Se spune cd
X are propmemtea P dacd si numai dacd

Tl =yl 1@ =1yl =12 =yl

| Exemple de spatii Banach reticulate care au proprietatea P
sint 0(X), cu X compact LP(8,Z,n) 1<p € +o0. De asemenea orice
spatiu Hilbert are proprietatea P, deoarece |2 |2= ||z, |24 || @ | |2
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LEMA 6.3. Dacd X are proprietatea P, atunct

Nz, €yl eIl <yl =]zl <ilyl
 Demonstrafie. Intr-adevir, |la, || =ally, | si - =Blly-Il,
unde |
| 0<a<l si 0<B<L.

- Fie z2=ay, —Py_; avem 2z, =ay, 5 2_—=ay_, de unde
l]z;lﬂllw[i, din ca,uza pmprmtatu P. Pe de alta parte, ]IzH Iy,
deoarece :

IZIzocy++By_ <Y +y-=1y]
sideci ||z|| < [yl |

PRrOPOZITIA 6.7. Fie X cu proprietatea P; atunci orice T-con-
tractie pe X este o contraciie gt orice operator T acretiv este acretiv.

Demonstrafie. Fie U o T- contrae’gle, pentru orice z,x'€D(U),
avem : ||[(Uz—Uy), || <[[(z—y), || si [[(Ue—Uy)_ || <[[{(z—y)- ),
deci, || Ux—Uy|| < || #—y|| dupd lema precedenta.

' Fie acum 4 un operator T-acretiv; dupd propozifia 6.6 si
proprietatea P a spatiului X, avem :

V(z,u), (y,0)€G(A4) si YA>0, v —yll<ilz—y+ Mu—0)[ -

adicd A este acretiv.
q.e.d.

. PRoOPOZITIA 6.8. Ovrice spajiu Banach reticulat are o normd echi-
wlenta, pentru care proprietatea P sd fie verificatd.

" Demonstrajie. Intr-adevir, p(z)=| .|| +|l2-| este o normi

pe A echivalentd cu || .||, deoarece ||z|| < p(® )<2||w||, in care X
are proprletatea, P (dar in care nu mai este reticulat).
COROLAR. Orice operator T-acretivin(X,|| . ||) este acretivin (X,p).

DEFINITIA 6.5. Aplicatia S,: C—C se mnumeste sengmp de
T-contractia dacd wer ificd condifia de semigrup continuu in t iar
Vt>0 8, este o T-contractie a lui C.

PROPOZI'_;}IA 6.9. 1) Dacd A, este genemtoml uUnUL sengmp de
T-eommc;m, atunci A, este T- acretiv.

Demonstm;ze Fie z,yeD{A,) si a*€F, y)+)
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atunci

r—S8x  y— 8By
t ¢

— (8x — By)s+ Sz — By)-> = [[(x — ), |F — < o*, 8o —8y), >

dar < z*, (8,2 — 8. > < 18 — 8y |l lz—yll<I(@—y). ]

de unde afirmatia.

>=gx* (r=yY); —(x —Y). —

<x*,

q.e.d.

—_—

PrOPOZITIA 6.10. Fie A, T-acretiv astfel incit R(I4-24)DD(4),
VO < A << g atunce

Sz — Iim (I +—-A)y"a
" n

existd pentru Yz € D(A) si t >0 §i 8, este un semigrup de T-contracfii
pe D(A).

Demonstratie. Cum A este T-acretiv, el este un operator acre-
tiv pe (X,p) si atuneci limita de mai sus existd conform teoremei 5.1.

Si ardtdm cd S, este o T-contractie a lui D(4) in D(A). Fie @, =
—= (I+24)7 si x,yeD(A). Cum Q2 este o T -contractie si° Q7 este
tot o T-contractie, V, € N ; prin urmare, utilizind continuitatea apli-
catiei z—x,, avem :

| (8iz—8y). || =i lim (Qg‘(&?)— Qr (y)) (< IHe—y). ]l

q.e.d.

Referinte. Operatorii T-acretivi au fost introdusi de B. Calvert
[43] [44] si studiati de K. Sato [160] [161]. Rezultatele expuse aici
sint luate din [140].

§ 7. APLICATII P-COMPACTE

Revenind la notiunea de schemi de aproximare proiectional
completid definitd in capitolul III, § 3, in cazul in care X = Y se ia
X, =Y, s Q,=P,iar X, si P, cain definitia 5.3, capitolul 11, adicd
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in eontinuare vom presupune cd X este un spatin cu o schemd de
aproximare de tip w, {(X,,P,}.

DEFINITIA 7.1. O aplicajie T . D< X—>X se numegte P-compactd
(proieciional compactd) daci ¥ 130 aplicaia T, = T + 2 este A-pro-
prie in raport cu schema {X,, P,}. |

.. T se numegte local P-compactd dacd $i numas dacd VY, € D existd
sfera 8(xq,r) C D, astfel incit T sd fie P-compactd pe S(o,r)-

TroREMA T7.1. Fie T :D—X o aplicatie continud, mdrginitd si
P-compactd iar D o submuljime deschisd si mdrginitd a lug X cu 0eD;
dacd Tx + 220 VaedDsirz0, atunci

d[T;D,0]={1}

si tn particular existd T, € D astfel incit Taxy = 0.

Demonstratie. Vom defini pentru orice t€[0,1] si xzeD aplicatia
T(zx) = (L—1)Tr+tx; cum pentru zeD §i orice t,se[0,1] avem:
| Pe—Txl| = t—s| || To—a| $i T este mirginitd, rezulta ci
T, {x) este uniform continud in ? in raport cu 2 € D. In plus, pentru
ovice 1€ [0,1], aplicatia T, este A-proprie. intr-adevir, pentru

0<t<1, fixat, aplicatia: T, -+ —fL I este A-proprie iar pentru

{=1, T,=1I care evident este A-proprie.
Vom arita cd T, x== 0 pentru z€d D site[0,1]
intr-adevir, si presupunem ci am avea T, x,=0pentru € oD
si t,€[0,17; atunci, dacd t,=1, T,0o=2,=0 edD ceea ce este o con-
to > 0,
— Yo
ceea ce nu se poate datoritd presupunerii ci T + »e=+0pe 0 D.

Prin urmare putem aplica teorema 3.1. (¢) capitolul ITII si astfel
d[T,;D,0] este independent de t€[0,1], deci pentru T,=Isi Ty="T,
avem

tradictie ; dacd f,<<1, atunci Ty + hotty =10, CU Ag =

d{T;D,0]=4a[l;D,0l

Cum I, =1|x,81d[L,;D,0]= 1,Vn, rezultd d [I;D,0] = {1}.
Existenta unui punct z, cu Tx, = 0 rezulta acum din teorema 3.1(b),
capitolul 111

g.e.d.
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Ca o consecintd a acestei teoreme obtinem urmitoarea teoremd
de punet fix pentru o 1mportanta clasd de aphca,pn

CorOLAR. Fie S o aplicafie : D—-X astfel incit aplicatia T — -8
sd fie continud, mdrginitd si P compactd iar 0€D. Dacd Sx— xF 0
VYaedD gi y>1 atunci d[1—8;D,0]1= {1} si tn particular S are un
punct fw in D.

Demonstrajie. Daca punem A= 'f—-—l ‘conditia Sz— y&=0 pentru
v€dD §1 y=0 este echivalentd cu condifia Tx-+ ?\ac:;EO VeedD si
A=0, §i atunci afirmatia rezulm d1n teorema 7.1.

g.e.d.”

TEOPEMA 7.2. Fie DCX deschisd si T:D—>X o aplwa;ee con-
tinud, local P-compactd care satzsface condz;m
VaoeD, existd S(wy,r)CD, astfel incit T, sd fie biunivoed pe S(zx,,r),
VAz0;
atunct T,\ (D) este deschisd in X,Vx > |

Demonstrafié. E suficient si aratam cd T, admite o omotopie
T>. () solubild local A-proprie, pentru ci atunci putem apl1ca teo-
rema 3.3 capitolul III. |

Fie pentru orice zy € D, S( &gy 7) C D astfel incit T si fie P-com-
pactd pe S(zy,r) si T(S(wo, r) s4 fie méirginitd iar T5 si fie biuni-

voed pe S(z,, 7), Y A = 0. Sé definim aplicatia The (@) : S(2y, 1) X
X [0,1] - X prin: |

O

L\

T (o) = (L —1) Ty (w)+tTl(wo)+t(w-wo) A

s1 s& obgservim c¢d T, ((z) = T;\ (m), meS(wO,aﬂ) T, (z) este A-proprie
pentru orice {€[0,1] §i este continuid in ¢, uniform pentru xeS [.cr 7.
. intr-a,devar, e evident ¢d T,, () = T () este A- plopne pe
S (24,r) ; de asemenea T, ,(x)=x- T;(x,)—wx, este A-proprie deoarece
este sumz‘i a douj aplicai;ii A-proprii. Dacd ?€(0,1), atunei avem :

(1—1)2 Ty, (@) = T(2) + ¥ @ + IL_(T;L (20) — )

cu A = & + IHL >0 si deci gi- in acest caz TM este A-proprie.

Pe de altd parte din mirginirea lui 'T(:?(wo,r)') 81 din egalitatea :

Try(®) — Do, (@) = (s — 1) [T (@) — Ta (%) — (& — )]
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reznltd ¢ pentru orice A>0, 15, () este continui in ¢, uniform pentru
x €8(Zgy 7). o C |

 Si definim acum H,,: 8 (2o,7) X [0,1] — X prin H,,(2) =
= T, (2) — T (%) | |
Atnnei H () 0, Y x € 08(x,,r) s t€ [0,1]:intr-adeviar, daca presu-
purem ci H, (z)=0 pentru un 2, €88(wy,r) $i t,€[0,1], atunci dacd
t,=0, 0=H, () = ;— %y, deci z, =x,€08, ceea ce nu se poate; daca
t, <1, atunci - ‘

: 1
C Tey, + Vay = Tay 4 N 24, C1 7\’:?\4—?—'%—;0
T —1

ceeq ce contrazice faptul cd T, este biunivoca pe S (2, 7). Prin urmare
proprietatea ii) din definifia omotopiei . solubile are loc; in plus,
conform teoremei 3.2. capitolul I1I, d[H, ,; S(x,,r),0] este bine definit
si independent de ?€ [0,1]. Conditia iii) rezulta din faptul ca
d[H) 1, S(24,7), 0] = d[I — %3 S(@gy1),0] - {1}’

deoarece dacdi punem Vo = & — &y, V& € 8(2,, r) $1 v,=P, VP, =
=1 — P,x, atunci rezultd usor ch existd m, astfel incit
0¢ V(08(xy,r) N X,) pentru n > n, (deoarece in caz contrar ar rezulta
il kg € 0 S(@y, 7)) sidecid [V, 8 (x4, 7) (1 X, 0] este bine definit si
egal cu 1. | , ‘

q.e.d.

.. COROLAR. Fiie T :D—X, D deschis, T continud i local P-compactd,
local acretivd si local biunivocd pe D ; atunci T, (D) e deschis V1= 0

Demonstrajie. Pentiu x,eD, exista S(xy,r) D pe care T este
biunivoed ; sé presupunem cé existd A >0 §i xF=YyES(xo,r) cu T2+ A2 =
— Ty-+ 2y ; atuneci pentru a*e}(z—y), rezulta: <a*, Te—Ty> -+
+<x*, w——y>=0. ‘

Dar T fiind acretiv fie 8(@y,r), rezultd <<a*, Te—Ty>>0;
atunci in mod pecesar <x*,w—y>= Nz—yi o(ile—yll )<0 sideci
lz—yll =0 adicd v=y. Prin urmare 7T, este biunivocd pe S(zo,r),
V>0 si se poate aplica teorema precedenti.

q.e.d.
DEFINITIA 7.2. Vom spune cd aplicajia continud T :DCX—~>X
satisface condifia (8) modificatd dacd x,~ @, #, € X.ND,xeD, PxeD,

si <9(@, — P, ), Ty, — TP 2> -0
implicd x,—7> . . .
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Proroz1TIA 7.1. Fie X reflexiv cu proprietatea (I)si D X deschis
pe care este daid aplica;ia T :D—X, continud si local acretivd satis-
facind conditia (8) modificatd. Atunci T este local P- compactd

Demonstrajie. Fie zyeD §i S(x,,r)C D astfel incit T sd fie acre-

tivii pe S(x,,r). Vom demonstra ci exists S(wo,wo)cs(mo,r) cu 74<7,
astfel incit pentru orice A>0, aplicatia T, =74 Al si fle A-proprie

pe S(mmro)
Cazul 1. Fie 2=0 i fiery<r, 2,€X, N S(2,,7,) #>1 un sir astfel

incit P, Tz, —> y pentru un yeX. Cum X este reflexiv, 8 (@4,7,) este
slab compacta §i trecind la un subsir, putem presupune ci X, — z,

x€S8(Lg,7y) 51 P,xeS(my,r,) pentru n suficient de mare. Pentru X smt
verificate condllznle propozitiei 5.6 capitolul II g deci P *‘}m—
= Yo, V2eX,, cu 7 o aplicatie de dualitate.

Cum &, — P, -0, P, Ta, -y, T este conhmm iar F-slab

continuu rezultd ca :
<2, — P, )y, Ty — TP, x> =
= <P} (¢, — P, ®), Tz, — TP, 5>—
= <{(®, — P, x), P, Tw, — P, TP, 2> — < J(0), y — Tax > = 0.

Dar T satisface conditia (8) modificatd si decl x,>rx; atunci
Te,—Tx i din P, Tx,—y rezulti :

| P, Ta, — Tx,|| <|| P, T, — P, Tz|| +|| P, Tw — Tz|| <
g”Pﬂ” “T{En - Tw”_l_“-Pn T{L'—T.’B“?O

i deci Tx = y. Prin urmare T este A-proprie pe S (2, 7,).
Cazul I1. Fie A>0; cum T este acretivi pe S(z,,7) atunci T
este si ea acretivi, deoarece |

<Y w—y) Tho—Ty>=<J(@—y) Te—-Ty>-+
FA<I(@—y), v —y>

2 Mz —yll e(le—yll) Vo, ye8 (z,7)



Aplicatii de dualitate in analiza functionald neliniard 285

Aceastd inegalitate aratd si faptul ca pentru r, <7 aplicatia T, ve-
rifics conditia modificatd (8) pe S(,, 7,). Rezultd atunci ca in cazul
I ¢a T este A-proprie pe S (zy, 7,), adicd in definitiv T' este local
P-compacti.

q.e.d.

Drept consecintd a acestei propozitii §i a teoremei 7.1 obf{inem :

TrEOREMA 7.3. Fie X reflexiv cu proprietatea (I) i T :D—>X, D
deschis, o aplicajie continud local acretivd, satisfacind condifia (S)
modificatd. Dacid T este local biunivocd, atunct T(D) este deschis,
Viz0.

COROLAR. Fie X — H un spativ Hilbert, T =D — X, D deschis,
o aplicatie continud, local monotond, satisfacind condifia (S) modi-
ficatd; dacd T este local biunivocd, atunct T,(D) este deschisd pentru
orice 7 =0,

O consecintd a acestui corolar este urmitorul rezultat al lui
Browder §i Minty :
| COROLAR. Fie DC H deschis i T= D — H conlinud gi tare mono-
tond adicd astfel incit

<Tx—Ty, ¢—y>zcllz—yl|%, Vo,yeD

atunci T (D) este deschis.
Un alt rezultat, caz particular al teoremei 7.3, este
COROLAR. Dacd D este o submultime deschisd in I¥, 1 << p < 4 oo
si T o aplicafie local biunivocd gi local-acretivdg a lut D in 1P, satisfd-
cind conditia modificatd (8), atunci T, (D) este deschisd in ? VA2 0.
Vom da acum urmitoarea teoremi de existentd (surjectie).
TEOREMA 7.4. Fie X reflexiv, cu proprietatea (I) ¢ T:X > X
o aplicajie acretivd, demicontinud cu proprietated cd :

<Jw, Te>z«(]|2|l) [[J2]] Y2,

unde o : R.—R_ este astfel incit o (1), 7, +oo.
Atunct T (X)=ZX.
Vom da in prealabil citeva leme.

_ LEMA 6.1. Fie X, un spatin Banach de dimensiune finitd st

T:X,— X, o aplicajie continud astfel incit pentru orice re Xy cu
Nl =r, <@, Te>20; atunci existd x,€8(0,7) = S, astfel incit
Txy, =90
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Demonstrafie. Fie U =1 — T ; e suficient s ardtdm ca U afe
un punet fix. Fie V: 8, —:—S ﬁpﬁm‘ra prin

| Ux pentru Uxes,

v—{
Y
Wz

pentru Uxe 'S,,

V este continud pe 8, §i dupi teorema de punct fix a lui Brouwer are
un punct fix x,€ 8,, Vo, = v, Dacd || .|| <r, atunci §i || Va,| <r
§i. deci avem Va,=Ux,=x, Dacd || x,|| =r, atuneci || V%H =r §i

21.

prin urmare || Uz,|| 2r; deci Uxy= Az, CU A = ——
r

Observim eci A > 1, ne duce la o contradictie deoarece avem :
< Yy Umg> = < gy 0y > — < Yy Ty > < <Yy, 2y >

in timp ce: <Jay, Uxy> = A <T@y, Xy > > < Jy, ¥y >
Prin urmare A = 1 gidect Uz, = .
q.e.d.

LEMA 7.2. Fie X wun spajiv Banach reflexiv cu proprietatea
(I) ¢ T:X — X acretivd gt demicontinud $i fie r>0 astfel incit
< I, Tw> >0,Vx cu ||z|| =r; atunci Yn, aplicajia T, = P, T are
un zero in X, ﬂS | |

Demonstm;w Fie P; adjunctul lui P,; atunci Pj: X* — X:
Fie 9,= P, ; aceasta este aplicatia de dualitate de la X, in X,.
Intr-adeviir dupd corolarul propozitiei 5.6 capltolul 11, 9, > = jx,
VoeX, si deci %, all =|fol ar <%,z 0> = < iy 0> =
=l @|/'9(i || ). In plus avem :

<Jp@, Tox>=<Ja, P, Te>= < PpYx, To>=<Gu; Tx>2>20
VxeX, cu || || =r. Dupd lema 7.1 rezulté c¢d T, are un zero in X, NS, .
q.e.d.

PrOPOZITIA 7.2. In condifiile lemei 7.2, existd x,€ S, astfel
tncit Tz, = 0. '

Demonstm;ze Dupd lema plecedenta, Vn existd «, ES n X,
astfel incit T, x, = 0. Fie
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G, = (&, Tns1y- - -} C8, ; existd x, apartinind intersectiei inchiderilor
slabe ale multimilor G,. | |

, Vom arita ci Tx,=90. Fie y € X,, n fixat, pentru orice x,, kzmn,
are loc :

(1) <Ny —m)y Ty — T, > 2 0.

Cum ¥, z,€ X;, avem:

< (y—ay), Ta,>=<Prj(y—a), To>=<J(Y—x), PpLo>=0
Prin urmare din (1) rezulta :

2) <9 (y—a), Ty> =0, k> n.

Fie h: 8,—R dat# prin h(z)= << J(y—=x), Ty >; h este continud
in topologia slab# pe X pentru cd % este slab continua; in plus, da-
toritd lui (2) h este nenegativi pe G, si deci b are aceeasi proprietate
pe inchiderea slabd a lui G,, in particular pentru %,; astfel
<J(y—m,), Ty>20. Cam aceasta are loc pentru y e X,, Vnzl,
rezultd ci pentru orice r€ X, avem: -

<G (Ppx — ), TP, 2>>20 nzl.

Dar P, x> implicd TP, x> Tx §i

I (P, & — x,) > T (® — %,) ; prin urmare
(3) <Y (w—my), Te>20 Vo elX.

Fie € X,1>0 si a, = x, + {@; din (3) rezultd <G (x, — ),
Tay>=<J(z), Te,>2 0 deci <Jr, Te;>20 si trecind la
limitd cu ¢ — 0 rezulta

<9x, Txy>20, Ve X,

fnlocuind 2 prin (— ), obtinem < jx, Tax,>< 0 de unde
<&, Tay> = 0. X fiind reflexiv, 7 este surjectivé §i astfel Txy=0.

g.e.d.
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Demonstralia teoremet 7.4, Fie y fixat in X §i sd consideram
aplicatia T,: X — X datd prin T, x = Ta — y care este tot acretiva.
Fie r suficient de mare astfel incit ¢(r)= ||y || ; atunci pentru x € X,
cu {|x||=r, avem:

<Y, Tyo>= <Ja, Ta>— <Ju,y >z c(n)|ijzll —
— iyl 1132l =Gl (e(r) —liyi) = o.

Putem prin urmare aplica propozifia 7.2 gi rezultd cia T, are un
zero in sfera 8,, adicd existd x, astfel incit Tay=y.
g.e.d.

Referinte. Operatorii P compacti au fost introdusi de Petryshyn
[141]—[147], teoreme de punct fix pentru operatori P-compacti
apar in [141], [146]. O bogatd bibliografie privind aceastd clasa de
operatori poate fi gisitd in lucrarea lui Petryshyn [145]. Rezultatele
prezentate in acest paragraf privind operatorii local P-compacti $i
local acretivi precum §i teoremele de invariantd de domenii sint
luate din [149]. Teorema 7.4 de existentd a solutiei ecuatiei funcfio-
nale Tx=y este a lui Browder — de Figueiredo [40].

Mai recomandim lucrarea lui Tucker g§i Petryshyn [150].
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APPLICATIONS DE DUALITE DANS L'ANALYSE FONCTIONNELLE
NON LINEAIRE

(RESUME)

Aux origines, les problémes d’analyse fonctionnelle non liné-
aire concernaient surtout les opérateurs compacts, mais les nécessités
créées par des problémes aux limites pour les équations aux dérivées
partielles ont imposé l'étude des classes d’operateurs non compacts.

Ainsi G. Minty, F. Browder, J. Komura et T. Kato ont initié
Pétude systématique des applications monotones d’un espace de
Banach X dans 2** ainsi que celui des applications accrétives de X
dans 2%,

Linstrument essentiel dans D’étude de ces classes d’applica-
tions sont les applications de dualité; c’est pourquoi on s’est pro-
posé de faire une étude détaillée des propriétés des applications de
dualité dans les espaces de Banach. Cela nous a mené a étudier
certaines classes d’espaces parmi lesquels les espaces strictement
et uniformément convexes. Les propriétés géométriques de ces es-
paces sont fréquemment utilisées dans les problémes non linéaires
mais ne se trouvent nulle part groupées. Ainsi dans les deux premiers
chapitres on essaye de grouper les résultats significatifs comme les
théorémes de J. James, J. Lindenstrauss, E. Asplund, 8. Tréianski.
On présente ensuite les propriétés des applications de dualité (le thé-
oréme d’Asplund de caractérisation comme sous-différentielle d’une
fonetion convexe), en insistant sur ses propriétés de continuite dans
des espaces de Banach particuliers.

Une série de résultats de caractérisations des espaces de Banach
A travers I'application de dualité sont donnés (théorémes de Smulian,
Bonic-Reis, W. Petryshyn).

Dans le troisiéme chapitre on décrit le degré topologique de
Brouwer avec ses principales propriétés (théoréme de Borsuk-Ulam)
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et on donne une généralisation, due & Browder, aux espaces de Banach.
Les applications A-propres sont introduites et on présente le théoréme
de Petryshyn d’invariance du domaine.

Le IV® chapitre est consacré aux applications monotenes.
Parmi les résultats présentéds signalons un théoréme d’existence
(F. Browder) pour une inéquation variationnelle correspondant a
une équation fonctionnelle pour un opérateur monotone perturbe,
les théorémes de convexité du domaine d’un opérateur maximal
monotone de R.T. Rockafellar et 1’étude du degré de I’application de
dualité. Dans le dernier chapitre on étudie les opérateurs acerétifs
et les semi-groupes de contractions non linéaires en présentant les
résultats récents de M. Brézis, A. Pazy, M. Crandall, S. Oharu,
T. Kato, T. Liggett.

Entre autres un théoréme de type Hille-Yoshida est donné dans
les cas d’espaces de Hilbert, ainsi que son extension au cas d’espaces
de Hilbert, et son extension au cas d’espaces uniformément convexes
au dual uniformément convexe. Dans la présentation des résultats on
a sélecté ceux qui mettent en évidence le role de Papplication de
dualité ; pour d’autres problémes non linéaires on peut consulter
le Traité d’Analyse fonctionnelle (vol. I** et II°) du professeur
G. Marinescu, ainsi que les monographies de G. Dincd, D. Pascali
et A. Schiop pour approfondir ’étude des opérateurs monotones et
celle de V. Barbu pour des problémes concernant les équations
d’évolution. -

On a cherché que ’exposé soit indépendant et au niveau des

connaissances d’analyse fonctionnelles dans le cadre d’un cours
général. .
Je dois mon orientation vers la problématique de cette mono-
graphie au professeur U. Mosco avec lequel j’ai travaillé pendant
Pannée de spécialisation (avec une bourse C.N.R.) & I'Université de
Rome. Une grande partie des résultats ont fait 'objet des séminaires
que j’ai tenus en 1971—1972 & 1'Université de Rome et en 1973 3
VInstitut Mathématiqne de Bucarest.

Je remercie le professeur G. Marinescu pour m’avoir suggéré
d’écrire ce livre et les collégues G. Godini et L. Zsid6 pour les discus-
sions utiles eunes. - :
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Aceastd lucrare isi propune si studieze amdnungit aplicagiile de dua-
litate in spatii Banach, deoarece ele s-au dovedit a fi instrumentul de bazi
in studiul unor clase importante de operatori neliniari, anume al operato-
rilor monotoni §i acretivi.

Legat de acestea se studiazd proprietitile geometrice ale unor clase
de spatii Banach, cum ar fi spagiile strict convexe, uniform convexe, cu
proprietatea H. cu scheme de aproximare, etc. pentru care sint date diverse
caracteriziri cu ajutorul aplicagiilor de dualitate.
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