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. Wielomiany.

- podzielno$é wielomianéw, dzielenie z reszta (algorytm Euklidesa), rozklad wielomianu na czynniki, wie-
lomiany nierozkladalne nad R i C (podstawowe twierdzenie algebry), pierwiastki wielomianu, pierwiastki
wielokrotne;

- funkcje wymierne, rozklad na ulamki proste;

- idealy w algebrze, idealy w algebrze wielomianéw (idealy gléwne);

- najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspodlna wielokrotnos$é, wielomiany interpolacyjne Lagrange’a.

. Przestrzen sprzezona V*.
- funkcjonaty liniowe, przyklady, funkcjonaly zwiazane ze wspélrzednymi wektora v € V w bazie, baza
sprzezona, dualnos$é (dwoistosé) pary V' i V* (kanoniczno$é izomorfizmu (V*)* = V),

- odwzorowania sprzezone, macierz odwzorowania sprzezonego, zwiazek [A*]7, = ([A]Z) ,

. Odwzorowania i funkcjonaly wieloliniowe.

- odwzorowania wieloliniowe i ich macierze;

- iloczyn tensorowy funkcjonaléw liniowych, funkcjonaly wieloliniowe na przestrzeni V, macierz funkcjona-
tu wieloliniowego, funkcjonaly wieloliniowe symetryczne, funkcjonaly wieloliniowe antysymetryczne (formy
catkowicie antysymetryczne): przestrzen AFV* - wymiar, przyklady w RY.

. Wyznaczniki.

- wyznacznik macierzy kwadratowej (definicja) i jego wlasnosci, metody obliczania - przyklady,

- twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy, wyznacznik macierzy transponowanej,

- rozwiniecie Laplace’a,

- odwracalno$¢ macierzy, minory, macierz dopetnien algebraicznych, wzér na macierz odwrotna;

- uklady Cramera réwnan liniowych(wzory Cramera); rzad macierzy a wyznacznik; zastosowanie metody
Cramera do innych (niz uklady Cramera) uktadéw réwnan liniowych.

. Postaé¢ endomorfizmu (odwzorowania liniowego) A € End(V).

- algebra endomorfizméw End(V'), macierz endomorfimu w bazie (transformacja macierzy przy zmianie baz),
algebra macierzy, wyznacznik i §lad endomorfizmu;

- podprzestrzenie niezmiennicze dla endomorfizmu, rozklad przestrzeni na sume prosta podprzestrzeni nie-
zmienniczych stowarzyszony z réwnaniem wielomianowym w(A) = 0 i zwiazany z tym rzutowy rozklad
jednosci;

- endomorfizmy diagonalizowalne - sprowadzanie do postaci diagonalnej, wartosci wlasne i wektory wilasne,
wielomian charakterystyczny xa(\), spektrum (widmo) Sp (A) endomorfizmu, krotno$é wartosci wlanych,
podprzestrzenie wlasne dla endomorfizmu - zwiazek z podprzestrzeniami niezmienniczymi, wielomian mini-
malny, operatory nilpotentne, przyktady;

- twierdzenie Cayleya-Hamiltona - rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe (niezmiennicze) zwiazany z réw-
naniem x4 (A) = 0, warunki konieczne i dostatczne diagonalizowalnosci;

- kanoniczny rozklad endomorfizmu na cze$é diagonalizowalna i nilpotentna (A = D + N), jednoznaczno$é
rozktadu; istnienie baz dla endomorfizmu prowadzace do postaci gorno-tréjkatnej ich macierzy;

- endomorfizm sprzezony Ax € rmEndV™*; wielomian charakterystyczny i postaé¢ endomorfizmu sprzezonego;
- endomorfizmy przestrzeni nad cialem liczb rzeczywistych, kompleksyfikacja przestrzeni wektorowej i endo-
morfizmu, wielomian charakterystyczny.

. Funkcje argumentu macierzowego (funkcje od endomorfizmu)

- funkcje wielomianowe endomorfizmu, kiedy dla dwéch wielomianéw wq(A) = w2(A)? metody obliczania
funkcji wielomianowych;

- funkcje analityczne na otoczeniu spektrum Sp(A): definicja i metody obliczania f(A)

(metoda znalezienia reszty z dzielenia f(\) przez wielomian minimalny m 4 () (lub charakterystyczny x a(A)),
metoda zwiazana z rokladem na podprzestrzenie pierwiastkowe (metoda zwiazana z rozkladem A = D + N)
perzyktady;

- zastosowanie do obliczania f(A) w przypadku odwzorowan diagonalizowalnych: metoda zwiazana ze spro-
wadzeniem do postaci diagonalnej (A = C~*DC), metoda zwigzana z rozktadem spektralnym.



. Formy kwadratowe.

- formy 2-liniowe na V, rozklad na cze$é symetryczng i antysymetryczna, odpowiednio$¢ miedzy formami
dwuliniowymi a odwzorowaniami liniowymi z V' do V*, macierz formy dwuliniowej w bazie - zwiazek z ma-
cierza odpowiedajacego jej odwzorowania liniowego, rzad formy 2-liniowej, formy niezdegenerowane;

- formy kwadratowe, odpowiednio$¢ miedzy formami kwadratowymi a formami 2-liniowymi symetrycznymi,
macierz formy kwadratowej, rzad formy kwadratowej;

- diagonalizacja formy kwadratowej (metoda Lagrange’a);

- postaé kanoniczna formy kwadratowej w przypadku zespolonym (K = C);

- postaé¢ kanoniczna formy kwadratowej w przypadku rzeczywistym (K = R), twierdzenie Sylvestera o bez-
wladnosci formy kwadratowej, sygnatura formy kwadratowej; formy kwadratowe dodatnio (ujemnie) okreslo-
ne, warunki wyznacznikowe dodatniej okreslonosci formy kwadratowe;j.

. Przestrzenie z iloczynem skalarnym - przypadek rzeczywisty (przestrzenie Euklidesa).

- iloczyn skalarny (definicja i wlasnosci), nieréwno$¢ Schwarza, formuta réwnolegloboku, dlugosé wektora (nor-
ma), odlegtosé miedzy wektorami, kat miedzy wektorami, wektory ortogonalne, bazy ortonormalne, procedura
ortonormalizacji Grama-Schmidta, macierze ortogonalne, przestrzenie ortogonalne; ortogonalne dopelnienie
podprzestrzeni, operatory sprzezone, rzuty ortogonalne, ortogonalna suma prosta podprzestrzeni i rozktad
(ortogonalny) jednosci z nia zwiazany;

- objeto$é¢ réwnolegloscianu - macierz Grama;

- twierdzenie Frecheta-Riesza o postaci funkcjonatu liniowego, przyktady - iloczyn wektorowy dwoch wekto-
réw w R3, plaszyzny, réwnanie normalne ptaszczyzny, odlegtosé punktu od plaszczyzny;

- operatory symetryczne, diagonalizowalnos¢ operatoréow symetrycznych i odpowiadajacych im form dwuli-
niowym (ze wzgledu na grupe ortogonalna), twierdzenie spektralne dla operatora symetrycznego.

- formy kwadratowe na przestrzeni euklidesowej i ich klasyfikacja (ze wzgledu na grupe ortogonalna), osie
gléwne i ksztalt powierzchni kwadratowej (warstwy formy kwadratowej);

. Przestrzenie z iloczynem skalarnym - przypadek zespolony (przestrzenie Hilberta).

- formy hermitowskie, iloczyn skalarny (definicja i wlasnosci), nieréwnosé Schwarza, formula réwnolegltoboku,
dlugosé wektora (norma), odleglo$é miedzy wektorami, ortogonalno$é wektoréw, bazy ortonormalne, pro-
cedura ortonormalizacji Grama-Schmidta, macierze unitarne, dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni, rzuty
ortogonalne, ortogonalna suma prosta podprzestrzeni i rozklad (ortogonalny) jednosci z nia zwiazany;

- twierdzenie Frecheta-Riesza o postaci funkcjonatu liniowego;

- operatory sprzezone, wlasnosci operacji sprzegania B(H) 3 A — A* € B(H);

- operatory hermitowskie, diagonalizowalno$é operatoréw hermitowskich, (ze wzgledu na grupe unitarna),
twierdzenie spektralne dla operatora hermitowskiego.

- operatory normalne - przyktady, diagonalizowalno$é - twierdzenie spektralne, wspélna diagonalizowalnosé
pary przemiennych operatoréw hermitowskich (symetrycznych).
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