Algebra R II — zadania domowe, seria 3
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Zadanie 1. Znalez¢ macierz formy kwadratowej ¢ w bazie | 1 |, | 2 |,| 3 |,jedli¢g: R —= R
0 2 1

dana jest wzorem q(x) := 1% + x2% + 4x3® + 22179 + 67013 + 47173,

Zadanie 2. Niech V := Ry|-|. Sprawdzi¢, ze

VSR q) = /Olv(ﬂ)m -

jest forma kwadratowa. Obliczy¢ Q(u,v), jesli u(t) = (t + a)?, v(t) := (t — a)?, gdzie Q jest
symetryczna formg dwuliniowa odpowiadajaca formie ¢. Znalez¢é macierz [Q]. formy @ w bazie
jednomianéw 1, ¢, 2.

Zadanie 3. Napisa¢ macierz ¢ w bazie standardowej przestrzeni R? oraz znalezé metody La-
grange’a sygnature formy kwadratowej ¢ : R® — R, danej wzorem (a) ¢(z) := x1%+ 192 + 4232+
22179 + 61273 + 4x123, (b) ¢(2) = 22179 — 22,2 — 27173 + 322, W obu przyktadach podac¢
przyktad bazy (przestrzeni R?) diagonalizujacej forme ¢, tzn. takiej, w ktoérej macierz formy g
jest diagonalna.

Zadanie 4. Niech b: V x V — K bedzie symetryczng formg dwuliniowa na V. Sprawdzi¢, ze
jesli W C V jest podprzestrzenia wektorowa, to

(b|WXw W x W =R jest niezdegenerowana) & (W NW+ = {O})
gdzie Wt ={v eV :Vwe W :b(v,w) = 0}.

Zadanie 5. W zaleznosci od parametrow aq, as, ag € R znalezé¢ sygnature formy kwadratowe;j
q:V =R3 — R, okreslonej wzorem q(z) := 2T Az, gdzie

a1+a1 a1+a2 a; + as
A=| ar+a; ar+as as+as
CL3+611 &3+a2 a3+a3

Znalezé ker Q = {x : Q(-,z) = 0}, jesli Q jest symetryczna forma dwuliniowa stowarzyszona z
forma kwadratows q.



2

Zadanie 6. Okreslmy dwie formy kwadratowe: q(z) := x129 + 2223 + 2371, 7(T) = T129 — T3
na przestrzeni V = R3. Zbada¢, czy istnieje (a jesli tak, to znalez¢) taki operator F' € End(V),
zer =qoF, tzn. ze Vo : r(z) = q(F(z)).

Zadanie 7. Sprawdzi¢, ze jesli iloczyn skalarny w przestrzeni macierzy R”,, zadany jest wzorem
(X]Y) = tr( XTY)
to przestrzen R", jest ortogonalna sumg prosta swoich podprzestrzeni Vg, V_, V. gdzie
Vo={(I), V,={XeR",: XT=X, r1X=0}, V.={XeR",: X' =-X}

Zmnalez¢ rozklad macierzy

X =

— s =
N Ot DN
W = W

na sktadowe w tych podprzestrzeniach.

Zadanie 8. Zal6zmy, ze uktad (e, es, e3,€4) jest baza ortonormalna pewnej przestrzeni eukli-
desowej V. Sprawdzié, ze vy i vy sa ortogonalne i dopelni¢ uktad (vq,v,) do ortogonalnej bazy
V:

V1 = e1 — 2eq + 2e3 — 3ey, vy = 2e1 — 3eq + 2e3 + 4dey

Zadanie 9. Znalez¢ odlegtosé miedzy prostymi:

r—9 y+2 x y+7 z-=2
61:{(1‘7:%2): 4 :_73:2}, 62:{(1‘,:%2)2 TQZT: 5 }

Zadanie 10. Znalez¢ odlegto$é przekatnej szedcianu o boku 1 od nieprzecinajacej jej przekatnej
Sciany bocznej.

Zadanie 11. W przestrzeni R? okreslamy iloczyn skalarny warunkiem, ze uktad wektoréw

1 1 0
o, | 1], |1
1 0 1

jest ortonormalny. Znalezé macierz iloczynu skalarnego w bazie standardowej. Znalezé baze
odwrotna f = (fi1, f2, f3) do bazy standardowej, tzn. taka, ze (f;|e;) = 0;;.

Zadanie 12. Znalez¢ plaszczyzne II C R? zawierajaca punkty p i q oraz tworzacej kat 60° z
ptaszczyzng 1lj:

p=(1,2,—-1), gq=(2,1,1), Iy={x: 3 —4dxs+2x3=1}
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Zadanie 13. Zortogonalizowa¢ metodg Grama-Schmidta wzgledem kanonicznego iloczynu ska-
larnego w V = R? uktad wektoréw

1 1 5
2. 0 |, -3
2 1 —7

Zadanie 14. Dopei¢ uktad wektoréw do bazy ortogonalnej w R* z kanonicznym iloczynem
skalarnym

1 2
-2 1
1| 3
3 1

Zadanie 15. Znalez¢ baze ortonormalng w R3, ktérej dwa elementy leza w plaszczyZnie o
rownaniu

20 —y — 22 =0.
Przyjmujemy kanoniczny iloczyn skalarny.

Zadanie 16. Znalez¢ rzut prostopadty prostej L na ptaszczyzne 11 jesli
r+4 y—-3 =z

L : —
5 -2 4’

II: 2z—-2y+z=4.



