Algebra R II — zadania domowe, seria 2

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze liczba

2 3 79
9 4 4 7
D :=det 81 3 1
4 6 5 3

jest podzielna przez 47, wiedzac, ze liczby 2379, 9447, 8131, 4653 sa podzielne przez 47

Zadanie 2. Wykaza¢, ze dla macierzy kwadratowych A, B, C, D zachodza réwnosci

A B A —-B —-A B D C
det[c D}Zdetl—C’ D 1:det[ C —D}Zdet[ ]

Zadanie 3. Znalezé etv jesli

A

Zadanie 4. Niech

Dla jakich v granica lim; ., exp(At)v jest skoficzona? A jezeli t — —o0?

Zadanie 5. Obliczy¢ ¢(A) jesli ¢ jest wielomianem

o) = [1E2A - 1),

n=1 n

zas
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Zadanie 6. Operator liniowy T : R* — R? zadany jest wzorem

1 zt
T(x)=x+ (' —2*-2°)| 2 dla x= | 22
3 23

Zmnalezé wartosci wlasne i wektory wlasne operatora T. Czy istnieje baza przestrzeni R? ztozona
z wektoréw wlasnych operatora 77 Jedli tak, poda¢ przyktad takiej bazy.

Ponizsze zadania ukradtam Przemkow: Majewskiemu. Nie sq trudne, ale pouczajgce. Powodze-
nia.

Zadanie 7. Niech V bedzie przestrzeniag wektorowa macierzy 2 x 2 o wspotczynnikach zespo-
lonych Rozwazmy odwzorowanie

T-Vo=V, T(A)=ndo—AT da l(l) H

Znalez¢ macierz tego odwzorowania w bazie standardowej oraz w bazie ztozonej z macierzy

1o Jo1 [0 = 10
“lo 1| TL= 01 0| 2= 0 |” 3= 10 —1 |

Znalez¢ jadro, obraz oraz wyznacznik tego odwzorowania.

Zadanie 8. (macierze Pauliego) Rozwazmy rodzine macierzy w Ms(C) postaci {I, 0y, 09, 03},
gdzie o; sa jak w poprzednim zadaniu Sprawdzi¢, ze, ze {0;,0;} = 20;j, [0, 0;] = 2ig;j00%.
Wprowadzmy oznaczenie

X 0= xlal + x202 + x303.
Obliczyc det(1 + x - o) oraz (xo)%.

Zadanie 9. Dla dowolnej macierzy A wyznaczy¢ h takie, ze A = %(tr A)I+h-o. Innymi stowy,
zapisa¢ macierz A w bazie ztozonej z jedynki oraz macierzy Pauliego.

Zadanie 10. Dobrze znana jest wlasnosé e*™¥ = e%e¥. Niestety w przypadku na ogdt nieprze-
miennych macierzy sytuacja wyglada gorzej. Sprawdzié, ze dla macierzy, jesli [A, B] = 0, tzn.
macierze komutuja mozna je przestawiaé¢ jak liczby, to eAtE = edef. Wskazéwka: Warto sie
przyjrzeé¢ szeregom potegowym i przypomnie¢ jakie wymagania stawial dowod tego faktu dla
funkcji wyktadnicze;j.

Zadanie 11. (dow6d przy pomocy réwnania rézniczkowego z instrukcja) Niech A, B beda
macierzami spelniajacymi zaleznosé¢ [A, [A, B]] = 0, tzn. komutator macierzy [A, B] mozna
zamienia¢ dowolnie miejscami z macierza A. Celem zadania bedzie wykazanie, krok, po kroku,
ze

e*Be™* = B+ A, B].
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Tozsamosci takie i podobne oraz macierze Pauliego, petnig istotng role w rachunkach na mecha-
nice kwantowej. W pierwszym kroku dokonamy modyfikacji polegajacej na dodaniu parametru
t przy macierzy A, mozna go interpretowac jak czas, mamy

e Be ™ = B +t[A, B].

Widag, ze dla t = 0 obie strony sa rowne B i tym samym roéwno$é jest prawdziwa. Obserwujemy
roéwniez, ze dla t = 1 odtwarzamy poczatkowo postawiony problem. Zrozniczkowaé teraz obie
strony po parametrze t i sprawdzi¢, ze spetniaja takie samo rownanie rézniczkowe. Uwaga: Kiedy
rozniczkujemy funkcje od operatora musimy uwazac, gdzie piszemy macierz, ktora powstaje w
wyniku rozniczkowania funkcji wewnetrznej. Macierze nie sa przemienne.

Zadanie 12. Korzystajac z poznanego rozktadu macierzy 2 x 2 oraz wtasnosci funkcji wyktad-
niczej obliczy¢ ogdlnie exp(A) dla dowolnej macierzy o zespolonych elementach macierzowych.



