
Algebra R II
Zadania domowe, 19 marca 2012

Zadanie 1. Zaªó»my, »e macierz A ∈ Knn ma t¦ wªasno±¢, »e wszystkie kolumny maj¡ jedna-
kowe sumy wyrazów. Je±li wyrazy macierzowe macierzy A oznaczymy aij, wªasno±¢ powy»sz¡
mo»emy zapisa¢ jako

∀j ∈ {1, 2, . . . , n}
n∑
i=1

aij = 1.

Udowodni¢, »e macierz odwrotna A−1 (o ile istnieje) ma t¦ sam¡ wªasno±¢.

Zadanie 2. Macierz A ∈ Knn jest postaci A = I + abT , gdzie I jest macierz¡ jednostkow¡
a a, b ∈ Kn. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ wektory a i b, »eby macierz A byªa odwracalna?
Znale¹¢ wzór na A−1.

Zadanie 3. (... troch¦ znajome...) Udowodni¢, »e je±li V jest przestrzeni¡ sko«czonego wymiaru
i F ∈End(V ), to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

(1) kerF k = kerF ,
(2) kerF 2 = kerF ,
(3) kerF ∩ imF = {0},
(4) V = kerF ⊕ imF .

Zadanie 4. Niech

A =
[
1 −3
3 1

]
.

Okre±lmy operator F ∈End(R22) wzorem F (X) = ATXA− 10XT . Znale¹¢ j¡dro, obraz i rz¡d
F oraz bazy, w których F ma posta¢ kanoniczn¡.

Zadanie 5. Przedstawi¢ macierz

A =

 1 3 1 0
−1 1 7 −4
3 4 −7 5


jako sum¦ minimalnej liczby macierzy rz¦du 1. Uzasadni¢, »e mniejsza liczba skªadników jest
niemo»liwa.
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Zadanie 6. W zale»no±ci od warto±ci parametru p ∈ R rozwi¡za¢ ukªad równa«: p+ 2 5 −3
3 p+ 4 −3
7 11 p− 8


 x1x2
x3

 =
 p1
3

 .

Zadanie 7. Niech V = R3[ · ]. Okre±lmy formy liniowe ϕ, ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 na V oraz operator
D ∈End(V ) wzorami

ϕ(v) = v(7), ϕk(v) = v(k)(−1), D(v) = v̇.

Przedstawi¢ form¦ ψ = D∗(ϕ) jako kombinacj¦ liniow¡ form ϕk. Oznaczenia v(k), v̇ oznaczaj¡
odpowiednio k-t¡ i pierwsz¡ pochodn¡ wielomianu v.

Zadanie 8. Znale¹¢ jawn¡ posta¢ zbioru tych warto±ci z ∈ C, dla których wektory z
2

0
1

 ,
 −11
iz

 ,
 0
1− i
2z4


tworz¡ baz¦ przestrzeni C3.

Zadanie 9. Obliczy¢ wyznacznik

Dn = det



4 2 0 0 · · · 0 0
1 3 2 0 · · · 0 0
0 1 3 2 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 3 2
0 0 0 0 · · · 1 5



Zadanie 10. Sprawdzi¢, »e je±li P jest rzutem na V1 ⊂ V wzdªu» V0 ⊂ V (tzn. P = P 2,
V1 = imP , V0 = kerP ), to dla ka»dego endomor�zmu F zachodzi równowa»no±¢

(F (V0) ⊂ V1 i F (V0) ⊂ V1) ⇐⇒ PF + FP = F


