Algebra R 11

uzupetnienie do ¢wiczen

Szanowni Panstwo, ze wzgledu na zamieszanie z ostatnimi ¢wiczeniami i ostatnim wykta-
dem umkneta nam jedna istotna kwestia: diagonalizacja formy kwadratowej w przestrzeni z
iloczynem skalarnym. Podstawowym twierdzeniem z ktorego tu korzystamy jest twierdzenie
spektralne dla operatoréw normalnych, ktére mowi, ze w przestrzeni z iloczynem skalarnym
kazdy operator normalny ma baze diagonalizujaca ortonormalna. Operator normalny to taki,
ktéry jest przemienny ze swoim hermitowskim sprzezeniem, tzn FTF = FFT. Oznacza to, ze
po pierwsze operator normalny jest diagonalizowalny a po drugie, ze wektory wtasne odpowia-
dajace réznym wartosciom wtasnym sg prostopadte.

Wiadomo, ze forma kwadratowa ¢ definiuje forme dwuliniows symetryczng ) oraz odwzo-
rowanie samosprzezone F, : V. — V*. W obecnosci iloczynu skalarnego przestrzen V* jest
identyfikowana z V' i odwzorowanie samosprzezone F;, odpowiada odwzorowaniu hermitowskie-
mu F:V —V (tzn FT = F) takiemu, ze

Qv, w) = (v[F(w)).

Jesli G : V. — jest izomorfizmem G : V — V* pochodzacym od iloczynu skalarnego, tzn
G(v) = (v]"), to F = G~ o F,. Odwzorowanie hermitowskie jest przyktadem odwzorowania
normalnego, zatem podlega zacytowanemu na wstepie twierdzeniu.

W bazie w ktorej iloczyn skalarny ma macierz identycznosciowa, tzn w bazie ortonormalnej
macierze formy () i odwzorowan F, i F' sg identyczne. Mozna wigc do diagonalizacji formy
uzywacé zaroOwno narzedzi z zakresu teorii operatorow. Procedure znajdowania ortonormalne;j
bazy diagonalizujacej dla formy kwadratowej omowimy na przyktadzie.

Zmnajdziemy ortonormalng baze diagonalizujaca forme kwadratowsg
q(w1, 72, 73) = 2129 + T3 + 1173

wzgkledem kanonicznego iloczynu skalarnego w R?. Macierz formy w bazie kanoniczne;
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Tradycyjna analiza spektralna daje wielomian charakterystyczny wy(t) = —t* + 3t + 2 =

—(t + 1)%(t — 2). Mamy podwdjna warto$¢ wlasng ¢t = 1, ale odpowiada jej dwuwymiarowa
przestrzen wtasna. Postepujac jak zwykle otrzymujemy wektor wtasny dla wartosci wtasnej 2:
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i dwa liniowo niezalezne wektory dla —1:

1 1
Vo = 0 =
-1 0
Wektor vy jest prostopadly do vy i do w3, ale wektory vy i v3 rozpinajace przestrzen wlasng

dwuwymiarowa byty wybrane jakkolwiek w tej przestrzeni, wiec nie sg prostopadte. Mozna je
jednak zortogonalizowaé zastepujac vs przez
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(np. ortogonalizacja Grama-Schmidt’a). Baze ortonormalna otrzymujemy dzielac przez dtugosé:
v 1 1 Uy 1 1 w 1| 1

fimr=—= | 1] b= | 0|, k== 2
' lvil V3 1 2|U2| V2 ~1 ’ lwl V6 —1

Macierz przejscia z bazy f do bazy e, tzn [id|f jest macierzg sktadajaca si¢ z wektorow bazy

f:
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Jest to macierz ortogonalna, ktora ma te wtasnos¢, ze odwrotna do niej jest rowna sprzezonej,
czyli w rzeczywistym przypadku - transponowanej. W ten sposéb wzér na zmiane bazy dla
macierzy operatora F' i macierzy formy () wyglada tak samo.



