Rachunek rézniczkowy i catkowy 2016/17

Zadania domowe w pakietach tygodniowych
Tydzien 1 — 3-7.10.2016

Zadania obowiazkowe.

Zadanie O1.1

Czy dla wszelkich zbioréow A, B i C' zachodza nastepujace rownosci:
(AUBN\C = (A\C) U (B\C),

A\(B\C) = (A\B) U (AN ),
A\(BUC) = (A\B)\C.

Zadanie O1.2

Sprawdzi¢, czy nastepujace zdania sg tautologiami:
[(pVa)Apl =g,

(r=q) == (qVr),
(=9 =I[pAT)=4q

Zadanie 01.3

Dowies¢ indukcyjnie, ze

PB42d 43t =

1 1r1 1
Zi(i+1)(z’+2) 25[5_ (n+ 1)(n+2))°

i=1

n

1 n
2 2i—1D)2i+1) 2n+1

i=1

Zadania dodatkowe.

Zadanie D1.1

Czy dla wszelkich zbioréw A, B i C zachodzi nastepujaca réwnosé:

AU (B\C)=[(AUB\CJU(ANCOC).



Zadanie D1.2

Sprawdzi¢, czy nastepujace zdanie jest tautologia:

p=(PVa).

Zadanie D1.3

Jakie musi by¢ k, zeby dla wszystkich n spelniony byt wzor

n(n+1)(n +2)(3n+ k)

2:-1243-224+ - +nn—1>+Mn+1)n*= 5



Tydzien 2 — 10-14.10.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 02.1

Rozwiaza¢ rownanie (najlepiej, nie rozwiazujac go)
arctg\/x(z + 1) + arcsinvVa? + x + 1 = g

Whrew pozorom jest to prosty problem, jesli zaczniemy od wyznaczenia dziedziny.

Zadanie 02.2

Funkcja tangens hiperboliczny zdefiniowana jest wzorem

e’ —e”
tghr = ——.
e’ +e™"

Znalez¢ funkcje odwrotng tgh ™ i okresli¢ jej dziedzine.

Zadanie 02.3

Korzystajac z rownosci |z| = Va2 oraz ze zwiazkow trygonometrycznych:
a) Wyrazi¢ |sin x| przez ctgz.

b) Rozwiazac¢ rownanie
sin x = sin(2z).

c) Wykazac, ze
cos(2arcsinz) = 1 — 222,

i okresli¢ zbior wartosci x, dla ktorych powyzsza réwnosé zachodzi.

Zadania dodatkowe.

Zadanie D2.1

Pokazaé, ze funkcje

1 3
flx)=a?—-2+1 i gp(x):§+ z—7

sa funkcjami wzajemnie do siebie odwrotnymi, tj. ze zachodza rownosci

fle@) == 1 ¢(f@) ==
Sprawdzi¢ dziedziny! Wykorzystujac ten fakt znalezé¢ rozwiazania rownania

1 3
2 _ 1== =
T T+ 2—|— T 1

najlepiej nie rozwiazujac go, ale zastepujac go prostszym!



Zadanie D2.2

Niech
—22 -2, dlaz <0,

f(z) =<0, dla z =0,
ctgh(z), dlaxz > 0.

Zmalez¢ f~1(x) i okresli¢ dziedzing i zbior wartosci dla f(x) oraz f~'(x). Naszkicowaé wy-
kresy tych funkcji.

Zadanie D2.3

Rozwiaza¢ rownania

1.

32x+1 — 512’

9"4+2-3"-3=0.

Postuzy¢ sie logarytmem o podstawie e.



Tydzien 3 — 17-21.10.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 03.1

Wyznaczy¢ granice ciggow:

ap = (2" + 7" 4 3T/, b, = 2 "sin(n’r).

Zadanie 03.2

Wykazaé, ze 0 jest granica ciagow:

ns" 1

Un = ongn+1’ n

Zadanie 03.3

Wyznaczy¢ granice ciagow:

1\2n 1 \ n2+cos(n)
= (1+2)" b= (14 )
n

Zadanie 03.4

Wyznaczy¢ granice ciagu (podobnie jak na wyktadzie):

Vn+T—-vVn+1
CVn+h5—vn+9

n

Zadania dodatkowe.

Zadanie D3.1

Wyznaczy¢ granice ciagow:

a, = (e" 4 2nT1000y1/n, b, — (n _T_ ;))271-&-100.
n

Zadanie D3.2

Wyznaczy¢ granice ciggow:

by = (Vn+4—+vn+1)/n, ¢, = n[ln(n) — In(n + 2)]



Tydzienn 4 — 24-28.10.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 04.1

Funkcje ,
f(x>:(1+xx) —1’ f(x)zl—cosg(ﬂx)

x
sa nieokreslone dla x = 0. Okresli¢ f(0) tak, aby funkcje te byly ciagle dla z = 0.

Zadanie 04.2
Funkcje f(x) okreslono réwnaniami

s dla € R—{-n/2,m/2}

flz)=<a dla z=-7/2
b dla z=m/2

Dla jakich liczb a i b jest to funkcja ciagla na calej osi rzeczywiste;j.

Zadanie 04.3

Okresli¢ asymptoty nastepujacych funkcji:

ST 3 43
= = x.
Y (]
Zadanie O4.4
Wyznaczy¢ granice funkcji:
s V9+bat4x?— L o 1 : x> x2
a) lim YREREHE=S, 0 b) Tim £t met, o) lim (m—m)

Zadania dodatkowe.

Zadanie D4.1

Funkcje

f(z) = zctg, f(z) =22 sini

sa nieokreslone dla x = 0. Okresli¢ f(0) tak, aby funkcje te byly ciaglte dla z = 0.

Zadanie D4.2

Funkcje g(x) okreslono réownaniami

x2

c dla =0

cstm)=l qla z € R — {0
g(z) = { 0}

Dla jakiej liczby ¢ jest to funkcja ciagla na calej osi rzeczywiste;j.



Zadanie D4.3

Okresli¢ asymptoty nastepujacych funkcji:

x
Yy = , y=vV1+22+ 2.

x?2+1
Zadanie D4.4
Wyznaczy¢ granice funkcji:
s AaS4+93+7 : n—1
a) glg_}rr% P b) glﬂl_}H% Z— dlan,m €N,



Tydzien 516 — 2-10.11.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 05.1

Korzystajac z regut de L'Hospital’a, wyznaczy¢ granice
. tgr —sinzx
lim =—————.
x—0 ,ZE?’

Aby ograniczy¢ ilo$¢ liczonych pochodnych, warto jest to wyrazenie troche przeksztalcic.

Zadanie O5.2

Przez zbadanie funkcji rozumie sie na ogét wykonanie nastepujacych czynnosci:

e Okreslenie dziedziny.

Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.

Sprawdzenie ciagtosci funkeji i ewentualnie wyznaczenie punktow nieciagtosci.

Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.

e Wyznaczenie punktéw ekstremalnych.

Wyznaczenie punktéow przegiecia.

Naszkicowanie wykresu.

Zbada¢ funkcje

x
€T) =
f(z) (1+x)3
Zadanie O5.3
Wyznaczy¢ punkty, w ktorych styczne do sinusoidy y = sinz sa réwnolegte do prostej
_ V3

Zadanie O5.4

Krzywa, po ktorej porusza sie punkt materialny zadana jest parametrycznie réwnaniami
x =acost iy =bsint. Wykazac, ze krzywa jest elipsa o rownaniu

IQ y2
StE=L

Wyznaczy¢ pochodna dy/dz jako funkcje parametru ¢.

Zadania dodatkowe.



Zadanie D5.1

Korzystajac z regut de L'Hospital’a, wyznaczy¢ granice

tg(mz/(2a))
1m(2—§)g .

r—a a

Przyjac, ze jest to granica lewostronna, tj. z < a. Zauwazmy, ze pojawia sie tu nieoznaczo-
nos¢ typu 1°°.

Zadanie D5.2

Zbadac¢ funkcje

Zadanie D5.3

Wyznaczy¢ punkty, w ktorych proste prostopadte do kosinusoidy y = cos z sa rownolegte do
prostej y = \%x

Zadanie D5.4

Krzywa, po ktorej porusza sie punkt materialny zadana jest parametrycznie réwnaniami
x = acosht iy = bsinht. Wykazaé, ze krzywa jest hiperbola o réwnaniu

A
a2 b2

Wyznaczy¢ pochodng dy/dx jako funkcje parametru t.



Tydzien 7 — 14-18.11.2016
Zadania obowigzkowe.

Zadanie O7.1

Bez zbytniego wysitku wyznaczyé¢ (n — 1)-sa i n-ta pochodna (tj. f"V(z) i f™(z)) funkcji
xn+1 -1
flx) = 1_z
okreslonej dla = # 1.

Zadanie O7.2

Wyznaczy¢ pochodng funkcji uwiktane;j
V+.y=

Tr+vy
5

Zadanie O7.3

Wyznaczy¢é rozwiniecie Taylora z dokladnoscig do 2® funkcji

f(z) =sin®x.

Zadanie O7.4

Korzystajac z rozwiniecia Taylora przedstawi¢ wielomian P(z) = 2° — 2% + 23 — 22 + 22— 1
jako wielomian w potegach x — 1.

Zadania dodatkowe.

Zadanie D7.1

Zadane sg dwie parabole y; = 22+ 91y, = —2? + 1.

1. Zmalez¢ réwnanie stycznej do paraboli y; = 2% + 9 w punkcie (1,10).

2. Istnieja dwie proste, ktore beda styczne do obu parabol réwnoczesnie. Podaé ich
rOwnania.

Zadanie D7.2

Wyznaczy¢ pochodna funkcji uwiktanej
oy +yP=0.

Zadanie D7.3

Wyznaczy¢ rozwiniecie Taylora z doktadnoscia do 2% funkeji

fz) = tgr.

Zadanie D7.4

Korzystajac z rozwiniecia Taylora funkeji (1 + 2)®, wyznaczy¢ granice

o V143 —+V1+2x
lim .
x—0 ,1'2

10



Tydzien 8 — 21-25.11.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 0O8.1

Wyznaczy¢ catki nieoznaczone

/ew(x3—2x2+x—2) dz, /ﬂdx.

1+sinzx

Zadanie O8.2

Obliczy¢ calki nieoznaczone

/ e “sinzdx, / e “cosxdr.

Wykonaé¢ dwa razy catkowanie przez czesci.

Zadanie O8.3

Roztozy¢ funkcje podcatkowe na utamki proste i wyznaczy¢ catki

/d x / 2 4+ 10
T T
(x+1)(x+2)(x+3) 3 — 222 + b

Zadania dodatkowe.

Zadanie DS8.1

Obliczy¢ calki nieoznaczone

/ e **coshz dz, / e *sinhx dz.

Zadanie D8.2

Obliczy¢ calki nieoznaczone

/ex cos(bx) dz, /ezx sin(3x + 2) dx.
Wykonaé¢ dwa razy catkowanie przez czesci.

Zadanie D8.3

Roztozy¢ funkcje podcatkowe na utamki proste i wyznaczy¢ catki
1 1
dr————— d .
/ x:z:(x2+2)’ / R

11




Tydzien 9 — 28.11-2.12.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 09.1

Wiadomo z tabelki, ze

dx
——— =+ V1+2?)+C=—-In(—r+V1+2?)+C.
/ 1+ 22 ( ) ( )
Wyprowadzi¢ ten wynik stosujgc podstawienie Eulera v/1 + 22 = u + =.

Zadanie 09.2

Rozbié¢ na utamki proste funkcje
r—1

2 —2x -3’
a nastepnie wyznaczy¢ jej funkcje pierwotna.

Zadanie 09.3

Obliczy¢ catke
/ dx 2% sin(5z).

Zadanie 09.4

Korzystajac z podstawienia Fulera obliczy¢ catke

1
dx
/ z+vVr2+ax+1

Zadania dodatkowe.

Zadanie D9.1

Wiadomo z tabelki, ze

dz
—— =+ Vv1i+2?)+C=—-In(—z+v1+2?) +C.
| i =t + VIES AR
Wyprowadzié¢ ten wynik stosujgc podstawienie Eulera v/1 4+ 22 = 1 4 vz.
Zadanie D9.2

Rozbi¢ na utamki proste funkcje

Q’)Z

(x—1)(a2+1)
a nastepnie wyznaczy¢ jej funkcje pierwotna.

Zadanie D9.3

Obliczy¢ calki
1 in®
/ dzze % cos(2x), / de —5—, / do 2T
sin” x cos x cos T

12




Tydzien 10 — 5-9.12.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 010.1

Obliczy¢ calki:
4 2_ 4 5m/4 in?2
0) / N / _ sn2r
2 0

x sin z + cost

1 w/2 1
c) / r?arctgr dz, d) / ——dx.
0 0

1+ cosx

Zadanie 010.2

Wyznaczy¢ pole figur ograniczonych krzywymi:

Zadanie 010.3

Obliczy¢ dtugosé krzywych:
a) 9y® = 4a° 0<z<3,
b) lini taricuchowej y = acoshf, —a<zx<a,
a

) z=1, y=t—13/3, 0<t<V3

Zadania dodatkowe.

Zadanie D10.1

Wykazaé, ze dla bardzo duzych x funkcja f(z) okreslona caltka

2

flz) = / e’ dt zachowuje sie jak  f(x) ~ Z—.
0 X

Zadanie D10.2

Obliczy¢ catke

w/2
/ cos® zdz.
/2
Zadanie D10.3

Obliczy¢ pole figury lezacej w pierwszej ¢wiartce i ograniczonej krzywymi y? = 4x, 22 = 4y
C o2 9
127 +y =5.

Zadanie D10.4

Obliczy¢ dtugosé krzywej logarytmicznej y = Inz w przedziale v/3 < 2 < 2v/2.

13



Tydzien 11 — 12-16.12.2016

Zadania obowigzkowe.

Zadanie O11.1

Wykazaé, ze catka niewlasciwa

/°° Qe Inz
0 1+II?2

istnieje. Nastepnie obliczy¢ te catke dzielac obszar catkowania (0, 00) na dwa obszary (0, 1]
i [1,00), a nastepnie dokonujac zamiany zmiennych ¢ = 1/z w calce po jednym z tych
obszarow.

Zadanie 011.2

Lemniskata Gerona jest zamknieta krzywa ptaska zadang rownaniem
zt —2? +* = 0.

Zmnalez¢ pole powierzchni jednego liscia lemniskaty.

Zadanie O11.3

Dla jakich wartosci parametréw p i ¢ catka niewlasciwa (funkcja beta Eulera)

1
Blp.q) = / 21— o) de
0

istnieje?

Zadania dodatkowe.

Zadanie D11.1

Obliczy¢ calki niewtasciwe:

Zadanie D11.2

Obliczy¢ calki niewtasciwe:

o o
/ xe ¥ dux, / e “sinx dx.
0 0

14



Tydzien 12 — 19.12.2016-9.01.2017

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 012.1

Stosujac kryterium d’Alamberta zbadaé¢ zbieznos$é szeregu

— ()’
Z (2n)!

n=1

Zadanie 012.2

Stosujac kryterium Cauchy’ego zbadaé¢ zbieznosé szeregu

[e.9]

> (3arctg(n® +1)/5)".

n=1

Zadanie 012.3

Stosujac kryterium catkowe zbadaé¢ zbieznosé szeregu

[e.9]

2TL
3

n=1

Zadanie 012.4

Zbadac zbieznos¢ szeregu naprzemiennego (kryterium Leibnitza)

= 20+ 100,
2 )"

Zadania dodatkowe.

Zadanie D12.1

Stosujac kryterium d’Alamberta zbada¢ zbieznosé szeregu

Zadanie D12.2

Stosujac kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregu

00 n 2 .
nz:l(n—l—l) 2%

15




Zadanie D12.3

Stosujac kryterium catkowe zbadaé¢ zbieznos$é szeregu

=1 n+1
Zﬁln(n_l).

n=1

Zadanie D12.4

Zbadaé zbieznos¢ szeregu naprzemiennego (kryterium Leibnitza)

16



Tydzien 13 — 9-13.01.2017

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 013.1

Zmalez¢ ogblne rozwiazanie rownania rozniczkowego pierwszego rzedu o rozdzielonych zmien-

nych
d
(1+I2)£— V1—y2=0

Zadanie 013.2

Znalez¢ ogodlne rozwiazanie réwnania liniowego, niejednorodnego

dy
— =x+uv,

a nastepnie wyznaczy¢ staty calkowania z warunku poczatkowego y(z = 0) = 2.

Zadanie 013.3

Rozwiaza¢ rownania rézniczkowe
dy 2 dy
a) 3= (@+y), J@ty) - te—y

Zadania dodatkowe.

Zadanie D13.1

Zmalez¢ ogodlne rozwiazanie réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego

rzedu
% n 2y _ 1
de 1+22 142

Zadanie D13.2

Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe

dy y x?
e T
dxr sinz 2

Zadanie D13.3

Znalez¢ ogodlne rozwigzanie rownania

dy
do — 2y +3)—= =y — 2x.
(x Y S)dx Y T

17



Tydzien 14 — 16-20.01.2017

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 014.1

Zmalez¢ ogodlne rozwigzanie réwnania

y" + 4y = sin(3x).

Zadanie 014.2

Zmalez¢ ogodlne rozwigzaé¢ rownania

y' +2y +5y =2 +x+ 1.

Zadanie 014.3

Sprawdzi¢, czy pochodne 2f 5 22F

B0y | 8yax sa réwne dla nastepujacych funkcji

a) @wﬁ—x¢_+;F b) flw,y) = (sinz)"?.

Zadania dodatkowe.

Zadanie D14.1

Znalez¢ ogodlne rozwiazanie rownania

y'+ 3y + 2y =2x+1.

Zadanie D14.2

Zmnalez¢ rozwigzanie rOwnania

v +yty =1

Zadanie D14.3

Wykazac, ze funkcja u = In(e” + e¥) spe|lnia rownanie

ou Ou

— 4+ —=1.
8:v+8y

18



Tydzien 15 — 23-27.01.2017

Zadania obowigzkowe.

Zadanie 015.1

Wykazaé, ze funkcja
222
w?y? + (z —y)?
ma granice iterowane lim, .o lim, .o f(z,y) i lim,_,olim, o f(x,y), ale nie ma granicy po-
dwojnej w zerze.

fx,y) =

Zadanie 015.2

Zbadac¢ ekstrema funkcji

a) flz,y) = 22> +3xy +9y* — 20—y — 2, b) flx,y) = 2% — 6xy + y° + 32 + 6y.

Zadanie 015.3

Zamieni¢ kolejnos¢ catkowania w calce

2 V2z—22
/ dfc/ dy f(x,y).
1 2

—T

Zadanie 015.4

Wykazac, ze

2
/ dedy /22 + 42 = =ma’.
22 4y2<a? 3

19



