Rachunek rézniczkowy i catkowy 2016/17

Zadania na ¢wiczenia w pakietach tygodniowych
Tydzien 1 — 3-7.10.2016

Elementy teorii zbiorow.

Zbiory oznaczamy duzymi literami tacinskimi (moga by¢ indeksy): A, B,C, Dy,.... Zbior
pusty oznaczamy symbolem (), a zbiér wszystkich elementéw symbolem €. Elementy zbiorow
na ogo6l oznaczamy matymi literami taciriskimi (moga by¢ indeksy): a,b,c,ds. . ... Zapisy

a € Alub A 3 a oznaczaja, ze element a nalezy do zbioru A, a zapisy a ¢ A lub A 7 a ze nie
nalezy do zbioru A. Dopelnienie zbioru A oznaczamy symbolem A i definiujemy jako zbiér
takich elementow, ktore naleza do €2 ale nie naleza do A. Zapisujemy to symbolicznie:

A={a:a€QiagAl={acQ:a¢g A}

Czesé wspolng (iloczyn) i sume zbioréow A i B definiujemy symbolicznie jako (kolejnosé jest
nieistotna)

ANB={a€Q:a€ Aiac B},
AUB={ae€Q:a€ Alubac B}.

Roznice zbiorow A i B definiujemy jako zbiory (tu kolejnosé jest istotna)
AB={a€eQ:acAia¢ B},
B\A={a€Q:a€eBia¢A}.

Mozemy réwniez stosowaé¢ symbol A — B. Symbole C i O oznaczaja zawieranie sie zbiorow
(zbiory moga by¢ rowne). Jesli zbiory nie sa sobie rowne to uzywamy symboli ostrych C i
.

Relacje te ilustrujemy na tzw. diagramach Venna: zbior ) przedstawiamy jako prostokat a
zbior jako dowolny (nawet niespojny, ale umoéwmy sie dla prostoty, ze spojny) 'kleks’ w tym
prostokacie.

Zadania obowigzkowe

Zadanie O1.1

Wykazaé, ze: A\B = AN B.

Zadanie O1.2

Wykaza¢ prawa de Morgana:

o
C
oy,
Il

|
wel]

s
D)
Sy,
Il

|
wel]

Zadanie 01.3

Postugujac sie diagramami Venna sprawdzi¢ stuszno$¢ prawa tacznosci:
(AUB)UC = AU (BUC),

i prawa rozdzielnosci

(AUBYNC =(ANC)U(BNC).

Jedli idzie sprawnie, to rowniez z zamiang miejscami U i N. Jest to tzw. zasada dualnosci.
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Elementy logiki.

Zdania, ktérym mozemy przypisa¢ wartos¢ logiczna 0 (falsz) lub 1 (prawda) oznaczamy
malymi literami tacinskimi, zazwyczaj p, q,r, s1, . ... Podobnie jak dla zbioréw definiujemy
negacje zdania p (mozemy rowniez stosowaé¢ oznaczenia p’,~ p), koniunkcje zdan p A ¢
i alternatywe zdan p V q. Zdaniom takim przyporzadkowujemy warto$é logiczng wedtug

tabelek:

p q|pAhg p q|pVg
p|p 0 0] 0 0 0] 0
01 01| o 0 1] 1
110 1 0l 0 1 0| 1

11 1 11 1

Zadanie O1.4

Wartos¢ logiczna implikacji zdan p = ¢ okreslamy tabelka (z falszu moze wynikaé¢ wszystko,
a z prawdy moze wynika¢ tylko prawda)

p q|p=q
0 0 1
0 1] 1
1 ol o
11 1

Wykazaé, ze te sama tabelke spetnia zdanie p V q.

Zadanie O1.5

W przypadku bardziej ztozonych zdan czasami jest wygodniej potuzyé¢ sie metoda algebra-
iczna, w ktorej symbolom zdar przyporzadkowujemy wartosci liczbowe 0 lub 1. Sprawdzi¢
poprawno$¢ nastepujacej tabelki

zdanie H warto$¢ algebraiczna

D 1—p
PAq pq
pVq P+ q—pq

Wykazaé, ze implikacji p = ¢ przypisujemy wartosé¢ algebraiczna 1 — p + pq.

Zadanie O1.6

Zdania sa réwnowazne, p < ¢, jesli p i ¢ maja te same wartosci logiczne. Roéwnowaznosé
dwoch zdani spelnia zatem tabelke

—_—— 0 o3
— O~ Ol

Wykazaé¢, konstruujac tabelke, ze réwnowaznos¢é ma te sama wartosé logicznag co zdanie
(p = q) A (¢ = p). Podac postaé algebraiczna rownowaznosci (odp.: 1 —p — q + 2pq).



Zadanie O1.7

Wykaza¢, konstruujac tabelke lub stosujac metode algebraiczna, stuszno$é praw de Morgana
dla zdan:

Zadanie O1.8

Tautologia nazywamy zdanie, ktore jest zawsze prawdziwe. Sprawdzié¢ czy ponizsze zdania
sa tautologiami:
pVDp,
(p=a)Ap)=q

Zadanie 01.9

Omoéwié symbole i znaczenie kwantyfikatorow.

Zasada indukcji matematycznej.

Omoéwié zasade indukeji matematycznej. Gdy w zadaniu pojawi sie symbol sumy to mowic

znaczenie notacji
N N
E a, 1 H Qp.
n=L n=L

Zadanie O1.10

Stosujac zasade indukeji matematycznej wykazaé, ze

1
1+2+3+4+---+n=”<”2+ ),
N
. 1 qN+1
Zqz 1o dla g # 1,

Zadanie 0O1.11

Zdefiniujmy dla naturalnych n i k takich, ze 0 < k < n, symbol kombinatoryczny (lub tzw.
wspolezynnik dwumianowy) C}' wzorem

gdzie n! jest silnig liczby naturalnej (0! = 1, n! = (n — 1)n). Wykazaé (nie trzeba indukcji),
ze
Cl?if = Cip + G

Skonstruowaé¢ na podstawie tego wzoru trojkat Pascala.



Dla ujemnych liczb catkowitych przyjmujemy, zZe jej silnia rowna sie nieskoriczonosci (—oo dla
nieparzystych n ujemnej, a 400 dla parzystych dodatniej). Fakt ten wygodniej jest zapisa¢
jednym wzorem,

1
— =0, dlan<0.
n!

Sprawdzi¢, ze powyzszy zwiazek dla C}' obowiazuje dla dowolnych &.

Zadanie 01.12

Postugujac sie wynikiem z zadania poprzedniego wykazaé¢ indukcyjnie, ze

(a+b)" =Y Cra*d"*
k=0

Funkcje i ich wykresy.

Jesli czas pozwoli, to powtdrzcie krotko wtasnosci funkeji wyktadniczej i logarytmicznej,
funkcji trygonometrycznych i odwrotnych i ich wykresy na ptaszczyznie. Poza tym wzory
(BEZ dowodow) na funkcje trygonomentryczne podwojonego kata, sinusa i kosinusa sumy
katow, przypomnie¢ miare kata ptaskiego: zwigzek radianéw ze stopniami. Jesli nie zdazycie
tego zrobié, to zaczaé¢ nastepny tydzien od tych rzeczy.

Zadania dodatkowe

Zadanie D1.1

Udowodnié¢ indukcyjnie réwnosci:

12_22+32_424_.”_’_(_1)77,71“2 — (_1)’671]{2 — (_1)
k=1

n—1 TL(TL + 1)
2

n

Z 1 . n
~k(k+1) n+1

Zadanie D1.2

Postugujac sie metoda algebraiczna, sprawdzié¢ czy ponizsze zdania sg tautologiami:
(p=a)ANp=] =D

pA(qVr)epAgV(pAT)

Zadanie D1.3

Udowodnié¢ réwnos¢ zbioréw postugujac sie rachunkiem zdan:
A\B=ANB
AU (B\C)=[(AUB)\CJ]U(ANC)



Tydzien 2 — 10-14.10.2016

Funkcje i ich wykresy.

Zadania obowigzkowe

Zadanie 02.1

Naszkicowaé wykresy nastepujacych funkcji w zaznaczonych przedziatach:
lL.y=z(1—2z),dla-1<z<2,

2. y=|z|+ |z — 3|, dla -3 <z <4

Zadanie 02.2

Wyznaczy¢ proste przechodzace przez pary nastepujacych punktow:
1. (1,1)i(-1,5),
2. (0,1)i(2,1),
3. (2,1)i(—1,-1).

Naszkicowaé trojkat utworzony przez te trzy proste i wyznaczy¢ dlugosci kazdego z jego
bokéw.

Zadanie 02.3

Wyznaczy¢ punkty przeciecia nastepujacych okregéw i linii prostych:
1. 22+ y?=8ixz =2,

2. $2+y2:1i$+y:\/§.

Zadanie 02.4

Rozwiaz nastepujace nieréwnosci:
1. |22 —3] < 1,

2. (z—2)% >4

Zadanie 02.5

Wyznaczy¢ x, dla ktorego y = 322 + 5z — 1 osigga minimalng warto$¢. Koniecznie postuzy¢é
sie metoda uzupetniania do pelnego kwadratu.

Zadanie 02.6

Pokaza¢, ze dla kazdego x funkcja f(x) = 2% + 3z + 5 jest funkcja rosnaca; czyli, ze jesli
1 < T9, to f(z1) < f(xe). W tym celu wykazac, ze

f(x2) = f(z1) = (22 — 1) [%(xz +a1)* + %(x% + 22) + 3].



Przy okazji przedyskutowac¢ wzory skroconego mnozenia: a™ — b" = (a — b)(a™ ™ + a"72b +
e ab™ 2 40", (a £ b)? = a® £ 2ab + b2

Zadanie 02.7

Wyznaczy¢ najwieksza wartosé funkeji (uzupetniaé¢ do petnego kwadratu)

2
V212 —4r +3

fx) =

Zadanie O2.8

Ktore z ponizszych funkcji sa parzyste, a ktore nieparzyste:

1. f(z) =4 —22* + sin® z;

2. fl@)=V1+a+a2?—V1—a+a?
3. f(z) = (1+a"™)/(1—a");

Zadanie 02.9

Niech

fla) = (s 0.

1+z

Wykazaé, ze dla dowolnych x1, s € (—1,1) spelniona jest tozsamos¢ funkcyjna

ZE1+$2)
1+-’L’11’2 )

flan) + flws) = £(

Zadanie 02.10

Wyznaczy¢ okresy funkeji tg(2x), ctg(x/2).

Zadanie 02.11

Udowodnié, ze jesli f(x) jest funkcja okresowa o okresie T', to f(ax +b), a > 0, jest réwniez
funkcja okresowa. Wyznaczyé jej okres.

Zadanie 02.12

Wyprowadzi¢ zaleznosci arcsin x +arccos z = /2, arctg(1l/x) = arcctgr i arctgr 4 arcctgr =
7 /2. Postuzyé sie rysunkami.

B B

Zadanie 02.13

Wielkosci A > 0, w i ¢ wystepujace w funkcji f(t) = Asin(wt + ¢) nazywamy odpowiednio
amplituda, czestoscia i faza. Wyznaczy¢ je dla funkeji f(t) = 3sin(¢/2) + 4 cos(t/2).
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Zadania dodatkowe

Zadanie D2.1

Naszkicowaé wykresy nastepujacych funkcji w zaznaczonych przedziatach:
1.y=2* dla —15< 2z <1,

2. y=lr—1],dla -3 <z <3,

Zadanie D2.2

Rozwiaz nastepujace nier6wnosci (uzupelnia¢ do pelnego kwadratu):
1. 22 + 22 — 8 <0,

2. (z—2)*—16 > 0.

Zadanie D2.3

Czym jest prostokat o zadanym obwodzie 2p, ktérego pole jest maksymalne?

Zadanie D2.4

Na plaszczyznie (x,t) naszkicowa¢ wykresy nastepujacych funkcji:
Lz(t)=0(t+1)—0(t—1),dla -2 <t <2,
2. z(t) =ttt —1),dla0 <t <2
3. z(t) = (t* — 1)[sgn(t + 1) +sgn(l — t)], dla —2 <t < 2,

gdzie tzw. funkcja skoku 6(t) i funkcja znaku sgn(t) sa zdefiniowane nastepujaco:

0 da £<0 —1 dla t<0
a

0(t) = {1 da >0 oraz sgn(t) =40 dla t=0

1 dla ¢t>0

Zadanie D2.5

Ktore z ponizszych funkcji sg parzyste, a ktore nieparzyste:

fl@) =0 -2+ +2)
fx) = a? — |al;

f(z) = xsin®x — 23
flx) = (1+27)2/2".



Zadanie D2.6

Niech
37 —1, dla —-1<x2<0,
f(x) =< teg(x/2), dla 0<z<m,
z/(z?—2), dla 7<z<6.

Wyznaczyé f<_1)7 f(7T/2), f(27T/3), f(4>7 f(6)
Zadanie D2.7

Niech p(z) = 2% i ¢(x) = 27. Okresli¢ p[v ()] 1 Y[p(z)].

Zadanie D2.8

Wyznaczyé okresy funkcji sin(27z), | cos(z)| i sin* 2 + cos* x.

Zadanie D2.9

Udowodni¢, ze funkcja f(x) = cosz? nie jest funkcja okresowa.

Zadanie D2.10

Przy zadanych n liczbach ay, as, ..., a, wyznaczy¢ wartosé¢ z, dla ktorego funkcja

n

flx) = (= a)

i=1

osigga minimum. Postuzyé sie metoda uzupelniania do pelnego kwadratu. Mozna wybraé
konkretna wartosé na n, np. n = 3.



Tydzien 3 — 17-21.10.2016

Zadania obowigzkowe

Funkcje: skladanie i odwracanie.

Zadanie 03.1

Zdefiniujmy funkcje f(z) = (z +1)/(z — 1). Wyznaczy¢ funkcje f~1(2?), g(x) = f(f~(z?))
i h(z) = f(f(x?)) oraz ich dziedziny.

Zadanie 03.2

Odwrocié funkcje y = log,(x + Va2 + 1), a > 0, a # 1, 1 wyrazi¢ ja poprzez sinus hiperbo-
liczny. Logarytm wyjatkowo jest przy podstawie a.

Zadanie 03.3

Wykazaé, ze
1.
cos(arcsinz) = V1 — 22
in(arctgr) = ——
sin(arctgr) = ———
V1+ 22
i okresli¢ zbior wartosci x, dla ktorych ta réwnosé zachodzi.

Granice ciggow.

Zadanie 03.4

Korzystajac z definicji granicy ciagu wykazac, ze

1. limz,=1 dlaz,=3"+1)/(3"+4)

n—o0

2. lim x, =1 dlaz, = (5n2+6n)/(5n? — 3)

n—o0

Zadanie 03.5

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach znalezé granice ciagu

x—i ! = ! + ! + +—1
etk VR4l Ve2+2 T VPt

Zadanie 03.6

Wyznaczy¢ granice ciagéw, korzystajac z twierdzen o granicy sumy, réznicy, iloczynu i ilorazy
ciggoéw zbieznych,
. 3n*+5n+4 . 2n? —4n+3
lim —————, lim ———.
n—oo 24 mn? n—oo 2n3 + 3n + 4



Zadanie O3.7

Wyznaczy¢ granice ciggu

_Vn+3-—vn+l
Vn+5—+vn+4
Skorzystaé ze wzoru skroconego mnozenia w postaci v/a — vb = (a — b)/(v/a + V/b).

n

Zadanie O3.8

Wyznaczy¢ granice ciggow:

L. lim (vV2n+3 —+/n—1)
n—o0

2. lim (v/n? —n® +n)

n—o0

Zadania dodatkowe

Zadanie D3.1
Wykazaé, ze

1. cos(2arcsinz) = 1 — 222

2. arcsinx = arctg\/%?

3. 2arccos 5% = arccosr

i okresli¢ zbiér wartosci z, dla ktorych ta réwnosé zachodzi.

Zadanie D3.2

Wyznaczy¢ granice ciaggow:

: 6n2+5n+4 : 4n2?—4n+3

a) Jim = b) lim s

c) lim 2+3+..4n d) lim (3n2+n)3
n—o0 n? n—soo \ 4n?+7

Zadanie D3.3

Wyznaczy¢ granice ciggow:

— 1\2n
ap = (2" 3"+ 7" b, =2T"acos(nm), ¢, = (n )

Zadanie D3.4

Wyznaczy¢ granice ciagow:

bp = (Vn+4—+vn+1)vn, ¢, = n[ln(n) — In(n + 2)].

Zadania extra

Zadanie E3.1

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do funkcji
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1. y=5me
2. y=2"1)

3.y=>0-2)/(1+2)

Zadanie E3.2

Korzystajac z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa o ciggu monotonicznym i ograniczonym wy-
kazac, ze dla a > 0 ciag

xlz\/a, Ty = a—{—\/a,...,:vn:\/a%—:zn_l,...

ma granice i wynosi ona (v/4a+ 1+ 1)/2.

Zadanie E3.3

Wykazaé, ze ciag

nem
Ty = COS
n -+ 2
nie ma granicy.
Zadanie E3.4
Wykazaé, ze 0 jest granica ciagow:
. nd" 1
an—2n3n+17 n - nn!

Zadanie E3.5
Zdefiniujmy dwa ciagi dla dodatnich liczb a < b:

Tn + Yn

ryr=a, Y= b, Tn4+1 = A/ TnlYn, Ynt1l = 9

Wykazaé, ze x,, < y, oraz, ze ciag x, jest ciagiem monotonicznie rosnacym, a ciag y, monoto-
nicznie malejacym. Zatem z odpowiedniego twierdzenia (wyktad lub éwiczenia) ciagi te maja
granice. Wykazaé, ze ich granica jest ta sama liczba. Jest to tzw. §rednia arytmetyczno-
geometryczna, wykorzystywana np. w analizie numerycznej do wyznaczania niektorych funk-
cji specjalnych.
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Tydzien 4 — 24-28.10.2016

Zadania obowigzkowe

Szereg geometryczny.

Zadanie 04.1

Na wykladzie pokazalem, ze a™ — 0 dla |a| < 1. Wykazaé, ze suma nieskoriczonego szeregu
geometrycznego o ilorazie ¢ i pierwszym wyrazie rownym 1 jest liczba 1/(1 —q), gdy |q| < 1.

Zadanie 04.2

Wyznaczy¢ sumy nastepujacych szeregéw geometrycznych:
o T
L3 (3)
r=0
2 .4 _ 8
2.1 —5+5 -5

Granica funkcji

Zadanie 04.3

Wyznaczy¢ granice funkcji:

3 2

S5r+1 (a: :v)

Mmooy A arte(@), lm (o - e

Zadanie O4.4
Wyznaczy¢ granice funkceji korzystajac z podstawien:

1. }CI_)II% \3/2257;3,37 26 +x = 2. Wynik: 54;

Zadanie 04.5

Wyznaczy¢ granice funkeji

1. lim z(Va?+1—ux)

T—r00

2. lim (1+1/z)™

T—r00

Zadanie 04.6

Dodefiniowaé¢ funkcje w punkcie x = 0 tak, aby otrzymaé¢ funkcje ciagta:
1. f(z) = _531?2;330,

2. f(z) = Y=

xT )

3. f(z) = =egee

12



Zadanie 04.7

Czy funkcja f(x) = 23/4 — sin(rz) + 3 przyjmuje warto$¢ 7/3 na odcinku [—2,2]?

Zadanie 0O4.8

Wyznaczy¢ state a i b z warunku (wspomnieé¢ o asymptotach):

241
lim<x+ —ax—b)z
rz+1

Zadania dodatkowe

Zadanie D4.1

Niech A, ¢, to i T beda dowolnymi stalymi. Zdefiniujmy funkcje f(¢t) = Ae®. Wykazaé, ze
ciag
f(to), f(to+T), f(to+21),..., f(to +nT),...

jest ciagiem geometrycznym.

Zadanie D4.2

Wyznaczy¢ sumy nastepujacych szeregdw geometrycznych:
LS
2. Ye™,
r=0

Zadanie D4.3

Wyznaczy¢ granice funkcji:

1 1 1
lim—( ——), lim (z — Va2 +a?), lim 2 —2v22? + a2,

z—=0x \xr + 3 3 T—00 T—00

dla dowolnych rzeczywistych a.

Zadanie D4.4

Wyznaczy¢ granice funkceji korzystajac z podstawien:

1 lim YAE2=L g = 25 Wynik: 1/5;

z—0

2. 11111/65\1/%@2;;@, r —m/6 =z Wynik: 1.
T—T

Zadanie D4.5

Dodefiniowaé¢ funkcje w punkcie x = 0 tak, aby otrzymac funkcje ciagla:

L f(z) =%

2. f(l') = 1S—iI(1:osxx'
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Zadanie D4.6

Wyznaczy¢ state a i b z warunku:

1. lim(va?2—2+1—ax—b) =0.

T—00

Zadanie D4.7

Korzystajac z ciaglosci funkcji f(x) = 2* — 1/x na odcinku [1/4, 1] wykazaé¢, ze rownanie
x 2% = 1 ma przynajmniej jedno rozwigzanie mniejsze od 1.
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Tydzien 516 — 2-10.11.2016

Zadania obowigzkowe

Pochodne i ich zastosowania.

Zadanie O5.1

Wykazaé, postugujac sie definicjg pochodnej, ze dla funkcji v/23 nie istnieje pochodna w
punkcie x = 0.

Zadanie 05.2

Wyznaczy¢ pochodne funkcji:

1. 3cosz + 2sinx;

D) sin z4cos x .
* sinz—cosx’

3. (2% + 1)arctgr;

4. 2e* + Inz;

5. x3arcsina;

6. VT + 1/vT +0.12°;
7. In(tgx);

8. In°[tg(3x)];

9. arctg(Inz) + In(arctgz);

10. /2 4+ Vo + .

Zadanie O5.3

Korzystajac z tzw. pochodnej logarytmicznej,

(In|f()])" =
wyznaczy¢ pochodne funkcji
L f(z) =a,

_ z—1
2. flz) = 3/ (a+2)2/(a+3)3

Zadanie O5.4

Napisa¢ rownanie stycznej i rownanie prostej prostopadlej do krzywej y = f(x) we wskaza-
nym punkcie xg jesli

L f(z)=2®-3x+21iz)=2;
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Zadanie O5.5

Znalez¢é punkty na krzywej y = 2® — 3z + 5, w ktorych styczna:

1. jest prostopadta do linii y = —x/9;

Zadanie O5.6

Niech f(z) = 32?2 — 5. Wyznaczy¢ € z przedzialu a < € < b, spelniajace formule Lagrange’a
f(b) = f(a) = f(€)(b—a)jeslia=—21b=0.

Zadanie O5.7

Korzystajac z regut de L’Hospitala wyznaczyé¢ granice:

. In(1422)
L. }g% cos(3z)—€~%?

2 1 sin(3x2)

T a0 1ncos(2:r;2—x);

Zadanie O5.8

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji (jesli mozna, to rowniez punkty przegiecia):
L f(z)=3z"— 2% — 922 4+ 7,
Postugujemy si¢ jedynie pierwsza pochodng i jej znakiem przed i po punkcie stacjonarnym.

Zadanie 05.9

Zbadac¢ dziedzine, maksima, punkty przegiecia, asymptoty, zera, ... funkcji i naszkicowac jej
wykres, gdy y = 207

24"

Zadanie 05.10

Obliczy¢ pochodne y(x) funkeji uwiklanych:
1. y?+ 2% = 0;

2. y?r — yx? — 6e” = 0;

Zadanie O5.11

Obliczy¢ pochodne funkeji f(z) = z2 e *cosz, g(z) = e~V +e",

Zadania dodatkowe

Zadanie D5.1

Wykazac, postugujac si¢ definicja pochodnej, ze dla funkeji 3|z| + 1 nie istnieje pochodna w
punkcie z = 0.

Zadanie D5.2

Wyznaczy¢ pochodne funkcji:

1 2c24x+1,
z2—z+1"

2. e*(sinx + cos x);
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3. 1— Va2 +16/x;

4. cos p+sin g ,
: l—cos¢ 7

5. Infsin(z® + 1)];
arcsin(va? — 1);

In®[arctg(x/3)];

2x
241"

© N oo

arcsin

Zadanie D5.3

Korzystajac z tzw. pochodnej logarytmicznej,

(In|f(2)]) =

wyznaczy¢ pochodne funkcji

1. f(x) = (cosz)*e;
o sin(3z) |
2. f(ilf) o \3/ 1—sin(3z)’

Zadanie D5.4

Napisa¢ rownanie stycznej i rownanie prostej prostopadtej do krzywej y = f(x) we wskaza-
nym punkcie x( jesli

1. f(xr) =sin®zixo = 7/6.
2. f(x) =22 —z+51iz=—0.5;

3. flz) =a*+32% =16 1 29 = +2;

Zadanie D5.5

Znalezé punkty na krzywej y = 23 — 3z + 5, w ktorych styczna:
1. jest rownolegta do linii y = —2x;

2. tworzy kat 30° z dodatnia osia x.

Zadanie D5.6

Niech f(x) = 32? — 5. Wyznaczy¢ £ z przedzialu a < € < b, spehiajace formule Lagrange’a
f() = fla) = f () (b—a)jeslia=0ib=6.

Zadanie D5.7

Na krzywej y = 2% znalezé punkt, w ktérym styczna jest réwnolegta do siecznej laczace;

punkty (—1,—1) 1 (2,8).

Zadanie D5.8

Korzystajac z regut de L’'Hospitala wyznaczy¢ granice:
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et/=* 1

1. lim W.

. ea,:c_e72aw'
2. ig% In(14z)

3
: V14+2x+1

. hm —_—

3 r—1 V2tatz’

. er—e T2z,
4. lg% r—sinx

Zadanie D5.9

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji (jesli mozna, to rowniez punkty przegiecia):
1. f(z)=x(x+1)3(z — 3)%
2. f(x) =2 — 823 + 222 — 24w + 12;
3. flz) = Lrazt2,

Postugujemy sie jedynie pierwsza pochodng i jej znakiem przed i po punkcie stacjonarnym.

Zadanie D5.10

Zbadac¢ dziedzine, maksima, punkty przegiecia, asymptoty, zera, ... funkcji i naszkicowac jej
wykres, jesli:

1. y=a%—32* + 322 - 9;

Zadania dodatkowe 2

Zadanie E5.1

Wyznaczy¢ rownanie stycznej do hiperboli y = ¢/x, ¢ > 0, w punkcie zy > 0. Wyznaczy¢
punkt przeciecia tej stycznej x, z osia x i okresli¢ zwiazek taczacy punkty zg i z).

Zadanie E5.2

Wykazaé, ze dla z > 010 < p < 1 funkcja f(z) = 1+ 2P — (1 + x)? jest funkcja rosnaca.
Pokazaé, ze z tego faktu wynika nierownosé (1 + z)? < 1+ a? dla x > 0. Wyprowadzi¢ stad
nieréownosé (a +b)? < a? + P stuszng dla a,b > 010 < p < 1. W szezegolnosei otrzymujemy

Va+b< a+ %,
dlaa,b>0in=1,2,3,....

Zadanie E5.3

Zbada¢ dziedzine, maksima, punkty przegiecia, asymptoty, zera, ... funkcji i naszkicowac jej
wykres, jesli:

2. y=xz+In(z? —1);
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1—z2
1422

3. y = arcsin

Zadanie E5.4

Funkcja

z=20

_Ja*sin(1/x) x#0
|

jest funkcja ciagla (sprawdzi¢ to). Obliczy¢ jej pochodna i sprawdzi¢, czy jest ona funkcja
ciagta.

Zadanie E5.5

Obliczy¢ pochodne y/(z) funkcji uwiktanych:
1. arctgy + arcsinz = 0;

2. y+Iny— 227 +sinz = 0.

Zadanie E5.6

Wyznaczy¢ parametry a, b i ¢ paraboli y = ax? + bx + ¢ tak, aby w punkcie z = 1 byta ona
styczna do prostej y = x i przechodzita przez punkt (—1,0).

Zadanie E5.7

Testem zgodnosci funkcji nazywamy stwierdzenie méwiace, ze jesli dla wszystkich punk-
tow z pewnego odcinka (a,b) pochodna f'(x) = 0, to na tym odcinku funkcja f(x) jest
stata. Korzystajac z testu zgodnosci wykazaé¢ rownosé arcsinx + arccosz = n/2 dla x € R.
Podobnie,

5 T — 2arctgx rz>1

. T

arcsm1 g = { 2arctgx —1<r<1
—7 — 2arctgr r< —1

19



Tydzien 7 — 14-18.11.2016

Zadania obowigzkowe

Zastosowania pochodnych funkcji.

Zadanie O7.1

Wiedzac, ze dla x # 1,
1 — xn-i—l
l+ox+2*+.. . +a"="—"
11—z
wyznaczyC sumy
a) 1+2z+32°+ ... +na™!

b) 1422+ 3222 + ... 4 n2a"!

Zadanie O7.2

Wyznaczy¢ ekstrema i punkty przegiecia oraz obszary wypuktosci i wklestosci funkcji:
1. f(z)=3z"— 2% - 922 4+ 7,

2. flz) =a(x+1)°(x—3)%

Zadanie O7.3

Niech y = 222 — 2. Okredlié obszary, na ktorych funkcja ta jest funkcja monotoniczng i
wyznaczy¢ dla nich funkcje odwrotna x = z(y) a nastepnie obliczy¢ jej pochodna z'(y).

Zadanie O7.4

Pokaza¢, ze istnieje funkcja y = y(x) zdefiniowana réwnaniem y* + 3y = x i wyznaczy¢ jej
pochodna ¥/ (x). Zadanie sprowadza sie do sprawdzenia, ze funkcja x(y) jest monotoniczna.

Zadanie O7.5

Przez zbadanie funkcji rozumie sie na ogét wykonanie nastepujacych czynnodci:

e Okreslenie dziedziny.

Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.

Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.

Wyznaczenie punktow ekstremalnych.

Wyznaczenie punktéow przegiecia.

Naszkicowanie wykresu.

Zbadaé¢ funkcje:

a) f(z) ::13<1 + l)x b) f(z) = arcsin( 2 > c) f(x) =z +In(z? - 1)
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Rozwiniecie Taylora wokot x = 0 (czyli rozwinigcie McLaurina).

Zadanie O7.6

Rozwinaé¢ w szereg Taylora az do wyrazy z 2% funkcje
f(@) = (1 +az)®,
gdzie a i a sa pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zadanie O7.7

Rozwina¢ w szereg Taylora az do wyrazy z 2% funkcje
g(@) = (1— 2?12

Powiaza¢ wynik z rozwinieciem z zadania O7.6.

Zadania dodatkowe

Zadanie D7.1

Wyznaczy¢ ekstrema i punkty przegiecia funkcji:
1. f(z) = 2" — 823 + 222% — 24x + 12;

2_
2. f(z) = ot

Zadanie D7.2

Przez zbadanie funkcji rozumie sie na ogét wykonanie nastepujacych czynnosci:

e Okreslenie dziedziny.

e Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.
e Wyznaczenie punktéw ekstremalnych.

o Wyznaczenie punktéw przegiecia.

e Naszkicowanie wykresu.

Zbada¢ funkcje:

a) f(x) = b) f(z) = 2° — 32 +32° — 5

d) f(x) = a%e'/* e) f(x) = (1+z)"*

Zadanie D7.3

Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.

x—2
241
) f(z)= %Sin(?x) +cosx

c) f(z) =

Zbada¢ funkcje i naszkicowaé jej wykres, jesli:
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1. y=a%— 32 + 322 - 9;
2. y= v —Yr+1;

_ 223 .
3‘ y 24>

5. y=1x+ In(z? — 1);

1—22.
1+22>

7. y=exp(vV22+1— Va2 —1);

8. y=1+z|?/\/x.

6. y = arcsin

Zadanie D7.4

Niech 14
v

— 1
wv) = gn—

Okresli¢ obszary monotonicznosci i wyznaczy¢ funkcje odwrotna v(u). Sprawdzié¢ relacje

' (v)v'(u) = dudv 1

dv du

Zadanie D7.5

Rozwina¢ w szereg Taylora az do wyrazy z 2% funkcje

f(x) = arctgz.

100

Czy mozna otrzymac rozwiniecie az do wyrazu z ', nie wktadajac w to zbytniego wysitku?

Zadanie D7.6

Wykazaé¢ indukeyjnie, ze dla  # kmw, k = 0,+1,+2, ... zachodzi réwnosé

sin 2nx

cosx +cos3z + ... +cos(2n — 1)z = —
2sinx

a nastepnie wyznaczy¢ sume

sinz + 3sin3x + ...+ (2n — 1)sin(2n — 1)z
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Tydzien 8 — 21-25.11.2016

Zadania obowigzkowe

Calki nieoznaczone, czyli funkcje pierwotne lub antyrézniczkowanie.

Zadanie 08.1

Obliczy¢ calki:
z2452—1 .

3.2
f 6x +2x 2x+1 diL‘
rz—1

3. [ m tgx dr; tu zamiast jedynki wpisujemy jedynke trygonometryczng i rozbi-
jamy na dwie calki;

4. [tg*xdu;
5. [(«® +5) du;

S8

J F—m 4o

. [ cos(4x) cos(7x) dz;

\]

Zadanie O8.2

Metoda podstawienie obliczy¢ calki:

1. [zyx—5dx;

2. f x +3
v (2z— 5)d
ze—1
3. f m4+3x2+1)arctg(a:+1/x)d

4. [ —Vaizxz dz;

1 .
5. f a2 sin? z+b2 cos? dZL’,

6. [+/1+ 3sinzcosx dw;

Zadanie O8.3

Metoda catkowania przez czesci obliczy¢ catki:
1. [arctge du;
2. [arcsinz dx;

3. [ mase gy,

Zadanie 0O8.4

Obliczy¢ calki ponizszych funkcji
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1

C o (x— 2)(J3+3)
2. (z— 1):(C 2+1)0
x4z

3. .

Zadania dodatkowe

Zadanie D8.1

Obliczy¢ calki:

1 .
L. fx2+4x+5 d.’l?,

1 .
2. [ o A7

f\/ﬁ—f—\/l—i-i:cd

=2

2z+175171
107 d

~

€,

*®

[ (sin(5z) — sin(5a)) da;
9. f &5 dr.

Zadanie D8.2

Metoda podstawienie obliczy¢ catki:

L[S gy

1 .
2. f (arcsinz)5v/1—z2 d:L‘,

3. f sin( 2.1’) diL'

1+sin? z

4. [ ke g

3+xInz

Zadanie D8.3

Metoda catkowania przez czesci obliczy¢ calki:
1. [2%Inzdx;
2. [(32® + 62 + b)arctgr du;

3. [cos(Inz)dx; dwa razy.
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Tydzien 9 — 28.11-2.12.2016
Calki nieoznaczone.
Zadania obowigzkowe

Zadanie 09.1

Wyznaczy¢ ponizsza catke przez podstawienie ¢t = ctgx:

4
cos* x

I = ——dx
sin® x

Zadanie 09.2

Wyznaczy¢ ponizsza catke przez podstawienie t = tga:

1
I:/ 4da:
cost

Zadanie 09.3

Wyznaczy¢ catke

I / dz
~ ) sinz(2+cosx — 2sinz)
poprzez podstawienie t = tg(z/2).

Zadanie 09.4

Korzystajac z podstawienia ¢ = cos x obliczy¢ catke

[ e
T :
sinz(2cos?z — 1)

Zadanie 09.5

Korzystajac z jednego z podstawiert Eulera obliczyé¢ catki

1 1
dz , dz .
/ 1+ Va2 +2zx+2 / (1+2)V1+z— 22

Zadanie 09.6

Obliczy¢ catke
/ dz ze” sin(z + 2)
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Zadania dodatkowe

Zadanie D9.1

Poprzez rézniczkowanie wykazaé stusznosé nastepujacej rownosci

P, 1
dx (z) =P, 1(x)Vaz?® + bxr + c + K/ dx ,
var? +bx +c var? +bx +c

gdzie P, (x) i Pyp—1(x) sa wielomianami stopnia m i (m — 1), a K jest stala.
Wyznaczyé Py(z) i K jedli Py(x) = 222 + 3z + 4.

Zadanie D9.2

Wyznaczy¢ catki z funkeji trygonometrycznych, metoda podwajania katéw lub zgadywania
ze znajomosci tabeli metod i catek podstawowych:

/dxsinA‘a:, /d:nctg%, /dxtggx.

Zadanie D9.3

Korzystajac z podstawienia t = tg(z/2) obliczy¢ catke

s
z )
54sinxz + 3cosx

Zadanie D9.4

Wyznaczy¢ calki z funkeji trygonometrycznych:

1 Cos3x 1
dr—— da do——.
sin z cos? x sin z sin*

Zadanie D9.5

Korzystajac z podstawienia ¢ = tgx obliczy¢ catke
sin? x cos x
SInx + Cosx

Zadanie D9.5

Korzystajac z jednego z podstawieri Eulera obliczyé catki:

/ (z +V1+22)'8

V1+ 22

1
dz ,
/ r+vVr2—x+1

Zadanie D9.6

Obliczy¢ catke
/ dx 2% cos(x + 5)
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Tydzien 10 — 5-9.12.2016
Calki oznaczone i zastosowania calek.
Zadania obowigzkowe

Zadanie 010.1

Niech

Wykazaé¢ rekurencje

Zadanie 010.2

Zmalez¢ wzor rekurencyjny dla catek

1
I, = / (1 —2*)"du.
0

Zadanie 010.3

Obliczy¢ catki (w nawiasie sugerowana zamiana zmienne;)
V3
/ V4 — 22 dux, xr = 2sint,
V3
/4 Va2 —4 2
—— du,
2 !

/2 cos T _
- —— dux, t =sint.
o 6—95sinx+sin“w

Zadanie 010.4

Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi
y=2% y=2z—a’

oraz prostymi z =01z = 2.

Zadanie 010.5

Naszkicowaé krzywa zadana parametrycznie x = asint, y = bsin(2t) wyznaczajac jej punkty
dlat =0,7/4,7/2,3n/4, 7 itd. Obliczy¢ pole nia ograniczone (odp. P = 8ab/3).

Zadanie 010.6

Obliczy¢ dlugosé krzywej zadana parametrycznie © = a(cost + tsint), y = a(sint — t cost)
dla 0 <t < 27 (odp. L = 2ar?). Naszkicowa¢ te krzywa.
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Zadania dodatkowe

Zadanie D10.1

Zmalez¢ zwiazek rekurencyjny dla calek

Zadanie D10.2

Obliczy¢ calki (w nawiasie sugerowana zamiana zmiennej)

5m/4 sin 2z
. 4 dx, t= tg$
~ costx+sintx

Zadanie D10.3

Naszkicowa¢ krzywa zadang parametrycznie x = t(6 —t)/3, y = t*(6 — t)/8 dla 0 < t < 6.
Obliczy¢ pole nig ograniczone (odp. P = 27/5).

Zadanie D10.4

Naszkicowaé krzywa zamknieta nazywang kardioida i zadana parametrycznie rownaniami
x = acost(l + cost), y = asint(l + cost) dla 0 < ¢t < 27 i obliczy¢ pole obszaru nia
otoczonego.

28



Tydzien 11 — 12-16.12.2016
Zastosowania calek 1 catki niewlasciwe.
Zadania obowigzkowe

Zadanie O11.1

Powierzchnie jajka z ostrym czubkiem mozemy otrzymac¢ w wyniku obrotu wokoét osi x krzy-
wej zadanej parametrycznie rownaniami z = 2, y = t(t>—3)/3 dla 0 < t < /3. Naszkicowac
te powierzchnie obrotowa i obliczy¢ jej pole (odp. P = 3).

Zadanie 011.2

Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywa r = 2acos(3¢p) i tukiem okregu r = a (r i ¢ sa
wspotrzednymi biegunowymi) i znajdujacej sie na zewnatrz okregu. (odp. a?(7/9++/3/6)).

Zadanie O11.3
Wyznaczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej bryty otrzymanej w wyniku obrotu wokot
osi z wycinka krzywej bedacej wykresem funkcji y = %:pz dla 0 < =z < 1. W przypadku
obliczania catki na pole powierzchni bocznej skorzysta¢ z podstawienia Eulera

Vid+a2=t—uz.

Okresli¢ w tym celu

dx
x, V1422i T v funkcji parametru t.

Obliczy¢ dtugosé tego wycinka krzywej stosujac to samo podstawienie Eulera.

Zadanie O11.4

Sprawdzi¢ zbieznos¢ calek niewtasciwych (nie obliczajac ich):

1
3. [ ﬁ COS(lf—x> da;

0
4. Sprawdzi¢ zbieznosé calki niewtasciwe;j

27r/ e V1 +e 22 da,
0

a nastepnie obliczy¢ ja (odp. 7[v/2 4 In(1 + v/2)]). Powiazaé ten wynik z polem figury
obrotowej powstatej w wyniku obrotu krzywej y = e~ wokoét osi x dla 0 < x < o0.

Zadanie O11.5

Obliczy¢ calki:
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b 1
1. ) ————d b >
fa V(z—a)(b—z) s %

2. ffooo xﬂl dx. Narysowaé obszar, ktorego pole jest rowne tej calce.

Zadania dodatkowe

Zadanie D11.1

Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = 2[zv/22 — 1 —In(z+v22 — 1)]dlal <z < 1+a, a > 0.
2

Zadanie D11.2

Obliczy¢ we wspolrzednych biegunowych pole wyciete przez krzywa r = 3sin ¢ z kardioidy
r =1+ cos . Naszkicowa¢ wykresy. (r i ¢ sa wspolrzednymi biegunowymi.)

Zadanie D11.3

Sprawdzi¢ zbiezno$¢ catek niewtasciwych nie obliczajac ich:

6
1. LS—, s
2 ]2;dx'
: 2 zvax2—1 ’

1
1 .
3. Je”—cosx dﬂl’,

Zadanie D11.4

Obliczy¢ calki:

/1 dx /OO (arctg r)? q
: —=— dux.
12 V1 — z%arcsin x oo 1422
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Tydzien 12 — 19-22.12.2016

Szeregi liczbowe.

Zadanie 012.1

Sprawdzi¢ zbieznosé szeregéw liczbowych:
00 n?+1 .
L. Zn:l n24+2n+1"

oo 2n3/244,
2' ZTLZI n3+1

3. 5% 2L np. wzor Stirlinga dla duzych n: lim,, o n!/[vV2mn(n/e)"] = 1;

n=1 nn?’

4.5, ”;Lfl" (bez korzystania ze wzoru Stirlinga i z wykorzystaniem);

5.3 .07, W dla p > 0 (kryterium catkowe).

Zadanie 012.2

Sprawdzi¢ zbieznosé szeregéw liczbowych naprzemiennych:
Lo (1) s
2 S (1)
3. Yl (=DM

n—l—l;

Zadanie 012.3

Rozbié¢ funkcje

1
f(x):m,

na ulamki proste, a nastepnie wyznaczy¢ sume skonczona

AN
SN:nz:ln(n+1)

i jej granice, gdy N — oc.

Zadanie 012.4

Wykazaé, ze jezeli wyraz szeregu a,, da sie przedstawi¢ w postaci a, = ©, — 2,41, gdzie x,
jest n-tym wyrazem ciagu zbieznego do g, to

S
E p =21 — 49
n=1

Zastosowaé ten wzor do zadania poprzedniego.
Wyprowadzi¢ analogiczny wzor, gdy a,, = x, — X1k, gdzie k = 2.
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Zadanie 012.5

Okresli¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
- 1
Z (n . ) 2n
n=1

Sprawdzi¢ jego zbieznosé na krancach obszaru zbieznosci. Korzystajac z metody rézniczko-
wania i catkowania szeregdw wyznaczy¢ jego posta¢ funkcyjna w promieniu zbieznosci.

Zadanie 012.6

Rozlozy¢ w szereg potegowy funkcje f(x) = 3/[(1 —x)(1+ 2z)] i okresli¢ jego promien zbiez-
nosci.

Zadanie 012.7

Korzystajac z rozniczkowania lub catkowania szeregdéw potegowych wyznaczyé jawng postac
funkcji, ktorej szereg potegowy ma postac:

Lo+Z 42 pop.. =3 o
IQ :E3 :E4 1x™
2. x-S+ -+ =200
23 25 27 o g2n-1
B+ T+ +T 4+ =l T

Okresli¢ promienie zbieznosci tych szeregow.

Zadania dodatkowe

Zadanie D12.1

Sprawdzié¢ zbieznos¢ szeregdéw liczbowych:

oo 1 .

LY 7
oo _3n |

2‘ Zn:l n3+17

3 T e

) n=2 (nlnn)3’

o nl,

4' Zn:l TL_"7
oo nl4m,

5‘ anl nn
o0 1

6. Zn:4 nlnn(ln(lnn))3 -

Zadanie D12.2

Rozbi¢ na utamki proste funkcje

i wykonac¢ sume




Zadanie D12.3

Niech f(z) bedzie taka funkcja, ze
lim [f(x) — f(x+1)] = C.

Tr—00

Wykazaé, ze jesli a, = f(n) —2f(n+ 1)+ f(n+2), to

Y oan=f(1) - f(2) - C.

Zadanie D12.4

Wykazaé, ze szereg
oo

Z[\/E—Q\/n+1+\/n+2]

n=1

jest szeregiem bezwzglednie zbieznym. Wyznaczyé¢ jego wartos¢ korzystajac z poprzedniego

zadania.

Zadanie D12.5

Korzystajac z rozniczkowania lub catkowania szeregéw potegowych wyznaczy¢ jawna postac

funkcji, ktorej szereg potegowy ma postac:

La=8+8 -S4 = T, () e

2. 1+20 4322+ 42+ =37 (n+1)a™;

3.1 =32+ 5z =720 4. =32 (—=1)""1(2n — 1)z
4.1-242-3z+3- 42 +4-523+--- =3 n(n+1)z" !
R L D D

6. c+z+at =2

Okresli¢ promienie zbieznodci tych szeregow.
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Tydzien 13 — 9-13.01.2017

Szeregi funkcyjne.

Zadanie 013.1

Korzystajac z wyniku zadania D12.5, pkt.3,

2 4 6 _ n—1 Mm—2
1—-3x"4+bx"—T2°+--- = nEZI(_l) (QTL - 1)1: = (1 T xg)z

obliczy¢ sume
1 3 5 7
gttt t

Zadanie 013.2

Korzystajac z rozniczkowania lub catkowania szeregdéw potegowych wyznaczy¢ jawna postac
funkcji, ktorej szereg potegowy ma postac:

5 29 213 0o gAn—3
Laots+S++ =20 %
2.1-242- 3243422 +4-553+ ... =3 n(n+ 1)z"!

i okresli¢ promienie ich zbieznosci.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu.

Zadanie 013.3

Rozwiaza¢ rownanie iy’ = \/3x + 2y — % 1 naszkicowaé¢ rozwigzania.
Wsk. Podstawienie z = 3z + 2y.
3

Rozw. y = 3(z + C)? — 2z dlaz > —C oraz rozwigzanie osobliwe y = —2z.

Zadanie 013.4

Rozwiazaé¢ rownanie y' = cos(x — y).
Wsk. Podstawienie z = x — .
Rozw. x4+ ctg*? = C.

Zadanie 013.5

Zmalez¢ ogodlne rozwigzanie réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego
rzedu
dy

e tg(x)y = cos(x).

Wyznaczy¢ rozwiazanie spetniajace warunek poczatkowy y(0) = 0.

Zadanie O13.6

Znalez¢ rozwiazanie ogélne rownania

(1+ (§)2> dx+2§dy:0
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podstawiajac y = xz. Wyznaczy¢ rozwiazanie spetniajace warunek poczatkowy y(1) = 1.

Zadanie 013.7

. L, L, . _ 2
Rozwiaza¢ rownanie ' + 2xy = 2xe™ " .
Wsk. Rownanie liniowe.

Rozw. y = (C + 22)e .

Zadanie 013.8

Rozwiaza¢ rownanie z(1 + y?) dz + y(1 + 2?) dy = 0.
Rozw. (1+2%)(1+y?) =C.

Zadanie 013.9

Rozwiaza¢ rownanie (xy — z)dz + (zy +x —y — 1)dy = 0.
Wsk. Zapisa¢ je w postaci z(y — 1)dz + (z — 1)(y + 1)dy = 0.
Rozw. z +Injz — 1|+ y+2Injy— 1| =C.

Zadania dodatkowe

Zadanie D13.1
Rozwigza¢ réwnanie zyy = 1 — 22
Rozw. 22+ 4> =C +2Inx

Zadanie D13.2

Rozwiaza¢ rownanie ¢y’ — ytgr = 1/ cosx dla warunku poczatkowego y(0) = 0.
Rozw. y = x/ cos z.

Zadanie D13.3

Rozwiazaé¢ réwnanie 2xyy’ — y? + 2 = 0.
Rozw. Cx — xInz.

Zadanie D13.4

Korzystajac z rozniczkowania lub catkowania szeregéw potegowych wyznaczyé jawng postac
funkcji, ktorej szereg potegowy ma postac:

n=1 gn’

Li+E+5+.- = 2

i okresli¢ jej promien zbieznosci.
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Tydzien 14 — 16-20.01.2017
Rownania rozniczkowe zwyczajne.

Uwaga: podaje sposob rozwiazania i prawdopodobna posta¢ rozwiazania, ale do niej prosze
podejs¢ krytycznie, moga by¢ literowki.

Zadanie 014.1

Rozwigza¢ réwnanie 3 + zy = zy3.
Wsk. rownania typu Bernouelli’ego z czlonem nieliniowym y® sprowadza si¢ do réwnania
liniowego dla funkcji z(z) przez zamiane z = y*=<.

Zadanie 014.2

Rozwigza¢ réwnanie 3" — 4y’ + 4y = 22 ze zgadywaniem rozwigzania szczegdlnego.
Rozw. y = (C} + Cyw)e* + (2% + 4z + 3)/8

Zadanie 014.3

Rozwiazaé réwnanie y” + 2y’ + y = e?* ze zgadywaniem rozwigzania szczegdlnego.
Rozw. y = (C} + Cyz)e™ + ** /9.

Zadanie 014.4

Rozwiazaé¢ réwnanie xy” + ' = 2.
Wsk. podstawienie z = /.
Rozw. y = CyInx + Cy + 23 /9.

Zadanie 014.5

Rozwiaza¢ rownania rézniczkowe liniowe jednorodne o statych wspoétezynnikach
a) y" — 13y" + 12y = 0,

Odp. Yy = Cl + C’ge’” + 03612:0.
b) y”’—y:x3—1

Odp. y = Che® + (Cycos(L22) + Cysin(¥V22))e /2 — 2 — 5.

Zadanie O14.6

Rozwiaza¢ uktad réwnan

%Iy—l—z
%:x—l—y—i—z

a) biorac korzystne kombinacje liniowe tych rownan

b) szukajac wartosci i wektorow wlasnych.

W obu przypadkach szczegolne rozwiazanie rownania niejednorodnego zgadujemy.
Odp. y=C) + Coe®™ — (22 + 1) /4, 2 = —Cy + Coe™ + (2 — 2z — 1) /4.

Funkcje wielu zmiennych.

Zadanie 014.7

Wyznaczy¢ wszystkie pierwsze i drugie pochodne funkcji:
L f(z,y) = ze’ +y;
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2. f(z,y) =ysinx + 2%
3. f(x,y) = arctg?;
4. f(z,y) = e Ycos(zy);
i sprawdzi¢ réwnos$é¢ pochodnych mieszanych.

Zadanie 014.8

Wykazaé, ze
L. jezeli f(z,y) =In(z® +y?) (dla (z,y) # (0,0)), to for + fyy = 0;
2. jezell f(x,y,2) =1In(z? + y* + 2?) (dla (z,y,2) # (0,0,0)), to Tfy. = Yfor = 2 fuy;
3. jezeli f(z,y) = zytg(y/z) (dla x # 0), to zf, +yf, = 2f.
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Tydzien 15 — 23-27.01.2017

Funkcje wielu zmiennych i catki wielokrotne.

Zadanie 015.1

Wykazaé, ze dla funkcji zdefiniowanej dla x # 01y # 0
f(e,y) = (o +y)sinsin
z,y) = (z sin — sin —
Y Y o Y
granice iterowane lim,_,o(lim,_,o f(x,y)) i lim,_,o(lim,_,o f(z,y)) nie istnieja, ale funkcja ma
granice podwojna w (z,y) = (0,0).

Zadanie 015.2

Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji

flz,y) =a* +y* — 627 — 4y°
1 okresli¢ ich charakter.

Zadanie 015.3

(Mozna zrobi¢ jeden z nich) Obliczy¢ catki wielokrotne:

22
dz dy,
a) /1+yxy

gdzie S jest kwadratem o wierzchotkach w (0,0), (0,1), (1,1), (1,0).

/\/l—xz—dexdy,
S

gdzie S jest czescia kota o srodku w (0,0) i promieniu 1 z pierwszej ¢wiartki.

Zadanie 015.4

Wyznaczy¢ na plaszczyznie obszar catkowania i zamienié¢ kolejnosé w calce iteracyjnej. Ob-
liczy¢ (w przypadku a) pole tego obszary korzystajac z obu catek iteracyjnych.

a) , -
/6 dy /y2/41 dz f(z,y).
/_21 d:l:/&jr2 dyf(z,y).
/ dx/ dyf(z,y).
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Zadanie 015.5

Znalez¢ pole ograniczone parabolami 2% = ay, 22 = by, y> = ax i y* = Bz, gdzie 0 < a < b i
0<a<p.
Wsk.: Skorzystaé¢ z zamiany zmiennych 22 = uy i y* = vz.

Odp.: (b—a)(8—a)/3.

Zadania dodatkowe

Zadanie D15.1

Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji
fla,y) =2 +y* =2z —y)?
1 okresli¢ ich charakter.

Zadanie D15.2

Obliczy¢ calki podwdjne:
a) / /Y dx dy,
S

gdzie S jest obszarem ograniczonym parabola y = /2 1 prostymi x = 0 oraz y = 1. Uwaga:
jedna z calek iteracyjnych liczy sie tatwo, druga jest trudna. Wybraé¢ metode tatwa.

1-2 y2

gdzie S jest wnetrzem elipsy (z/a)? + (y/b)*> < 1. Wykorzysta¢ zamiane zmiennych z =
arcos iy = brsin p.

Zadanie D15.3

Obliczy¢
/(w2 +y?) dz dy,
S

gdzie S jest obszarem x* + y* < 1. Skorzysta¢ z symetrii i catkowaé tylko po pierwszej
¢wiartce.
Rachunki wykonaé¢ korzystajac z ortogonalnych wspotrzednych

T=7rcosp,y=rsing
oraz nieortogonalnych wspoétrzednych
T=\reosp, y=+/rsing.
W obu przypadkach otrzymujemy m/v/2.

Zadanie D15.4

Znalez¢ pole czesci powierzchni paraboloidy y? + 2% = 2ax znajdujacej si¢ pomiedzy po-
wierzchnia y? = ax a plaszczyzng = = a.

Odp.: ma(3v/3 —1)/3.
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