
Wst ↪ep do teorii oddzia lywań

fundamentalnych

Zadania domowe

1 Grupa Lorentza

Zad. 1.1

Wykazać równość:

∫

d3k

(2π)3

1

2Ek
=
∫

d4k

(2π)4
2πδ(k2 −m2)θ(k0),

gdzie Ek =
√
m2 + k2, a funkcja θ(x) = 1 dla x ≥ 0 i θ(x) = 0 dla x < 0.

Ponadto przydatne mog ↪a si ↪e okazać w lasności funkcji delta:

δ[y(x)] =
∑

i

δ(x− xi)

|y′(xi)|
, y′ =

dy

dx
, xi − bieguny y(x).

Czy powyższa ca lka jest niezmiennicza lorentzowsko?

Zad. 1.2

W laściwa grupa Lorentza O↑
+(1, 3) ma podwójne nakrycie SL(2, C). Opera-

tor U ∈ SL(2, C) dzia la na czterowektory w nast ↪epujacy sposób:

σµw
µ ≡ w → Uw U+ = σµΛµ

νw
ν .

Znaleźć U i Λ opowiadaj ↪ace:
(a) obrotowi o k ↪at φ wokó l osi OZ,
(b) pchni ↪eciu z pr ↪edkości ↪a v wzdluż osi OZ.

Zad. 1.3

Niech spinor ψ transformuje si ↪e wzgl ↪edem U ∈ SL(2, C) wg. formu ly: ψ →
Uψ. Pokazać, że ψ̄ = iσ2ψ∗ transformuje si ↪e wg. wzoru: ψ̄ → Ū ψ̄, gdzie
U+Ū = 1.
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Zad. 1.4*

Niech pole spinorowe ψ transformuje si ↪e wzgl ↪edem U ∈ SL(2, C) wg. formu ly:
ψ′(x′) = Uψ(x) (zwi ↪azki miedzy U i Λ s ↪a takie jak w Zad. 1.2). Pokazać,
że wyrażenia:

σ̄µ∂µψ −mψ̄ = 0

σµ∂µψ̄ −mψ = 0

s ↪a kowariantne.

Zad. 1.5

Rozwiazać równanie Diraca dla spoczywaj ↪acej cz ↪astki Majorany o masie m

σ̄µ∂µψ −mψ̄ = 0.

W oparciu o transformacje Lorentza ψ′(x′) = Uψ(x) odpowiadaj ↪ac ↪a pchni ↪eciu
wzdluż osi OX z pr ↪edkości ↪a v, znaleźć postać rozwi ↪azania dla powyższego
równania dla cz ↪astki o zadanym p ↪edzie wzdluż tej samej osi.

Zad. 1.6*

Pokazać, że bispinor
ψc = Cψ̄T

pod dzia laniem grupy Lorenza transformuje si ↪e tak samo jak ψ, jeśli

CγµC−1 = −γµ T .

Wskazówka:

ψ′ = Uψ, U = exp{iωµνS
µν}, Sµν =

i

4
[γµ, γν ]

{γµ, γν} = 2ηµν , γµ =

(

0 σµ

σ̄µ 0

)

, σµ = (1, ~σ) σ̄µ = (1,−~σ)
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2 Kinematyka

Zad. 2.1

Jaki musi być p ↪ed wi ↪azki protonów skierowanych na nieruchom ↪a tarcz ↪a protonow ↪a
(uk lad LAB), aby energia na produkcj ↪e cz ↪astek w tym zderzeniu by la taka
sama, jak w LHC, gdzie zderzaj ↪a si ↪e przeciwbieżne wi ↪azki protonów o p ↪edzie
7 TeV każda (uk lad CMS)?

Zad. 2.2

Dla dwucia lowej przestrzeni fazowej pokazać, że

• ∫ d3p1

2E1

d3p2

2E2
δ(4)(P − p1 − p2)f(p1 · p2) =

πλ(P 2,m2

1
,m2

2
)

2P 2 f(1
2
(P 2 −m2

1 −m2
2))

• ∫ d3p1

2E1

d3p2

2E2
δ(4)(P−p1−p2)f(p1·p2)p

µ
2 =

πλ(P 2,m2

1
,m2

2
)

4P 4 (P 2+m2
2−m2

1) f(1
2
(P 2−

m2
1 −m2

2))P µ

gdzie m2
i = p2

i , λ(a, b, c) = (a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac− 2bc)1/2.

Zad. 2.3

O niezmiennikach s, t, u:

• Dla procesu a + b → c + d pokaż, że zmienne Mandelstama s = (pa +
pb)

2, t = (pa−pc)
2, u = (pa−pd)2 spe lniaj ↪a s+t+u = m2

a+m2
b+m2

c+m2
d.

• Znaleźć zwi ↪azek mi ↪edzy różniczkowym przekrojem czynnym w uk ladzie
CM i LAB (przy ustalonym s)? Warto wykorzystać fakt, że s i t nie
zależ ↪a od uk ladu (niezmienniki). Ca lkowity przekrój czynny σ (miara
liczby cz ↪astek rozproszonych w jakimkolwiek kierunku) jest niezmien-
nikiem, tak wiec dσ

dt
również. W uk ladzie CM mamy:

dσ

dt
= [

1

2papc

dσ

d cos θac

]CM = [
π

papc

dσ

dΩ
]CM ,

gdzie θac jest k ↪atem rozproszenia cz ↪astki c mierzonym od kierunku p ↪edu
cz ↪astki a. Wyznacz zależnosc miedzy ( dσ

dΩ
)CM a ( dσ

dΩ
)LAB.
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3 Elektrodynamika i foton

Zad. 3.1

Dla zespolonych wektorów polaryzacji:

e(~k, 1) =
1√
2

(~l1(~k) + ı~l2(~k)),

e∗(~k, 1) =
1√
2

(~l1(~k) − ı~l2(~k)),

e(~k, 2) =
ı√
2

(~l1(~k) + ı~l2(~k)),

e(~k, 2) =
ı√
2

(~l1(~k) − ı~l2(~k)),

gdzie ~l1, ~l2 s ↪a wektorami rzeczywistymi i unormowanymi oraz spe lniaj ↪acymi:

~l1 ×~l2 =
~k

|k| ,
~l1 · ~k = ~l2 · ~k = 0,

pokazać, że zachodzi:

2
∑

λ=1

ei(~k, λ)e∗j(
~k, λ) = δij −

ki kj

k2
.

4 Lagrangiany

Zad. 4.1

Lagranżjan cz ↪astki o masie m i  ladunku q poruszaj ↪acej si ↪e w polu elektro-
magnetycznym dany jest

L(r, ṙ) =
1

2
mṙ2 + qA · ṙ − qΦ,

gdzie A = A(r, t) i Φ = Φ(r, t) s ↪a wektorowym i skalarnym potencja lem pola
elektromagnetycznego w miejscu znajdowania si ↪e cz ↪astki r w chwili t (symbol
z kropk ↪a oznacza pochodn ↪a po czasie).

a. pokazać, że p = mṙ jest p ↪edem sprz ↪eżonym do r,
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b. równanie Eulera-Lagrange’a ma postać

m
d

dt
ṙ = q[E + ṙ × B]

c. znaleźć hamiltonian i równania Hamiltona.

Zad. 4.2

Sprawdzić, że dodanie do lagranżjanu pe lnej 4-dywergencji dowolnej funkcji
pól nie zmienia równań ruchu.

Zad. 4.3

Pokazać, że lagranżjan

L = −1

2
∂αΦβ∂

αΦβ +
1

2
∂αΦα∂βΦβ +

m2

2
ΦαΦα

dla rzeczywistego pola wektorowego Φα prowadzi do równań ruchu postaci

[gαβ(∂2 +m2) − ∂α∂β ]Φβ = 0

i że pole Φ spe lnia warunek Lorentza ∂αΦα = 0.

Zad. 4.4

Dla pola Diraca transformacja

ψ(x) → ψ′(x) = eiαγ5ψ(x),

gdzie α jest dowolnym parametrem rzeczywistym, nosi nazw ↪e transformacji
chiralnej.

a. Pokazać, że lagranżjan L = ψ̄(x)(iγµ∂µ − m)ψ(x) w granicy m → 0
jest niezmienniczy wzgl ↪edem transformacji chiralnych.

b. Wyprowadzić równania ruchu dla pól

ψL(x) =
1

2
(1 − γ5)ψ(x), ψR(x) =

1

2
(1 + γ5)ψ(x)

przy niezerowej masie m i pokazać, że równania te rozprz ↪egaj ↪a si ↪e w
granicy m→ 0.
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5 Kwantówka

Zad. 5.1

Operatory pola zespolonego można wyrazić przez operatory kreacji i anihi-
lacji w nast ↪epuj ↪acy sposób

φ(x) =
∫

d3k

(2π)32ωk
(a(k)e−ıkx + b†(k)eıkx),

gdzie ωk =
√

~k2 +m2. Wyrazić przez operatory kreacji i anihilacji operator
 ladunku dany

Q = e

∫

d3x : ı(φ†φ̇− φ̇†φ) :

Zad. 5.2

Korzystaj ↪ac z relacji komutacyjnych dla operatorów kreacji i anihilacji pola
zespolonego

[a(k), a†(k′)] = (2π)3 2ωk δ
3(~k − ~k′), [b(k), b†(k′)] = (2π)3 2ωk δ

3(~k − ~k′).

pokazać, że dla dowolnych x0, y0 komutator

[φ(x), φ†(y)] = ı∆(x− y),

w jawnej postaci wyraża si ↪e wzorem

∆(x− y) = ı

∫

d3k

(2π)32ωk
(e−ık(x−y) − eık(x−y)).

Ile wynosi [φ(x), φ(y)]?

Zad. 5.3

Wyrazić hamiltonian zespolonego pola skalarnego

H =
∫

d3x((∂0φ
†)(∂0φ) + ∇φ† · ∇φ+m2φ†φ)

przez operatory kreacji i anihilacji.
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Zad. 5.4

Dla swobodnego pola Diraca

• wyrazić hamiltonian

H =
∫

d3xH =
∫

d3xΨ†ı∂0Ψ,

przez operatory kreacji i anihilacji;

• znaleźć pr ↪ad zachowany jµ wynikaj ↪acy z niezmienniczosci teorii wzgl ↪edem
globalnej transformacji cechowania

Ψ(x) → Ψ′(x) = e−ıαΨ(x),

(α jest stal ↪a faza) oraz  ladunek Q = α
∫

d3xj0.

• Wyrazić te wielkości przez operatory kreacji i anihilacji.

Zad. 5.5

Przy przesuni ↪eciu wspó lrz ↪ednych xα → x′α = xα + δα, gdzie δ jest ustalonym
4-wektorem, pole skalarne φ nie ulega zmianie, tz. φ′(x′) = φ(x) (czyli
φ′(x) = φ(xα−δα)). Pokazać, że odpowiadaj ↪aca temu unitarna transformacja
pola

φ(x) → φ′(x) = Uφ(x)U †

dana jest przez U = exp{−iδαP α}, gdzie P α jest 4-p ↪edem pola φ.

Zad. 5.6

Sprawdzić, że w obrazie oddzia lywania, w którym ewolucja czasowa opera-
torów AI(t) jest opisana przez swobodny hamiltonian H0 zgodnie z

AI(t) = eiH0tAe−iH0t,

operatory pola skalarnego φI(x), πI(x) spe lniaj ↪a te same relacje komuta-
cyjne, co w obrazie Schrödingera, tzn.

[φI(~x, t), πI(~y, t)] = iδ(3)(~x− ~y).
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Zad. 5.7

Pokaż, że propagator Feynmana dla rzeczywistego pola skalarnego:

(∂2 +m2)∆(x− x′) = δ(4)(x− x′),

wynosi

∆(x− x′) = −i
∫

d3p

(2π)3

[

θ(t− t′)φ(+)
p (x)φ(+)∗

p (x′) + θ(t′ − t)φ(−)
p (x)φ(−)∗

p (x′)
]

φ(±)
p (x) =

e∓ipx

√
2ωp

.

Z regu l kanonicznego kwantowania oblicz < 0|Tφ(x)φ(x′)|0 > a nast ↪epnie
pokaż, że

∆(x− x′) = i < 0|Tφ(x)φ(x′)|0 >

6 Procesy

Zad. 6.1

Dla modelu zespolonych pól skalarnych φi, (i = 1, 2) o masach mi z od-
dzia lywaniem

LI = −λ|φ1|2|φ2|2,
pos luguj ↪ac si ↪e formalizmem kwantowej teorii pola, oblicz amplitud ↪e przej́scia
cz ↪astki i antycz ↪astki typu 1 na cz ↪astk ↪e i antycz ↪astk ↪e typu 2.

1 + 1̄ → 2 + 2̄

Zad. 6.2

Dla modelu zespolonego pola skalarnego ψ o masie m oddzia luj ↪acego z rzeczy-
wistym polem skalarnym φ o masieM > 2m oblicz amplitude rozpadu cz ↪astki
pola φ na cz ↪astk ↪e i antycz ↪astk ↪e pola ψ. Oddzia lywanie miedzy tymi polami
wynosi:

LI = −λφ|ψ|2,
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Zad. 6.3

Wyprowadzić z definicji (podobnie jak na wyk ladzie i w poprzednich zada-
niach) w najniższym nieznikaj ↪acym rz ↪edzie element macierzowy operatora S
dla

• procesu rozpraszania Comptona

γ(k, λ) + e−(p, s) → γ(k′, λ′) + e−(p′, s′)

• procesu anihilacji

e−(p, s) + e+(p′, s′) → γ(k, λ) + γ(k′, λ′)

• procesu rozpraszania Bhabha

e−(p, s) + e+(p′, s′) → e−(k, r) + e+(k′, r′)

9


