Wstep do teorii oddzialywan
fundamentalnych

Zadania domowe

1 Grupa Lorentza

Zad. 1.1

Wykaza¢ réwnosé:

gdzie By = vVm? 4+ k2, a funkcja 0(z) = 1 dlax > 01i6(z) = 0 dla x < 0.
Ponadto przydatne moga sie okazaé¢ wlasnosci funkcji delta:

M) =2 =L = bieguny (o)

Czy powyzsza calka jest niezmiennicza lorentzowsko?

Zad. 1.2

Wiadciwa grupa Lorentza Ol(l, 3) ma podwdéjne nakrycie SL(2,C). Opera-
tor U € SL(2,C) dziala na czterowektory w nastepujacy sposéb:

ot =w — Uw UT =0, A" 0.

Zmalez¢ U i A opowiadajace:
(a) obrotowi o kat ¢ wokdt osi OZ,
(b) pchnieciu z predkoscia v wzdluz osi OZ.

Zad. 1.3

Niech spinor ¢ transformuje sie wzgledem U € SL(2,C) wg. formuly: ¢ —
Ut. Pokazaé, ze 1 = ioc** transformuje sie wg. wzoru: ¢ — U4, gdzie
UtU =1.



Zad. 1.4*

Niech pole spinorowe v transformuje sie wzgledem U € SL(2, C') wg. formuly:
Y'(2') = Uy(x) (zwiazki miedzy U i A sa takie jak w Zad. 1.2). Pokazad,
Ze wyrazenia:

oo — mip =0
a“@,@ —my =0

sa kowariantne.

Zad. 1.5

Rozwiaza¢ rownanie Diraca dla spoczywajacej czastki Majorany o masie m
a0, — map = 0.

W oparciu o transformacje Lorentza ¢/’ (2') = Ut (x) odpowiadajaca pchnieciu
wzdluz osi OX z predkoscia v, znalezé postaé¢ rozwiazania dla powyzszego
rownania dla czastki o zadanym pedzie wzdluz tej samej osi.

Zad. 1.6*
Pokaza¢, ze bispinor B
wc = CwT
pod dzialaniem grupy Lorenza transformuje sie tak samo jak 1), jesli

CyiCt= 4T

Wskazdéwka:

l

Vo= Uy, U= expliw,S™}, S =—[+",7"]

4
BV = 9pHv wo__ 0 o b—(1.& G — (1. —&
’ - ) - I ) - ) - ’
{7} " s o )0 =1L3g) a"=(1,-0)



2 Kinematyka

Zad. 2.1

Jaki musi by¢ ped wiazki protonéw skierowanych na nieruchoma tarcza protonowa,
(ukltad LAB), aby energia na produkcje czastek w tym zderzeniu byla taka
sama, jak w LHC, gdzie zderzaja sie przeciwbiezne wiazki protonéw o pedzie

7 TeV kazda (uklad CMS)?

Zad. 2.2

Dla dwuciatowej przestrzeni fazowej pokazac, ze

3 3 7A(P2,m?2 m2
o/ %%5(4)(1[) —p1—p2) f(p1-p2) = % f(3(P? —mi —m3))

3, 13 TA(P2,m2,m32
o/ %2—55(4)(P—p1—p2)f(p1~p2)p5 = %(PZ‘H’@_W%) f5(P?—

mi —m3)) P*

gdzie m? = p2,  Aa,b,c) = (a® + b* + 2 — 2ab — 2ac — 2bc)'/2.

Zad. 2.3

O niezmiennikach s, t, u:

e Dla procesu a + b — ¢ + d pokaz, ze zmienne Mandelstama s = (p, +
)2, t = (pa—pe)?, u = (pa—pa)? spemiaja s+t+u = m2+m2+m?2+m?.

e /mnalez¢ zwiazek miedzy rézniczkowym przekrojem czynnym w uktadzie
CM i LAB (przy ustalonym s)? Warto wykorzystaé¢ fakt, ze s i ¢ nie
zaleza od ukladu (niezmienniki). Calkowity przekrdj czynny o (miara
liczby czastek rozproszonych w jakimkolwiek kierunku) jest niezmien-

do

nikiem, tak wiec Z rowniez. W ukladzie CM mamy:

do 1 do oM _ | s d_O']CM
Pape df2

dat 2pape d cos b,

gdzie 0,. jest katem rozproszenia czastki ¢ mierzonym od kierunku pedu

czastki a. Wyznacz zaleznosc miedzy (92)M a (42)LAB.



3 Elektrodynamika i foton

Zad. 3.1

Dla zespolonych wektoréw polaryzacii:
(F.1) = () + ()
(1) = () = (D),
e(k,2) = %@(é’mzé(%)),
e(k.2) = %@(/Z)—zz;u%)),

4 Lagrangiany

Zad. 4.1

Lagranzjan czastki o masie m i tadunku ¢ poruszajacej sie w polu elektro-
magnetycznym dany jest

1
L(r,1) = émi‘2 +qA -1 —q?,
gdzie A = A(r,t) 1 ® = ®(r, t) sa wektorowym i skalarnym potencjatem pola

elektromagnetycznego w miejscu znajdowania sie czastki r w chwili ¢ (symbol
z kropka oznacza pochodna po czasie).

a. pokazaé, ze p = mir jest pedem sprzezonym do r,



b. réwnanie Eulera-Lagrange’a ma postac

d
mﬁf‘:q[E%—i‘XB]

c. znalezé hamiltonian 1 réwnania Hamiltona.

Zad. 4.2

Sprawdzi¢, ze dodanie do lagranzjanu pelnej 4-dywergencji dowolnej funkcji
pol nie zmienia réwnan ruchu.

Zad. 4.3

Pokazaé, ze lagranzjan
1 1 2
L= =5 020" 0" 4 50,2950 + % D, d°
dla rzeczywistego pola wektorowego @, prowadzi do réwnan ruchu postaci
[ga5(62 + m2) — Qﬁﬁ]@ﬁ =0

i ze pole ® spelia warunek Lorentza 0,®% = 0.

Zad. 4.4

Dla pola Diraca transformacja
U(@) = (@) = Y (),

gdzie a jest dowolnym parametrem rzeczywistym, nosi nazwe transformacji
chiralne;j.

a. Pokaza¢, ze lagranzjan £ = (z)(iy"0, — m)y(x) w granicy m — 0
jest niezmienniczy wzgledem transformacji chiralnych.

b. Wyprowadzi¢ rownania ruchu dla pél

1

Yila) = L1 - la),  la) = (1 +1ei(a)

przy niezerowej masie m i pokazac¢, ze réwnania te rozprzegaja sie w
granicy m — 0.



5 Kwantowka

Zad. 5.1

Operatory pola zespolonego mozna wyrazi¢ przez operatory kreacji i anihi-
lacji w nastepujacy sposéb
6@ = [ =K (ke + b (R)e)
x)= | ———/a(k)e e,
(27)32wy,

gdzie wy, =/ k2 4+ m2. Wyrazi¢ przez operatory kreacji i anihilacji operator
ladunku dany

Q=c [dz:a(old—dl9):

Zad. 5.2

Korzystajac z relacji komutacyjnych dla operatoréow kreacji i anihilacji pola
zespolonego

[a(k), al ()] = (27)° 2wy, 83 (k — k'), [b(k), b1 (k)] = (27)% 2wy, 63 (k — k).
pokazaé, ze dla dowolnych zq, 1o komutator
[6(x), 0" (y)] = 1Az — y),
W jawnej postaci wyraza si¢ wzorem

&k
Ale—y) = Z/ )72

Ile wynosi [¢(x), ¢(y)]?

“th(z=y) _ gtk(z=y)y,

Zad. 5.3

Wyrazi¢ hamiltonian zespolonego pola skalarnego

H= / Br((860") (Bod) + V' - Vo + m2g' )

przez operatory kreacji i anihilacji.



Zad. 5.4

Dla swobodnego pola Diraca

e wyrazi¢ hamiltonian
H=[daH = [davhow,

przez operatory kreacji i anihilacji;

e znalez¢ prad zachowany j# wynikajacy z niezmienniczosci teorii wzgledem
globalnej transformacji cechowania

U(r) — V'(z) =e"*V(2),
(« jest stala faza) oraz tadunek Q = a [ d3xj°.

e Wyrazi¢ te wielkosci przez operatory kreacji i anihilacji.

Zad. 5.5

Przy przesunieciu wspétrzednych x, — 2, = z, + 0, gdzie 6 jest ustalonym
4-wektorem, pole skalarne ¢ nie ulega zmianie, tz. ¢'(z') = ¢(x) (czyli
¢ (x) = p(xq—0d4)). Pokazal, ze odpowiadajaca temu unitarna transformacja
pola

¢(x) — ¢'(x) = Uo(z)U"
dana jest przez U = exp{—id,P*}, gdzie P“ jest 4-pedem pola ¢.

Zad. 5.6

Sprawdzi¢, ze w obrazie oddzialywania, w ktérym ewolucja czasowa opera-
toréw Aj(t) jest opisana przez swobodny hamiltonian Hy zgodnie z

A[(t) — e’iH()tAef’iH()t

operatory pola skalarnego ¢;(x), m;(x) spehiaja te same relacje komuta-
cyjne, co w obrazie Schrodingera, tzn.

[qbf(fv t)? WI(ﬁ? t)] = 15(3) (f - g)



Zad. 5.7

Pokaz, ze propagator Feynmana dla rzeczywistego pola skalarnego:
(O + mHA(x — ') = 6W (z — 2'),

wynosi

Ale =) = =i [ S8 [0 = )0(D ()" (@) + 0 = 1)) (@)l " (o)

Z regut kanonicznego kwantowania oblicz < 0|T'¢(z)¢(2')|0 > a nastepnie
pokaz, ze

A(z —2') =i < 0|Tp(x)p(2")|0 >

6 Procesy

Zad. 6.1

Dla modelu zespolonych pdl skalarnych ¢;, (i = 1,2) o masach m; z od-
dzialywaniem

Lr = =Mo?|ef,

postugujac sie formalizmem kwantowej teorii pola, oblicz amplitude przejscia
czastki i antyczastki typu 1 na czastke i antyczastke typu 2.

141 —>2+2

Zad. 6.2

Dla modelu zespolonego pola skalarnego 1) o masie m oddziatujacego z rzeczy-
wistym polem skalarnym ¢ o masie M > 2m oblicz amplitude rozpadu czastki
pola ¢ na czastke i antyczastke pola 1. Oddzialywanie miedzy tymi polami
WYnosi:

Lr=-MvP,



Zad. 6.3

Wyprowadzi¢ z definicji (podobnie jak na wyktadzie i w poprzednich zada-
niach) w najnizszym nieznikajacym rzedzie element macierzowy operatora S

dla

e procesu rozpraszania Comptona
Yk, A) +e(p,s) = (K, N) +em (0, 8)
e procesu anihilacji

e (p,s)+e(p,s) — vk, \) + (K, \)

e procesu rozpraszania Bhabha

e (p,s) +et(p),s) — e (k,r)+et (K 1)



