Zadania z mechaniki dla nanostudentow. Seria 4.
(wyktad prof. J. Majewskiego)

Zadanie 1
Lodz podwodna o catkowitej masie m jest napedzana silnikiem o statej mocy P. Opor
stawiany przez wode mozna w przyblizeniu opisaé sita F' = —kwv, gdzie v jest predkoscia

todzi. Zaktadajac, ze predko$é¢ t6dzi w chwili ¢ = 0 byla rowna zeru znalezé jej predkosé
i potozenie w dowolnej chwili ¢. Znalezé tez czas po ktérym osiagnie ona predkosé rowna
potowie maksymalnie mozliwej (tj. potowie predkosci granicznej). Jaka bedzie predkosé
todzi po dlugim czasie, jesli wystartowata ona z predkoscia wicksza od predkosci granicz-
nej?

Wskazowka: Aby utozy¢ réwnanie roézniczkowe opisujace ruch, rozpatrzy¢ zmiane energii
kinetycznej dE zachodzaca pod wplywem sity oporu i dzitania silnika w infinitezymalnym
przedziale czasu dt.

Zadanie 2
Korzystajac z zasady zachowania energii znalezé jednowymiarowy ruch czastki o masie m
pod dziataniem sityzadanej wzorem

-t

Przedyskutowaé jako$ciowo przypadki catkowitej energii F wickszej i mniejszej od zera.
W pierwszym przypadku znalezé poréwnaé czas przelotu czastki od 1 < 0 do zg >
0, gdy dzialta sita F' i bez tej sity. W drugim przypadku zbadaé¢ rezim malych drgan
wokot potozenia réwnowagi.

Zadanie 3
Kulka o masie m i promieniu R opada na dno naczynia wypelnionego ciecza. W naczyniu
dziata na nig sitaoporu F = —kv. Znalezé¢ ruch tej czastki uwzgledniajac site Coriolisa i

site wyporu. (zalézmy, ze rzecz sie dzieje na potkuli poinocnej na szeroko’sci geograficzne;j
©) jesli v(0) = 0.



Rozwigzanie Zadania 1

Przy przemieszczeniu si¢ todzi w czasie dt o dr sita oporu wykonuje prace —kv - dr, a
praca wykonana przez silnik todzi wynosi Pdt. Zatem zmiana energii kinetycznej todzi
Wynosi

dEy, = —kv - dr + Pdt |

lub, inaczej,
d /1 9
mv® ) =—kv-+ P .
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Uzyskujemy zatem réwnanie rézniczkowe, ktéore w przypadku ruchu jednowymiarowego

(po prostej) catkowicie wyznacza jego zaleznosé czasows. Calkujac stronami wzorek
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Widag¢ stad, ze dla t — oo predkosé todzi dazy do statej

Zaleznosé od czasu przebytej przez 16dz drogi mozna znalezé catkujac
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Catka ta, cho¢ nieciekawa daje sie wyliczyé Scisle. Zanim to jednak zrobimy, zobaczmy
jak droga s narasta dla malych czasow, tj. dla ¢t < (m/2k). Wtedy exponens mozna
rozwingé w szereg Taylora
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Zatem zaraz po starcie przebyta droga narasta jak t3/2. Z kolei, gdy chcemy zobaczy¢ jak
przyrasta droga dla czasow ¢ > (m/2k), mozemy zbadaé¢ przyrost

s(t) — s(ty) = QK[AQHt/mdfx/l—ef
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dla t > t, gdzie takze ty > (m/2k). Wtedy oczywiscie czynnik e=¢ pod pierwiastkiem
jest zawsze maly i mamy
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czyli droga przyrasta liniowo z predkoscig vg,.

Aby obliczy¢ catke
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doktadnie, robimy zamiane zmiennych: z =1 —e7¢, d¢é = (1 — 2)"'dz. Mamy wigc caltke
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1 nastepnie podstawiamy z = x*, co sprowadza ja do

x—l—i—l dx 1+z
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(Zauwazmy, ze zmienna z jest z przedzialu (0,1) wiec zmienna z tez; zatem wyrazenie
pod logarytmem jest dodatnie.) Teraz wracamy do starej zmiennej &
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Ostatecznie wiec zaleznosé drogl przebytej przez t6dz od czasu jest dana Scistym wzorem
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Oczywiscie, rozwiniecie tego wyrazenia dla t ~ 0 w szereg Taylora daje wzorek otrzymany
poprzednio, tj. s(t) oc t3/2,
Aby odpowiedzie¢ na pytanie, po jakim czasie rozpedzajaca sie 16dz osiagnie 4/5
predkosci granicznej musimy przyréwnacé
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Gdyby t6dz wystartowala z predkoscia vy # 0 to scatkowanie wzoru by dato
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Widac¢ stad, ze jesli vy > v, to predkosc stale maleje az osiggnie warto$¢ ve,. W réwnaniu
rozniczkowym

dv? 2

— = (P -r?) .

dt m ( )

punkt v? = P/k jest tzw. (przyciagajacym) punktem statym.



