Zadania z mechaniki dla nanostudentow. Seria 3.
(wyktad prof. J. Majewskiego)

Zadanie 1
Po réowni pochytej o kacie nachylenia do poziomu réwnym « zsuwa sie klocek o masie
m, na ktory dziata sita oporu F = —m k v. Znalezé¢ potozenia klocka w funkcji czasu

jesli w chwili ¢ = 0 znajdowal si¢ on na wysokosci h. Sprawdzi¢, ze w granicy £ — 0
dostaje sie “szkolne” rozwiazanie. Obliczy¢ strate energii mechanicznej (kinetycznej plus
potencjalnej) klocka po zjechaniu z wysokosci h i poréwnaé ja z praca wykonana przez
site oporu.

Zadanie 2

Zmalez¢ i przeduskutowaé tor czastki o tadunku ¢ i masie m poruszajacej sie w statym
i jednorodnym polu magnetycznym B = B e, w o$rodku, w ktérym dziata na nig sita
oporu F = —m&kwv.

Wskazowka: rownania ruchu w plaszezyznie prostopadiej do pola magnetycznego najta-
twiej rozwigza¢ wprowadzajac zmienna zespolona & = x + iy.

Zadanie 3

Rakiety V2, ktorymi ostrzeliwano Londyn w czasie II Wojny Swiatowej przebywaty droge
s = 300 km i na skutek dzialania sity Coriolisa doznawaly odchylenia = = 3700 m (w
ktora strone?). Zaktadajac, ze lecialy one ze stala predkoscia wzdtuz potudnika znalezé¢
czas ich lotu. Przyjaé¢, ze szeroko$é¢ geograficzna miejsca wystrzelenia i Londynu byta
mniej wiecej ta sama i wynosita 52°.



Rozwigzanie zadania 1
Wybierzmy o$ x uktadu wspotrzednych wzdhuz réwni i w dét. Réwnanie Newtona ma
wtedy tylko x-owa sktadowa:
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Trzeba zatem scaltkowaé réwnanie
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Aby otrzymacé z(t) trzeba powyzsze rownanie jeszcze raz scatkowac:
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W wyniku catkowania dostajemy
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Gdy x — 0 musimy rozwinaé
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tak jak by¢ powinno.
Energia poczatkowa E(0) = mgh. Energia mechaniczna klocka w chwili ¢ wynosi

B(t) = %m&(w + mgh(t) |

gdzie h(t) jest chwilowa wysokoscia klocka dana wzorem
h(t) = h — [x(t) — zo] sin v .
Stad zmiana energii od poczatku ruchu do chwili ¢ wynosi

AE(t) = mgh — {%va(t) + mgh(t)]
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Praca sity oporu jest dana wzorem
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Elementarne catkowanie daje
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I to powinno by¢ to samo co AE(t).

Rozwigzanie zadania 2
Bez straty ogolnosci mozna przyjaé taki uktad odniesienia, ze r(0) = 0, v(0) = vpe,+ugpe,.
Wektorowe rownanie Newtona

m%v(t) =qv(t) x B—mrv(t)

po rozpisaniu na sktadowe daje
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gdzie wprowadzilsmy tradycyjne oznaczenie wp = ¢B/m. Rozwiazanie dla zkladowej
z-owej jest oczywiste
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Dwa sprz¢zone rownania na v, i v, mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j

() == (5, () =-a(r)

Rozwiazanie jest wtedy (jak nauczaja matematycy) postaci
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a macierz jednostkowa jest przemienna z kazda macierza, mozna rozwigzanie zapisa¢ od

razu w postaci
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Podnoszenie e do macierzy jest zwykle uciazliwe, ale tu akurat jest proste poniewaz
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Rozwijajac w szereg Taylora eksponens bez trudu znajdujemy, ze
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Rozwigzanie dla v, i v, jest zatem postaci

Poniewaz jednak

v(t) = vge coswpt

vy(t) = wvoe "sinwpt .
Po odcatkowaniu tych wzoréw znajdujemy
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State C,i C, trzeba dobra¢ tak, by x(0) = 01 y(0) = 0:
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Tor ruchu w plaszczznie xy mozna znalezé przenoszac wyrazy wolne na lewa strone,
podnoszac te wzory do kwadratu i dodajac je do siebie stronami
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Nie jest to $cisle rzecz biorac rownanie toru, bo czas t nie zostal zen catkowicie wyelimi-
nowany, niemniej mozna stad odczytaé, ze torem w plaszczznie xy jest spirala o srodku
w punkcie (Cy, Cy).

Uwaga: Sprzezone rownania na v, (t) i v,(t) mozna scatkowaé tez innymi sposobami, np.
korzystajac z liczb zespolonych &(t) = v,(t) + iv,(t) lub jeszce inaczej. Sprawdzenie, ze
wychodzi to samo pozostawiamy studentom.

Rozwigzanie zadania 3
Korzystamy z ogblnego wzoru na ruch w polu sity ciazzenia w uktadzie nieinercjalnym
zwigzanym z Ziemig
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Umiesémy poczatek uktadu w punkcie wystrzelenia pocisku V2 tak, ze ro = 0 i wybierzmy
o$ uktadu y na potnoc, 0§ x na wschod, a os z “wwierch”. Wtedy vop = vpe,, g = —ge.,
aw = w(cos¢ e, +sin¢g e,), gdzie ¢ jest szerokoscia geograficzna punktu zaczepienia
uktadu wspotrzednych. Obliczamy

e, € e.
wXvg=w| 0 cos¢ sing|=—yvywsing e, .
0 Vo 0
e, e e,
wxg=|0 cos¢ sing|=—gwcoso e, .
0 0 —qg

Predkosé vy pociskéw znajdujemy z dystansu dzielacego miejsce ich wystrzelenia od Lon-
dynu. Wztuz osi y ogélny wzoér daje po prostu ruch jednostajny. Stad
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Odchylenie pociskow V2 (od ruchu dokltadnie wzdtuz potudnika) jest ich przemieszczeniem
wzdtuz osi . Ogodlny wzoér daje nam

x(t) = —(—vowt? sin ¢) — %(—u)gt3 cos ¢) = swtsin ¢ <1 + %—t; cot gb) )

x(t) > 0 zatem odchylenie jest na wschod (bo na potkuli poinocnej rzeki plynace na
6lmoc podmywaja swoje prawe brzegi). Wiedzac, ze = 3.7 km, a s = 300 km mozna z
rownania tego znalez¢ czas lotu ¢t. Réwnanie to jest jednak trzeciego stopnia i analitycznie
jest to trudne (cho¢ mozliwe - wzory Cardano!). Gdyby jednak pominaé¢ kawalek z t3 to
otrzymalibysmy
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(T jest okresem obrotu Ziemi rownym 86000 sek.) Pominiety kawalek nie jest maty:

g_t2 ~0.01m 2562 sek? ~ 0.6
35 sek? 900 km

(cot 52° = 0.78) i do otrzymania doktadnego wyniku trzeba sie troche bardziej przytozy¢...



