Zadania z mechaniki dla nanostudentow. Seria 2.
(wyktad prof. J. Majewskiego)

Zadanie 1

Wiedzac, ze podczas ptaskiego ruchu czastki kat pomiedzy kierunkiem jej wektora wo-
dzacego r i wektorem jej predkosci v jest staly (i rowny «) znalezé we wspolrzednych
biegunowych:

a) wzor opisujacy tor czastki,

b) dtugosé toru w funkcji czasu.

Przyja¢ jako warunki poczatkowe ¢(0) = 01 r(0) = ro.

Zadanie 2

Postugujac sie wspotrzednymi biegunowymi znalezé tor po jakim powinien z predkoscia
wiekszg of predkosci dzwieku lecie¢ samolot, by do obserwatora stojacego na ziemi dzwiek
silnika samolotu dochodzit z calego toru w tej samej chwili.

Zadanie 3

Dany jest uktad wspolrzednych (x,y) na ptaszczyznie i okrag o promieniu R o $rodku w
punkcie (0,0). Dana jest tez prosta styczna do okregu, ktora toczy sie po nim bez poslizgu
(bez poslizgu to znaczy, ze jesli w dwu roznych chwilach czasu zaznaczymy i na okregu i
na prostej punkty stycznosci, to odlegtos¢ miedzy tymi punktami na prostej bedzie rowna
dlugosci tuku pomiedzy punktami stycznosci na okregu) i jednostajnie. W chwili ¢ = 0
prosta ta przechodzi przez punkt (R,0). Punkt A prostej ma w chwili £ = 0 wspotrzedne
(R,ya). Znalez¢ jego wspohrzedne w dowolnej chwili czasu.

Wskazwka: Zalézmy najpierw, ze prosta jest przytwierdzona do okregu na “sztywno” i
ze to okrag (wraz z przytwierdzona prosta) obraca sie ze stala predkoscia katowa w wo-
kot swego srodka. Napisa¢ wspotrzedne punktu A w takim przypadku, a potem zastanowié
sie, jaka modyfikacje wprowadza to, ze to prosta sie bez poslizgu toczy po okregu.
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Jesli staly jest kat pomiedzy wektorem predkosci v i wektorem wodzacym r, to we wspot-
rzednych biegunowych skladowe radialna v, i transwersalna v, wektora predkosci musza
pozostawaé do siebie w stalym stosunku; stosunek ten jest bowiem wyznaczony przez kat
pomiedzy v i r:
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gdzie « jest wlasnie stalym w badanym ruchu katem pomiedzy v i r. Uwzgledniajac to,
ze v, =T, a v, = ¢, mamy stad natychmiast rownanie rézniczkowe wyznaczajace tor w
postaci r = r(yp):
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Rozwiazaniem jego jest spirala

7(¢) = (o) exp {(¢ — wo)ctga} .

Jesli —F < a < § to tor ruchu jest spiralg rozwijajaca si¢ i jego dtugos¢ rosnie z czasem
nieograniczenie. Niemniej zawsze mozna obliczy¢ dlugosé toru jako funkcje czasu
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gdzie skorzystalismy ze zwiazku 1 + ctg? = 1/sin a i wzoru na dr/dy. Calkujac otrzy-
mujemnmy
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Wzo6r mozna uprosci¢ przyjmujac, ze @ = 0. Gdy —§ < a < 7, mozna wtedy znalez¢

catkowita dlugosé toru ruchu of t = 0 do ¢ = 0o czyli of ¢(0) =0 do p(t) = co:
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(oczywiscie gdy —5 < a < § to cosa < 0 i dlugoé¢ toru jest dodatnia).



Rozwigzanie zadania 2

Niech poczatek uktadu wspotrzednych ptaszczyzny, w ktorej lezy tor samolotu pokrywa sie
z polozeniem osoby, do ktorej dzwiek ma dociera¢. W zmiennych biegunowych (r, ) tor
samolotu dany wzorami r = r(t) oraz ¢ = ¢(t) musi wtedy spelnia¢ oczywisty warunek
(c jest tu predkoscia dZzwieku w powietrzu):
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czyli 7(t) = —c. Parametryzujac tor tak, ze r = r = o(t) mamy stad
yli 7(2) yzuja , ©), p=1 y sta

Z kolei fakt, ze szybkosé samolotu, dana w zmiennych biegunowych wzorem v = /72 + 122,
jest stata, pozwala napisaé
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Laczac ten wzor z poprzednio wypisanym warunkiem, otrzymujemy rézniczkowe réwnanie

toru w postaci
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Po przeksztatceniu przybiera ono postaé¢ réwnania
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Wyrazmy najpierw wspotrzedne kartazjanskie (x,y) dowolnego punktu na ptaszczyznie xy
przez jego wspolrzedne (zg,yo) w uktadzie, ktory ma z nieruchomym uktadem wspolny
poczatek i jest obrocony o kat o przeciwnie do wskazowek zegara:

ToCOsa — YgSin ac

= xpsina+ ypcosa .

Poprawnos¢ tego wzoru nietrudno sprawdzi¢: gdy a = 7 powinno by¢ xg =y 1y = —z.
Nastepnie wyrazamy wspolrzedne (zg, yo) przez wspotrzedne (2, y') uktadu przesunietego
o R wzdluz osi zg

r = (¢'+R)cosa—y'sina,

y = (¢'+ R)sina+y cosa .

Jesli @ = wt, to uktad (2/,y') jest to wlasnie tym ukladem, ktory jest przyczepiony do
punktu na obwodzie toczacego sie okregu o promieniu R. W tym uktadzie punkt, ktory
lezy na prostej stycznej do okregu i ktoryw chwili ¢ = 0 mial w uktadzie kartezjanskim
wspolrzedne (R, y4), ma (w dowolnej chwili czasu t) wspohrzedne 2/ = 0, y' = ya. Jesli
prosta, na ktorej lezy punkt (przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze y4 > 0) toczy sie bez
poslizgu po okregu to punkt ten bedzie si¢ jakby przesuwal po prostej w kierunku punktu
jej stycznosci z okregiem z predkoscia liniowa wR. Zatem z taka wlasnie predkoscia
przesuwa sie on w uktadzie z'y’. Stad, w ukladzie kartezjanskim jego wspolrzednymi
beda

r = Rcoswt— (y4s —wRt)sinwt ,
= Rsinwt+ (ya —wRt)coswt .



