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Zadanie 1

Nad punktem P na ziemi z samolotu lecącego na stałej wysokości H z prędkością v1

wyskoczył spadochroniarz i otworzył spadochron po czasie t1, zaś na ziemi wylądował po
czasie t2 (od wyskoczenia). Zakładając, że od otwarcia spadochronu leciał on ze stałą
prędkością v2 znaleźć:
1) prędkość samolotu względem skoczka w funkcji czasu
2) odległość samolot-skoczek w funkcji czasu
3) ruch skoczka względem punktu P .
(Wszystkie te wielkości wygodnie jest przedstawić graficznie).

Zadanie 2

Ruch punktu po płaszczyźnie zadany jest wzorami

x = at cos ωt ,

y = at sin ωt .

Znaleźć we współrzędnych biegunowych (r, ϕ):
1) Wzory zadające ruch,
2) równanie toru, po którym porusza się punkt
3) składowe radialną i transwersalną wektorów prędkości (v) i przyspieszenia (a),
4) |v| oraz |a|.

Zadanie 3

Dane są cztery wektory A, B, C oraz D.
Wyrazić liczbę

(A× B) · (C ×D)

przez same iloczyny skalarne tych wektorów.
Przedstawić wektor

(A× B) × (C ×D)

w postaci kombinacji liniowej wyrażeń, z których każde zawiera tylko jeden iloczyn wek-
torowy (×).



Rozwiązanie zadania 2

Przejście do zmiennych biegunowych:

r =
√

x2 + y2 = at ,

ϕ = arctg
(

y

x

)

= ωt .

Te wzory, r(t) = at i ϕ = ωt, zadają ruch we współrzędnych biegunowych. Równanie
toru w tych zmiennych (jak i w każdych innych) uzyskujemy eliminując czas:

r(ϕ) =
a

ω
ϕ .

Składowe radialna vr i transwersalna vϕ wektora prędkości v są dane przez

vr = ṙ = a ,

vϕ = rϕ̇ = aωt ,

zaś odpowiednie składowe radialna ar i transwersalna aϕ wektora przyspieszenia mają
postać

ar =
d2r

dt2
− rϕ̇2 = −aω2t ,

aϕ = 2ṙϕ̇ + r
d2ϕ

dt2
= 2aω .

Długości wektorów prędkości i przyspieszenia można obliczyć zarówno w układzie biegu-
nowym jak i kartezjańskim:

|v| =
√

v2
r + v2

ϕ =
√

ẋ2 + ẏ2 = a
√

1 + ω2t2 ,

|a| =
√

a2
r + a2

ϕ =
√

v̇2
x + v̇2

y = aω
√

4 + ω2t2 .

Rozwiązanie zadania 3

Stosując zapis wskaźnikowy mamy

(A× B) · (C ×D) = ǫijk Aj Bk ǫilr C l Dr .

Ponieważ ǫijkǫilr = δjlδkr − δjrδkl zatem

(A ×B) · (C × D) = (δjlδkr − δjrδkl)Aj Bk C l Dr

= Aj Bk Cj Dk − Aj Bk Ck Dj = (A · C)(B · D) − (A · D)(B · C) .

W drugim przykładzie mamy

(A × B) × (C × D) = eiǫijk(ǫjlmAlBm)(ǫkrnCrDn)

= eiǫjlm (δinδjr − δirδjn) AlBmCrDn

= C [D · (A× B)] −D [C · (A ×B)]

= −A [B · (C × D)] + B [A · (C ×D)] .

Druga postać wynika z równości (A× B) × (C × D) = −(C ×D) × (A× B).


