Mechanika i STW: Drugie kolokwium

Zadanie 1 (4 pkt.) Cztery punkty materialne o jednakowych masach m maja wspolrzedne zadane
wektorami:
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a) Znalez¢ wektor rl®) grodka masy uktadu oraz potozenia mas w uktadzie wspotrzednych zwigzanym
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b) Obliczy¢ elementy tensora momentu bezwladnosci w uktadzie zwigzanym ze srodkiem masy, dane
przez:
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¢) Tle wynosi moment bezwtadnosci uktadu wzgledem osi potozonej w plaszczyznie z = 0 oryginalnego
uktadu wspoétrzednych i nachylonej pod katem o wzgledem osi x?

Zadanie 2 (8 pkt.) Na szczycie lezgcego poziomo nieruchomego pétwalca o promieniu R, umieszczonego
w jednorodnym polu grawitacyjnym o pionowym przyspieszeniu ziemskim g znajduje sie punkt materialny
0 masie m, poruszajacy sie w plaszczyznie prostopadlej do osi pétwalca. Punkt ma poczatkowo nadana
predkos¢ vg styczna do powierzchni pétwalca.
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a) W biegunowym uktadzie wspoétrzednych (r, ¢) zwigzanym z walcem napisa¢ rownanie wiezow f(r, ¢) =
0 obowiazujace, gdy punkt pozostaje na powierzchni walca.

b) Podaé¢ rownanie ruchu dla radialnej i transwersalnej sktadowej przyspieszenia, danych przez
aT:i"‘—rd')Q, a¢:r<é5—|—27'“d'>
z uwzglednieniem sily reakcji wiezow Fr = AV f gdzie A jest mnoznikiem Lagrange’a.
Wskazéwka: w biegunowym uktadzie wspotrzednych V = (8%’ %8%)'

c) Pokazac, ze catkowita energia punktu materialnego pozostajacego na powierzchni walca, dana wzo-
rem 1
E = imR2¢'52 + mgsin ¢
jest zachowana w czasie, rézniczkujac po czasie powyzsze wyrazenie 1 korzystajac z rownan ruchu.
d) Wykorzystujac zachowanie energii znalez¢ kat, dla ktérego punkt materialny oderwie sie od po-

wierzchni walca, odpowiadajacy zerowaniu sie sity reakcji wiezéw. Ile wynosi wartos¢ tego kata dla
vy — 07



Zadanie 3 (10 pkt.) Klocek o masie M, przymocowany do sprezyny o stalej sprezystosci k i zerowej
dtugosci swobodonej, moze poruszaé sie w ustalonym poziomym kierunku. Do klocka przymocowana jest
na niewazkim precie o dlugosci I masa m, ktora moze wahaé¢ sie w pionowej pltaszczyznie zawierajacej
kierunek ruchu klocka. Catos$¢ umieszczona jest w jednorodnym polu grawitacyjnym scharakteryzowanym
przyspieszeniem g.

a)

Uzywajac wspotrzednych uogélnionych wychylenia klocka z potozenia rownowagi = i kata o odchy-
lenia preta od pionu napisa¢ lagranzjan uktadu bedacy réznica energii kinetycznej i potencjalne;j.
Znalez¢ potozenie réwnowagi trwatej uktadu. Dokonaé przyblizenia matych drgan, tak by lagranzjan
zawieral wyrazenia co najwyzej kwadratowe we wspoétrzednych i predkosciach uogélnionych.

Wypisa¢ réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju majace ogélng postaé
doL 0L
dt 0q;  Oq N

a nastepnie znalezé¢ jawne wyrazenia na przyspieszenia & oraz .

Znalez¢ drgania wtasne (czestosci whasne i wektory wlasne) uktadu zaktadajac rozwigzanie w postaci
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Uwaga: zapisanie amplitudy drgan zmiennej x(t) w postaci A1l, gdzie [ jest dtugoscia preta upraszcza
postaé ostatecznych wzordéw.

Jakie sa czestosci wlasne drgan uktadu, gdy stosunek mas m/M dazy do zera? Dla tego przypadku
granicznego znalez¢ amplitudy drgan A; oraz Az w sytuacji, gdy k/M # g/l.

Zadanie 4 (8 pkt.) Koralik o masie m porusza sie po okregu o promieniu R, ktorego jedna ze érednic
jest rownolegta do ziemskiego pola ciazenia g. Dodatkowo okrag ten obraca sie wokél tejze srednicy
z predkodcia katowa w. Postugujac sig réwnaniami Lagrange’a Ilgo rodzaju napisa¢ réwnanie ruchu
koralika. Znalez¢ jego potozenia rownowagi i przedyskutowaé ich charakter (potozenie rownowagi trwaltej
lub nietrwatej) w zaleznosci od wartosci predkosci katowej w. W przypadku polozenia rownowagi trwalej
znalez¢ czestosci matych drgan koralika wokoét niego.
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¢) Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi przechodzacej przez srodek masy uktadu wynosi 877”.
Zatem z twierdzenia Steinera:
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Zadanie 2.
a) f(ra¢) =r—R.
b) Fr = AV f = )le,. Stad:
ma, = —mgsin¢ + A, Mag = —mg cos ¢.
c¢) Na powierzchni walca ay = R¢. Roérniczkujac E dostajemy:
dE 5 . ) )
’ =mR ¢pd + mgReopcosd = R (ngzS+mgcos¢) (1)
a wielkos¢ w nawiasie znika dzieki réwnaniu ruchu dla ag.
d) Z rownania ruchu dla wspolrzednej radialnej mamy: —mR¢? = —mgsing + A. Ale m¢? =

2(E — mgRsin ¢)/R?, wiec warunek na znikanie sity reakcji wiezow A = 0 daje: 3mgRsin ¢ = 2E
Poniewaz poczatkowo E = muv3 /2 + mgR ostatecznie otrzymujemy:
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Dla vy — 0 kat oderwania ¢ = arcsin %



Zadanie 3.
a) Pelny lagranzjan:
1 .9 . I 5.0 1.4
L= i(M + m)i® + mlidcos o + §ml o — 5]{:;10 + mgl cos .
Potozenie réwnowagi x = a = 0. W przyblizeniu matych drgan:
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L= i(m + M)i% 4+ milia + 5m12d2 - ika + mgl <1 - 2a2> .

b) Rownania Lagrange’a:
(M + m)Z 4+ mléa + kxz = 0, mi?é + mli + mgla = 0.
Przyspieszenia:
i} kooom iy (1+m>g+k
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c) Wprowadzmy oznaczenia: ws = \/k/M, wy = +/g/l, p = m/M. Zalozenie rozwiazania jak w tresci
zadania daje réwnanie macierzowe:

w? —w? pw? A
2 2 7 2 =0.
Wi w? = (1 +pwy ) \ A2

7 warunku zerowania wyznacznika otrzymujemy:

1
w? = 3 (w§ +(1+ u)wg + \/[wg + (14 p)wz]? — 4w§w§)

Latwo wida¢, ze w granicy p — 0 czestodci wlasne sa dane po prostu przez w, oraz wy. Znormalizo-
wane wektory wlasne odpowiadajace tym czestosciom mozna wybraé jako:
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Rozwigzanie zadania 4 z kolokwium
W uktadzie inercjalnym, ktorego osia z jest o§ wokot ktorej wiruje obrecz, a
prostopadte do kierunku pola ciazenia g wygodnie jest wprowadzi¢ wspotr
(r,0,p). Polozenie koralika na obreczy jest wtedy zadane przez podanie

osie x 1y sa

Vg = R9
v, = Rwsind ,

(promienn okregu po ktorym koralik okraza o$ obrotu obs
wynosi Rsinf). Lagrangian uktadu ma wiec postac

1 :
L= imR2(92 + w?sin? 0) — my R

Daje on réwnanie ruchu

d2
mRQﬁ 0 = mgRsin 0 + mR?

owagi mozna zrozumie¢ poréwnujac dla dowol-
osci mg (skierowanej pionowo w dl) i sity odsrod-
o (w kierunku od osi obreczy) na prosta styczna do

Powstawanie tego trzeciego po
nego potozenia 6 koralika rz

oej w mozliwe jest wzajemne rownowazenie sie tych sit (ich
£ wlasnie ruch koralika po obreczy).
1 rownowagi ustalamy sprawdzajac znak wyrazu liniowego w
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Dla 6y = 0 wyraz w nawiasie kwadratowym jest dodatni - male wychylenie spowo
dalsze narastanie wychylenia zgodnie z rownaniem

d? g 2
ﬁ9—<ﬁ+w)9.

=

0y = 0 odpowiada oczywiscie potozeniu koralika na samej gorze obreczy:
z tego polozenia koralik bedzie “Sciagany” zaréwno przez sile ciezkosci jak i si
(co tatwi zobaczy¢ rysujac sobie te sily).

Dla 6y = m, czyli dla potozenia koralika na samym “dnie” obrecz
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LOgzxwiscie realistycznie polozenia 6y = 0,7 nie daja si¢ zrealizowaé, przynajmniej w prostym me-
anic modeli'tdkiego uktadu: o$ musi przeciez ktéredys przechodzic!
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