Pierwsze kolokwium z Mechaniki i Przyleglosci dla nanostudentow
(wyktad prof. J. Majewskiego)

Zadanie 1
Dane sa cztery wektory A, B, C oraz D. Wyrazié liczbe

(AxB)-(CxD),
przez same iloczyny skalarne tych wektorow.

Zadanie 2

Punkt materialny o masie m porusza si¢ ruchem jednostajnym, tj. ze stala wartoscia
predkosci |v| po okregu o promieniu R (okrag potozony jest horyzontalnie). Na punkt
ten dziata sila oporu F,, = —kv oraz inna zewnetrzna sita F pozwalajaca punktowi
utrzymywac stala predkosé. Znalezé prace jaka wykonuje sita oporu F,, podczas jednego
obiegu punktu wokot okregu. Jaka prace wykonuje wtedy sita zewnetrzna F?7

Zadanie 3
Korzystajac z przyblizonego wzoru

Lo L
r(t) :r0+v0t+§gt —wt X <v0t+§gt > ,

w ktorym w jest wektorem predkosci katowej obrotu Ziemi, a g polem ciazenia, napisac
explicite wzory na zaleznos¢ od czasu sktadowych wektora potozenia dla rzutu uko$nego
pod katem « do poziomu w kierunku na Wschod (tj. w sytuacji, gdy skltadowa réwno-
legta do Ziemi predkosci poczatkowej skierowana jest doktadnie wzdtuz rownoleznika) w
punkcie o szerokosci geograficznej ¢ na obracajacej sie Ziemi. Znalezé¢ roznice zasiegdw
(tj. odlegtosci punktu upadku od punktu wyrzucenia) takiego rzutu na obracajacej sie
i nieobracajacej sie Ziemi (tj. poprawke do zasiegu spowodowana sita Coriolisa). Czy
mozna tak dobra¢ kat «, by sita Coriolisa nie spowodowala zmiany zasiegu?

Uwaga: Uwzgledniaé¢ tylko wyrazy liniowe w predkosci katowej obrotu Ziemi.

Zadanie 4

Punkt materialny o masie m moze poruszaé si¢ bez tarcia po wewnetrznej stronie usta-
wionej pionowo (tj. tak, ze jej srednica jest rownolegta do ziemskiego pola grawitacyjnego
g) obreczy o promieniu R. Napisa¢ rownania ruchu uwzgledniajace site reakcji i znalez¢
zaleznosé tej silty od potozenia punktu na obreczy, jesli w najnizszym potozeniu punkt
mial liniowa predko$é¢ vy. Jaka musi by¢ minimalna predkosé¢ vy aby punkt nigdy nie
oderwal sie od toru (zakladajac, ze wiezy sa jednostronne)?

Wskazéwka: Wygodniej jest pewnie uzyé uktadu biegunowego.



Rozwigzanie Zadania 1
Stosujac zapis wskaznikowy mamy

(AxB) - (CxD)=e¢j, A B¢y, C' D" .
Poniewaz €;jx€i1r = 0510k — ;705 zatem

(A x B) - (C x D) = (004, — 0;61) A7 B¥C' D"
= AVB*CIDF —~ AV B*C*" DI = (A-C)B-D) - (A-D)(B-C).

Rozwigzanie Zadania 2

Poniewaz ruch sie odbywa po okregu, wektor predkosci v jest zawsze styczny do okregu,
czyli do infinitezymalnego elementu przemieszczenia dr. W ogélnym wzorze na prace sity
F mamy wiec

dW =F,p, - dr = —kv - dr = —k|v||dr| = —k|v]|dl ,
gdzie dl jest dlugoscig elementu dr. Calka po obiegu okregu daje zatem

?{dW = —k|v| ?{dl = —271k|V|R .

Praca sity wymuszajacej ruch jednostajny musi byé¢ réwna tejze co do wartodci, lecz
przeciwnego znaku, bo per saldo energia mechaniczna punktu pozostaje stata.

Rozwigzanie Zadania 3

Powiedzmy, ze wybierzemy o$ z nieinercjalnego uktadu przyczepionego do Ziemi w punkcie
rzutu prosto “w niebo”, a jego o$ = na potudnie (wtedy - bo uktad musi by¢ prawoskretny,
zeby dziataly wzory z iloczynami wektorowymi - o§ y musi by¢ na Wschod). W takim
uktadzie

0 0 — COoS
g=| 0 ) vg=| vpcosa | , w=uw 0
—qg Vo Sin «v sin

Potrzebne iloczyny wektorowe:

€ e, e,
wXg=wg|—cosp 0 singp|l=-wgcosye,,
0 0 -1
e e, e,
W X Vo =1yWw | —COS Y 0 sin @
0 cosa  sina

= —yyw (sinpcosa e, — cospsina e, + cospcosa e,) .
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Zatem korzystajac z podanego wzoru mozemy napisa¢ rozwiazanie réwnanni ruchu w po-
staci

0 1 0 sin ¢ cos « 1 0
r(t) =vot | cosa —i—§gt2 0 | +vowt?| —cospsina | +=gwt*| 1
sin o -1 COS (P COS (¢ 0

Teraz mozna zacza¢ stad wydobywaé informacje. Po pierwsze czas trwania ruchu: od
2(0) =0 do 2(7") = 0. Réwnanie

1
0=2(T)=vyT sinax — (59 —Yow cosgpcosa) T,
daje T'= 0, co jest poczatkiem rzutu, oraz

T: ~
g — 29w COS Y COS (v g

20y si 2 si 2
Vo sin 2w sina <1+ Vo W COS¢COSQ+.,.>ETO+AT.

Pierwszy wyraz jest czasem trwania ruchu, na nieobracajacej si¢ Ziemi.
Teraz znajdujemy y-owa wspotrzedng y(T') punktu upadku.

1
y(T) = vy T cos o — vgwT? cos psina + gng?’cosgo =Y, +AY ,
gdzie Yy = y(Tp,w = 0), a AY sktada sie z dwoch czesci: AY = AY) + AY;, gdzie
1
AY) = —vgwT? cospsina + gngg’cosgp ,
AY; = vy AT cosa

(w AY] mozna zastapi¢ T przez Ty, bo roznica jest wyzszego rzedu w w). Tak wiec

1 200\
AY, = —gvow <—0> cos psin® a |
g

2
20

AY; = yyw (—O> cos p cos® asin o .
g

Sita Coriolisa powoduje tez pewne odchylenie w kierunku osi x (na Poludnie na potkuli
potnocnej):

AX = 2(T) = vowT? sinpcosa

(oczywiscie Xy = 0 - niema odchylenia w kierunku osi x na nieobracajacej sie Ziemi).
Calkowity zasieg [ jest dany przez

2 2
A—Y) +(A—X) ~Yy+AY 4.
7

l:\/(YOJrAY)2+(AX)2:YO\I (1+ -
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bo pozostale wyrazy rozwiniecia sa wyzszego rzedu w w. Zatem Al ~ AY:

2
2 1

Al = AY] + AYs = vyw <ﬂ> cos psin a <cos2a —3 sin? a)

g

2

QUO . 2

=yvow|—=] cospsina (4cos“a—1) .
’ <ﬁ9> v ( )

Odchylenie sie zeruje dla rzutu pod katem o = 7/6.

Rozwigzanie Zadania 4

Wybierzmy uktad biegunowy tak, by kat ¢ = 0 odpowiadal najnizszemu potozeniu punktu
na obreczy. Kat ¢ rosnie wtedy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zagara. Pola
ciazenia ma wtedy sktadowe

g =g cosy,
g, = —gsingp .

Roéwnanie wiezéw ma trywialna postac
flr,p)=r—R=0.

Zatem rownania Newtona z uwzglednieniem silty reakcji maja postac

) 2
m [ﬂ_r<d_gp> } =mgcosp+ A,

dt? dt
dr dp d*p .
m [Q%E —i—rﬁ] =—mgsiny .

Po uwzglednieniu wiezéw przybieraja one postac

do\ 2
—mR(d—f> =mgcosp—+ A,

d2
mRﬁ =—mgsiny .

Mamy tez zasade zachowania energii mechanicznej (bo niema tarcia)

1 1
§m(R<p)2+ng(1—cos<p) = §mvg :

Stad

dp\* _
—mR<E> ——mE+2mg(1—cos<p).



Wstawiajac to do radialnego réwnania Newtona mamy

2
mg cosg0+)\:—m%+2mg(1—cosg0),

czyli

2
%

R

A=—-m—=+2mg—3mgcosy .

W najnizszym potozeniu punktu (tj. dla ¢ = 0) radialna sktadowa sity reakcji, czyli A
jest ujemna:
2

)\:—mﬁ—mg.

Aby punkt sie nie oderwal, A nie moze zmieni¢ znaku (punkt oderwania jest tam, gdzie
A =0, tj. tam, gdzie znika sita reakcji) dla zadnego kata ¢. Musi zatem by¢
i

R

—-m—=+2mg—3mgcosp <0,
co moze byé spelnione, gdy

vg >5gR .

Ten sam wynik mozna oczywiscioe dostac¢ z zadania, by w najwyzszym punkcie toru (dla
¢ = 7) sita odsrodkowa byta wieksza niz sita ciazenia:

7 zasady zachowania energii

1 1
§m1)2(g0:7r)—|—2ng: §mvg :

znajdujemy, ze
muvg —4mgR >mg ,

co prowadzi do tego samego warunku na vy, co uzyskany poprzednio.



