Rozwigzania zadan egzaminacyjnych
z Mechaniki 1 Szczegdlnej Teorii Wzglednosci

Zadanie 1 (7 pkt)

Czastka o0 masie m i predkosci Vo skierowanej horyzontalnie wpada przez boczng $cianke do naczynia z ciecza, w
ktérej, oprécz sity ciezko$ci mg, dziata na  nia takze sita oporu F = —«v.

a) Znalez¢ potozenie punktu (tj. jego wspéirzgdne w wybranym uktadzie odniesienia), w ktérym czastka trafi w

przeciwlegla Sciankg naczynia.

b) Przedyskutowaé wynik w zaleznosci od odlegtosci d miedzy $ciankami naczynia i wartosci vo = Wol predkosci
poczatkowej.

¢) Zbada¢ granicg k - 0.

Wskazowka: Przyjgc dla uproszczenia, ze punkt w ktorym czgstka wpada do naczynia znajduje sig nieskonczenie
wysoko nad jego dnem.
Rozwigzanie
Przyjmijmy uktad odniesienia, ktérego o$ x pokrywa si¢ z kierunkiem poczatkowej predkosci v czastki, a 0§ y skierowana
jest do géry (tzn. pole cigzkoséci g = —ge,). Po wpadnigciu do naczynia zalezno$¢ sktadowych v i vy predkosci czastki od
czasu zadajg rownania Newtona

m dvy = —KVx
dt ’
dvy
mT = —mg—KvVy.

Scatkowanie daje
t

ve(t) = vo e m!
m K
(0 = - FEU ).
Stad, catkujac jeszcze raz znajdujemy

t
x() = vo Io di' e=w! = v %(1 )

v == BE [ (1-eh) = - BE[+ eh D],

Zatozyli$my tu, ze czastka wpada do naczynia w punkcie o wspétrzednych (x = 0,y = 0). Oczywiscie rozwijajac y(¢) dla

t ~ 0 znajdziemy, ze y(t) = —%gt2 + s Uderzenie czastki w przeciwlegly Scianke zachodzi, gdy x(¢) = d. Musi zatem
wtedy by¢
ks kd
l—em! = VorT

czyli, zachodzi to dla

__m _ _kd
e A
Jak tatwo zauwazy¢, wyrazenie pod logarytmem moze by¢ ujemne, co oznacza, ze cz"astka nie doleci nigdy do
przeciwlegtej Scianki. Spowodowane jest to tym, ze przy ustalonej wartosci v zasi¢g czastki jest skonczony (nawet przy
nieskonczonym czasie lotu). Jesli odlegtos¢ §cianek d od siebie jest mniejsza niz ten zasieg (ktdry dla danej wartosci vo
wynosi vom/k), to mamy stad czas lotu 4 i jako wspéirzedne punktu uderzenia czastki w przeciwlegta Scianke mamy

x(tx) = d oraz

m’g d d
y(ty) = — ) I:—ln(l - v’;m - v’;m :I .
Oczywiscie dla k — 0 dostajemy t; = d/voiy(t;) = —%gtﬁ = —%g(d/vo)z, tak jak dla spadku swobodnego w polu sity

ciezkosci.

Zadanie 2 (8 pkt).

Dwie masy m zostaty zawieszone na niewazkich pretach o dtugosci /, ktérych punkty zaczepienia znajduja si¢ na tej
samej wysoko$ci w odleglosci d od siebie. Masy polgczone sg spr¢zyna o stalej sprezystosci k i dlugosci swobodnej d
(takiej samej, jak odlegtos¢ punktéw zawieszenia wahadet). Caty uktad umieszczony jest w polu grawitacyjnym o
przyspieszeniu g skierowanym pionowo w dot (rysunek).



a) Wyrazi¢ potozenia mas w inercjalnym kartezjanskim uktadzie wspétrzednych poprzez katy a i 3, czyli katy o jakie
masy sa odchylone od pionu.

b) Zapisac¢ kartezjanskie sktadowe predkosci obu mas za pomoca katéw « i  oraz ich pochodnych po czasie.

¢) Poda¢ lagranzjan uktadu wyrazony we wspétrzednych uogélnionych a i 8 (czyli wyrazony przez a, B, a,i B).

Rozwiazanie
Wybierzmy poczatek uktadu inercjalnego w punkcie zaczepienia pierwszego preta z osig x skierowang w dot (tzn.

zgodnie z ).

a) Wspotrzedne masy 1: x; = Icosa; y; = Isina
masy2: xp =Ilcosf; y2 =d+I[sinf
X1 =-lasina ; y; =lacosa

b) Sktadowe predkosci masy 11 2:
X2 = —Ifsinf ; 2 =IBcosp
¢) L = T-V, gdzie T - energia kinetyczna a V energia potencjalna

T = %(x% +y}+ i3 +33) = %lz[éﬂ(cosza +sin2a) + B2(cos?p + sin2p) = %lz(dz +p)

V= ngw + Velast
Veraw = —mgx1 —mgx, = —mgl(cosa + cos f3)
Vetast = %(D —d)? , gdzie D jest dlugo$cia odksztalconej sprezyny réwna odlegtosci pomigdzy masami
D?= (x1 —x2)2 + (y1 —y2)? = [>(cosa — cos B)? + [I(sina — sin B) — d]? =
= I?[(cosa — cos B)* + (sina — sin B)%] — 2ld(sina — sin B) + d*> =

= 212(1 — cosacos B — sinasin B) — 2ld(sina — sin B) + d>.

Zadanie 3 (8 pkt.)

Dwie masy m wykonuja drgania w kierunku poziomym.

Kazda z mas jest zaczepiona za pomocg dwoch identycznych sprezyn do nieruchomej $cianki i do drugiej masy (patrz
rysunek). Sprezyny maja identyczne stale spr¢zystosci k i dlugosci swobodne d. Catkowita odleglo$¢ miedzy §ciankami
wynosi 3d. Lagranzjan dla tego uktadu sprz¢zonych oscylatorow w zmiennych g i g2, bedacych wychyleniami mas z

potozenia réwnowagi, ma nastgpujacg postac:
L(q1.41,q2,G2) = (4T + 43) — k(gT + 43 — 4142).-

a) Dla jakich warto$ci potozen mas w kierunku poziomym ( x; i x») uktad jest w stanie réwnowagi trwatej?

b) Znalez¢ czgstosci i wektory wiasne uktadu.
¢) Poda¢ jakim drganiom odpowiadaja mody wiasne uktadu.

Rozwigzanie
L(q1,41,92,42) = 5-(q7 +¢3) = k(g7 + 43 — q192)

a) Energia potencjalna V(q1,92) = k(g% + g3 — g14q2) ma minimum dla ¢; = 0, g» = 0, co odpowiada potozeniom

rownowagi mas 1 i 2, odpowiednio x19 = d,ix20 = x10 +d = 2d



b) Réwnania ruchu - réwnania Lagrange’a II rodzaju:
d oL oL _ -
df o4, 0q, 0,dlai=1,2
mél +2kql —kQ2 =0
m&z + ZkQ2 —kQ1 =0

W celu znalezienia drgan wtasnych robimy zatozenie dotyczace zaleznosci od czasu ¢; , qi(f) = A;Ccos(wt — §), co
prowadzi do uktadu dwéch réwnan jednorodnych na A;

—mw2A1 +2kA1 —kA2 =0
—ma)2A2+2kA2—kA1 =0

ktére mozna zapisa¢ w formie macierzowej

—mw? + 2k —k Ar | | o
—k -mw? + 2k A, o |

Warunkiem istnienia rozwigzan jest znikanie wyznacznika macierzy,
(-mw? +2k)2-k> =0

m2o* — dmkw? + 3k* = 0,

co daje dwa rézne rozwigzania dla 2, @7 = w¢,) = 3k/m oraz 3 = () = kim = w, gdzie w jest czgstoscia drgan

wlasnych jednego oscylatora. Wstawiajac znalezione kwadraty czesto$ci wlasnych do réwnania sekularnego znajduje
odpowiadajace im wektory wlasne.

Dla ¢, otrzymujemy —kA M _ kA = 0, czyli AT = AP Bez straty ogélnosci mozna przyjac ASY = 1,457 = —1.

Dla a)%_) otrzymujemy kA <1_) - kAg_) = 0, czyli Ag_) = A<1_), gdzie rowniez mozna przyjaé Ag') = A<1+) =1.

c¢) Dla czgstosci wé) = 3k/m drgania tego modu maja postac

qy”
Dla czgstosci a)%_) = k/m drgania tego modu maja postac

= Cycos(wyt —64) oraz qg) = —C, cos(w )t — 0+), czyli masyl i 2 drgaja w przeciwfazie.

q<1_) = C_cos(wyt—95-) oraz qg_) = C_cos(wyt—5-), czyli masyl i 2 drgaja w fazie.

Zadanie 4 (13 pkt)

Bryta sztywna w ksztalcie jednorodnego pétdysku o masie M i promieniu R, zawieszona w punkcie A pokazanym na
rysunku (a), moze obracac si¢ swobodnie w pionowej ptaszczyznie wokot osi przechodzacej przez punkt A i prostopadtej do
plaszczyzny ptyty, tworzac ptaskie wahadlo fizyczne. Jednorodne pole grawitacyjne o natezeniu g jest skierowane pionowo
w dét.

Ruch wahadta mozna opisa¢ biorac za zmienng uogélniong kat ¢ pomiedzy prosta réwnolegta do g i przechodzaca
przez punkt zaczepienia wahadta A oraz prostg przechodzacg przez punkt A i §rodek cigzkosci poétdysku S (rysunek).

4 i

a) Znalez¢ potozenie Srodka cigzko$ci példysku (w ukladzie zwigzanym z brylg sztywna) 133 = ﬁ _[p?do

gdzie p jest gestoécia powierzchniowa pétdysku, do elementem powierzchni, a 7 wektorem lezacym w plaszczyznie
pétdysku [7 = (x,y,0)].

b) Znalez¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez punkt B bedacy srodkiem $rednicy potdysku i

I @B _ [ 2 e 07 =

prostopadtej do jego ptaszczyzny, I:; Ipr do, gdzie jak poprzednio r = (x,y,0).

Wskazowka: Catkowania w punktach a) i b) najwygodniej jest przeprowadzi¢ we wspotrzednych biegunowych.

c) Korzystajac z twiedzenie Steinera I = 1) + Md?, ktére wyraza moment bezwtadnosci 7 wzgledem ustalonej osi
przez moment bezwtadnosci I® wzgledem réwnoleglej osi przechodzacej przez $rodek masy i wzajemna odlegtosci osi d,

znalez¢ moment bezwladnosci 14 wzgledem osi obrotu pétdysku przechodzacej przez punkt A i prostopadlej do
plaszczyzny potdysku.



d) Znalez¢ lagranzjan dla opisanego powyzej wahadta fizycznego.

e) Dla jakiej wartosci zmiennej uogdlnionej uktad jest w rownowadze?
f) Znalez¢ czestos¢ matych drgan wahadta wokét potozenia réwnowagi.

Rozwigzanie

a) Do catkowania wprowadzimy biegunowy uktad wspétrzednych (r, @) gdzie x = rcos¢, oraz d = rsin@. W nowych
zmiennych do = dxdy = rdrdp. Powierzchniowa gesto$¢ masy pétkrazka p = M/(%nRz) = 2M/nR>.

_ 2 /2 R ) _ i
Xs = R I_m do IO drr=cos¢p = 37rR <R

2 R
Ys = —2 In d(pj drr?sing = 0
0

TRZ I
b)
®) _ " 3 2M ~RE _ MR?
“ nRZ ) (DJ‘ g 2

¢) Oznaczmy odlegto$¢ pomiedzy punktami A i S przez d, gdzie d2 =R*>+X}=R? (1 + (%)2> , czyli

d=RJ1+ (55)%.

Do dalszych obliczef potrzebujemy I = 19 + Md? = [ + MX?%+ MR? = 1® + MR? = %.

d) L = T—-V, gdzie T jest energig kinetyczna ruchu obrotowego wokét osi przechodzgcej przez punkt A i prostopadtej
do powierzchni pétkrazka, a V jest jego energig grawitacyjng. Uktad inercjalny wybieramy tak, jak na rysunku i za zmienng
uogélniona, bierzemy kat ¢.

T= §?’<p2, V = —Mgx;; = —Mgdcos ¢ i dalej lagranzjan L(¢, ¢) = g?)(/ﬂ + Mgdcos ¢.

e)Z warunku ‘IV = 0 wynika, ze minimum energii jest dla ¢ = O, czyh dla tej warto$ci kata ¢ uktad jest w
réwnowadze.
f) Otrzymujemy nastgpujace réwnanie ruchu 1§?’<‘p + Mgdsing = 0. Rozwijajac sin @ wok6t zera mamy sing = ¢, i
Mgd

L . . Lo L, , . . . 2 Mgd _ g 2 4 \2
réwnanie ruchu przybiera posta¢ ¢ = _AT)(p' Czestos¢ matych drgan jest wigc réwna o= = PR 1+ (g) .

Zadanie 5 (10 pkt)

Poczatkowo pionowo stojacy pret o masie m i dlugosci [ zostal puszczony z tego potozenia w kierunku poziome;j
ptaszczyzny po ktdrej porusza si¢ bez tarcia jeden koniec preta. Pret porusza sie¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym o
natezeniu g i skierowanym pionowo w dét. Ruch preta mozna opisa¢ biorge za zmienng uogdlniong kat ¢ pomiedzy
ptaszczyzna pozioma a osig preta (patrz rys.)
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A
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a) Pokazac, ze wolny (tzn. bez kontaktu z ptaszczyzng) koniec preta porusza si¢ po ¢wiartce elipsy o pdtosiach I/21 1.
Wskazowka: rozwazyc najpierw ruch srodka masy w kierunku poziomym. Jaka sita dziata na srodek masy w kierunku
poziomym? Réwnanie elipsy ma postaé¢ x*la* + y?/b? = 1.
b) Wyrazi¢ energi¢ catkowita preta przez kat ¢ i jego pochodng czasowa ¢, E(@, ¢).
¢) Postugujac si¢ zasadg zachowania energii oraz faktem, ze w chwili 7 = 0, ¢(0) = 7/2, ¢(0) = 0, znalez¢ predkosé
katowg preta w chwili uderzenia jego wolnego konca o ptaszczyzne (tzn. w chwili gdy kat ¢ = 0).

Wskazowka: moment bezwitadnosci preta wzgledem osi przechodzqcej przez srodek masy preta i prostopadtej do preta
wynosi Is = ml*/12.

12

Rozwiazanie

a) W kierunku poziomym nie dziataja na $rodek masy zadne sity, Xy = 0, i z warunkéw poczatkowych x; = 0 w trakcie
catego ruchu preta. Wspétrzedne wolnego konca preta sg réwne: x = é cos@ iy = [singp. Mamy wi¢



x? y?
+ = =
)  ?
Koniec preta porusza si¢ wiec po ¢wiartce elipsy (¢ zmienia si¢ od /2 do 0 ) o pdtosiach I/21 1.

b) Energia kinetyczna preta jest rowna energii kinetycznej ruchu postgpowego srodka masy oraz energii kinetycznej
obrotu preta wokot érodka masy - 7 = 232 + 115 ¢>.

Vs = %Sin(p, Vs = %(})cosq), wigc T =

mi?

=@ (cos?p + 1/3).

Energia potencjalna preta jest jego energia grawitacyjna V = mgys = mg% sin .

Energia catkowita E(p,¢) = T+ V = ’"le(bz(cosz<p +1/3) + mgLsing.

W chwili gdy ¢ = 7/2,to ¢ = 0 (pret stoi prostopadle do powierzchi) i jego energia jest réwna E(/2,0) = mgé.
Kiedy koniec preta osiggnie powierzchni¢ poziomg mamy ¢ = 0 i predko$¢ katowg (ktérej wiasnie szukamy) ¢.
Energia catkowita jest wtedy réwna E(0, ¢) = Lézq')z. Poniewaz energia jest zachowana mamy E(0,¢) = E(n/2,0) i

stad "’le(p2 = mgé. Ostatecznie szukana predkos¢ katowa ¢ = /%g .




