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1 Seria I
Wspétrzedne (u, v, w) nazywamy ortogonalnymi wspotrzednymi krzywoliniowymi jesli kwadrat
infinitezymalnej odleglosci ds? przyjmuje postaé

ds? =dr -dr = h2du®+ h2dv? + h2dw?,

gdzie h,, hy, h, sa funkcjami wspotrzednych (u,v,w) i nosza nazwe czynnikéw skalujacych
lub Lame. We wspotrzednych ortogonalnych operacje gradientu, dywergencji, rotacji i laplasjan
przyjmuja postaci:
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A _ o0 9 9
VA Bty hody hedy|

Ao — L 8<hvhw8<1>> 8(huhw8®> 8<huhv8®>
" huhohe |0u\ hy 0w hy O he 0w/ |
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gdzie pole wektorowe A(r) = A,(r)e,+A,(1)e,+A,(r)e,, a uktad trzech wersorow (e, e,, e,)
tworzy uktad prawoskretny, tj. e, = e, X e,.

ZADANIE 1.1 U
Wyznaczy¢ dywergencje i laplasjan we wspolrzednych kulistych. Wyrazi¢ wersory e,, egi e
poprzez wersory wspolrzednych kartezjanskich e,, e, i e..

ZADANIE 1.2 4
Wyznaczy¢ gradient i laplasjan we wspolrzednych walcowych. Wyrazi¢ wersory e i e poprzez
wersory wspolrzednych kartezjanskich e, i e,.

ZADANIE 1.3 O
Obliczy¢

V(A(r)-B(r), V- (pAr), Vx(p(r)A(r),
gdzie pole skalarne ¢(r) i pola wektorowe A(r) i B(r) zaleza jedynie od dlugosci wektora
wodzacego r. Zapisa¢ wynik w postaci wektorowej, w ktorej wystepuja pochodne pol po dtugosci
wektora wodzacego.
Rada: postuzy¢ sie notacja wskaznikowa pamietajac, ze r; = x;/r.

ZADANIE 1.4 U
Zapisa¢ w postaci wektorowej

/ r
5ikl£z‘rs€lmpgstpakarbmct oraz giklgnrsglmpgstparakbnbictcm‘

Rada: zredukowac epsilony gdzie tylko mozna.
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ZADANIE 1.5 . U
Zdefiniujmy operator L (z doktadnoscia do czynnika & jest to operator orbitalnego momentu

pedu) )
L=—-irxV.

Wykaza¢ nastepujace tozsamogci:

(A):  VxL=—-irvV?4+iV(l47r-V)
1 10 T 22
B): L=- | i—L
(B) v T(rx )(7‘8TT>+17’2
ZADANIE 1.6 U
Przy spetionych znanych zatozeniach twierdzenie Gaussa mowi, ze
/ d¢'rv.F= [ dS-F.
Wykazaé, ze wynikaja z niego nastepujace zwiazki:
(A) : / Br Vi :/ s o,
v v
(B) : /d3rV><A: dS x A.
v oV
ZADANIE 1.7 U

Wrykazaé, ze z twierdzenia Gaussa wynikaja tozsamosci Greena,
A): d®r |pV? Vo -Vy| = ds - ¢V
(): [ ar[ovie+ve-vu] = [ as- vy,
: 3 2. 2] _ ' _
(B) : /v &r [pV2) — pV2g) /6 L dS - [ove — ).
oraz ich wektorowe odpowiedniki,

(A") :/d37~ VxP)-(VxQ)—P-(VxVxQ)}:/avds-[PxVxQ],

/d3 (VXxVxP)-— P-(VxVxQ)]:WdS-[PxVxQ—QxVxP].

ZADANIE 1.8
Przy pewnych znanych zalozeniach twierdzenie Stokesa mowi, ze

/dS.VxF: dr - F.
S oS
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Wykazaé¢, ze wynikaja z niego nastepujace zwiazki:

(A) : /deWp:/ dr o,
(B) : /[dSkVAk—dSV A)l /drxA

ZADANIE 1.9 U
Wykazaé, tozsamosci:

(A) : /d3rG~F:0,gdyF:V¢,V-G:0,

(B) : /d3erF:O,gdyF:V¢,VxG:O.

ZADANIE 1.10 0
Wykazaé, tozsamosé

/d3rP:—/ Err(V-P)+ [ (AS - P)r.
Vv 1% oV

ZADANIE 1.11 U
Twierdzenie Helmholtza:

Wykazaé, ze znikajace w nieskonczonosci dowolne pole wektorowe C(r) (w ogdlnosci moze ono
by¢ réwniez funkcja czasu) mozna rozbi¢ jednoznacznie na sume dwoch pol wektorowych,

C(’l") = CJ_(T) + C”(’l"),

takich, ze

V'CJ_(T'):O, VXCH(T‘):O
Wykazac, ze

Ci(r) =V x F(r), Cjlr) = —VQ(r),
gdzie
1 5, V' xC(r)
F(r)—ﬂ/dr 7|T_T,| ,

oraz

dd/ )
47r/ \r—’r’]

vl —478(r)
r

Mozna skorzysta¢ np. z réwnosci

oraz tozsamosci wektorowej V2A = V(V-A)—V x(V x A). A przy wykazaniu jednoznacznosci
rozktadu mozna postuzy¢ sie tozsamosciami Greena.
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ZADANIE 1.12 U
Twierdzenie Helmholtza w skoriczonej objetosci:
Wykazaé, ze wzoér Helmholtza w skoﬁczonej objetosci przyjmuje postac

, V' x C(r) V' C(r)
—4xC(r V/d3 |r—r/y ~ v [t + [ las

=7 7

@S- V)C() _dS'x (V' x C(r) | (dS"- (r —")C(r") |

|r — 7| |r — /| lr —r']3

Wynika z niego, ze jesli w objetosci V' znikaja V - C(r) 1 V x C(r), to pole C(r) jest jedno-
znacznie wyznaczone przez jego warto$¢ i pochodne przestrzenne na brzegu 0V .

ZADANIE 1.13 U
Twierdzenie Helmholtza dla funkcji skalarnej w skoriczonej objetosci:
Wykazaé¢ odpowiednik wzoru Helmholtza postaci

Vo) [ g 0]

e S

Arg(r) =V - / &3

Na wyktladzie pokazatem, ze funkcje pola ¥ 4(x) spelniaja rownania Eulera-Lagrange’a

5 oc  OC
"Opau(x)  OPa(z)’
oraz, ze dla uktadu o symetrii translacyjnej zachowany jest tensor energii-pedu

oL
(91/)14,# (x)

Jesli funkcje pola 14 () sa zespolone i Lagranzjan jest niezmienniczy wzgledem globalnej trans-
formacji cechowania 1y (z) = e 4(z), q, A rzeczywiste, wowczas zachowujacym sie pradem
jest czterowektor

TH,(z) = Ya,(x) — Lo+,

@) =ia( 50 - )
Mau(z) O, (x)/)
W notacji czasowo-przestrzennej, gdy

(,r.’t)?

rownania te (a w zasadzie niektére z nich) przyjmuja odpowiednio postaci

; 0
¢A(r7t) - &wfl(rat>, 1/)14,2'(7‘,15) = B

o_or Lo _or o
M a(r,t)  Ox Oai(r,t)  pa(r,t)’
0 ) 875 _
TO(T>t> - wA(rv t) 877/‘),4(7“, t)
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Ponadto gestos¢ tadunku p(r,t) i gestosé pradu j(r,t) wynosza

| or oL
p(r,t) =iq (@DA(“ t)m B wA(nt)(W)
ji(r,t) = iq(wA(ﬂt)%Zf,,.,w - w/‘(r’t)ai/}iiﬁ“,tQ

i spetniaja zasade zachowania
Op(r,t) +V - g(r,t)=0.

ZADANIE 1.14 U
Wykazaé, ze zespolone pole ¥ (r,t), ktoérego dynamika opisana jest funkcja Lagrange’a,

2

2m

L. * j * * *
L= ilh(w (Ta t)d’(ﬁ t) - ¢(7'7 t)w (ru t)) - w,i(ra t>w,i<r7 t) - V(Ir7 t)w(rv t)d’ (7', t)u
spelnia réwnanie Schrodingera i wyznaczy¢ T% (7, t). Jak nalezy powiaza¢ ¢ z tadunkiem elek-
tronu e, aby p(r,t) bylo gestoscia tadunku? Czy spetniona jest zasada zachowania tadunku
elektrycznego?

ZADANIE 1.15 U
Dla pola wektorowego B, (x) spetniajacego warunek Lorentza 0, B*(z) = 0 zdefiniujmy wielkos¢

H,,(2) = 9,B,(x) - 0,B,(x).

Wykazaé, ze trzy Lagranzjany

1 174
/C1 — _Z ;LI/HM 5
1 1 2
_ By H
o=~ HuH 2(8#8 )

£ = —(08.) (@),

prowadza do tego samego réwnania Eulera-Lagrange’a. Wykaza¢, ze kazda para rézni sie od
siebie o cztero-dywergencje, czyli o wielkos¢ typu 9,C*. Poda¢ jawng posta¢ C), dla kazdej z
par (oczywiscie, wystarczy to zrobi¢ dla dwoch par, np. (3,1) 1 (3,2)).
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2 Seria II

Wzor catkowy na wektor natezenia pola elektrycznego generowanego przez rozktad tadunkow
ma postac

—7')
/ plr)(r dr’  rozklad objetosciowy tadunku p(r’) o wymiarze C'/m?
~ dneg |'r — 7|3

Loy,

a’  rozklad powierzchniowy tadunku o(r’) o wymiarze C/m?

dmeg =
1 A(r!
/ (r')(r - >dl’ rozktad liniowy tadunku A(r') o wymiarze C/m.
dreg Jo o | — '3

W powyzszym wzorze d7’ = da’ dy’ dz’. Jezeli powierzchnie S parametryzujemy zmiennymi u
i v tak, ze dowolny punkt powierzchni okreslony jest wektorem wodzacym r = r/(u,v), to

or’  or
7><7

da ou ov

dudo.

Analogicznie, jesli wektor wodzacy r = r/(u) parametryzuje krzywa C, to

or’

dll =
u

du

ZADANIE 2.1 U
Na okregu o promieniu R rozmieszczony jest tadunek o liniowym rozkladzie A(r'). Jesli okrag
ten umiescimy na plaszezyznie (xy), tak aby jego $rodek znajdowal sie w poczatku uktadu
wspotrzednych, to

/
A(r") = X\g + Ap cos (arctg(i/)),

gdzie A\g 1 \; sa statymi. Jaka posta¢ ma rozktad tadunku jesli okrag sparametryzujemy katem
biegunowym ¢'? Wyznaczy¢ pole elektryczne E(r) na osi z.

ZADANIE 2.2 O
Nieskoniczona plaska ptyta jest natadowana tadunkiem o stalej gestosci powierzchniowej o. W
plycie znajduje sie okragly otwoér o promieniu R. ZnaleZé natezenie pola elektrycznego na osi
otworu.

ZADANIE 2.3 U
Zmalez¢ natezenie pola elektrycznego dla:

a) kuli o promieniu R natadowanej tadunkiem o gestosci objetosciowej p = po\/g (wspot-

rzedne kuliste),

b) walca o promieniu R natadowanego tadunkiem o gestosci objetosciowej p = po\/g (wspot-
rzedne walcowe).
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Skorzystac¢ z symetrii uktadu i prawa Gaussa.

ZADANIE 2.4 U
Metoda separacji wspolrzednych kartezjariskich wyznaczyé potencjal wytworzony przez tadunek
roztozony w nieskonczonym osrodku z gestoscia

p(r) = posin(ax) sin(by) sin(cz).

ZADANIE 2.5 U
Bardzo dtugi przewdd o promieniu ry znajduje sie w prézni na wysokosci h nad nieskonczong
doskonale przewodzaca uziemiona powierzchnia (przewod jest rownolegly do powierzchni). Ko-
rzystajac z metody obrazéow wykazac¢, ze pojemnosé elektryczna takiego ukladu na jednostke
dhugosci wynosi

; 27’(’80
N 1H(2h/7’0) '
hz
-q
A

|‘ (6] "
“\ _," O=21/1,

(a) (b)

Z ADANIE 2.6 O

Ladunek punktowy ¢ znajduje sie nad doskonale przewodzaca uziemiona plaszczyzna, na ktorej
znajduje sie kulista wypuklto$é o promieniu R. Przyjmujac, ze srodek tej wypuklosci lezy na
plaszczyznie (rysunek (a)) wyznaczy¢ potencjal tego uktadu. Przyjmujac nastepnie, ze tadunek
znajduje sie na osi z w odlegtosci d od szczytu tej wypuktodci, wyznaczy¢ gestosé powierzchniowa
tadunku na szczycie wypuklosci. Skorzysta¢ z metody obrazow.

ZADANIE 2.7 U
Znalez¢ metoda obrazéw potencjal pola elektrycznego tadunku ¢ znajdujacego si¢ wewnatrz
klina, utworzonego przez dwie doskonale przewodzace uziemione ptaszczyzny, jesli kat miedzy
nimi wynosi 27 /n (rysunek (b) dla n = 5). Rachunki wykona¢ dlan =5 i 6.

ZADANIE 2.8 U
Na zajeciach wyprowadziliémy wzor na potencjal elektrostatyczny generowany przyz rozktad
kwadrupolowy

1 3wiwy — 20y 1
Qi %Tg) SR gdaie Qi) = §/d37"'/)("°')37§“7;"

o(r)

47’[‘60
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Wykazaé, ze mozna go zapisa¢ w postaci

1 i : 1
o(r) = m@jaﬁj, gdzie ©;; = §/d37’/0(7“/)(3x§x;‘ —1"8y).

ZADANIE 2.9 U
Wykaza¢, ze sita i moment sity wywierane przez wolno zmienne pole elektryczne wynosza

F(’l") = Qij@ajE(r),

oraz

N(r)=2(QV) x E(r)+r x F(r),

gdzie wektor QV ma skladowe kartezjanskie (QV)k = Q1;0;. Wykazaé, ze energia oddzialy-
wania elektrostatycznego kwadrupola z wolno zmiennym polem elektrycznym przyjmuje postaé

1
VQ<T) = _QijaiEj(T') = —g@w@EJ(fr)

ZADANIE 2.10 U
Czy mozliwym jest, aby tadunek zlokalizowany w ograniczonej objetosci moglt generowaé po-
tencjal postaci

A Ba?
¢(r) = — + —— + wyrazy wyzszych rzedow?
r r

Odpowiedz jest 'nie’, ale dlaczego?
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3 Seria III

ZADANIE 3.1 U
Wyznaczy¢ potencjal natadowanej powierzchni kulistej o promieniu R, na ktérej umieszczono
tadunek o gestosci powierzchniowej o(0) = oo + 09 cos? 0, gdzie o i 0y sa stalymi a 6 jest
wspotrzedna kulista. Skorzystaé z ogélnego rozwigzania réwnania Laplace’a we wspotrzednych
kulistych

[e.e]

¢(r,0) = Z(Az?"é + BgT‘_(Z—H))Pg(COS 0),

=0
gdzie Py(r) sa wielomianami Legendre’a (Py(z) = 1, Po(z) = (3z* — 1)/2). Niech wypisane
wielomiany Legendre’a stuza za podpowiedz.

ZADANIE 3.2 U
Obliczy¢ energie oddzialywania obtoku elektronowego z protonem w atomie wodoru w dwoch
przypadkach, gdy elektron znajduje sie w kulisto-symetrycznych stanach podstawowym i pierw-
szym wzbudzonym. W tych przypadkach gestosci objetosciowe tadunku elektronu maja odpo-
wiednio postaé

— _i —2r/a _ € <1 . T.)Z —r/a
plr) = —Sqe e i ) == e,

gdzie e jest tadunkiem elementarnym, czyli e = |e|, za$ a jest promieniem Bohra.

ZADANIE 3.3 U
Inwersja nazywamy takie przeksztalcenie przestrzeni, przy ktorym kazdy jej punkt » przechodzi
w punkt sprzezony r’ wzgledem pewnej wybranej sfery inwersji o promieniu R, tak ze

Wykazaé¢, ze rownanie Laplace’a jest niezmiennicze wzgledem inwersji, tzn. jesli f(r) jest roz-
wigzaniem rownania

02 02 02
Qw*mp+&ﬁﬂ”—a

to funkcja
0? 0? 2N .,
97 oy T 52) /) =0

Wykazaé, ze tadunek punktowy o gestosci objetosciowej p(7) = qod(r — 7o) transformuje sie w
tadunek punktowy o gestosci objetosciowej o' (r') = qd(r" — 1), gdzie ¢, = Rqo/ro.

2
f'(r) = ff(far') spelnia rownanie (

ZADANIE 3.4 U
Wykazaé, ze w pewnej szczegdlnej geometrii obrazem kuli przy inwersji jest ptaszczyzna do niej
styczna. Fakt ten mozna uzy¢ do redukeji problemu wyznaczania potencjatu elektrostatycznego
od tadunku punktowego znajdujacego sie w poblizu przewodzacej i uziemionej kuli do problemu
wyznaczania potencjatu elektrostatycznego od tadunku punktowego znajdujacego sie w poblizu
przewodzacej nieskonczonej ptaszczyzny. Udowodnié to.
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ZADANIE 3.5 U
Wykaza¢ metoda separacji zmiennych we wspolrzednych biegunowych, ze ogdlne rozwiazanie
dwuwymiarowego rownania Laplace’a ma postac

o(s,0) =D+ Clns+ i(C’ns” + D,s™ ") (A, cosng + B, sinng).

n=1

Postugujac si¢ tym rozwinieciem wyznaczy¢ pole elektryczne wytworzone przez doskonale prze-
wodzacy dysk o promieniu R umieszczony w stalym i jednorodnym polu elektrycznym Ey, =
Ey e, oraz gestosé tadunku liniowego na brzegu dysku. Jak zmieni sie wynik jesli dysk jest
dielektrykiem o przenikalnosci dielektrycznej €7 Jak zachowuje sie pole elektryczne w duzej
odlegtosci od dysku?

ZADANIE 3.6 U
Obliczy¢ site dziatajaca na punktowy tadunek ¢ umieszczony we wnece prézniowej o promieniu
R, ktora wycieto w osrodku o przenikalnosci dielektrycznej e. Odlegtosé tadunku g od srodka
wneki wynosi a < R.

Rada: z potencjatlu wydzieli¢ wktad pochodzacy od punktowego tadunku, a otrzymany nie-
skoniczony szereg nie staraé¢ sie sumowac.

Prawdopodobna odpowiedz:

a2£fl

REI(e(0+ 1) — el

Forg*(e—e0)d L(0+1)
=1

ZADANIE 3.7 U
Wykazaé, ze pole elektryczne w pustym wydrazeniu kulistym o promieniu a w kuli o promieniu
b > a i stalej dielektrycznej € jest jednorodne jesli kula jest umieszczona w zewnetrzym statym
i jednorodnym polu elektrycznym Ey (kule sa koncentryczne). Jaka posta¢ ma pole elektryczne
w nieskoriczonosci?

Prawdopodobna cze$ciowa odpowiedz:

9eeq
E=FE
%9ec0 + 2(c — £0)2(1 — a3 /b3)’

a w nieskoniczonosci jak od dipola.

ZADANIE 3.8 U
Na wyktadzie, postugujac sie odwzorowaniem konforemnym, wyznaczono potencjat od jedno-
rodnie natadowanej nici umieszczonej w przewodzacym klinie o kacie rozwarcia o w sytuacji
gdy nié¢ jest réwnolegta do krawedzi klina. Rozwiazanie polegalo na przeksztalceniu obszaru
klina w potptaszczyzne. Ale ten sam problem mozemy rozwiazaé przeksztalcajac obszar klina
w obszar klina o prostym kacie rozwarcia, otrzymujac (zapewne?) ten sam wynik. Sprawdzi¢
to.
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ZADANIE 3.9 U
Powtoka kulista o promieniu wewnetrznym a i zewnetrznym b wykonana jest z dielektryka,
ktorego polaryzacja dana jest wzorem:

P(r)= E'r.

r2

Wyznaczy¢ gestosé objetosciowa i powierzchniowa tadunkéw zwiazanych oraz natezenie pola
elektrycznego w catej przestrzeni.

ZADANIE 3.10 U
Ladunek punktowy ¢ umieszczony jest w odleglosci d od srodka jednorodnej kuli o promieniu R
(d > R) i przenikalnosci elektrycznej e. Wyznaczy¢ potencjal w dowolnym punkcie przestrzeni.
Pokazad, ze w granicy € — 1, potencjal na zewnatrz kuli jest taki, jak od tadunku punktowego
q umieszczonego w odlegtosci d od uziemionej kuli przewodzace;j.

Wskazowka: Potencjal wytworzony przez tadunek punktowy ¢ lezacy na osi z w odlegtosci d od
poczatku uktadu wspotrzednych, mozna, we wspotrzednych sferycznych, wyrazié¢ wzorem:

60 0) = — 3~ < Py (cost)
r,f) = ——>Y —=P(cos
) 47T€0 = T€>+1 4 )

gdzie r~ (r-) to wieksza (mniejsza) z odlegltosci d i r.

ZADANIE 3.11 U
Moment dipolowy i kwadrupolowy rozktadu tadunku wyrazaja sie wzorami:

p= [ Brroie)

Qz’j = /d37° (3.7711’] — TQdij)p<’r)‘

Obliczy¢ moment dipolowy i kwadrupolowy jednorodnie natadowanej tadunkiem () elipsoidy o
potosiach a, b, c¢. Przedyskutowaé przypadek elipsoidy obrotowej (b = ¢) oraz kuli (a = b = ¢).
Wskazowka: Przy catkowaniu warto skorzystaé¢ ze zmodyfikowanych wspotrzednych sferycznych
r, 0, o, w ktorych: = arcospsiné, y = brsinpsinf, z = cr cos 6.
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4 Seria IV

ZADANIE 4.1 U
Dwie, dtugie wspolosiowe walcowe powierzchnie przewodzace o promieniach a i b (a < b) za-
nurzone sa pionowo w cieklym dielektryku liniowym. Przy réznicy potencjatéw V' pomiedzy
powierzchniami, poziom cieczy dielektrycznej, wypelniajacej przestrzen miedzy nimi, przewyz-
sza o0 h poziom cieczy na zewnatrz. Znalez¢ podatnosé elektryczna . cieczy. Gesto$é cieczy
wynosi p, a wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g.

ZADANIE 4.2 O
Wyznaczy¢ indukcje pola magnetycznego w srodku wielokata foremnego o n bokach, przez ktory
plynie prad o natezeniu /. Promieni okregu wpisanego w ten wielokat wynosi R. Sprawdzi¢, ze
w granicy nool indukcja pola magnetycznego w srodku jest taka, jak od okregu o promieniu
R, w ktorym ptynie prad I.

ZADANIE 4.3 U
Dysk, natadowany tadunkiem o statej gestosci powierzchniowej o, obraca si¢ z predkoscia ka-
towa w. Korzystajac z prawa Biota-Savarta, wyznaczyé indukcje pola magnetycznego na osi
dysku w odleglosci d od jego $rodka.

Wskazowka: Ladunek o powierzchniowej gestosci o(r), poruszajacy sie z predkoscia v(r) wy-
twarza prad o gestosci powierzchniowej K (r) = o(r)v(r).

ZADANIE 4.4 U
Indukcje magnetyczna dipola o momencie dipolowym m, mozna wyrazi¢ wzorem:

o 3(m-r)r —r*m
C 4m 7o ‘

Wyznaczy¢ $cidle indukcje pola magnetycznego w odleglosci z nad srodkiem symetrii kwadra-
towej ramki o boku a, przez ktoéra plynie prad o natezeniu I, a nastepnie znalez¢ moment
dipolowy m tej ramki i pokazac, ze Sciste wyrazenie na indukcje redukuje sie do wyrazenia na
indukcje od dipola przy z > a.

B(r)

ZADANIE 4.5 U
Wyznaczy¢ moment dipolowy dysku o promieniu R, natadowanego tadunkiem o statej gestosci
powierzchniowej o i obracajacego sie z predkoscia katowa w.

ZADANIE 4.6 O
Potencjal wektorowy dipola o momencie dipolowym m, dany jest wzorem:

[o T X T
A7 r3

Wyznaczy¢ magnetyczny moment dipolowy kuli o promieniu R jednorodnie natadowanej ta-
dunkiem @ i obracajacej sie z predkoscia katowa w. Obliczyé¢ Scisle potencjal wektorowy A
w dowolnym punkcie (7,0) na zewnatrz kuli i sprawdzi¢, ze wynik pokrywa sie z potencjatem
wektorowym od dipola.

A(r)
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ZADANIE 4.7 U
Wewnatrz nieskoriczenie dtugiego przewodzacego walca o promieniu b jest walcowe wydrazenie
o promieniu a (a < b). W tym przewodniku plynie prad o gestosci objetosciowej j i kierunku
rownolegtym do osi walca. Znalezé¢ wektor indukeji magnetycznej B w wydrazeniu.

ZADANIE 4.8 U
Przewodnik, w ksztalcie okregu o promieniu R, w ktérym ptynie prad o natezeniu /, ma srodek
w poczatku uktadu wspotrzednych, a jego o$ znajduje sie w plaszezyznie (zz) pod katem 6y do
osi z. Przewodnik znajduje sie¢ w polu magnetycznym o indukeji B = By[(1+0y)e,+(1+5z)e,].
Zmalez¢ site dziatajaca na ten przewodnik.

ZADANIE 4.9 U
W przewodniku o ksztalcie okregu o promieniu R polozonego w plaszczyznie (zy) i srodku w
poczatku uktadu wspotrzednych, ptynie prad o natezeniu I. Pokazaé, ze potencjatl wektorowy
A pochodzacy od tego przewodnika dany jest (we wspotrzednych sferycznych) wzorem:

RI 2 —kKO)K (k) —2E(k
Aty — BT [ REG) 280
7V R2+ 12+ 2Rrsinf k?
gdzie
e 4Rrsin 0

" R21 12+ 2Rrsind
a K i E to calki eliptyczne:

w/2 /2

B do B BT
K(k) = | = E(k) = 0/dqsm k2 sin 6.

Wyznaczy¢ potencjal wektorowy na osi z.

ZADANIE 4.10 U
Kula wykonana z liniowego materiatu magnetycznego, o podatnosci magnetycznej y.,, zostata
umieszczona w jednorodnym polu zewnetrznym o indukcji By. Znalez¢ indukeje pola magne-
tycznego wewnatrz kuli.

Wskazowka: W przypadku braku pradéw swobodnych (7 = 0) natezenie pola magnetycznego
spetnia réwnanie: V x H = 0, wobec czego mozna je zapisaé jako gradient pola skalarnego:
H = —V1. Poniewaz dywergencja natezenia pola magnetycznego jest zwiazana z dywergencja
magnetyzacji, V- H = —V - M, potencjal skalarny ¢ spelnia rownanie Poissona z V - M w
roli zrodta,

Ay =V - M.

ZADANIE 4.11 U
Prad o natezeniu I; ptynie w przewodniku w ksztalcie okregu o promieniu R, a prad o natezeniu
I, w przewodniku prostoliniowym. Oba przewodniki leza w jednej plaszczyznie. Srodek prze-
wodnika okreznego znajduje sie w odleglosci d > R od przewodnika prostoliniowego. Znalezé
site wzajemnego oddzialywania obu przewodnikéw.
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ZADANIE 4.12 U
Pokazaé, ze wspotczynnik indukeji wzajemnej pomiedzy petla w ksztalcie trojkata rownobocz-
nego a prostoliniowym przewodnikiem umieszczonym w ptaszczyznie, w ktorej lezy ten trojkat,

e Sesoml) ]

gdzie a jest wysokoscia trojkata, natomiast b jest odlegto$cia pomiedzy prostoliniowym prze-
wodnikiem a bokiem trojkata, do ktorego ten przewodnik jest rownolegly. Zastanowié¢ sie nad
dwiema mozliwosciami: gdy bok trojkata réwnolegtego do prostej jest blizej niz przeciwlegly
wierzchotek lub na odwrot.

ZADANIE 4.13 U
W pewnym stanie wzbudzonym atomu wodoru prad elektryczny we wspotrzednych kulistych
ma postac

1 ehr?

. 2r N . 9
j(r) = 387rmea(7)eXp(_?mo) sinf cos” 0 e,

gdzie ag jest promieniem Bohrowskim, a m. i e masg i tadunkiem elektronu. Wyznaczy¢ dipo-
lowy moment magnetyczny dla takiego pradu.

ZADANIE 4.14 4
Wyznaczy¢ dipolowy moment magnetyczny dla gestosci pradu postaci

j(r) = (ax V)i(r —m),

gdzie a i ry sa wektorami statymi.

ZADANIE 4.15 U
Wyznaczy¢ dipolowy moment magnetyczny dla gestosci pradu postaci

j(r) =V x(aF(r)),

gdzie a jest stalym wektorem a funkcja F'(r) dazy do zera w nieskoniczonosci szybciej niz r—°.

ZADANIE 4.16 O
W pewnym stanie wzbudzonym atomu wodoru prad elektryczny we wspotrzednych kulistych
ma postac

) 1 ehr? 2ry\ . 4
j(r) = 535 roneal exp(—g—cm) sin” 0 e,

gdzie ag jest promieniem Bohrowskim, a m, i e masa i tadunkiem elektronu. Wyznaczy¢ indukcje
pola magnetycznego generowanej tym pradem w poczatku uktadu wspotrzednych, czyli tam
gdzie znajduje sie proton.

ZADANIE 4.17 U
We wspotrzednych kulistych rozktad tadunku elektrycznego ma postaé p(r,0). Ladunek ten
zakrecono z predkoscia katowa w wokoét osi symetrii z. Wyznaczy¢ wektor indukcji pola ma-
gnetycznego w poczatku uktadu wspotrzednych, gdy a) tadunek @ roztozony jest jednorodnie
wewnatrz kuli o promieniu R; b) roztozony jest jednorodnie na powierzchni tej kuli.
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5 Seria V

ZADANIE 5.1 U
Przewodzaca sfera o promieniu R obraca sie wokot osi z z predkoscia katowa w, w jednorodnym
polu magnetycznym o indukcji B = By e,. Obliczy¢ site elektromotoryczna, jaka powstaje
pomiedzy biegunem a réwnikiem sfery.

ZADANIE 5.2 U
Zatozmy, ze natezenie pola elektrycznego na postaé

sin 0

E(r,0,0)=A

{cos(kr — wt) — k:lr sin(kr — wt)} e,
gdzie w/k = c.

Wykazaé, ze E spelnia wszystkie rownania Maxwella w prézni i znalezé odpowiadajace mu
pole magnetyczne.

Obliczy¢ wektor Poyntinga oraz usredniajac go po czasie znalezé¢ wektor natezenia promie-
niowania. Przedyskutowac jego kierunek oraz zanik dhugosci w przestrzeni.

Wyznaczy¢ catkowita moc wypromieniowana przez powierzchnie sfery o srodku w poczatku
uktadu wspotrzednych.

y
zglety drut
B
®
—> V(1)
X
poruszajacy sie pret
x=|yl
ZADANIE 5.3 U

Nieskoriczony prostoliniowy drut o oporze na jednostke dtugosci Ry zgieto w pewnym punkcie
pod katem prostym i mocno przyklejono ‘Kropelka’” do poziomej powierzchni. Wybierzmy uktad
wspotrzednych kartezjanskich tak, aby powierzchnia ta pokrywata sie z ptaszczyzna Ozy, zgiecie
druta znajdowalo sie w poczatku uktadu wspolrzednych, a 0§ Ox byla osia symetrii uktadu
(rysunek). Na drucie tym potozono nastepnie dlugi pret o catkowitej masie m i tym samym
oporze na jednostke dtugosci Ry. W chwili ¢ = 0, gdy polozenie preta pokrywalo sie z osia
Oy, nadano mu predkosé vy w kierunku osi symetrii Ox. Wyznaczy¢ prad elektryczny plynacy
przez pret w funkcji czasu, jesli caly ukltad umieszczony jest w stalym i jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B = —Be,, B > 0. Okresli¢ z reguly Lenza kierunek pradu oraz
maksymalng odlegtosé, na ktora przemiesci sie pret. Zaniedbaé¢ wplyw sit tarcia i przyja¢, ze
pret jest tak dlugi, ze zawsze lezy na drucie. Obliczy¢ catkowite ciepto Joule’a wydzielone na
oporze i porownac je z poczatkows energia kinetyczna preta. Rozwiazujac rownanie Newtona
przypomnie¢ sobie, ze pochodng po czasie z%(t) jest 2z(t)i(t).
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ZADANIE 5.4 U
Pomiedzy dwiema réwnoleglymi okraglymi pltytami o promieniach R i odlegtych od siebie
0 d < R istnieje jednorodne pole elektryczne E(t) = E(t)e,, ktore zmienia si¢ w czasie.
Na zewnatrz, dla p > R pole elektryczne znika. Znalez¢ wektor indukcji pola magnetycznego
B(p,t), czyli jego dtugosé jako funkcje czasu i odlegtosci od osi symetrii oraz jego kierunek i
zwrot. W jakich warunkach pole magnetyczne bedzie niezalezne od czasu?

ZADANIE 5.5 U
Jednorodne pole magnetyczne B(t) = B(t)e., ktore zmienia sie w czasie, wypelnia cylinder o
osi symetrii wzdtuz osi z i o promieniu R. Na zewnatrz cylindra, dla p > R pole magnetyczne
znika. Znalez¢ wektor pola elektrycznego, czyli jego dtugosé jako funkcje czasu i odlegtosci od
osi symetrii oraz jego kierunek i zwrot. W jakich warunkach pole elektryczne bedzie niezalezne
od czasu?

z
1o
- — — — — —
X=s4(2)
- — - - -
X
ZADANIE 5.6 |

Plaska figure ograniczona liniami z = 21, 2 = 20, © = 51(2) i & = $2(2) (20 > 21, $2(2) > s1(2) >
0) obrocono wokot osi Oz, otrzymujac bryte o symetrii obrotowej. Nastepnie bryte te natado-
wano tadunkiem o gestosci objetosciowej p(s, z) (uzyto wspotrzednych walcowych) i obrocono
z czestoscia w wokot osi symetrii (patrz rysunek). Wykazac, ze jesli gestosé objetosciowa masy
jest proporcjonalna do gestosci objetosciowej tadunku, to

Q

= _*p,
2M

m
gdzie m, L, ) i M sa odpowiednio magnetycznym momentem dipolowym, momentem pedu,
catkowitym tadunkiem i catkowita masg tej bryty. Skorzysta¢ z faktu, ze magnetyczny moment
dipolowy ptlaskiego drutu otaczajacego powierzchnie o catkowitym polu A i po ktérym plynie
prad o natezeniu I co do wartosci wynosi [ A.

Wyznaczy¢ magnetyczny moment dipolowy m jesli 21 = —R, 25 = R, s1(2) = 0, s2(2) =
VR? — 22 oraz p(s, z) = po(l — (s + 22)/R2), gdzie R i py s stale.
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ZADANIE 5.7 U
Dwa nieskoriczenie cienkie dyski o promieniu R, umieszczono koncentrycznie nad soba w odle-
glosci d < Ry. Gorny i dolny dysk naladowano odpowiednio tadunkami +@Qy i —Qy. W chwili
t = 0 srodki dyskow potaczono prostym drutem o oporze R. Zaniedbujac indukcyjnosé uktadu
i przyjmujac, ze pomiedzy dyskami pole elektryczne jest jednorodne:

a) Znalez¢ zaleznosé tadunkow zgromadzonych na dyskach od czasu.

b) Wyznaczy¢ powierzchniowa gestosé pradu elektrycznego plynacego po powierzchni jed-
nego z dyskow.

¢) Wyznaczy¢ pole magnetyczne miedzy dyskami w funkeji czasu.

Przyja¢, ze opor R jest na tyle duzy, ze gestosé powierzchniowa tadunku na dyskach dla usta-
lonego czasu jest jednorodna.

ZADANIE 5.8 U
Metalowa petelke w ksztalcie kota o promieniu a, masie m (niestety, nalezy wyznaczy¢ moment
bezwladnosci) i catkowitym oporze elektrycznym R umieszczono w polu o indukeji magne-
tycznej B (mozemy przyjaé, ze B = Be,. Nastepnie zakrecono nia wokot osi prostopadtlej do
pola magnetycznego (np. wokoét osi x) z poczatkowa predkoscia katowa wy. W wyniku indukeji
w petelce generowany jest prad elektryczny i wydziela sie ciepto Joule’a, co w konsekwencji
prowadzi do zmniejszania sie czestosci obrotu. Wyznaczy¢ prawo (tj. posta¢ réwnania roznicz-
kowego) okreslajace zanik w czasie energii kinetycznej petelki. Przyja¢ nastepnie, ze po jednym
obrocie zanik energii kinetycznej jest niewielki, czyli rownanie to mozna usredni¢ po szybkich
oscylacjach. Wyznaczyé¢ tempo zaniku usrednionej po jednym obrocie energii kinetycznej pe-
telki. Powinnismy otrzymac¢ wyktadniczy zanik energii w czasie. Po jakim czasie czesto$é obrotu
zmniejszy sie e-razy (e to jest liczba ex2.71...)7 Oczywiscie, w trakcie obrotu petelka rowniez
moze promieniowac¢, co dodatkowo zmniejsza czesto$é obrotu. Pomingé ten efekt jako wyzszego
rzedu; przynajmniej chwilowo.

ZADANIE 5.9 U
g(w) jest funkcja holomorficzng w gornej potplaszezyznie taka, ze dla rzeczywistych w

2w
(W8 — w?)? + 4y2w?

Img(w) =

Wyznaczy¢ Rmg(w) i g(w).

ZADANIE 5.10 U
Wyprowadzi¢ zwiazki dyspersyjne Kramersa-Kroniga dla oérodka o stalym w czasie przewod-
nictwie.

ZADANIE 5.11 U
Zmalez¢ rozktad katowy promieniowania i catkowita wypromieniowana moc dla nastepujacych
uktadow:
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1. Ladunek @ réwnomiernie roztozony w kropli, ktérej promieri rownomiernie pulsuje zgodnie
Ze Wzorem:

(a) R(t) = Ro[l + acos(wt)],
(b) R(0,t) = Ro[1 + aP>(cos8) cos(wt)],

gdzie a < 1 a Py(x) jest wielomianem Legendre’a.

2. Cienka liniowa antena o dlugosci d wzbudzona stojaca fala pradu o amplitudzie I i
weztach na koncach anteny (d = 5\, gdzie n jest liczba naturalng).

3. Cienka liniowa antena o dtugosci d wzbudzona biegnaca fala pradu I(z,t) = Iyexp(i(kz —
wt)), gdzie k = w/c, a z jest wspolrzedna punktu anteny.

ZADANIE 5.12 O
Czastka o tadunku e porusza sie ze stala predkoscia v. Znalezé rozktad pola elektromagnetycz-

nego wytworzonego przez taki ruch na fale ptaskie. Jaki zwiazek dyspersyjny spetniaja takie
fale?

ZADANIE 5.13 U
Wyznaczy¢ moc wypromieniowang przez dipol obracajacy sie w zadanej plaszczyzZnie ze stala
predkoscia katowa w. Jaka jest polaryzacja tego promieniowania? przyjac¢, ze ruch jest nierela-
tywistyczny.

ZADANIE 5.14 U
Wyznaczy¢ tor czastki relatywistycznej o tadunku ¢ i masie m poruszajacej sie w jednorodnym
i stalym polu elektrycznym E. Wyznaczy¢ moc wypromieniowang w czasie ruchu i polaryzacje
generowanego promieniowania.

ZADANIE 5.15 U
Wykazaé, ze przy zderzeniach dwoch jednakowych czastek nie wystepuje promieniowanie dipo-
lowe.

ZADANIE 5.16 U
Wrodzmy do zadania 5.8. Wyznaczy¢ dla obracajacej sie petelki magnetyczny moment dipolowy
w funkcji czasu a nastepnie wyznaczy¢ usredniong po jednym obrocie moc promieniowania.
Kiedy jest ona poréwnywalna z moca wydzielanego ciepta?
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