Modelowanie matematyczne - kilka oczywistych faktow,
ktore warto sobie uswiadomic

Co to jest Model:

e reprezentacja badanego obiektu w postaci innej, niz ta, w ktorej
wystepuje on w rzeczywistosci.

e W nauce model jest rozumiany jako uproszczona, celowo,
reprezentacja rzeczywistosci.

Typy modeli:

e modele o podobienstwie geometrycznym (mapy, makiety)

e modele o podobienstwie kinematycznym

e modele o podobienstwie dynamicznym (makiety stosowane w
tunelach aerodynamicznych)

e modele tworzone przez analogie (hydrauliczno elektryczny)

¢ modele matematyczne

Model matematyczny to skonczony zbidr symboli i relacji
matematycznych oraz Scistych zasad operowania nimi, przy czym
zawarte w modelu symbole i relacje majq interpretacje odnoszaca sie do
konkretnych elementéw modelowanego wycinka rzeczywistosci.

Zbior symboli i relacji matematycznych - to twor abstrakcyjny;
czynnikiem przeksztafcajacym go w model matematyczny jest
fizyczna interpretacja.




Jak tworzymy model?
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Przykiad: wzrost populacji bakterii

Niech:

N(t) - iloS¢ bakterii w chwili ¢

r - predkos¢ reprodukgji

W takim razie, pomijajac wymieranie, mozemy przypuszczac, ze:

N(t + At) = N(£) + rN(£)At

N(t+ At)— N(z)
At

Zaktadamy teraz, ze rozmiar populacji N (t) jest wielkoscig ciagta.

Ma to sens przy nastepujacych zatozeniach:

1. Liczebno$¢ populacji jest duza tak, ze dodanie lub odjecie kilku
osobnikdw nic nie zmienia.

2. Rozmnazanie sie pojedynczych osobnikdéw nie ma wptywu na
rozmnazanie sie innych osobnikow.(nie ma skorelowanych
gwattownych zmian liczebnosci)

Wtedy przechodzac w granicy At — 0 powyzsze rownanie roznicowe

mozna zastgpi¢ réwnaniem roézniczkowym:

d—N =rN
dt

= rN(t)

Réwnanie to jest znane jako prawo Malthusa (1798). Zastosowat je on
do opisu populacji ludzi na Ziemi i jego wnioski byty nieco zatrwazajgce

Réwnanie to mozemy scatkowac przez rozdzielenie zmiennych

d—N = rdt
N
td—N = trds
oN  Jo
t
InN|, =rt Czyli mamy wzrost exponencjalny !

In N(¢)—1In N(0)=rt

1(%)} r

N(t)= N,e"



Dyskretne modele jednej populaciji

Opis dyskretny jest dobry dla populacji dla ktérych nie ma zachodzenia
pokolen na siebie.

Bedziemy analizowa¢ modele opisywane rownaniami roznicowymi typu:
Ny = NtF(Nt):f(Nt)

Sztuka modelowania polega na umiejetnym dobraniu f (N ) tak aby
rownanie powyzsze dobrze oddawato obserwowane fakty.

Uwaga: nie ma prostego zwigzku miedzy réwnaniami réznicowymi i
rozniczkowymi:

e Najprostszy przyktad:

N,,=rN, = N,=r'N,

czyli mamy wzrost wyktadniczy (a jaki byt wzrost dla analogicznego
rownania rézniczkowego?)

e Jak uwzgledni¢ wptyw pojemnosci Srodowiska?

Np.: N,,, =rN, gdzie N, = Ntl_b btakie, ze N, <N,
Interpretacja: N, - frakcja populacji przezywajqca do rozrodu

e A co sie stanie jesli wezmiemy dyskretng kalke modelu
logistycznego?

N
N, = rNt(l _?,j rK >0

t+1

Np.dla N, >K N,, <0

Mozna to poprawic tak:

N
N, =N, exp{r(l—?fﬂ r,K >0

rN, o L . . .
exp| — X - czynnik Smiertelnosci zwigzany z pojemnoscig srodowiska



Pajeczynki - graficzna metoda badania rownan
roznicowych

Stany stacjonarne

£

N =f(N)=NF(N") =

tatwo znalez¢ graficznie:
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Zachowanie w poblizu punktu stacjonarnego zalezy od sposobu
przeciecia sie f(N)i N,,, = N,
Poniewaz prosta N,,, = N, ma staty kat nachylenia w ukfadzie wsp.

Wystarczy rozwazy¢ jedynie lokalne nachylenie krzywejN,,, = f(N,)
(czyli pochodng f '(N *))




Nie stabilny Stabilny — Stabilny — Nie stabilny
zbiega zbiega
oscylujac mono-
tonicznie

Bifurkacja — modele sg na 0gét zalezne od pewnych parametrow.
Stabilnos$¢ standw stacjonarnych moze zaleze¢ od wartosci parametrow.
Jesli przy matej zmianie jakiego$ parametru r w sasiedztwie wartosci 7,
nastepuje jakosciowa zmiana zachowania modelu (stan stacjonarny
zyskuje lub traci stabilnoS¢, pojawiajg sie nowe stany stacjonarne itp.) to
mowimy ze wartos¢ 7, jest wartoscig bifurkacji.

Zadanie 1:
Dla modelu:

N, = Nt[l + r(l - ﬁﬂ
K

Przejs¢ do zmiennych bezwymiarowych

okresli¢ nieujemne stany stacjonarne
przedyskutowac ich liniowg stabilnos¢

znalez¢ minimalng i maksymalng liczebno$¢ populacji
znalez¢ wartoS¢ pierwszej bifurkacji

Zadanie 2:

e Skonstruowac pajeczynke dla modelu:
_(t+r)N,

“U 14N,

e Przedyskutowac jakosciowo globalne zachowanie rozwigzan.
e Poda¢ minimalng i maksymalng wartos¢ N, .



Rownanie logistyczne — chaos deterministyczny

Przeanalizujmy zachowanie sie odwzorowania
X = rxt(l - xt) (*)
mozemy interpretowac je jako bezwymiarowg wersje rownania na
liczebnos¢ populacji z uwzglednieniem pojemnosci Srodowiska.
Réwnanie to ( jak pewnie wiecie ) ma ciekawe zachowanie zalezne od
wartosci parametru r
1. Znajdzmy jego stany stacjonarne i zbadajmy jak zmienia sie ich
stabilnoS¢ w zaleznosci od wartosci parametru r
2. Narysujmy pajeczynke dla tego odwzorowania dla » =2idla » =3.1
3. Znajdzmy stany stacjonarne dla odwzorowania
Xy =Xy (1 — X ) = r(rxt (1 — X, ))(1 —rX, (1 — X, )) (**)
Musimy w tym celu rozwigza¢ réwnanie
X = r(rx(l — x))(l — rx(l — x))
zauwazmy, ze stany stacjonarne poprzedniego odwzorowania (*) sg tez

stanami stacjonarnymi odwzorowania (**), a takze wyzszych iteracji
rownania (*). Zatem wielomian:
p(x)=r(mx,(1-x,))1-rx,(1-x,))—x  mozemy podzieli¢ przez

!

otrzymujemy sfaktoryzowany wielomian:

=11 )

Ostatecznie punktami stacjonarnymi naszego odwzorowania (**) sq

0

1

r

x:<%(r+1+¢(r—3)(r+1))
(1= =3+ D)

£l
dwa ostatnie pierwiastki sg rzeczywiste tylkodla r < -1 v >3
Tak wiec dla dodatnich » te dwa stany stacjonarne istniejg gdy » > 3,

1 &4 - 14
wtedy tez stan stacjonarny 1 — — traci stabilnos¢. Mozna pokazac
r



rachunkiem wprost, ze punkty Zi(r +1+J(r=3)r + 1)) sq stabilne dla
r

3<r<r, =3.3.
W analogiczny sposodb mozna znalez¢ i zbadac¢ stabilnos¢ punktéw

stacjonarnych kolejnych iteracji rownania (*) -> orbity o okresach 2".

Nowy jakosciowo efekt pojawia sie w momencie gdy » =~ 3.83. Pojawia
sie wowczas orbita o okresie 3. Udowodnione jest twierdzenie, ze jesli

dla pewnego . istnieje rozwigzanie dla okresdw nieparzystych (co

najmniej 3) to powyzej r, istniejq rozwigzania aperiodyczne.

4. Zbadajmy graficznie co dzieje sie z kolejnymi iteracjami (*)



Ukiady dwoéch rownan roznicowych

Rozszerzymy teraz naszg metodologie na uktady dwdch rownan
roznicowych. Uktad dany jest rownaniem :

xn+1 :f(xn’yn)

yn+l :g(xn9yn)
W punktach stacjonarnych mamy:

x* _ f(x*,y*)

V=gl

Aby wnioskowac o stabilnosci stanu stacjonarnego zbadamy co dzieje sie
z matymi zaburzeniami (x* +x',y + y').

Rozwijamy funkcje f 1 @ w szereg Taylora wokét punktu
stacjonarnego:

f, g — funkcje nieliniowe

* ' * ' * * a ' a '
f(x +x',y +y):f(x,y )+i x+i '+
ox|> oy £y
* ' * ' * * a ' 6 '
g(x +x',y +y)=g(x,y )+_g X+ V' +
Ox |, oy oy
i zostawiamy tylko wyrazy liniowe
Oznaczmy:
0 0
ap = i > dp = l
Ox oy oy o
0 0
dy = 2 > Ay = =
ox oy oy L

wowczas nasze rownania w przyblizeniu liniowym wygladajg
nastepujqco:

_ ' '
X =apXx,tany,

n

— ! '
Vo =ay X', +ayy',
w notacji wektorowej

1
. a; dp Xy

| _ | _ |
x',,, = Ax', gdzie A—( , X', =
dy dy Vo

Teraz musimy znalez¢ pierwiastki rownania charakterystycznego:
det(A -AI)=0
A —tr AL +detA =0



Aby punkt stacjonarny byt stabilny potrzeba aby oba pierwiastki co do
modutu byly mniejsze niz 1.
Jakie wynikajq stad warunki na Slad i wyznacznik?

trA £+/tr A2 —4det A

2

Dla rzeczywistych pierwiastkéw (tr A > 4det A ):
Wierzchotek paraboli musi by¢ pomiedzy -1 a 1

—1<%<1
2

Pierwiastki tego rownania to: 4, , =

2>|trA|

za$ odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkiem paraboli a miejscem zerowym
musi by¢ mniejsza niz odlegtos¢ wierzchotka od +1

trA| Jter2 —4det A
1- >
2 | 2
2 2
- trA|+trA >trA 4det A

4
1+detA >|trA|

taczac oba warunki mamy
2>1+detA > |trA|

0.8
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0.4}
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1/2 ~/(trA-4detA
[

-0.2
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Warunek stabilnosci dla ukiadow wyzszeqgo rzedu

Dla ukfadéw wyzszych rzedow metoda postepowania teoretycznie jest
taka sama - linearyzacja uktadu w poblizu punktu stacjonarnego, a

nastepnie zbadanie wartosci wtasnych jakobianu. Problem praktyczny
polega na tym, ze dla wyzszych stopni rdwnania charakterystycznego

trudno jest znalez¢ analityczng postac pierwiastkdw. Pomocne jest tu
kryterium Jury! (1971) .

Rozwazmy wielomian:
PL)=A"+aX " +a, " +...+a, A+a,

Potrzebne nam bedg kombinacje parametréw konstruowane w
nastepujacy sposob:

— 2 _ 12 2 _ 2 2
b =1-a, c,=b —b d,=c,—¢c
b,.,=a —a,a,_ ¢, =b,b, , —bb, d, | =c,c,| —CyCy
bn—k = ak - anan—k Cn—k = bnbn—k - blbk+1 dn—k = Cncn—k - C2ck+2

d, =c,c; —c,C

n—1

¢, =b,b,—=bb,

b=a,,—-a,a
az do momentu gdy zostang nam trzy wielkosci np.:
2 2
Qn - pn - pn—3

qn—l - pnpn—l - pn—3pn—2
Qn—2 - pnpn—2 - pn—3pn—1

! Jury, E.I. (1971) The inners approach to some problems of. IEEE Trans. Automatic Contr. AC-
12,233-240 system theory
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Na tak zdefiniowanych parametrach test Jury wyglada nastepujgco:

Warunki konieczne i wystarczajgce na to aby wielomian P(k) miat
pierwiastki [A| < 1 sa nastepujace:

P(l)=1+a,+a, +...+a, >0

1P =11y + a1y 4ot a, (-1)+a,]|>0
la,|<1

u| < b

c,|<ley|

|qn | < |Qn—2 |

Przykifad zastosowania testu Jury:
Mamy wielomian:
Plx)=x"+x"+x"+x+1

n=4

1.P(1)=4>0
2.(-1)'P(-1)=1(1-1+1-1+1)=1>0
3.|a,|=1—> nie spelniony warunek

Poniewaz trzeci warunek nie jest spetniony wiec ten wielomian ma
przynajmniej jeden pierwiastek nie mniejszy niz 1.
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Przykiad

Prostym przyktadem modelu z uktadem dwdch rownan réznicowych jest
model opisujacy pasozyty i ich nosicieli w Swiecie owaddw.

| .11».11))
Parasitoid -

Wspdlne zatozenia dla tego typu modeli s nastepujace:
1. Nosiciele zakazeni pasozytami wydadzg nastepne pokolenie
pasozytow
2. Nosiciele nie zakazeni wydadzg kolejne pokolenie wiasnego
gatunku
3. Frakcja nosicieli zakazonych zalezy od czestosci spotkan obu
gatunkow, najczesciej zalezy od gestosci obu gatunkéw.
Do opisu modelu wprowadzimy nastepujace zmienne:
N, - gestos¢ nosicieli w pokoleniu ¢
P, - gestos¢ pasozytow w pokoleniu ¢
f = f(N,,P)- frakcja nosicieli, ktéra nie zostata zakazona
A - predkosc¢ reprodukcji nosicieli
¢ - Srednia ilosS¢ jaj pasozytow ztozona na pojedynczym nosicielu
Zatozenia 1-3 prowadzg do nastepujacej postaci rownan:
Nt+1 :}“Ntf(Nth)
£ :CNt[l_f(Nt’Pt)]
Jest to ogdlna postac réwnan dla uktadu nosiciel — pasozyt
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Dla skonkretyzowania dalszych rozwazan przeanalizujemy konkretny
model opisany przez Nicholsona ioog) i Baileyaizyk (1935).
Panowie ci dotozyli do poprzednich zatozen dwa nastepne:
4. Spotkania pasozytdw i nosicieli sq przypadkowe. Liczba spotkan
jest zatem proporcjonalna do iloczynu gestosci obu populacji:

ne - aNtB

5. Tylko pierwsze spotkanie dwdch osobnikdw jest znaczace. (Przy
pierwszym spotkaniu pasozyt sktada jaja w nosicielu, kolejne
spotkania zakazonego nosiciela z pasozytami nie zmieniajq ilosci
potomnych pasozytdéw (¢), ktdre wylegna sie z tego zakazonego

nosiciela.

Poniewaz spotkania nastepujq przypadkowo to trzeba je opisywac
jakas funkcjg rozktadu prawdopodobienstwa. Zajscie pewnej Sredniej

liczby zdarzen w jednostce
czasu dobrze opisuje rozktad
Poissona.
Prawdopodobienstwo tego, ze
nosiciel w czasie swojego
zycia nie zostanie zarazony
WYynosi:

SN, B)=p0)=e™"

Zatem otrzymujmy model:

Nt+1 = K]\'/'te_apt
Pt+1 = CNt (1 - e_aPl )
Zadanie

Dla przypomnienia:
Prawdopodobienstwo zajscia w
jednostce czasu k zdarzen ktorych

Srednio zachodzi n dane jest
—u. k

_etu
plk)= P

Znalez¢ stany stacjonarne. Zbadac ich stabilnosc.

Zadanie kolejne

Zbada¢ powyzszy model przy dodatkowym zatozeniu, ze pod
nieobecnos¢ pasozytdw populacja nosicieli ma wzrost limitowany

pojemnoscig Srodowiska:
()=t
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