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MATEMATYKA (45 godzin ¢wiczen)

Studenci zapoznajg sig z podstawowymi pojeciami matematycznymi, takimi
jak: zbiory, liczby, relacje, funkcje. Omowione zostana podstawowe typy
funkcji, a nastepnie podstawy analizy matematycznej. Wstep do teorii
rownan rézniczkowych zwyczajnych postuzy jako podstawa do zapoznania
sie z modelami matematycznymi zjawisk przyrodniczych. Z kolei podstawy
rachunku prawdopodobienstwa stanowia wprowadzenie do statystyki i
modeli probabilistycznych.

Po studiacih magisterskich, student: Ma zaawansowana wiedze z matematyki,
fizyki 1 biofizyki, chemii wyspecjalizowana w kierunku biotechnologii



SILY .-'\ \ [ :‘% i’ THOMPSON Rachunek rézniczkowy uczyniony tatwym
1IN GARDNER

CALCULUS
MADE EASY

Silvanus Phiilips Thompson (1851-1916) byt
angielskim profesorem fizyki w City and Guilds
Technical College w Finsbury w Anglii. Zostat
wybrany do Towarzystwa Krélewskiego w 1891
roku i byt znany ze swojej pracy jako inzynier
elektryk i autor. Najtrwalsza publikacja
Thompsona jest jego tekst z 1910 r. Calculus
Made Easy, ktéry uczy podstaw rachunku z
uzyciem wielkosci nieskonczenie matych.

Martin Gardner (1914-2010) byt amerykanskim
pisarzem popularnonaukowym zajmujacym sie
matematyka i naukami Scistymi, ktory

. publikowat w czasopiSmie ,,Scientific

The first complete revision in over 75 years of the million-copy American” felietony poswigecone rozrywkom
matematycznym.

bestseller — ncluding more than 20 new pmh]ums

1998



Dwa gtéwne, “okropne”, symbole uzywane w rachunku rézniczkowym to:

(1) d, co oznacza po prostu ,troche”. Zatem dx oznacza troche x; lub du
oznacza troche u. Te mate kawatki mozna uwazac¢ za nieskoiiczenie mate.

(2) [, ktOry jest po prostu rozciggnietym S i niozna go nazwac ,suma’”.
Zatem [dx oznacza sume wszystkich matych kawatkdw x; lub [dt oznacza
sume wszystkich matych kawatkow 1. Zwykli matematycy nazywaja ten
symbol ,,catka”. JeSli uznamy, ze x sktada sie z wielu matych kawatkow, z
ktorych kazdy nazywany jest dx, to jesli dodamy to wszystko do siebie,
otrzymamy sume wszystkich dx (co jest tym samym, co catos¢ x). Stowo
»,catka” oznacza po prostu ,,catosc”.

nieskonczenie maty nie jest tym samym, co dokfadnie réwny zeru

jesli dx jest nieskonczenie mate, to J” dx=x

jesii dx jest doktadnie rowne zero, to f dx=0



Co to jest funkcja?

Zadne pojecie w matematyce, zwtaszcza w rachunku rézniczkowym, nie jest bardziej
fundamentalne niz pojecie funkcji. Termin ten zostat po raz pierwszy uzyty w lisScie z 1673
roku napisanym przez Gottfrieda Wilhelma Leibniza, niemieckiego matematyka i filozofa,
ktory wynalazt rachunek ré6zniczkowy niezaleznie od Izaaka Newtona. Od tego czasu
termin ten ulegat stopniowemu rozszerzaniu znaczenia.

W tradycyjnym rachunku rézniczkowym funkcja jest definiowana jako relacja pomiedzy
dwoma wielkoSciami zwanymi zmiennymi, poniewaz ich wartosci sie zmieniaja.
Nazwijmy je x i y. JesSli kazda wartoS¢ x jest powigzana z dokiadnie jedng wartoscia y,
wowczas moéwimy, ze y jest funkcja x. Zwyczajowo Luzywa sie x dia tak zwanej zmiennej
niezaleznej, a y dla tak zwanej zmiennej zaleznej, poniewaz jej wartos¢ zalezy od
wartosci X.

(x,y); kazdemu x odpowiada doktadnie jednoy: x=y; y=y(x);

Inne formy zapisu funikcji: Przyktady funkcji:
— r b . ) ) — . — 2 . — 3 . — X . —
y—f(A)y J\/—F(X), y=x, y=smx, y=e, y—lnx

Funkcje z kilkoma zmiennymi niezaleznymi, np.:
a

Y+ z=alnx—Iny=In>-

y

2 2 . N
z=f(x,y); Z=X+y ; z=sinx+cosy; z=e"-e’=¢"



Co to jest granica?

Zrozumienie rachunku rézniczkowego jest mozliwe, chao¢ trudne, bez zrozumienia
znaczenia granicy. Pochodna, podstawowe poiecie rachunku rézniczkowego, jest granica.
Catka, podstawowe pojecie rachunku catkowego, to granica.

Ciag liczbowy to zbior liczb w okreslonej kolejnosci. Liczby nie musza by¢ rézne i nie
musza by¢ liczbami catkowitymi. Rozwazmy sekwencje 1, 2, 3, 4, .... To sa tylko dodatnie
liczby catkowite. Jest to ciga nieskonczony, poniewaz trwa. bez przerwy. Gdyby sie
zatrzymat, bytby to cigg skonczony.

Jesli sktadniki skonnczoneqo ciggu zostana dodane, aby otrzymaé¢ skonczona sume,
hazywa sie to szeregiem. Jesli szereg jest nieskonczony, suma dowolnhego okreslonego
wyrazu nazywana jest ,,suma czesciowg”. Jesli sumy czastkowe nieskonczonego szeregu
zblizajq sie coraz bardziej do liczby k, tak ze kontynuujac szereg, mozna uzyskac¢ sume tak
bliska k, jak sobie zyczysz, wéwczas k nazywa sie granica sum czesciowych, lub granica
nieskonczonego szeregu. Mowi sie, ze wyrazy ,,zbiegaja sie” do k. Jesli nie ma zbiezno$ci,
mowimy, ze szereg jest ,,rozbiezny”.



Co to jest granica? (cd)

Znaleziono wiele pomystowych technik okreslania zbieznosci lub rozbieznosci dowolnego
szeregu hieskonczonego, a takze sposobdw, czasami nietatwych, na znalezienie granicy.
Jesli wyrazy szeregu maleja w postepie geometrycznym (kazdy wyraz jest tym samym
utamkiem poprzedniego), znalezienie granicy jest tatwe. Oto jak tc dziata w przypadku
szeregu “potéwkowego” 1+1/2+1/4+1/8+ ... . Ozhaczmy przez X sume catego szeregu:

x=1+1/2+1/4+1/8+ ... . Pomnézmy kazda strone tego rownania przez 2:
2X:2+2+%+2+ AZ +---:-.2-+-1+-'—1-+—1—+-1+~~- =2+Xx = x=2
2 4 8 16 2 4 8

Mamy tez z definicji szeregu geometrycznego:

a.,

i+ n
——-=(g=const. = a.=da,q; S=) a=
d; n=0 1_q

1

gdy lql<1

Chociaz Archimedes nie znat rachunku rézniczkowego, przewidziat catkowanie, obliczajgc 1t jako
granice obwodéw wielokatéw foremnych w miare wzrostu ich liczby bokéw. W jezyku nieskonczenie
matych ckragg mozna postrzegac¢ jako obwod wielokata foremnego o nieskonczonej liczbie bokéw,
ktéregn obwdd sktada sie z nieskonczonej liczby odcinkéw linii prostych, kazdy o nieskoficzenie matej
dtugosci.



Co to jest pochodna?

Zatézmy, ze mamy zmienna y, ktéra jest funkcja zmiennej x. Zmiana w X powoduje
zmiane w y, ze wzgledu na te zaleznosé.

Zatézmy, ze zmieniamy x o dx: x - x+dx. Wtedy, y rOwniez sie zmieni i stanie sie y+dy.
Tutaj zmiana dy moze by¢é w niektorych przypadkach dodatnia, w innych ujemna i nie
bedzie (z wyjatkiem bardzo rzadkich przypadkéw) tej samej wielkosSci co dx.

Teraz, przechodzimy do rachunku rézniczkowego poprzez rozwazenie stosunku dy do
dx, gdy oba sa nieskonczenie mate,

Nazywamy stosunek dyidx, ,,wspoétczynnikiem ré6zniczkowym y wzgledem x”. Termin ten
zostat pozniej zastgpiony prostszym stowem ,,pochodna”. Jest to uroczysta, naukowa
nazwa tej bardzo prostej rzeczy.



Uzyjmy symbolu F zamiast y F ZFI(X

B / ,
1 > F,=F,(x,y)

N——

Definicje pochodnych zwyczajnych i czastkowych z uzyciem symbaoli Fi, F..

F, (x+Ax)-~F,(x),. dF

lim of L= .
G0 A X dx L
Him /FZ(X'}'AX:UV)_FQ(X’)/) def aFZ
i 'AX‘)O\ —
AX y =const 0 X y

F,(x,y+Ay)—F,(x,y)
Ay

him, , 5,




PRZYKLAD

Rozwazmy ciato poruszajace sie ze zmienng predkoscia v(t) po prostym torze. Mozna zatozyc, ze
miedzy chwilg t i t+At ciato porusza sie ze statg predkoscia v(t). Im mniejsze jest At tym lepiej jest
spetniony warunek statosci v(t). Aby otrzymac¢ droge przebyta przez ciato pomiedzy momentami ti i tz
nalezy roznice czasow t.—t; podzieli¢ przez At, otrzymamy N poczatkowych predkosci v(ti)

i=N t=t,
s=v(t)At+v(t,)At+-+v(ty)At= D vie)At > - v(t)at
i=1 At=dti=,
s(t+dt)-—-s(t)  ds
lim o =y (t)
dt=0 dl dt ( )
Dla statej predkoéci v(t)=c:
t=t t=t,
2 _ c-(t+dt)—c-t c-dt
s=) cAt= f cdt=c J di=c(t,—t,) " limg it _hmdt—)OT_C
t=t, t=t,

Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego z zerowa predkoscia poczatkowa, v(t)=at v(0)=0:

~
11

it t=t; t=t,

a-t.At= f a- tdt—af tdt—zatf

t=¢ t=

i
F’L

~
(e}

Sprawdzenie wyniku poprzez wykonanie rézniczkowania postugujac sie definicja pochodnej:

—a-(t+dt)2—%a-t2 %a-(t2+2tdt+dt2)—%a°t2
:hmdﬁo :hmdt—)O

dt

at-dt
dt

lim,,,, =at

dt
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funkcje, ich pochodne i catki przydatne na tych wyktadach

dF
= F | Fdx
dx
0 a ax+C
1
1 X*+a ;x2iax+C
|
a ax —ax +C
2
nx"! X" 1 xR C
n+1
~2 —1
—X X Inx+C
e’ e’ e’ +C
X ax 1 X
Ga-e e —e'+C
a
1
= In x x(Inx—1)+C
X
COS X sin x —cosx+C
—sinx COSX sin x+C



Intrygujacym przykiadem wsrod pokazanych pochodnych jest

d ex % , . . X __
) —e (rownowazne zapisy e = exp x)
N -

e jest liczba Eulera
e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995... (liczba niewymierna)

Liczba e moze by¢ zdefiniowana na kilka rownowaznych sposobow.
Przyktady:

I/ l \r 1
Jako granica ciggu: e=lim1+— e=lim (1+y )
n-— oc n v=>0
n=oo
. ‘>_‘ 1
Jako suma szeregu: C=L Ty
n=0 .

Liczha e, bedaca podstawa logarytmow naturalnych, odgrywa wazna role w analizie
matematyczne;.

Logarytm liczby x>0 o podstawie b>0, b#1, oznaczany u = log, X, definiujemy jako
wyktdnik potegi o podstawie b, ktérej wartosS¢ jest rowna liczbie x.

b'=x = log,x=u



Funkcja odwrotna

Rozwazamy funkcje y=f(x). Zatézmy, ze istnieje przyporzadkowanie odwrothe, cla
kazdego y istnieje doktadnie jeden x, taki ze f(x)=y. Tak okreSlone
przyporzadkowanie nazywamy funkcja odwrotng funkcji f i oznaczamy przez ¢ lub
f1, co nalezy rozumie¢ jako znak graficzny. Przechodzac od y=f(x) do jej funkgcji
odwrotnej, mozemy zamienic rolami x z y i nastepnie rozwigzac réwnianie x=f(y)
wzgledem y, tak ze otrzymamy y=@(x). Przedstawienia y=f(x) i x=@(y) sa wowczas
rownowazne. Wynikaja stad dwa wazne wzory:

f(¢(y))::y ‘j;)(f(x)):::x

Wykres funkcji odwrotnej y=@(x) otrzymujemy przez odbicie zwierciadlane
krzywej y=f(x) wzgledem prostej y=x.

Funkcja y=f(x)=e* jest

‘ \ z rownowazna funkcji x=@(y)=In y.
Prawdziwe sg bowiem tozsamosci
e =y, In e=x.

y=f(x)=¢’ y=¢(x)=Inx
y=f(x)=x’ y=¢(x)=vx

na podstawie Kompendium Matematyki PWN




Stosowanie granicy ilorazu r6znicowego do obliczania pochodnych funkcji moze sprawia¢ trudnosci.
W zwiazku z tym obliczono pochodne funkcji elementarnych i podano odpowiednie wzory dla najczesciej
uzywanych funkcji. Przyjrzyjmy sie jednak wyznaczaniu pochodnej z definicji w przypadku f(x)=ex*.

— x+h x x( h 40 h
£(x)=1im f(x+h)—f(x) i & e € (e 1) Loy €l
h=0 h h=0 h h->0 h h=0 h

Zwro¢é uwage na uzycie symbolu h zamiast dx. Robimy to dla wygody i przejrzystosci.
Teraz wprowadz zmienna y=e"-1

y=e'-1 = 1l+y=e' = log, (1+y)=log,e"=h

1: h 0_.- \ h ' - .
lime =e'=1 = lime —-1=0 = limy=0

h=0 0 "0
h |
lim e——H—l—-:'-lim log <yl+ ;.)::flim 1 1 =lim L 1 1 L :10; 9:1
h>0 70 ALYy 70 y y e
) e Yy —log,(1+y) * loge(1+y)“v log, lim (1+y)”
y y=0
. 1 X




Catkowanie przez czesSci

f u-v'dt:uv—f u'-vdt
Przyktad

[ t-exp(at)dt

,"

exp(at)i=aexplat) = exp(at):(EeXp(at)

\!
ftezp at)dt f ! exp.da t)dt —exp|at) flexp(at)

a

dt:EeXp(at)—%eXp(at)
a a

zatem

T, t | B
fte " dt:{_—xexp(—kt)—Pexp(—M)] =32

0 0



Rézniczka funkcji:

W rachunku rézniczkowym reprezentuje gtéwna czes¢é zmiany funkcji f(x) w
odniesieniu do zmian zmiennej niezaleznej. Dla naszej funkcji F1 napiszemy

dF,
dx

dF,
dx = ——dx

dF. =
! dx

przyktad

F,=x’; dF,=2xdx

.

wikipedia

a dla funkcji dwoch zmiennych F; ré6zniczke zapiszemy jako

/
OF,

(OF,

_ A
@ X

ax -+

, 0 Loy

dF, =

dy

X

przyklad

F,=x"y%; dF,=2x-y’dx+2y-x"dy




Od pochodnej do catki Z—F = F '(x)
X

de = fF'(x)dx F = fF'(Af)dAc

dF = F'(x)dx

Rozniczkowanie przestaje byé trywialne, gdy funkcje sa nieliniowe. Przyktadem prostej
funkciji nieliniowej jest y=x2. Funkcja liniowa: y = ax + b; funkcja kwadratowa: y = ax* + bx +c;

Pochodne funkcji ztozonych

_ o ody oy dudv
y_U(V(X>), dX - <\})\’ (X)__ Vv dz‘(’
| ,.’ 1%
PrZ‘jkiad: y:eaxi__ev EEU(V>; _Zﬁ_::(‘di ddiX:eVa:aeax
')OX 1 )
-Cl?—--':creax = —de"=e%dx = flde""):fe""dx . fe"xdx:le“x
dx a a a

Pochodne sumy i iloczynu funkcji

(F(x)+G(x))'=F'(x)+G'(x); (F(x)-G(x))':F'(x)-G(x)+F(x)-G'(x);

deiax
dx

X

. ia
=lo-e

e'“=cosa+isina; i=v-—1;



SPOSOBY PRZEDSTAWIENIA LICZBY ZESPOLONEJ:

Algebraiczna: z=a+ib ER(Z):CT,' S(Z)l::b‘

Geometryczna interpretacja liczby zespolone;:

- punkt o wspétrzednych (a, b) na ptaszczyznie (zespolonej);
- wektor o takich wspoétrzednych uktadzie kartezjariskim;

- wektor w dwuwymiarowej przestrzeni wektorowej;

Trygonometryczna:
Wyktadnicza (wz6r Eulera): 7= !7, (COS Pp-+1sin CI))
Oznaczenia: 7=lz| pl® z|=V a*+b?

Zmieniajac ¢ (argument liczby z) o wielokrothosc 21 dostajemy te sama liczbe
zespolona!

Wzadr Eulera i pochodne funkcji trygonometrycznych:
i¢

e'’=cos p+isin @; d—e¢>:iei¢=i(cos ¢+isin gb):—sin ¢+icos ¢
€'’ '=(cos ¢+isin ¢)'=|cos ¢|"+i[sin ¢|'=—sin ¢+icos ¢

ostatnie przeksztatcenie na podstawie Tabeli ze slajdu 12.



wyzsze pochodne

dF' _d°F

—~ = F'(X)’ dX dX2

= F(x);

jednowymiarowy szereg Taylora jest rozwinieciem funkcji rzeczywistej f(x)
wzgledem punktu x=a, ktory jest dany przez

_ dr\ | Qi R 1 [&°F ;
F(X)—F<C1>+ E’X:a(‘(_a') —2—'- _a_';z_)x:akxna) +3!' dx3 X:CI(X—CI) +
F“
F(x+Ax) | —

F(x) |




Rownaniem rézniczkowym nazywamy réwnanie, w ktérym obok zmiennych niezaleznych i
niewiadomych funkcji zmiennych niezaleznych wystepuja rowniez pochodne funkcii
wzgledem tych zmiennych. Rzad réwnania r6zniczkowego jest rOwny najwiekszemu
rzedowi wystepujacych w nim pochodnych.

Jesli w réwnaniu r6zniczkowym wystepuje tylko jedna zmienna niezalezna, wtedy
wszystkie pochodne sa pochodnymi zwyczajnymi i rOwinanrie nazywa sie zwyczajnym
réownaniem rézniczkowym.

Jesli rbwnanie rozniczkowe zawiera wiecej niz jedna zmienna niezalezna i polaW|ajq sie w

nim pochodne wzgledem tych zmiennych, to rownanie nazywa sie czastkowym réwnaniem
r6zniczkowym. Wazne przyktady to:

Rownanie dyfuzji (ciepta) Rownanie Naviera-Stokesa

U pay; o 2V (5-V)7 ==V pr VT4 ]
Rownanie L.aplace'a Rownanie Poissona

Au=0; Au=f(x,y,z);

Rownanie falowe Rownanie Schrddingera

10° ih 0 h’
———Li“'Au moy__ Ay+U(x,y,z)y
¢’ ot 2 Ot 87°m

2 2
V:i_éx-l_ﬁ_éy-l_i_ézz 0 , 0 , 0 ; A= 0 2+ 9, V V
0 X oy 0z Ox 0y 0z ox’ 0y’ az



Liniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu o statych wspoétczynnikach i ukiady
takich rownan.

dy /
D=l ranys(trany (£ (0
dy

d—t2 - a21y1(t)+a22)/2(t)"'a:zz;)’.?_(t)'*fz(t)
dy ~ ( ’

d_t3 = ayyilt)ay, yolt)+ag ys(t)+f;(t)

Bardziej zwiezty zapis:

dy 3

__F_l = Z falkyk(t)-l-fl(t)

di k=1

dy :

?h:_? - Za2k)’k(t)+f2<t)
k=1

dy :

d_t3 = Za3kyk(t)+f3<t)
k=1

Uktad réwnan jednorodnych: wszystkie fi(t) sa rowne zeru. Istnieje standardowa
metoda znajdowania jego rozwiazan (metoda Eulera).



Odpowiadajgcy uktadowi liniowemu niejednorodnemu uktad liniowy jednorodny

dy

d—t1 = Clnyl(t)+6112y2(t)+013y3(t)
dy ‘
d—t2 = a21)/1(t>+azz)’2(t)+a23y2(t)
d

% = ay, Y, (t)+ag yy(t)+agy, )

ma uktad fundamentalny rozwigzan, ztozony z funkcji elementarnych. Podstawowa
metoda budowania uktadu fundamentalnego rozwiazan jest metoda Eulera.

Zgodnie z metoda Eulera, rozwiazania uktadu jednorodnych réwnan liniowych
pierwszego rzedu o statych wspotczynnikach peszukuje sie w postaci

L — pA. oA, _ At
Yi=xi€ 5 Y,=X,e 5 Y3=X3€ ,
Wstawiamy propezycje rozwigzan do uktadu

, At
let A )L At At At At
Cdt y.e = apye ta,y,e +a;yse
At
dyze _ )L At /lt_l_ )Lt_l_ At
di = Y€ = Uy Y1€ Tdy)Yy,e Tdy)ys€
At
dy,e —_— At My Mty At
—dt = Y€ = d3 )Y€ Tdy)y,e Tdszz)s€

i dzielimy stronami wynikajace z tego rownania przez e™.



Otrzymujemy uktad algebraicznych réwnan na amplitudy vyi:

(@, =2) yy+ay, ¥+, 7370 .(011_1) dj Rk .’-)’11 'O.l
Ay, Y1 +(ay= 1) yy+ a5 y5=0 a, (a,—A) a4y il Y, |=|0
a3, Y+ 0y, Y+ (ag— 1) y,=0 Ay, a,  (a,- )L)JL, Yal 0]

Aby ten ukiad miat niezerowe rozwigzanie, warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest,
aby jego wyznacznik byt réwny zeru.

(g

vl]l —

\

1

)

agy

,
4y;

ay (azz_' ") dy |=0

Z
(

(033—1)

as s

yznacznik ten nazywa sig¢ rOwnaniem charakterystycznym. W tym przypadku jest to
rdwnanie trzecieqo stopnia wzgiedem A.
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Mamy trzy pierwiastki rbwnania trzeciego stopnia, rzeczywiste lub zespolone.

Kazdemu jego pierwiastkowi Ai odpowiada rozwigzanie dla kazdej funkcji y; postaci y i yj’ie/l“t
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Dla trzech wartoscii A , i=1,2,3, mamy trzy iozwiazania rownania jednorodnego, Y, Y2 i Ya.
Nazywa sie je fundamentalnymi.
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Jesli Y, Y2 oraz Y; stanowia uktad fundamentalny rozwiazan jednorodnego ukladu liniowych
rownan rézniczkowych, to rowniez kombinacja liniowa C1Y:1.:C.Y2+ C3Y3, gdzie Ci, C. oraz C;
sga dowolnymi statymi, jest rozwigzaniem tego uktadu jednorodnego.

25 <Y3>':AY3

(C1Y1+C2Y2+C3Y3)':(C1YAI)'+(C2Y2)'+(C3Y3)'::C1AY1+C2 AY +C,AY,
=A (Cl Y1+C2Y:2+C3Y3)

TWIERDZENIE: jesli Y1, Y2 oraz ¥ stanowia uktad fundamentainy rozwigzan jednorodnego
ukladu liniowych réwnan rézniczkowych, a Y® jest dowolnym (choé na razie nieznanym)
rozwigazaniem niejednorodnego ukiadu réwnan, to dla kazdego rozwigzania Y uktadu
nielednorodnego tstnieja jednoznacznie okreslone state C,, C, oraz C;, takie ze:

Y=C,Y +C,Y,+C,Y . +Y'""

Zaktadamy teraz, ze wielkosci Cito nhie state lecz ze sg zalezne od t (metoda uzmienniania
statych). To otwiera droge do wyznaczenia rozwigzania Y® . Szukamy go w postaci:

o Y11 Y12 Y13
Y’ ZCl(t)Y1+C2<t)Y2+C3(t>Y3=C1(t)- Yaa +C2<t)' Yoo +C3(t)' Y3
REN | V32| | V33,

Pamietajmy, ze y; sa funkcjami t.



.Cl(t)yll Cz(t)YQ C3(t)Y13.
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Podstawiamy propciowane rozwigzanie do niejednorodnegu uktadu naszych réwnan

([

V() U(e)+Y (e)]

Poniewaz:

Zostaje do rozwigzania:

U(t)| =AY (t)U(t)+F(t)

To sa trzy zwykte rédwnania r6zniczkowe pierwszego rzedu na Ci(t). Tu nie mamy standardowych
metod postepowania, ale zazwyczaj mamy do czynienia z catkami, ktére odnajdujemy w

tabelach, takich jak ta pokazana na slajdzie 12.
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http://www.ufrgs.br/imunovet/molecular_immunology/microscopy.html; http://royalsocietypublishing.org/content/6/Suppl_1/S15
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