Seria IIT
Zadann domowych z MMF dla NKF do wykladu prof. K. Napiérkowskiego

Zadanie 1. (4pkt.) W calce potrojnej (po calej przestrzeni) z dowolnej funkcji f(z,y, 2)
dokona¢ zamiany zmiennych kartezjanskich na sferyczne, zgodnie z reguta:
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w ktorej wystepuje wartos¢ bezwzgledna jakobianu, czyli wyznacznika macierzy pochod-
nych starych wspoétrzednych po nowych:
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Wspotrzedne sferyczne wygodnie jest zdefiniowaé¢ wzorami:

x =1 sinf cosy,
y = r sinb sing,
z =1 cosb,

przy czym zakres zmiennoSci tych wspotrzednych jest taki jak w wypisanej powyzej calce.
Podaé interpretacje geometryczng uzyskanego wyniku, polegajaca na obliczeniu obje-
tosci infinitezymalnego szescianu S, okreslonego nastepujaco:
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gdzie (1,0, ¢’) to wspolrzedne sferyczne punktu (2/,y/, ).

Uzyskang metode zastosowa¢ do sprowadzenia calki potrojnej (po calej przestrzeni)
z funkcji sferycznie symetrycznej (f(z,y,2) = g(r)) do calki pojedynczej po zmiennej 7.
Jako przypadek szczegdlny obliczy¢ nastepujaca catke:
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Zadanie 2. (4pkt.) Wiedzac, 7e laplasjan we wspotrzednych kartezjanskich ma na-

stepujaca postac:
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obliczy¢ radialng czes¢ laplasjanu A, tzn. ta cze$¢ laplasjanu, ktora we wspotrzednych
sferycznych zalezy tylko od zmiennej radialnej r.
Wskazowki: Najwygodniej jest podziata¢ laplasjanem na funkcje sferycznie symetryczna
g(r) 1 wykorzystac fakt:
Ag(r) =L g(r).

Reguly rézniczkowania zwigzane z zamiang zmiennych prowadza przyktadowo do wzoru:
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Zadanie 3. (5pkt.) W mechanice relatywistycznej zasada najmniejszego dziatania
Hamiltona dla czastki swobodnej o niezerowej masie m przyjmuje nastepujaca postac:

5/ —m 1—x’2()]dt—0

przy czym predkosé swiatta zostala tu przyjeta jako jednosé. Napisa¢ réwnania Eulera-
Lagrange’a i rozwiaza¢ je. Postugujac sie twierdzeniem Noether znalez¢ dwie calki pierw-
sze (prawa zachowania) zwigzane z niezaleznosciag lagranzjanu od ¢ i z. Poda¢ interpretacje
znalezionych stalych ruchu oraz zwigzek okreslajacy ich wzajemng zaleznosé.

Zadanie 4. (7pkt.) Wykaza¢, ze w mechanice relatywistycznej dzialanie czastki swo-
bodnej (patrz zadanie 3) jest niezmiennicze wzgledem (czynnej) transformacji Lorentza:
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gdzie parametr a pelni role predkosci ,pchniecia”. Na mocy twierdzenia Noether poda¢
odpowiadajace rozwazanej transformacji prawo zachowania. Bezpo$rednim rachunkiem
sprawdzié¢, ze uzyskana wielko$¢ jest rzeczywiscie stata. Podaé interpretacje i nazwe tej
stalej ruchu (rozwaz pojecie energii i momentu pedu). Czy uzyskana stala ruchu jest
zalezna od stalych uzyskanych w zadaniu 37

Wskazowka: Aby wykaza¢ niezmienniczo$¢ dziatania wystarczy w tym przypadku wykazaé
niezmienniczo$¢ jego rozniczki Ldt.

Rozwigzania zadan nalezy oddaé na éwiczeniach 18 listopada.

Grzegorz Koczan



