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IT seria zadan z matematyki I NKF do wykladu prof. Urbanskiego

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n prawdziwe sg
réwnosci:

2 12
a) 13+23+33+---+n3=$:(1+2+3+...+n)2,

sin (n+ 3)z — sin iz

b) cos x + cos 2z + -+ + cosnr =

9

25in%x
) 1+3+5+--+(2n—1)=n

Zadanie 2. Do jakiej potegi nalezy podnies¢ dwumian (a + b), aby w rozwinieciu
suma wykladnikéw poteg liczby a we wszystkich wyrazach wynosita 1207
Zadanie 3. Dla jakich wartoSci porametru k ciag (a,) o wyrazie ogolnym:

(k—2n+1
(k2 — 2k — 3)n — 2

Ay =

jest:
a) zbiezny do 0,
b) zbiezny do 1,
¢) rozbiezny do - oo,
d) rozbiezny do + oo,
a) zbiezny do liczby a € [2,10]?
Zadanie 4. Obliczy¢ granice nastepujacych ciggow:

1 —2n 2 3 92 3n+1
a) a, = <1 —+ g> ) b) bn = /9on _'_3n7 C) Cp = (M) ,

n2 +2n

n cos(2n — 8)

d) d, =3n— 2+ 6n — 15, e BT,
) 3n —vVIn? + 6n ) f 53 1
) A .

e) e, = :

n?+1 n24+2 n?2+3 n?+n

Zadanie 5. W zbiorze liczb rzeczywistych definiujemy relacje:

T~y & B(r)=E(y),

gdzie F(z) jest najwieksza liczbg calkowita mniejszg od =. Narysowaé wykres tej relacji
oraz wykazaé, ze jest ona relacjg rownowaznosci. Jaka posta¢ maja klasy abstrakcji tej
relacji? W zbiorze klas abstrakcji definiujemy dziatanie dodawania:

[2] + [y] = [E(2) + E(y)].

Wykazaé, ze definicja ta nie zalezy od reprezentantéw klas abstrakcji.
Zadanie 6. W zbiorze liczb rzeczywistych definiujemy relacje:

r~y & (-l<y—z<1).



Narysowaé¢ wykres relacji i sprawdzi¢ czy jest ona relacja réwnowaznosci.
Zadanie 7. Zbada¢ cigglo$¢ nastepujacych funkcji:

z2 42z
S dla <O,

a) f(x) =q 24 dla 0<a#2,
4 dla z =2;

22221 dla z #3
— r—3 ’
b) f() { 27 dla z=3.

Zadanie 8. Opierajac sie jedynie na wlasnosciach funkcji ciggltych wykazaé, ze po-
nizsze rOwnania posiadajg conajmniej n rozwigzan rzeczywistych:

a) 2°+5x—4=0, n=2

b) 2% —a* —62° 4222 — T2 +3=0, n=23.

Zadanie 9. Wykaza¢, ze nastepujace funkcje sa na zadanym zbiorze A odwzorowa-
niami zblizajacymi:
1
W) fr)= 5 +2, A=[2+o00]

b) flz)=Vz+1, A=][0,+oc];
1

cx) f(x) = 219

Wskazowka: W przykladzie cx) warto wykorzysta¢ nastepujace nieréwnosci:

A=R.

o +y| < o[+ [y, 2?+2>2V2|a.

Zadanie 10. W oparciu o zasade Banacha wykaza¢ zbieznoé¢ i znalezé granice naste-
pujacych ciggéw zdefiniowanych rekurencyjnie:

7+ a2
2a,

’ alZ ;

[\

a') Apy1 =

1, 1, 1
= b2+ by + - ~2,2.
b) byt 1Obn+5bn+4, by € [-2,2]

Zadanie 11. Zastosuj metode kolejnych przyblizen dla nastepujacego réwnania:

1 1
x = Ex‘l + = gdzie |z| < 1.
Czy ciag kolejnych przyblizen zbiega do rzeczywistego rozwiazania (sprawdz zalozenia
twierdzenia Banacha)? Przy pomocy kalkulatora lub komputera oblicz 10 pierwszych
wyrazow tego ciaggu.
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