16.10.2003

I seria zadan z matematyki I NKF do wykladu prof. Urbaiiskiego

Zadanie 1. Na podstawie lgcznosci koniugcji i alternatywy udowodnié tacznosé mno-
zenia i dodawania zbioréw:

(AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NnC=An(BnNC).
Zadanie 2. Korzystajac z definicji dziatan na zbiorach udowodnié tozsamogci:
a) ANB=A—-—(A-B), b) AU(B—A)=AUB,
¢c) A—(ANB)=A—-B, d) An(B-C)=(AnB)-C.

Zadanie 3. Wykorzystujac prawa rozdzielnosci dla mnozenia i dodawania zbioréw udo-
wodnié¢ wzor:

(AUB)N(AUC) =AU (BNC).

Zadanie 4. Udowodni¢ tozsamosci:

a) (AUB)—-C=(A-C)u(B-C), b A—(BuC)=(A-B)-C.
Zadanie 5. W oparciu o definicje iloczynu kartezjanskiego udowodnié¢ tozsamosé:

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
Zadanie 6. W zbiorze liczb rzeczywistych dane sg relacje:
a) Ri={(z,y) :x+y=4}, b) Ro={(z,y): |z —y| <2},
) Ry ={(wy) iy =, d) Ri={(w,y):1<(@—1)"+(y—1)? <4},

Podaé obrazy i przeciwobrazy tych relacji. Czy podane relacje sg zwrotne, symetryczne,
przechodnie i prawostronnie jednoznaczne?
Zadanie 7. Niech P bedzie relacja podzielnoéci w zbiorze liczb naturalnych, tzn.:

P:{(m,n)GNXN:\/m:kn}.
keN

Narysowa¢ wykres relacji P.
Zadanie 8. Narysowa¢ wykresy ponizszych relacji okreslonych w zbiorze R:

a) Ry ={(z,y):2® —y* =1}, b) Ra={(z,y): |z| >y},
c) Ry ={(x,y) : |sinz| <y < |tgz| A |z] <m/2}.
Zadanie 9. W ukladzie wspolrzednych narysowaé¢ wykresy nastepujacych relacji w R:
a) r~yes 2<|r—y[<5), b)r~ye (@’ <y <),

o) x~y e (Vo <y<a®).
Jakie wlasnosci posiadaja te relacje?
Zadanie 10. W zbiorze N x N rozwazmy relacje Z taka, ze:

(ml,nl)Z(mQ,nQ) S My +Ng = Mg + Ny.



Wykaz, ze jest to relacja rownowaznos$ci. Zilustruj graficznie klasy abstrakeji relacji Z.
Wyjasénij dlaczego przestrzen ilorazowa N x N/Z mozna traktowa¢ jako definicje zbioru
liczb catkowitych Z.

Zadanie 11. W zbiorze Z x Z rozwazmy relacje Q taka, ze:

(k’l, ll)Q(k’Q, lg) = k?l . lg = k?g . ll.

Wykaz, ze jest to relacja rownowaznosci. Zilustruj graficznie klasy abstrakcji relacji Q.
Wyjasnij dlaczego przestrzen ilorazowa Z x Z/Q mozna traktowaé jako definicje zbioru
liczb wymiernych Q.

Zadanie 12. Ktoére z ponizszych relacji sg relacjami réwnowaznosci:

a) R={(z,y) e RxR:z <y},

b) relacja podobienstwa trojkatow,

c) relacja prostopadltosci prostych w zbiorze prostych na plaszczyznie,

d) relacja rownoleglosci prostych w zbiorze prostych w trzech wymiarach.

Zadanie 13. Rozwazmy trojkat ABC o wierzchotkach: A=(0,0);B=(0,2);C=(2,2). Zbio6r
punktow tego trojkata oznaczmy przez A;. Srodki bokéw trojkata ABC wyznaczaja wierz-
cholki trojkata, ktory zostanie usuniety (ale boki tego trojkata pozostawiamy). W ten
sposOb otrzymamy trzy mniejsze trojkaty stanowigce zbiér punktow As. Usuwajac w ana-
logiczny sposob srodki tych trzech mniejszych trojkatow otrzymamy dziewieé trojkacikow
- zbiér As. Postepujac tak dalej uzyskamy ,ciag” figur (zbioréw) (A,). Czes¢ wspolna
(iloczyn zbioréw) wszystkich elementéw ,ciagu” (A,) nosi nazwe trojkata Sierpiriskiego.
a) Postugujac sie poznang na ¢wiczeniach metoda graficzng zbadaj czy zbiory Aj, As,
Az, - - - okreslaja w zbiorze liczb rzeczywistych relacje przechodnia. Czy wobec tego roz-
wazany zbior Sierpiriskiego jest relacja przechodnia? Odpowiedz logicznie uzasadnij.
b*) Nastepnie wykonaj polecenia z punktu a) dla przypadku trojkatow pozbawionych
bokéw. Uwaga: w przypadku tréjkatéw otwartych zbiér Sierpiriskiego bedzie zbiorem
mniejszym, ale nadal niepustym.

Zadanie 14. Narysuj relacje:

A={(z,y) eR*: (z+3)*+(y—3)><1V (z =3+ (y+3)* < 1}.

Nastepnie postugujac sie metoda graficzng uzupehij relacje A do relacji przechodniej, tzn.
skonstruuj takie minimalne rozszerzenie zbioru A, aby tworzylto ono relacje przechodnia.
Zadanie 15. Jakie sa najwieksze rzeczywiste zbiory X, Y dla ktérych podany nizej wzoér
definiuje odwzorowanie suriektywne f: X — Y?

1 1 1
a) f(z) = I@ = e 9 = e —2) g = 5)’

0 f@)= — &) fx) = Vg —8), f) flx) = /sin(2Zz —7/6)

- log(4x + 8)’
Zadanie 16. Dane sy przyktady relacji R C X x Y:

a) X =[-1,3], Y =[-4,60], 2Ry < y=3z"— 202" + 362° — 4x;

b) X =[0,6], Y =[0,10], 2Ry < y = log(z*+ 6z + 8);
) X =100,2], Y =[-5110], 2Ry < y=3z"— 282"+ 722* — 5.



Czy podane relacje s3 odwzorowaniami? Jezeli tak, to czy sa one suriekcja, injekcja,
bijekcja?
Zadanie 17. Dane sg przyklady zbiorow D C R?, Z C R oraz relacji B C D x Z:

b) D=[-1,1] x [-1,1], Z=10,2], (z,y)Bz< z=+/2—2%—y?%
c) D={(z,y): 2* +y* <2}, Z=1-2,2], (v,9)Bz e 2= /22 + 12

Poda¢ obraz B(D) i przeciwobraz B~!(D) dla kazdej relacji. Czy podane relacje sa od-
wzorowaniami? Jezeli tak, to czy sa one suriekcjami?
Zadanie 18. W zbiorze liczb rzeczywistych dane sg relacje:

a)A={(z,y): 2 +y* =1}; b)B={(z,y):2° =y’ =0}); )C={(z,y):y=2"—x}.
Dla kazdego przypadku zaproponuj mozliwie duze zbiory X,Y, takie aby dana relacja
ograniczona do zbioru X x Y (nowe boisko) stanowila odwzorowanie. Nastepnie zapro-
ponuj zbiory X' C X,Y’ C Y, takie aby odwzorowanie na zbiorze X’ x Y’ bylo bijekcja.
Zadanie 19. Udowodnij indukcyjnie wzor:

422430+ 4t =nn+ 1) 20+ 1)(3n* + 3n — 1)/30.
Zadanie 20. Udowodnij indukcyjnie uogélniong nier6wno$¢ Bernouliego:

(14+a)">1+na+n(n—1)a*/2 gdzie a>0.

Zadanie 21. Wykaz prawdziwo$é¢ wzoru:

n

— (k+1)(k+2) Cn+2

Zadanie 22. Dany jest ciag (a,) zdefiniowany rekurencyjnie:

a1 =3, a="7, Qapio= 00,11 — b6a,.
Wyprowadz, a nastepnie udowodnij indukcyjnie wz6ér na dowolny wyraz tego ciagu:

a, = 2" + 3" 1,

Zadanie 23. Dany jest ciag (b,) zdefiniowany rekurencyjnie:

a1 =06, ay =16, auo=4a,41 — 4a,.
Wyprowadz, a nastepnie udowodnij indukcyjnie wz6r na dowolny wyraz tego ciggu:

a, =n2"" 1 +3.2",
Zadanie 24. Ciag Fibonacciego jest zdefiniowany nastepujaco:
U =Us =1, Upyo = Upi1 + Up.

Wyprowadz, a nastepnie udowodnij indukcyjnie wzér na dowolny wyraz tego ciggu.
Zadanie 25. Dany jest ciag (c,) zdefiniowany rekurencyjnie:

c1=06, c3=19, ¢3=068, cpi3=06c12—9c,1+4cy.
Wyprowadz lub udowodnij indukcyjnie wzér na dowolny wyraz tego ciagu:

e, =4"+n+1.
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