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Dodawanie macierzy: przyklad 3 × 3
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Dodawanie macierzy: Ogólnie

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 b12 ⋯ b1n

b21 b22 ⋯ b2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bn1 bn2 ⋯ bnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 + b11 a12 + b12 ⋯ a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 ⋯ a2n + b2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 + bn1 an2 + bn2 ⋯ ann + bnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n2)

(O od Ordnung)
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Mnożenie macierzy przez skalar: przyklad

3 ⋅
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Mnożenie macierzy przez skalar ogólnie

c ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

c ⋅ a11 c ⋅ a12 ⋯ c ⋅ a1n

c ⋅ a21 c ⋅ a22 ⋯ c ⋅ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c ⋅ an1 c ⋅ an2 ⋯ c ⋅ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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Mnożenie macierzy przez skalar ogólnie

c ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

c ⋅ a11 c ⋅ a12 ⋯ c ⋅ a1n

c ⋅ a21 c ⋅ a22 ⋯ c ⋅ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c ⋅ an1 c ⋅ an2 ⋯ c ⋅ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n2)...
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Mnożenie macierzy przez skalar ogólnie

c ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

c ⋅ a11 c ⋅ a12 ⋯ c ⋅ a1n

c ⋅ a21 c ⋅ a22 ⋯ c ⋅ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

c ⋅ an1 c ⋅ an2 ⋯ c ⋅ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n2)...

...ale czy można szybciej mnożyć?
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(niektóre)Metody Szybszego Mnożenia

▸ O(n1.585) Metoda Karatsuby

▸ O(n
log(2k−1)
log(k) ) Metoda Toom-Cook k-tego rzędu

▸ O(n log(n)loglog(n)) Metoda Schönhage-Strassen (algorytm

“galaktyczny”), używa szybkiej transformaty Fouriera

źródła:

en.wikipedia.org/wiki/Multiplication_algorithm#Computational_complexity_of_multiplication

en.wikipedia.org/wiki/Galactic_algorithm

en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations#Arithmetic_functions
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en.wikipedia.org/wiki/Multiplication_algorithm#Computational_complexity_of_multiplication
en.wikipedia.org/wiki/Galactic_algorithm
en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations#Arithmetic_functions


Metoda Szybszego Mnożenia Schönhage-Strassen
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(niektóre)Metody Szybszego Mnożenia

▸ O(n1.585) Metoda Karatsuby

▸ O(n
log(2k−1)
log(k) ) Metoda Toom-Cook k-tego rzędu

▸ O(n log(n)loglog(n)) Metoda Schönhage-Strassen (algorytm

“galaktyczny”), używa szybkiej transformaty Fouriera

▸ O(nlog(n)) (2019) Harvey-Hoven algorithm [link]

źródła:

en.wikipedia.org/wiki/Multiplication_algorithm#Computational_complexity_of_multiplication

en.wikipedia.org/wiki/Galactic_algorithm

en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations#Arithmetic_functions
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https://www.quantamagazine.org/mathematicians-discover-the-perfect-way-to-multiply-20190411/
en.wikipedia.org/wiki/Multiplication_algorithm#Computational_complexity_of_multiplication
en.wikipedia.org/wiki/Galactic_algorithm
en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_mathematical_operations#Arithmetic_functions


Mnożenie macierzy przez wektor

Example:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x1

x2

⋮

xn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11x1 + a12x2 +⋯ + a1nxn

a21x1 + a22x2 +⋯ + a2nxn

⋮

an1x1 + an2x2 +⋯ + annxn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n2)
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Iloczyn wektorowy (cross product)

Iloczyn wektorowy może być również wyrażony jako iloczyn

macierzy skośnosymetrycznej i wektora:

Dla dwóch wektorów u = [u1, u2, u3]
T i v = [v1, v2, v3]T , iloczyn

wektorowy jest równy:

u × v =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −u3 u2

u3 0 −u1

−u2 u1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

v1

v2

v3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Mnożenie macierzy tradycyjnie, przykład
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Mnożenie macierzy tradycyjnie, w ogólności:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 b12 ⋯ b1n

b21 b22 ⋯ b2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bn1 bn2 ⋯ bnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

c11 c12 ⋯ c1n

c21 c22 ⋯ c2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

cn1 cn2 ⋯ cnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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Mnożenie macierzy tradycyjnie, w ogólności:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 b12 ⋯ b1n

b21 b22 ⋯ b2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bn1 bn2 ⋯ bnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

c11 c12 ⋯ c1n

c21 c22 ⋯ c2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

cn1 cn2 ⋯ cnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

gdzie:

cij =
n

∑
k=1

aik ⋅ bkj

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n3), jednakże:
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Metoda mnożenia macierzy blokowo (tradycyjnie)

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A11 A12

A21 A22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, B =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

B11 B12

B21 B22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, C =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C11 C12

C21 C22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C11 C12

C21 C22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A11 ×B11 +A12 ×B21 A11 ×B12 +A12 ×B22

A21 ×B11 +A22 ×B21 A21 ×B12 +A22 ×B22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Metoda mnożenia macierzy Strassena
M1 = (A11 +A22) × (B11 +B22);

M2 = (A21 +A22) ×B11;

M3 = A11 × (B12 −B22);

M4 = A22 × (B21 −B11);

M5 = (A11 +A12) ×B22;

M6 = (A21 −A11) × (B11 +B12);

M7 = (A12 −A22) × (B21 +B22),

Redukcja mnożeń z 8 do 7. Wtedy:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C11 C12

C21 C22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

M1 +M4 −M5 +M7 M3 +M5

M2 +M4 M1 −M2 +M3 +M6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Metoda mnożenia macierzy Strassena
M1 = (A11 +A22) × (B11 +B22);

M2 = (A21 +A22) ×B11;

M3 = A11 × (B12 −B22);

M4 = A22 × (B21 −B11);

M5 = (A11 +A12) ×B22;

M6 = (A21 −A11) × (B11 +B12);

M7 = (A12 −A22) × (B21 +B22),

Redukcja mnożeń z 8 do 7. Wtedy:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C11 C12

C21 C22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

M1 +M4 −M5 +M7 M3 +M5

M2 +M4 M1 −M2 +M3 +M6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Asymptotyczna zlożoność obliczeniowa: O(n2.807), jednakże!
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Postęp w redukowaniu złożoności przez lata:

en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexityp_of_mathematical_operations#Matrix_algebra
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en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexityp_of_mathematical_operations#Matrix_algebra


Układy Równań Liniowych

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

⋮

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Zapisać możemy jako równanie macierzowe:

A ⋅x = b,

gdzie postać A oraz b jest znana. Dla uproszczenia zakładamy, że

mamy tyle samo równań co niewiadomych (m = n ).
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Przykład rozwiązania równań liniowych

(Gauss-Jordan ręcznie)

2x + 3y = 5

4x − y = 2
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Przykład rozwiązania równań liniowych

(Gauss-Jordan ręcznie)

2x + 3y = 5

4x − y = 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 3 5

4 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

4 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

0 −7 −8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

0 1 8
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 11
14

0 1 8
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Przykład rozwiązania równań liniowych

(Gauss-Jordan ręcznie)

2x + 3y = 5

4x − y = 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 3 5

4 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

4 −1 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

0 −7 −8

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3
2

5
2

0 1 8
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 11
14

0 1 8
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0.0 0.5 1.0 1.5

0.5

1.0

1.5

2.0
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Przykład Rozkładu Gaussa-Jordana do uzyskania A−1

A∣1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

1 0 1 ∣ 0 1 0

4 −3 5 ∣ 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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Przykład Rozkładu Gaussa-Jordana do uzyskania A−1

A∣1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

1 0 1 ∣ 0 1 0

4 −3 5 ∣ 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r2 = r2 − 1

2
r1

r3 = r3 − 4
2
r1
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 −5 −1 ∣ −2 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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Przykład Rozkładu Gaussa-Jordana do uzyskania A−1

A∣1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

1 0 1 ∣ 0 1 0

4 −3 5 ∣ 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r2 = r2 − 1

2
r1

r3 = r3 − 4
2
r1
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 −5 −1 ∣ −2 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r1 = r1 − 1

−
1
2

r2

r3 = r3 − −5−1
2

r2

26/50



Przykład Rozkładu Gaussa-Jordana do uzyskania A−1

A∣1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

1 0 1 ∣ 0 1 0

4 −3 5 ∣ 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r2 = r2 − 1

2
r1

r3 = r3 − 4
2
r1
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 −5 −1 ∣ −2 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r1 = r1 − 1

−
1
2

r2

r3 = r3 − −5−1
2

r2
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 0 2 ∣ 0 2 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 0 4 ∣ 3 −10 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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Przykład Rozkładu Gaussa-Jordana do uzyskania A−1

A∣1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

1 0 1 ∣ 0 1 0

4 −3 5 ∣ 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r2 = r2 − 1

2
r1

r3 = r3 − 4
2
r1
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 3 ∣ 1 0 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 −5 −1 ∣ −2 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r1 = r1 − 1

−
1
2

r2

r3 = r3 − −5−1
2

r2
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 0 2 ∣ 0 2 0

0 − 1
2
− 1

2
∣ − 1

2
1 0

0 0 4 ∣ 3 −10 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⇒
r1 = r1 − 2

4
r2

r2 = r2 −
−

1
2

4
r2
⇒

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 0 0 ∣ − 3
2

7 − 1
2

0 − 1
2

0 ∣ − 1
8
− 1

4
1
8

0 0 4 ∣ 3 −10 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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Dla ogólnego przypadku

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

⋮

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Potrzebujemy jakiegoś wzoru do rozwiązania macierzy trójkątnej i

wektora b′, które dostaniemy, na przykład 4x4:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a′11 a′12 a′13 a′14
0 a′22 a′23 a′24
0 0 a′33 a′34
0 0 0 a′44

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

x4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b′1
b′2
b′3
b′4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Metoda Gaussa-Jordana dla Ax = b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a′11 a′12 a′13 a′14
0 a′22 a′23 a′24
0 0 a′33 a′34
0 0 0 a′44

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

x4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b′1
b′2
b′3
b′4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Jeden element już mamy, a kolejny dostajemy odstawiając do tyłu

(backsubstitution):

x4 = b
′
4/a
′
44 x3 =

1

a′33
[b′3 − x4a

′
34]
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Metoda Gaussa-Jordana dla Ax = b
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a′11 a′12 a′13 a′14
0 a′22 a′23 a′24
0 0 a′33 a′34
0 0 0 a′44

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

x4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b′1
b′2
b′3
b′4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Jeden element już mamy, a kolejny dostajemy odstawiając do tyłu

(backsubstitution):

x4 = b
′
4/a
′
44 x3 =

1

a′33
[b′3 − x4a

′
34]

Ogólny wzór:

xi =
1

a′ii

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b′i −
N

∑
j=i+1

a′ijxj
⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Metoda Gaussa-Seidla dla Ax = b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 0 ⋯ 0

a21 a22 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L∗

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 a12 ⋯ a1n

0 0 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
U

.

L∗x(k+1) = b −Ux(k)
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Metoda Gaussa-Seidla dla Ax = b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 0 ⋯ 0

a21 a22 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L∗

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 a12 ⋯ a1n

0 0 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
U

.

L∗x(k+1) = b −Ux(k)

Iteracyjnie liczymy x(k+1)i przez podstawianie do przodu

x
(k+1)
i =

1

aii

⎛

⎝
bi −

i−1
∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n

∑
j=i+1

aijx
(k)
j

⎞

⎠
, i = 1,2, . . . , n.

https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_Gaussa-Seidla#Uk%C5%82ad_trzech_r%C3%B3wna%C5%84_liniowych
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Rozkład LU dla macierzy A z Ax = b

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

⋮

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm
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Rozkład LU dla macierzy A z Ax = b

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

⋮

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Rozwiązanie za pomocą rozkładu LU:

1. Rozkład macierzy A na iloczyn dwóch macierzy trójkątnych:

A = L ⋅U

2. Rozwiązanie dwóch układów równań z macierzami trójkątnymi:

L ⋅ y = b

U ⋅x = y
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Wzory dla podstawiania do przodu i do tyłu

Rozwiązanie za pomocą rozkładu LU:

1. A = L ⋅U

2. L ⋅ y = b , U ⋅x = y
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Wzory dla podstawiania do przodu i do tyłu

Rozwiązanie za pomocą rozkładu LU:

1. A = L ⋅U

2. L ⋅ y = b , U ⋅x = y

Podstawianie do przodu (forward substitution):

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

y1 =
b1
l11

yi =
1
lii
[bi −∑

i−1
j=1 lijyj , ] i = 2,3, . . . , n
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Wzory dla podstawiania do przodu i do tyłu
Rozwiązanie za pomocą rozkładu LU:

1. A = L ⋅U

2. L ⋅ y = b , U ⋅x = y

Podstawianie do przodu (forward substitution):

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

y1 =
b1
l11

yi =
1
lii
[bi −∑

i−1
j=1 lijyj , ] i = 2,3, . . . , n

Podstawianie do tyłu (backsubstitution):

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xn =
yn
unn

xi =
1
uii
[yi −∑

n
j=i+1 uijxj], i = n − 1, n − 2, . . . ,1
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Rozkład LU

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= L ⋅U?

Jak to rozdzielić?

https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_LU
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Rozkład LU metodą Doolitlle

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0

l21 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ln1 ln2 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

u11 u12 ⋯ u1n

0 u22 ⋯ u2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ unn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Rozkład LU metodą Doolitlle

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0

l21 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ln1 ln2 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

u11 u12 ⋯ u1n

0 u22 ⋯ u2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ unn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Wzory, które pomogą nam znaleźć elementy macierzy U i L:

uij = aij −
i−1
∑
k=1

likukj dla j ∈ {i, i + 1, . . . , n},

lji =
1

uii
(aji −

i−1
∑
k=1

ljkuki)dla j ∈ {i + 1, i + 2, . . . , n}.
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Rozkład LU metodą Doolitlle

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0

l21 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ln1 ln2 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

u11 u12 ⋯ u1n

0 u22 ⋯ u2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ unn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Wzory, które pomogą nam znaleźć elementy macierzy U i L:

uij = aij −
i−1
∑
k=1

likukj dla j ∈ {i, i + 1, . . . , n},

lji =
1

uii
(aji −

i−1
∑
k=1

ljkuki)dla j ∈ {i + 1, i + 2, . . . , n}.

Gdzie naprzemiennie wyznaczamy tymi wzorami wiersz U a potem

wiersz L i tak dalej (układ n równań n2 niewiadomych).

Przykłady 3x3 https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_LU#Przyk%C5%82ad_(macierz_3x3)

42/50

https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_LU#Przyk%C5%82ad_(macierz_3x3)


Rozkład LU metodą Crouta(bliźniacza do Doolitlle)

Przytaczam dla kompletności

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

l11 0 ⋯ 0

l21 l22 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ln1 ln2 ⋯ lnn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 u12 ⋯ u1n

0 1 ⋯ u2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_LU
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Wyznacznik macierzy

Znany wzór permutacyjny [numerycznie niezbyt wydajny]:

det(A) = ∑
σ∈Sn

(−1)Inv(σ)a1σ(1) ⋅ a2σ(2) ⋅ . . . ⋅ anσ(n)

Jak uzyskać wyznacznik macierzy za pomocą rozkładu LU:

1. Rozkładamy A = L ⋅U.

2. det(A) = det(L ⋅U) = det(L)det(U)

3. Jeśli Doolittle: det(A) = ∏N
j ujj ,

jeśli Crout: det(A) = ∏N
j ljj
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Jak rozwiązać równanie gdy prawa strona (b + id) jest

zespolona?

Ax = (b + id)

1. Rozdzielamy A = LU

2. Podstawiamy wstecz (backsubstitution) b aby otrzymać część

rzeczywistą rozwiązania

3. Podstawiamy wstecz (backsubstitution) d aby otrzymać część

urojoną
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Równania zespolone

Jeżeli można rozdzielić macierz oraz wektor z prawej strony na

część rzeczywistą i urojoną:

(A + iC)(x + iy) = (b + id)

Rozdzielamy to równanie na układ dwóch równań:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

Ax −Cy + i(Cx +Ay) = b + id

Cx +Ay + i(Ax −Cy) = d − ib

Odpowiadające mu równanie macierzowe:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A −C

C A

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x

y

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b

d

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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Inne rozkłady

▸ Metoda SVD: Może być aplikowana do macierzy prostokątnych

i macierzy osobliwych (det(A) = 0)

▸ Metoda A =QR: Używając procesu ortogonalizacji

Grahama-Schmidta (albo metody Hausholdera)
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Rzadkie macierze (1)

(a) Band diagonal; (b) block triangular; (c) block tridiagonal; (d) singly bordered block diagonal; (e)

doubly bordered block diagonal; (f) singly bordered block triangular
48/50



Rzadkie macierze (2)

(g) bordered band-triangular; (h) and (i) singly and doubly bordered band diagonal; (j) and (k) other!

(after Tewarson)
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Podstawowe biblioteki

Fortran/C++:

▸ LAPACK (Linear Algebra Package)

▸ BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)

▸ Eigen (C++) (łatwa w obsłudze ale ograniczona)

▸ ARPACK (do metody Arnoldi macierzy rzadkich)

Python:

▸ SciPy: ( LAPACK i BLAS)

▸ NumPy

Do obliczeń tensorowych lista bibliotek:

http://tensornetwork.org/software/
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Źródła

▸ Numerical Recipes 3rd Edition: The Art of Scientific

Computing 3rd Edition

▸ en.wikipedia.org/wiki/Numerical_linear_algebra

i strony pochodne
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Dziękuję za uwagę
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Tensor diagrams
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Matrix product state (Tensor train)

We can express tensor Ts1s2⋯sL as a Matrix product state (MPS):

Ts1s2⋯sL = ∑
α

As1
α1
As2

α1,α2
As3

α2,α3
⋯AsL−1

αL−1,αL
AsL

αL

where Asi
αi,αi+1

are matrices, si are outer indices, αi indices are

contracted/summed over to recover tensor Ts1s2⋯sL .
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Construction of MPS via SVD

Arbitrary four-party state ∣ψ⟩ represented by tensor is bipartited into

two parts, where one leg undergoes SVD, process is repeated for

entire tensor.

Then tensors can be grouped into an MPS.
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Singular value decomposition (SVD)
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Matrix product operator (MPO)

⟨ψ∣ Ô ∣ψ⟩ =

⟨ψ∣ Ô[i] ∣ψ⟩ =

50/50



Hardware for computing TN methods

Martin Ganahl et al. PRX Quantum 4, 010317 (2023)
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TN in quantum chemistry:

Tree Tensor Network (TTN),

Comb Tensor Network States(CTNS)

[left] N. Nakatani; G. Kin-Lic Chan J. Chem. Phys. 138, 134113 (2013)

[right] Zhendong Li 2021 Electron. Struct. 3 014001 (2021) 50/50



TN in classical and quantum machine learning

Ding Liu et al 2019 New J. Phys. 21 073059 (2021)

https://tensornetwork.org/ml/ 50/50
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Example of a thermodynamic system solving linear algebra

problem

https://arxiv.org/abs/2308.05660 (2023)
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