Interpolacje - ciag dalszy
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Efekt Rungego - problemy interpolacja

wielomianowe]j
1
n[-]= fI[x_] 15 ——————
1+25x?

n[-]= n=16;

21

Table[{z—i -1, f[— -1]}, {i, o, n}]s
n n

points

in[-]:= Lagrange = Simplify[
Sum[points [j, 27 =

X - points[m, 1]
Product[If[m # 3, ’

X X X Jl]J{mJlJn+1}]J {leJn+1}]]
points[j, 1] - points[m, 1]

out[«]=
(170189292876 156034 - 3876 218 985 722 260 225 X* + 59903 899 173 085 802 500 X" -
527 646 780 474 606 000 000 X° + 2 588 025 468 896 400 000 000 X° -
7125820316 160 000 000 000 x*° + 10 848 507 904 OO0 000 000 BB X2 -
8460 697 600 000 000 000 000 X'* + 2 621 440 000 00 000 000 000 x'°) /170189 292 876156 034

in[-]:- Show[ {ListPlot[points], Plot[{f[x], Lagrange}, {x, -1, 1}]1}, PlotRange -» All]
Out[«]=
151

Zwiekszenie ilosci punktow uzytych do interpolacji pogarsza (zwtaszcza na brzegach) jakos$é
przyblizenia
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Interpolacje - cubic Hermite spline
Spline - funkcja generujaca krzywe

zbiér punktow ----- > splines ---> krzywa

Problem: Majac dwa punkty oraz predkosci w tych punktach
wyznacz trajektorie ruchu

V1

P

Po

Zaktadamy, Ze trajektoria jest wielomianem 3 stopnia (zgodnie z nazwa “cubic Hermite spline”).
Parametr te [0,1] (analogicznie dla jak dla prostej, przechodzacej przez punkty P, i Py, ktérg mozemy
parametryzowac przez Pyt + (1 —t)Pp)

il Flt ] :=at® + bt +ct +d

Nasze warunki to:

in[-]:= Solve[{
f[e] = Pe,
f[1] == P1,
f'[0] == vO,
f'[1] =v1

}, {a, b, ¢, d}]
out[«]=
{{a>2P0-2P1+v0+vl, b>-3P0+3P1-2v0-Vvl, c>Vv0, d->Po}}
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In[« ]:=

Out[«]=

Wstawiajgc powyzsze do funkcji f dostajemy krzywg spetniajgcag nasze warunki.
Nasz wynik mozemy zapisac¢ w postaci macierzowej:

Clear[PO, P1]

1 0 o0 0 PO
o 1 0 o voO
Collect[ 2 £3). t]
(1ttet?) 23.2 3 -1 p1l°
2 1 -21 vl

{{Po+tve+t® (-3PO+3P1-2vB-Vl) +t> (2PO-2P1+VvB+Vl)}}

Dodatkowo, w zatgczonym programie mozna pobawic sie krzywymi Hermite'a. W panelu po prawe;j
pokazane sg krzywe kreslone przez wektory predkosci i przyspieszenia. W panelu dolnym pokazane
sg wykresy dtugosci tych wektoréw zalezne od parametru t (tutaj jest on przeskalowany); Jak widaé
predkosc¢ jest ciggta (wynika to z konstrukcji ), a przy$pieszenie nie jest ciggte.

1 PIMM app - o X
NoCursors ol
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Efekt Runge’go II

Poprzednio mieliSmy problem z interpolacjg wielomianowa:

1
In[e ]:= 'F[X_] = >
1+25x
In[~]:= N = 6;
21 21
points = Table[{T -1, f[T —1]}, {i, o, n}];

Show[ {ListPlot [points], Plot[{f[x], Lagrange}, {x, -1, 1}]1}, PlotRange -» All]
Out[«]=

15

-1.0

I0.5I\I/II1O

Majac zestaw punktow (bez predkosci), nadal mozemy zastosowac interpolacje Hermita pomiedzy
punktami. Musimy tylko oszacowac¢ predkosci poczatkowe. Najprostszy sposob osiggniecia tego jest
wyznaczenie wektora tgczgcego sgsiadow danego punktu i “przyczepienie” go do danego punktu.
Problemem s3 tylko pierwszy i ostatni punkt (maja tylko po jednym sgsiedzie). Rozwigzaniem jest
odbicie sgsiada wzgledem punktu. Majac zestaw punktéw i predkosci, mozemy wyznaczy¢ krzywa
Hermite'a pomiedzy kazdg parg punktow.
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Out[«]=

Ostatnig modyfikacjg jest wprowadzenie parametru (tutaj nazwanego “scale”), ktory skaluje wszystkie

predkosci. Dla scale=1 mamy interpolacije liniowa. (Dla scale = 1/2 mamy tzw. Catmull-Rom spline)
Out[«]=

scale

co

ShowHListPlot [points, PlotStyle - W1,

1.0
1.0 05
O.SE

—1.0—Q§'5E 05 10’ -1.0-05 t 05 10

}, PlotRange - All
-1.0 -0.5

-1.0
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Krzywe Beziera

Ciekawym zastosowaniem interpolacji liniowej jest wyznaczanie krzywych Beziera (szeroko
stosowanych w grafice komputerowej itp.)

mi-1= {X, ¥y} = {{1, 3}, {5, 0}}
out[«]=
{{1, 3}, {5, 0}}

Out[«]=

=l

il ]- Lerp[t_, PO_, P1_] :=tPl+ (1-t) PO

Powyzej mamy przyktad zastosowania interpolacji linowej (t P1+(1-t) Py) do dwdch punktéw. Ponizej
mamy wyznaczong krzywa Beziera (niebieska krzywa) dang przez 4 punkty. Krzywa ta powstaje przez
interpolacje pomiedzy kolejnymi punktami (zielone proste). Wszystkie te proste zalezg od parametru
t. Nastepnie stosujemy interpolacje liniowg pomiedzy otrzymanymi w poprzednim kroku punktami
(czarne proste). Nastepnie stosujemy interpolacje liniowa na otrzymanych punktach (pomaranczowa
prosta). Ruch punktu na tej prostej wyznacza krzywa Beziera stopnia 3. Powyzszg strategie mozna
nazwac: “interpolu;j liniowo, dopdki nie skonczg Ci sie punkty do interpolowania”.



8 | PMN_Wyklad-7.nb

Out[«]=

t M
U
POx D 81
M
PO
g U
Px A 5r
88)
M
Ply U
P2x M ar
U
M
P2y LJ ]
P3x D 2 ._
r_] -
P3
y U _M
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 4 -2 i 2 4 6
2k

Zauwazmy, ze uzylisSmy 6 interpolowan liniowych. Dodajgc wiecej punktow liczba ta rosnie. Np. dla 6
punktéw musimy uzy¢ 15 interpolowan. Ponizej: krzywa Beziera stopnia 5.

Out[«]=

—0

POxa D
M
PO
ya U
P1xa D
Plya D
P2xa M
UJ
M
P2ya U ]
P3xa M
[
M
P3
ya U
M
P4xa
U PR T T B
P4ya M -4 -2
U
P5xa M
)
M
P5
ya U

Zauwazmy, ze krzywe Beziera przechodzg tylko przez punkt poczatkowy i koncowy, a reszta punktow
kontroluje ksztatt krzywe;.

Zauwazmy, ze stosujemy tu “rekurencyjng” metode otrzymywania krzywej Bezier'a. Mozemy jednak
rozwing¢ wyrazenie na krzywa i otrzymac postac wielomianowa



In[« ]:=

Out[«]=

Out[«]=

In[« ]:=

In[« ]:=

Out[«]=

Clear[PO, P1, P2, P3]

= Lerp[t, PO, P1];
Lerp[t, P1, P2];
Lerp[t, P2, P3];
Lerp[t, a, b];
Lerp[t, b, c];
Collect[Lerp[t, d, e], t]

a
b
c
d
e

PO+ (-3P@+3P1)t+ (3PO-6P1+3P2) t>+ (-P@+3P1-3P2+P3) t>

lub macierzowg

1 0 0 0 Po
-3 3 0 60 P1
Collect[ 2 £3). . t]
(1tt°t?) 3 _6 3 0 p2 |°
-1 3 -31 P3

{{PO+ (-3PO+3P1) t+ (3PO-6P1+3P2) 24+ (—P0+3P1—3P2+P3)t3}}

W ogélnosci B,(t) = /-”:O(II?)(T -0 P

W szczegdlnosci dla 4 punktéw (liczymy od zera) mamy:

3
Collect[ZBinomial [3, i] (1-t)>itip,, t]

i=e
Po+t (-3Pg+3Py) +t2 (3Pg-6P;+3P,) +t> (-Pg+3P;-3P,+P3)

PO+ (-3PO+3P1) t+ (3PO-6P1+3P2) t2+ (-PO+3P1-3P2+P3) t3
P4+ (-3P4+3P5) t+ (3PA-6P5+3P6) t>+ (-P4+3P5-3P6+P7) t3

P[t_]:
R[t_ ] :

Clear[PO, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7]
Solve[{

P[1] == R[O]

}, P4]

{{P4 - P3}}

PMN_Wyklad-7.nb | 9
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in[- = Manipulate[

Out[«]=

points2 = {P@, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7} = {{POx, POy}, {Plx, Ply},

{P2x, P2y}, {P3x, P3y}, {P4x, P4y}, {P5x, PS5y}, {P6x, P6y}, {P7x, P7y}};

points2[5] = P3;
P4 = P3;
GraphicsColumn| {

Show[ {

ParametricPlot[P[t1], {t1, @, 1}],

ParametricPlot [R[t1], {t1, @, 1}],

Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[1], points2[2]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[3], points2[4]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[5], points2[6]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[7], points2[8]}]1}1,
Graphics[ {Blue, Thickness[0.01], PointSize[0.01], Point[points2]}],

Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P[t], R[t-1]]}1}]

}, PlotRange -» All]

}]J {tJ e’ 2}’

{{Pox, -5}, -10, 10}, {{Poy, 5}, -10, 10},
{{P1x, -2.5}, -10, 10}, {{Ply, 2.5}, -10, 10},
{{P2x, 2.5}, -10, 10}, {{P2y, 2.5}, -10, 10},
{{P3x, 3}, -10, 10}, {{P3y, 3}, -10, 10},
{{P5x, 5}, -10, 10}, {{P5y, 5}, -10, 10},
{{P6x, 6}, -10, 10}, {{P6y, 5}, -10, 10},
{{P7x, 7}, -10, 10}, {{P7y, 7}, -10, 10}]

POx

POy

P1x

Ply

P2x

P2y

P3x

P3y

P5x

PS5y

P6x

P6y

P7x

P7y

o

(@)
o3

(-

G

T

(-

-4 =2 ; 2 4

CDCDCDCD

oo



in[- = Manipulate[

Out[«]=

points2 = {P@, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7} = {{POx, POy}, {Plx, Ply},
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{P2x, P2y}, {P3x, P3y}, {P4x, P4y}, {P5x, PS5y}, {P6x, P6y}, {P7x, P7y}};

points2[5] = P3;

P4 = P3;

GraphicsColumn| {
Show[ {

ParametricPlot[{P'[t1]}, {t1, 0, 1}],
ParametricPlot[{R'[t1]}, {t1, 0, 1}],

ParametricPlot[{P[t1], R[t1]}, {t1, @, 1}, PlotStyle - Green],

Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P'[t], R'[t-1]11}1}1,
Graphics[ {Black, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P[t], R[t-1]13}1}]
}, PlotRange -» All]

31, {t, 0, 2},
-5}, -1, 10}, {{Poy, 5}, -10, 10},
-2.5}, -10, 10}, {{Ply, 2.5}, -10, 10},
2.5}, -1, 10}, {{P2y, 2.5}, -10, 10},

{{Pox,
{{P1x,
{{P2x,
{{P3x,
{{P5x,
{{P6X,
{{P7x,

3}, -1, 10}, {{P3y, 3},
5}, -10, 10}, {{P5y, 5},
6}, -10, 10}, {{P6y, 5},
7}, -10, 10}, {{P7y, 7},

POx

}—

POy

()
o3

P1x

(.

Ply

P2x

P2y

P3x

P3y

P5x

(] S )

PS5y

P6x

P6y

CDCDCD co

P7x

P7y

o0l

-1e, 10},
-1e, 10},
-1e, 10},
-10, 10} ]
1.0
0.5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1.0 -0.5 0.5 1.0
-0.5
-1.0

Zielona krzywa jest naszg krzywa Beziera. Niebieska krzywa pokazuje ruch wektora predkosci - widac

nieciggtosc. Ponizszy wykres pokazuje norme wektora predkosci (\/?) od parametru afinicznego
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(czasu), gdzie takze widac nieciggtosc
ni- - Plot[If[t <1, sqrt[P'[t][1]°+P " [t][2]°],
sqrt[R'[t-1][1]1% +R'[t-1][2]°]], {t, @, 2}]

Out[«]=

I 0.5 1.0 1.5 I
Mozemy wymaoc ciggtosc predkosci:

[ - Clear[P@, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7]

Solve[{
P[1] == R[0O],
P'[1] ==R'[0O]
}, {P4, P5}]
Out[e«]=

{{P4 > P3, P5 > -P2 +2P3}}

Out[«]=

POx

co

POy

(-

P1x

o

Ply

Y -]

P2x

P2y

o

P3x

(]

P3y

co

P6x

P6y

P7x

co
coCc) P

P7y
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in[- = Manipulate[
points2 = {P@, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7} = {{Pox, POy}, {P1x, Ply},
{P2x, P2y}, {P3x, P3y}, {P4x, P4y}, {P5x, PS5y}, {P6x, Péy}, {P7x, P7y}};
points2[5] = P3;
P4 = P3;
points2[6] = -P2 + 2 P3;
P5 = —-P2 + 2P3;

Show[ {
ParametricPlot[P'[t1l], {t1, 0, 1}],
ParametricPlot[R'[t1l], {t1, 0, 1}],
ParametricPlot[{P[t1], R[t1]}, {t1, @, 1}, PlotStyle - Green],
Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P'[t], R'[t-1]11}1}1,
Graphics[ {Black, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P[t], R[t-1]13}1}]
}, PlotRange -» Al11], {t, 0, 2},

{{PoOx, -5}, -10, 10}, {{POy, 5}, -10, 10},

{{P1x, -2.5}, -10, 10}, {{Ply, 2.5}, -10, 10},

{{P2x, 2.5}, -10, 10}, {{P2y, 2.5}, -10, 10},

{{P3x, 3}, -10, 10}, {{P3y, 3}, -10, 10},

{{P6x, 6}, -10, 10}, {{P6y, 5}, -10, 10},

{{P7x, 7}, -10, 10}, {{P7y, 7}, -10, 10}]

Out[«]=

{

M
POx U 10+
POy U B
P1x M |
U
m -
Ply
U 05
P2x B o
P2y D :
M L
P3x
) N T R TS N N RN
P3y D -1.0 -0.5 | 0.5 1.0
P6x G I
P6y G o
05
P7x U
P7y G r
-1.0
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ni- 1= Plot[{If[t <1, Sqrt[P'[t][1]%+P'[t]1[2]1°], Sqrt[R'[t-1][1]*+R'[t-1][20%]],
If[t <1, Sqrt[P''[t][1]%+P "' [t1[2]%], Sqrt[R''[t-1][1]%+R""'[t-1]1[21%]]},
{t, 0, 2}, PlotLegends » {"speed", “acceleration“}]

Out[«]=
25)
20

— speed

acceleration

Jak widaé powyzej nasza krzywa stata sie krzywa typu C' (ciggtos¢ pierwszych pochodnych), ale
drugie pochodne nie sg ciggte.

Mozemy dodac kolejny warunek na ciggtosc przyspieszenia

Clear[PO, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7]
Solve[{
P[1] = R[0],
P'[1] =R'[O],
P''[1] =R''[0]
}» {P4, P5, P6}]
out[«]=
{{P4 - P3, P55 -P2+2P3, P6>P1-4P2+4P3}}
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in[- = Manipulate[

points2 = {P@, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7} = {{Pox, POy}, {P1x, Ply},
{P2x, P2y}, {P3x, P3y}, {P4x, P4y}, {P5x, P5y}, {P6x, Péy}, {P7x, P7y}};

points2[5] = P3;

P4 = P3;

points2[6] = -P2 + 2 P3;

P5 = —-P2 + 2P3;

points2[7] = P1-4P2 +4P3;

P6 = P1-4P2 +4P3;

Show[ {
ParametricPlot[P[t1], {t1, @, 1}],
ParametricPlot[R[t1], {t1, @, 1}],
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[1], points2[2]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[3], points2[4]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[5], points2[6]}]1}1,
Graphics[ {Green, Thickness[0.005], Line[ {points2[7], points2[8]}]1}1,
Graphics[ {Blue, Thickness[0.01], PointSize[0.01], Point[points2]}],

Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{If[t <1, P[t], R[t-1]]}1}]
}, PlotRange -» Al1], {t, 0, 2},

{{pPoXx, -5}, -10, 10}, {{Poy, 5}, -10, 10},

{{P1x, -2.5}, -10, 10}, {{Ply, 2.5}, -10, 10},

{{P2x, 2.5}, -10, 10}, {{P2y, 2.5}, -10, 10},

{{P3x, 3}, -10, 10}, {{P3y, 3}, -10, 10},

{{P7x, 7}, -10, 10}, {{P7y, 7}, -10, 10}]

Out[«]=

POx

(.

POy

o

P1x

(@]

Ply

P2x

P2y

T s )

P3x

P3y

(-

P7x

P7y

coCo

Zwiekszajgc gtadkosc krzywej tracimy lokalng kontrole nad ksztattem! Zmiana potozenia punktu
P+ powoduje globalng zmiane na krzywej, a nie jak poprzednio tylko na pierwszym kawatku.
Zazwyczaj C' jest wystarczajaca.
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Out[«]=
sof
40l
30f
[ — speed
ok acceleration
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Zaawansowane przykiady interpolacji - DLSS
(Deep learning super sampling)

e Super-rozdzielczos¢ - renderuje klatke w mniejszej rozdzielczosci, a nastepnie zwieksza
rozdzielczos¢ obrazu przy uzyciu Al

Out[«]=

Out[«]=

N
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Out[«]=

1 2

e Generowanie klatek - generowanie wiekszej ilosci klatek bez duzych strat na wydajnosci

FRAME GENERATION POTENTIAL

Animation Smoothness | Overcome CPU Bottlenecks | Amazing RT Effects

TRADITIONAL ‘ .

GENERATED

FRAME ‘ .
GENERATION

nVIDIA

in[-1:= Hyperlink["https://www.nvidia.com/pl-pl/geforce/technologies/dlss/"]
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Rozwigzywanie rownan nieliniowych
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Problem: majac funkcje f (x), znajdz jej miejsca
zerowe tj. takie x,, ze f (%¢) =0

o tatwe: f(X)=x>+5x—4
o Trudniejsze: f(x) = x* = 3x* — 6 x +8, g(x) = sin(2x-1) - 5
e Rozwigzywalne w szczegdlnym przypadku: f(x) = -24 + 2x +29 x> -3 x3 -5 x* + x°

e Brak rozwigzania analitycznego f(x) = Log[6+x] — x*
Twierdzenie Darboux:
Jesli f: [a, b] & R jest funkcjg ciggtg na przedziale
[a, b] oraz jesli wartosci funkcji na krancach przedziatu
(f(a) i f(b)) majg rozne znaki, to istnieje punkt xq €] a, b,
taki ze f(xg) = O.

- Plot[x + Exp[X], {X, -10, 5.}]

Out[«]=

40
30

20
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Problem: Rozwiaz ré6wnaniex + E* =0

Out[«]=

Z analizy funkcji f(x) = x + EX wiemy, ze:

e f(x) jest Scisle rosngca oraz lim,_, _., f(x) = —oco oraz lim,_,. f(x) = co wiec rownanie ma tylko jedno
rozwigzanie

e f(0)=1>0
.f(—2)z—2+é<0

Zatem f(x) ma miejsce zerowe na przedziale | — 2, 0]
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Metoda bisekcji

e ZnajdzZ przedziat [a, b] gdzie f(a) f

—~

b)<0

e oblicz punkt srodkowy: Xpmiq =

©
N |+
o

e oblicz f(Xmig); jesli doktadnosc (| f(xmig) | <€ albo |b—a| <€) jest wystarczajgca to przerwij
algorytm, miejsce zerowe to Xg = Xmig

e skro¢ przedziat [a, b]; w zaleznosci od znaku f(Xmig), @ = Xmig @lbo b = Xmig

ml-1= FI[x_] =X + Exp[X]

Out[«]=

-3

W naszym przypadku, a = -2 i b =0, wiec w pierwszym przyblizeniu xq ~ —1, ale doktadnos¢ przyblize-
nia jest staba
[ .= Nef[-1]
Out[«]=
-0.632121

e Naszym zmniejszonym przedziatem musi by¢ ]-1, O] poniewaz f(-1) * f(0) < 0

* Nastepne przyblizenie: Xy = == = —2

m[-1- Nef[-1/2]
Out[«]=
0.106531
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Out[«]=

-1.0F

e Zmniejszamy przedziat; tym razem f(-1/2) * f(-1)<0, wiec nowy przedziat to ]-1, ;;[

_ -+ (=1/2)

® Xmid = 5 -3/4

mnl-1- Nef[-3/4]
Out[«]=
-0.277633

Out[«]=

mn[-]:= Clear[a, b, c]

sol = {};
While [Abs [f[c]] > @.0001,

b+a
C= 5
2
If[f[c] *f[a] <O, b
If[f[c] »f[b] <O, a
AppendTo[sol, c];

]

cls
cls
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In[-]:= N@c
Nef[c]
Length[sol]
Nesol

Out[«]=
-0.567139
Out[«]=

7.23791x10°°

Out[«]=
13

Out[«]=
{-1., -0.5, -0.75, -0.625, -0.5625, -0.59375, -0.578125,
-0.570313, -0.566406, -0.568359, -0.567383, -0.566895, -0.567139}
e Prosta i bezpieczna

e Wolna
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Metoda falsi

e Znajdz przedziat [a, b] gdzie f (a) f (b) < 0

e Interpoluj liniowo funkcje f miedzy punktamiaib
f(a)=Aa + B

f(by = Ab + B

- -, _ bfa)-afb)
T a-b a-b

e Rozwigz uktad rownan {

e funkcja interpolujgca g(x)

e Znajdz miejsce zerowe X, otrzymanej funkgcji liniowej

_A __ f@=fb) ) _bf(a)faf(b): _ »_bf(a)faf(b)
® g(x)=0=> oy Kl 2-b 0 =>Xjj, = #(a)— F(b)

e oblicz f(xjin); jesli doktadnos¢ (| f(xjn) | <€ albo |b —a| <€) jest wystarczajgca to przerwij
algorytm, miejsce zerowe to Xg = Xmig
e skro¢ przedziat [a, b]; w zaleznosci od znaku f(xin), @ = Xjin albo b = x;in
In[-]= a=-2;
b=0;
Show[{
fla] - f[b] bf[a] - af[b]
X -

a-b a-b
Graphics[{Red, PointSize[0.03], Point[{{-2, f[-2]}, {0, f[O]11}}]1}],

Plot[{x + Exp[x],

}, (x, -2.2, e.z}],

Graphics[{Gr‘een, PointSize[0.03], Point[{{%, e}}]}]
al -

J]

Out[«]=
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bf[a] - af[b
In[«]:= N@-F[ [al (o] ]
f[a] - f[b]
Out[«]=
-0.200663

e Skracanie przedziatu dziata tak jak w metodzie bisekcji; f(x;in) f(0) <0 wiec a = Xy

in[-]:= Clear[a, b, c]

a=-2;
b=0;
c=-2;
sol = {};

While [Abs[f[c]] > 9.0001,
bf[a] - af[b]

c
fla] - f[b]

If[f[c] »f[a] <0, b=c];

If[f[c] »f[b] <0, a=c];

AppendTo[sol, c];

]

in[-]:= N@c
Nef[c]
Length[sol]
Nesol

Out[e«]=
-0.567163
Out[«]=

—-0.0000308386

Out[«]=

Out[«]=
(-9.698162, -0.58148, -0.568735, -0.56732, -0.567163)
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Metoda Newtona

e zgadnij poczgtkowe miejsce zerowe xg

e wyznacz styczng do funkcji f w punkcie xq

e Mmiejsce zerowe stycznej jest przyblizeniem miejsca zerowego funkcji f
o y=f"(xo) x+f(xo) = f'(xo) X0 =>

® 0= (x0) X+ flx0) = ' (x0) Xo =X = X0 = 73
fxo]
Flxn]

® Xny1 = Xn —

n[-]:= X0 =3
Show[{
Plot[{x*-1, 2x0x +x0> -1-x0 %2+ x0}, {X, 0, 4}],
Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{x@, x0% - 1}1}],

x0% -1
Gr‘aphics[{Gr‘een, PointSize[0.02], Point[{xe - R 0}]}]
2 x0

}]

Out[«]=

Out[«]=

-5

LU (N B B S B B

Wracamy do naszej funkcji f(x) = Exp[x] + x
n[-]= X0 =0;

sol = {};

While [Abs [f[x0]] > 0.0001,

Exp[x9] + x0
X0 = x0 - —

Exp[x0] +1
AppendTo[sol, x0];

]
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in[-]:= N@Xx0
N[Exp [xQ] + x0]
Length[sol]
Nesol
Out[«]=
-0.567143
Out[«]=
1.9648 x 107
Out[«]=
3
Out[«]=

(-0.5, -0.566311, - 0.567143}

e Szybka (zbieznos$¢ kwadratowa)
e Nie zawsze jest zbiezna (np. punkt poczatkowy blisko ekstremum lokalnego)
e WWymaga znajomosci pochodnej
In[-]:= X0 = 3;
Show[ {

Plot[ArcTan[x], {x, -12., 12.}],
Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[{x@, ArcTan[x0]}]}]

}

Out[«]=

1.5

1.0

0.5

-10 -5




In[« ]:=

Out[«]=

sol = {};
n=0;
While[n <10,

ArcTan [x0]
X0 = x@ - ———;
1
1+x0?%
AppendTo[sol, x0];

n++;

]

Nesol

[-9.49046, 124., 23905

.9, 8.97653 x 108, ~1.26572 x 108, 2.51648 x 10°¢,

PMN_Wyklad-7.nb | 29

-9.94733 x 1072, 1.55429 x 16'*°, -3.79477 x 10°°?, 2.261988093610309 x 16°*°}
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Fast Inverse Square Root

Problem: jak szybko obliczy¢ L
Vx

// Quake lll Arena
float Q_rsqrt (float number)
{
long i;
float x2, vy;
const float threehalfs = 1.5 F;
x2 = number*0.5 F;
y = number;
i = *(long*) & y; // evil floating point bit level hacking
i = 0x5f3759df - (i >> 1); // what the fuck?
y = *(float*) & i;

y = y*(threehalfs - (x2*y*y)); // 1 st iteration
/]y = y*(threehalfs - (x2*y*y)); // 2 nd iteration, this can be removed return y;

}

Out[«]=
https://www.youtube.com/watch?v=p8u_k2LIZyo
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Rozniczkowanie
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Definicja:
f(x+h) — f(x)

F () = limy,,
h—-0 h

Najprostsze rozwigzanie:

f‘(x) _ f(x+h) — f(x)

. , h - mata liczba

e Jakijest btad przyblizenia?
Korzystamy z szeregu Taylor'a:

1
f(x+h) = f(x) + hf' (x) +—h*>Ff'" (&), £ e [X, x+h]
2
f (x+h) - f (x) 1
f'(x) = - +Ehf" (&), & e [x, x+h]

Przyklad: f(x) = Log[x], h =0.001,%x5 = 2

ml-1- h=0.001;
X0 = 2;
Log[x@ + h] - Log[x0@]

h

Out[«]=
0.499875

in[-]:= D[Log[x], X] /. {X > x0}
1
2
o Blad: |3 " (x0)| < [ hf @] < |3hf" (x0+h)|
1
In[+ ]:= Abs[— hD[Log[x], X, X] /. {x—>2}]
2

1
Abs[— hD[Log[X], X, X] /. {X - 2.001}]
2

Out[«]=
0.000125

Out[«]=
0.000124875

e Uwaga na numeryke!
Przyktad: f(x) = arctg(x) w xg = \/E

e (0= =1(V2) = 5

T+x2

arctan(sqrt(2)) 0.955317
arctan(sqrt(2)) 0.955317
arctan(sqrt(2)) 0.955317

0.0001 derivative 0.33319
le-05 derivative 0.333786
le-06 derivative 0.298023
le-07 derivative 0.5960U46
1le-08 derivative O

arctan(sqrt(2)) 0.955317
arctan(sqrt(2)) 0.955317

Mmoo mnmnn

#include<cmath>
#include <iostream>
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float f(float x) {
return std::atan(x);

float diff(float x, float (*fptr) (float), float h = 0.001) {
return (fptr(x + h) - fptr(x)) / h;

int main(){

std::cout << "h =" << 0.0001 << "" << diff(sqrtf(2), f, 0.0001) << std::endl;

std::cout << "h =" << 0.00001 << " derivative " << diff(sqrtf(2), f, 0.00001) << std::endl;

std::cout << "h =" << 0.000001 << " derivative " << diff(sqrtf(2), f, 0.000001) << std::endl;

std::cout << "h =" << 0.0000001 << " derivative " << diff(sqrtf(2), f, 0.0000001) << std::endl;

std::cout << "h =" << 0.00000001 << " derivative " << diff(sqrtf(2), f, 0.00000001) << std::endl;

Metoda “central difference”
f(x+h) - f(x)

. (x) = +0 (h)
h
- —h
£ (X>:f(X> f(x >+ h)
h
o (x) + f (x) f (x+h) - f(x-h)
f! (X): =
2 2h
Blad:
f(x+h) = f(x) +hf" (x) + —h>f"" (x) +—h>Ff""" (&)
2 6
fix-h)=Ff((xx)-hf"xX) + =h>Ff'"" (x) -—h*Ff'"" (&)
2 6
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Pochodne wyzszego rzedu
e Szereg Tylor'a:

1
f(x+h)y=f(x) + hf' (x) + —h*f"" (x)

2
2
f'' (x) == (f (x+h) - f(x) - hf"' (x))
h
2 f (x+h) -f (x-h)
f'' (x) =— |f(x+h) - f(x) - h
h?2 2h
1
f'' (x) = (2f (x+h) -2Ff (x) -f (x+h) +f (x-h))
h
1
£''(x) =— (f(x+h) -2f (x) +f (x-h)) + 0 (h?)



