Powtorka - liczby w pamieci

komputera
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Liczby caltkowite

Liczby naturalne
Liczby zapisujemy w systemie pozycyjnym - zazwyczaj jako potegi liczby 10
3 % 10° + 9 x 10" + 2 » 10°
W informatyce - stosuje sie system dwojkowy

Inf[e ]:= 1%2° +0 %x2% +1 %22 +0 %22 +1 %2 +0 % 2°

e Zakres: 0 do 2'iczbabitow 1

in[-]:- BaseForm[153, 2]

Out[«]//BaseForm=

10011001,
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Liczby caltkowite

Liczby ujemne

kod uzupetnien do dwaoch:

Inf[e ]:= 0~k(—25)+1~k25+0~k24+1~k23+0~k22+1~k21+0~1t-2a

Out[«]=
42

przepis na -42": zamien wszystkie bity na przeciwne i
dodaj 1

Inf[e ]:= 1*(—25)+0*25+1*24+0*23+1*22+0*21+1*26+1

Out[«]=
-42

e jednoznaczne zero
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Liczby zmiennoprzecinkowe
e W systemie dziesietnym 454.574=

Inf Jo= N[4*102+5*101+4*10°+5*10'1+7*10'2+4*10'3]

Out[«]=
454,574

Ale tez 1/3
=0 %102 + 3 101 + 34102 + 3 %103 + ...

e \/ systemie binarnym 12.625 =

Inf[e ]:= N[1*23+1*22+0*21+0*20+1*2'1+0*2'2+1*2'3 ]

in[- - BaseForm[13.625, 2]
Out[«]//BaseForm=
1101.101,

Ale 0.1 =

in[-:- BaseForm[@.1, 2]

Out[-]//BaseForm=
0.00011001100110011001101,

Infe J:= N[G*Z'l+6*2'2+6*2'3+1*2'4+1*2‘5+6*2‘6+6*2‘7+
1*2_8+1*2_9+0*2_1e+0*2_11+1*2_12+1*2_13+0*2_14+0*2_15+

1527414274042 40427 +142%4142 40527414272, 10]
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Liczby zmiennoprzecinkowe: IEEE 754

Reprezentacja liczb: +mantysa * 2°¢¢h3

mn[-]:= BaseForm[145.1135, 2]

Out[«]//BaseForm=

1.0010001000111010001, x 2’

im[- 1= rand = RandomChoice[{@, 1}, 32];
Graphics[Table[ {EdgeForm[Black], If[i == @, FaceForm[Red],
If[i > 0&&1 <9, FaceForm[Green], FaceForm[Yellow]]], Rectangle[{i, ©}, {i+1, 1}],
Black, Text[ToString[rand[i +1]], {i+©0.5, ©.5}1}, {i, 9, 31}], ImageSize - Full]

Out[«]=

IS o [ o[ o[« [ofof+[+[+Jooo+JosJ+Tofo +Jofo o]x]

In[e ]:=
If[rand[1]==1,sign =-1,sign =1]
wykladnik = Total[Table[rand[[2+i]]*27'i, {i,0,7}]]-127
mantysa = 1+NeTotal[Table[rand[10+i]+2™**, {i,0,22}]]

N[signsmantysa » 2"¥<lednik]

Out[«]=

Out[«]=
-9

Out[«]=
1.07634

Out[«]=
0.00210223
e Przypadki specjalne
e 0"

Out[«]=

IR o [ o[ [o[o[oTo o o e oo o e oo oo o oo o e]

o 0

Out[«]=

Mo o oo oo o] o [o[ o[ oo o o o o o o o oo oo oo o]o]o o]o]

e +o0o (Mantysa = same zera)

Out[«]=

IR o [ o [c[c[o[ofefofofo o o o o e oo o o oo o o]
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e NaN (mantysa moze by¢ niezerowa)

IS - [o] [« Jofofo o+ Jo[+]sJoo+[+To o o o *]x]

Out[«]=




Liczba maszynowa vs liczba rzeczywista

M R M
X1 X X5

* ‘ _

b*ad rzedu 2—Iiczba bitdw manytsy -1

Infe J:= N[2‘24]

5.96046 x 10 8
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Blad wzgledny 1 bezwzgledny

Btad bezwzgledny: | x — x, | (xp: przyblizenie liczby x)
[x=xp|

Btad wzgledny: —=

Przyklad: wzér Stirlinga: n! ~ (% )n 27n

nyn
in[-1- stir[n_] := 4/27xn (—)
E

im[-]= m = 100
N[m!]
N[stir[m]]
Abs [N[m!] -N[stir[m]]]

%100 (xbtad wzgledny=x)
N[m!]

Abs[N[m!] -N[stir[m]]] (xbtad bezwzglednyx)
Out[«]=

100

Out[«]=
9.33262 x 10%°7

Out[«]=
9.32485 x 107

Out[«]=
0.0832983

Out[«]=
7.77392 x 104
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Utrata liczb znaczacych

Nalezy byc¢ tez ostroznym przy odejmowaniu bliskich sobie wartosci.

2 x?
Vx“+1 -1 vs ——
Vx2+1 +1

& Microsoft Visual Studio Debu; X &

= 0.00024;
= 0.00025;
.00026;
.00027;
.00028; 92¢-08
.00029; 205e-08
.0003; 0 4.5e-08
.00031; 805e-08
.00032; 12¢-08
.00033; 4y5e-08
.00031; 78e-08
.00035; 125¢-08
.00036; 48e-08
.00037; 845e-08
.00038; 22¢-08
.00039; 605e-08
.0004; 0 8e-08
.00041; 0 8.405¢-08
.00042; 0 8.82e-08
.00043; 1.19209¢-07 9
.00044; 1.19209e-07 9
.00045; 1.19209e-07 1
.00046; 1.19209e-07 1.
1
1
1

88e-08
125e-08
38e-08
645e-08

[oR-NoNoN WO}
EWWwwN

[CNCoNONoNoNoNoNoNo)
NN UG R

.2U45e-08

.00047; 1.19209e-07

.00048; 1.19209e-07

.00049; 1.19209e-07 1.2005e-07

.0005; 1.19209e-07 1.25e-07

.00051; 1.19209e-07 1.3005e-07
= 0.00052; 1.19209e-07 1.352e-07
= 0.00053; 1.19209e-07 1.40U45e-07

(*Mathematica jest na tyle inteligentna, Ze sobie poradzi z takim problememx)

Kod zrodtowy w C++

#include < iostream >
#include < cmath >

float f1 (float x) {
return std::sqrtf (x*x + 1) - 1;

}

float f2 (float x) {
return x*x/(std::sqrtf (x*x + 1) + 1);

}

int main () {
float val {}, step = 0.00001;
for (inti=0;i<100;i++){

val = step®i;
stdiicout << "x =" << val << " " << fl (val) << "" << f2 (val) << std::endl;
}
return O;
}

Mozemy tez skorzystac z szeregu Taylora:
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= T £ (o) (x-o)k+

1 (n+1)
F‘n 1)
+1) !

n+1

(&) (x-0)

Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia Log[x+1]-x dla x bliskich zera .

in[-]:=  Normal[Series[Log[x+1]-X, {X,0,5}]]

Out[«]=
X X X X

—_ —

2 3 4 5

EJ Microsoft Visual Studio Debuy X I

0; 00

le-05; 1.35306e-08 -4.99997e-11
2e-05; 2.69611e-08 -1.99997e-10
3e-05; 4.02906e-08 -4.49991e-10
4e-05; 5.35219e-08 -7.99979e-10
5e-05; -5.25542e-08 -1.24996e-09
6e-05; -3.9523e-08 -1.79993e-09
7e-05; -2.65863e-08 -2.44989e-09
8e-05; -1.37661e-08 -3.19983e-09
9e-05; -1.04046e-09 -U.0U976e-09
.0001; 1.15979e-08 -4.99967e-09
.00011; 2.41271e-08 -6.04956e-09
.00012; 3.65544e-08 -7.199U42e-09
.00013; 4.88799e-08 -8.44927e-09
.00014; -5.80767e-08 -9.79908e-09
.00015; -4.595U49e-08 -1.12U489e-08
.00016; -3.39205e-08 -1.27986e-08
.00017; -2.20025e-08 -1.44484e-08
.00018; -1.01718e-08 -1.61981e-08
.00019; 1.57161e-09 -1.80U477e-08
.0002; 1.3184e-08 -1.99973e-08
.00021; 2.47092e-08 -2.20U469e-08
.00022; -8.30332e-08 -2.4196U4e-08
.00023; -7.17118e-08 -2.64459e-08
.00024; -6.04778e-08 -2.8795Ue-08
.00025; -4.9331e-08 -3.124U48e-08
.00026; -3.83297e-08 -3.37941e-08
.00027; -2.73867e-08 -3.64U43Ue-08
.00028; -1.65601e-08 -3.91927e-08
.00029; -5.84987e-09 -4.20419e-08

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X

0
0
0
0
0
0
<]
0
0
0
0
0
0
0
<]
0
0
0
0
<]

ni-1- Table[{Nex, N[Log[x +1] - x]}, {x, 1@~

Out[«]=
{{e.00001, -4.99996 x 10"
{0.00003, -4
{0.00006, 71.79993><10’9}, {o
{0.00009, —4.04976><10’9}, {o
{0.00012, 77.19942><1079}, {0.00013,
{0.00015, 71.12489x10*8}, {0.00016,
{0.00018, —1.61981><10’8}, {0.00019,
{0.00021, —2.20469><10’8}, {0.00022,
{0.00024, —2.87954><10’8}, {0.00025,
{0.00027, —3.64434><10’8}, {0.00028,
(*Mathematica znowu sobie radzix)

-8

.41965 x 10781,
.12448 x 10781,
.91927 x 10~

°, 0.00029, 107°} ]

}, {@.00002, -1.99997 x 167*°},
.49991 x 10°*°}, {0.00004, -7.99979 x10'°}, {0.00005, -1.24996 x 16},
.00007, —2.44989 x 10*9}, {0.00008, -3.19983 x 10*9},
.0001, —4.99967><10’9}, {0.00011, —6.04956><10’9},
.44927 x 10~ }
.27986 x 10~ }
.80477 x 10°%},
}
}
°}

{0.00014, -9.79909 x 10*9},
» {0.00017, 71.44484x10*8},
{0.0002, 71.99973><10’8},
{0.00023, —2.64459><10’8},
{o
{o

.00026, -3.37941 x10°°},
.00029, -4.20419 x 10*8} }

3

Oblicz wartos$¢ funkcji sinus dla argumentu typu float (4 bajty) x =

24684.1516

Mathematica daje wynik:
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mi-1- N[Sin[24684.1516]]
Out[«]=
-0.611631
W C++ funkcja: std::sin(24684.1516f) daje -0.612219
e Rozwigzania problemu:
e uzy¢ zmiennej o wiekszej doktadnosci (double’a): std::sin(24684.1516) =-0.611631

e Wykorzystac¢ periodycznosc¢ funkeji sinus: 24 684.1516 = 39282 + 3.7997 =>std::sin(3.7997f) =
-0.611621

in[ - Mod[24684.1516, 2 ]
Out[«]=
3.79971
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Znaj swoje szeregi

Sprobujmy obliczy¢ liczbe i z dokladnoscig do pigtego miejsca po
przecinku

In[ ]:=

Out[«]=

Out[«]=

Out[«]=

In[ ]:=

Out[«]=

Out[«]=

Out[«]=

4 - . 7T2 — [0} 1 - 00 1
Sposdb naiwny: = = >3’ w2 wiecr= /651 5

1
AbsoluteTiming@N[\/G * Sum['—z, {i, 1, 100000}] R 10]
i

N[x, 10]

Abs[N[7r, 10] —N[\/G*Sum[%, (i, 1, 190990}] , 10]]
1

{3.92185, 3.141583104}

3.141592654

9.549 x 19°°

Sposéb lepszy: 1 _ 2v2 ZOO (4k)! 26390k +1103
p PSZY. 7 = g7 Zk=0 (k 1? 3964k
N[, 40]

24/2 (4k)! 26390k + 1103
*
992  (k1)* 3964k

AbsoluteTiming@N[l/ Sum[ s {k, 0, 10}], 40]

242 (4k)! 26390k + 1103
*
992 (k1)* 3964k

Abs[N[7r, 40] —N[l/ Sum[ , {k, 0, 3}], 49]]

3.141592653589793238462643383279502884197
{0.0007701, 3.141592653589793238462643383279502884197}

5.2388963 x 10732
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71)k<z 2 1)

D o
Inny szereg: = 33 o 4% Akl | Ake2 | Ake3

In[«]:= AbsoluteTiming[N[Sum[

(-1)k 2 2
( + + ), k, o, 19}],19]]
4% 4k+1 4k+2 4k+3

Abs[N[7r, 10] —N[Sum[ ok ( 2 2

+

+ ), k, o, 19}],19]]
4k+1 4k+2 4k+3

4k
Out[«]=
(0.0001779, 3.141592675)

Out[«]=
2.1x10°8

2.1x10°8
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Ciekawostka - mnozenie macierzy

Mnozenie jest “drozsze” od dodawania

ol A= (al a2)
a3 a4
bl b2

B = (b3 b4)
A.B

Out[«]=
{{al, a2}, {a3, a4}}

Out[«]=
{{b1, b2}, {b3, b4}}

Out[«]=
({albl+a2b3, alb2+a2b4}, {a3bl+adb3, a3b2+adba})

Algorytm Strassena

M, = (A1 + Az)x(Bu + Ba);
M, = (Ag1 + Az )< Buy;
Mj = Ay <(Biz — Ba);
My = Ay < (B3 — By);
Ms = (A1 + A1) X Baa;
Mg = (A2 — A1) x(Bu + Bua);
My = (Aa — Ay) x(Ba1 + Ba),

[Cll Clg] _ |:M1+M4—M5 + M-, M3 + M;
Cy Co My + M, My — My + M3 + Mg

Dla macierzy 4x4 algorytm Strassena potrzebuje 49 mnozen.
AlphaTensor znalazt(?a) sposéb z 47 mnozeniami
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Interpolacja1 ekstrapolacja
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Interpolacja - znajdowanie nowych wartosci dla
znanego zbioru danych

ini-1- Show[{ListPlot[Table[i?, {i, 1, 10}]],
Graphics[{PointSize[@.01], Red, Point[{5.5, 5.5?}]}]},
LabelStyle » {13, GrayLevel[@]}]

100 °

605— (55, ?) ¢

40

-

20
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Ekstrapolacja - znajdowanie nowych wartosci dla
znanego zbioru danych, ale poza zakresem
danych

Out[«]=
200

150

100

50
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Interpolacja stala - wartos¢ pomiedzy punktami
jest taka sama jak najblizszego elementu

il 1= Show[{ListPlot[Table[i?, {i, 1, 10}]], Plot[Ceiling[x- .5]?%, {x, 1, 10}],
Graphics[{PointSize[@.01], Red, Point[{5.5, 5.5?}]}]},
LabelStyle » {13, GrayLevel[@]}]

Out[«]=

100 —e
80 —
—_——
60
———
40+
—_——
L]
[ —
20
—_——
—_—
[ —
@ 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10
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Interpolacja liniowa - przyblizamy wartosé
funkcji miedzy dwoma punktami funkcjg liniowa

Out[«]=

100

80

60

40

20

2 4 6 8

Znajdzmy wartos¢ funkcjidla x = 5.5

Znamy wartosci funkcji f dla f(5) = 25 oraz f(6) = 36. Znajdujemy prosta przechodzacg przez oba
punkty:

in[-]:= line=SolveValues[ { 25 == a * 5 + b, 36 == a * 6 + b },{a,b}]1[1]

Out[«]=
(11, -30)

Wiec nasza interpolacja dla xe [a,b] toy = 11 x-30. Dlax = 5.5,y = 30.5 (prawdziwa wartosc¢ to
30.25).
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ni- 1= Plot[{x?, 11x-30}, {x, 5, 6}]

Out[«]=
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Interpolacja wielomianowa

Interpolacja Lagrange’a

Wielomianem Lagrange’a nazywamy wielomian L(x) = Zk.zoyj*/j(x), gdzie

/I
X = X,
/j(X): HOsmgkX/7X:

m# j

Przykiad: znajdZ wielomian Lagrange’a dla podanych 4 punktéw:

In[e ]:=

{xe, y0} = {0, 2};
{x1, y1} = {0.5, 1.125};
{x2, y2} = {1.5, -0.625};

{x3, y3} = {3, 8};

X-Xx1 x-x2 x-x3

ml-]- 10 =
X0 - X1 x0 - x2 x0 - x3
X -X0 X -Xx2 X - x3

11 =
Xx1- x0 x1 - x2 x1 - x3
X -X0 x-x1 x-x3

12 =
X2 - X0 x2 - x1 x2 - x3
X -X0 X -x1 x-x2

13 =

X3 - x0 x3 - x1 x3 - x2
L=y0 10 +ylxll +y2 » 12+y3 %13
Simplify[L]
out[+]=

0.444444 (3 -x) (-1.5+x) (-0.5+X)

Out[«]=
0.8 (-3+x) (-1.5+x) x

Out[«]=
~0.444444 (-3 +X) (-0.5+X) X

Out[«]=
0.0888889 (-1.5+x) (-0.5+X) X

Out[«]=
0.888889 (3-xX) (~1.5+X) (-0.5+X) +0.9 (=3+x) (-1.54+%) x+
0.277778 (-3 +X) (-0.5+x) x+0.711111 (-1.5+X) (-0.5+X) X

Out[«]=
2. -1.x-2.x%+1. %3
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in[-]:-= Show[{Plot[{L}, {X, -2, 3}],
Graphics[{Red, PointSize[0.03], Point[{{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}, {x0, y0}}1}1}1

Out[«]=

Out[«]=

-2




Algorytm Neville'a

Out[«]=

In[e ]:=

Alternatywny sposob obliczania wielomianu Lagrange’a:

= (yj ) (x=x))
. X = Xj) Pir1 j = (X=Xj) Pij—
pij = X%,
poszukujemy pgn
poo pol po2 po3 po4
pll pl2 p13 pl4
p22 p23 p24
p33 p34
p44

{x0, yo} = {0, 2};
{x1, y1} = {@.5, 1.125};
{x2, y2} = {1.5, -0.625};
= {3, 8};

{x3, y3}
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In[-]:= po@ = yo

pll = y1
p22 = y2
p33 = y3
(X -x0) pl1l - (x-x1) poe
pol =
X1 - x0
(X -x1) p22 - (x-x2) pl1
pl2 =
X2 - x1
(X -x0) p12 - (x-x2) po1l
po2 =
X2 - x0
(X -x2) p33 - (X-Xx3) p22
p23 =
X3 - x2
(X -x1) p23 - (x-x3) pl12
pl13 =
X3 -x1
(X -x0) p13 - (X -x3) po2
po3 =
X3 - x0
Out[«]=
2
Out[«]=
1.125
Out[«]=
-0.625
Out[«]=
8

Out[«]=
2. (-2 (-0.5+x) +1.125x)

Out[«]=
1. (-1.125 (-1.5+x) -0.625 (-0.5+ X))

Out[«]=
0.666667 (1. (-1.125 (-1.5+X) -0.625 (-0.5+X)) X-2. (-1.5+X) (-2 (-0.5+x) +1.125x))

Out[«]=
0.666667 (0.625 (-3 +x) +8 (~1.5+x))

Out[«]=
9.4 (-1. (-1.125 (-1.5+X) -0.625 (-0.5+x)) (-3 +X) +

0.666667 (0.625 (-3 +x) +8 (~1.5+x)) (-0.5+x))
Out[«]=

(0.4 (1. (-1.125 (~1.5+X) -0.625 (-0.5+x)) (-3 +X) +

w | K

0.666667 (0.625 (-3 +X) +8 (-1.5+X)) (-0.5+X)) X - 0.666667 (-3 +X)
(1. (-1.125 (-1.5+Xx) -0.625 (-0.5+X)) X-2. (-1.5+X) (-2 (-8.5+x) +1.125x%)))

in[- = Simplify [p@3]
Out[«]=
2. -1.x-2.x%+1. %3



