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Types of Matrices

Symmetric matrix: A= AT
Hermitian matrix: A = Af

Unitary matrix: UUt=UTU =T
Orthogonal matrix: ATA=AAT =T

Diagonal matrix: A is diagonal if A;; =0 for i # j
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Eigenproblem (réwnanie wtasne)

AXL = )\LXL

XRA = )\RXR
dla A = A" zbiory wartosci wtasnych sa takie same :
{AL} = {Ar}

Dla ogélnej macierzy, jesli zbierzemy wszystkie wektory wtasne do

macierzy X, Xpg, otrzymamy:

(XL . XR) . diag()\l Ce )\N) = diag()\l ce )\N) . (XL . XR)
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Diagnoalizacja macierzy jako transformacja podobienstwa

Mozemy przedstawi¢ zdiagonalizowana macierz jako:
diag(A\1...\n) = X5 -A-Xp
Co jest szczegdlnym przypadkiem dla transofrmacji podobienstwa:
A-Z"AZ
det|Z7'-A-Z-\1|=det|Z' - (A-)\1)-Z
= det |Z|det|A - A1|det|Z7"|

= det|A — A1
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Strategia wystuepujaca w wiekszosci metod

diagonalizacyjnych:

A- P AP,
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Strategia wystuepujaca w wiekszosci metod

diagonalizacyjnych:

A- P'A.P, - P;'P]''A.P,-P,
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Strategia wystuepujaca w wiekszosci metod

diagonalizacyjnych:

A- P'"A-P, - P;'P]''A.P,-P,
- P;'PyL-PI AP -Py-P3 - etc
Stosujemy kolejno transformacje tak dtugo az nie otrzymamy

odpowiedniego:
Xp=P1-Py-P3-...
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Strategia wystuepujaca w wiekszosci metod

diagonalizacyjnych:

A- P'"A-P, - P;'P/''A.P,-P,

- P;'-PyL-P' AP -Py-P3 > etc
Stosujemy kolejno transformacje tak dtugo az nie otrzymamy
odpowiedniego:

Xp=P1-Py-P3-...
Gtéwnymi metodami transformacji sa:
1. Otrzymuje P; ( Jacobi, Hausholder)
2. Metody faktoryzacji: rodziela A = Fy, - Fr (Metoda QR)
W ogélnosci najlepiej stosowa¢ obie w zaleznosci od przypadku

8/76



Macierze Hermitowskie: metoda Lanczos

iteracyjny

The algorithm [ edit]

Input a Hermitian matrix A of size n x n, and optionally a number of iterations m (as default, let m = n).
« Strictly speaking, the algorithm does not need access to the explicit matrix, but only a function v — Auv that
computes the product of the matrix by an arbitrary vector. This function is called at most m times.
Output an n x m matrix V" with orthonormal columns and a tridiagonal real symmetric matrix T' = V* AV of size
m x m. If m = n, then Vi unitary, and A = VTV*.
Warning The Lanczos iteration is prone to numerical instability. When executed in non-exact arithmetic, additional
measures (as outlined in later sections) should be taken to ensure validity of the results.
1. Let vy € C" be an arbitrary vector with Euclidean norm 1.
2. Abbreviated initial iteration step:
1. Letw), = Av;.
2.letay
3.letw; =) —ayvr.

wvr.

3.Forj=2,...,mdo:
1. Let §; = |[wj|| (also Euclidean norm).
2.1f B; # 0, then let v; = w;1/8;,
else pick as v; an arbitrary vector with Euclidean norm 1 that is orthogonal to all of vy, ..., v;1.

3. Letw) = Au;.
4.Leta; = wlv;.
5. Let w; = w) — ajv; — Bvj1
ar B 0
B o Py
4. Let V be the matrix with columns vy ..., v, Let T = By s
B
Bn-1 am-1 Bm
0 Bm  om

Note Av; = )} = Bj1vj1 + oy + Bjvja for2 < j<m.

algorytm
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Macierze niehermitowskie: Metoda Arnoldi do wartosci

wtasnych

Wykorzystujemy macierz Krylova:
K,=[b Ab A% - A"1p).

A nastepnie stosujemy ortogonalizacje Grhama-Schmidta uzyskujac
wektory, ktére moga przyblizy¢é nam wektory witasne.

Dla probleméw wykraczajacych poza systemy izolowane:
. 7 1 1 1
p=—[H.pl+ Zi:%- (LiPL@' -3 {LiLz',p}) :

gdzie L;-operatory skoku

Dla macierzy hermitowskich metoda Arnoldi jest tozsama z metoda

Lanczos.
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Uogdlnione zagadanienie wtasne A -x = AB - x

Gdy B jest odwracalna (nieosobliwa):
(B1-A)-x=)Xx

Zwykle A and B symetryczne, a B jest okreslona dodatnio.
B! A jest niesymetryczna, ale mozemy zastosowa¢ rozktad

Choleskiego B = L - L”. Mnozac przez L™ dostajemy:
c-(LT-x)=x1T-x) cCc=rt.A(@H

Jesli C symetryczna to jej funkcje wtasne: LT - x. Najlepiej jest
rozwigzad:
Y-LT=A

Dla dolnego tréjkata symetrycznej macierzy C
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Uktady réwnan rézniczkowych

z1(1) (1)
e x| TO 5(t)
2 (t) x) (1)

Jesli macierz A jest diagonalna( a;; = 0 gdy ¢ # j), wtedy uktad
redukuje sie do:

! ! !
T1=0a11T1 To =0a22T2 ... Ty = Appdn
A rozwigzaniem jest trywialnie:
annt

21 = ke pg = koe®?t . x, =kpe
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Uktady réwnan rézniczkowych

0 74 (1)
e O |
0 a0

Ogoélniejsze A(diagonalizowalne), mamy: D = M~ AM,
where M-macierz modalna dla A. Uzywajac A= MDM™

sprowadzamy problem do postaci
M %' =D(M™'x) lub y' =Dy, x=My.
Rozwigzaniem jest wtedy:

At Xot . Ant
y1 = ke yo=koe™ 1 oy, =kye
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Macierz modalna M (przyktad)

J=M1AM

mo f oo -«
H o7 AH0oaa
H o7 aoo -
— —
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Uktady réwnan rézniczkowych

1 (t) (1)
x' = Ax x = xQ(t) x = .’L’é(t)
Tn (1) ()

Gdy A nie jest diagonalizowalna wybieramy takie M takie, ze
J =M"YAM, gdzie J- Macierz Jordana od A
Otrzymujemy uktad y' = Jy:

YI=My1+€y2 Ypoi = A1Yn-1 + €n-1Yn - Yp = An¥n

gdzie mamy \; — wartosci wtasne, €; — zera i jedynki z

naddiagonali J.
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Przyktad SVD
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Schemat SVD (petne)
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Schemat SVD (zredukowane)
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Czym graficznie s3 wektory wtasne?

Graficzne przedstawienie wektoréw witasnych od 3BluelBrown
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https://www.youtube.com/watch?v=PFDu9oVAE-g

Co pokazuje nam rozktad SVD?

IO N

N7 7
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Co pokazuje nam rozktad SVD?

null
space
of A .
solutions of
solutions of A-x=¢
A-x=d
SVD “solution” i
SX = C
slaix=¢ range of A
- \
\
d \
o
SVD solution of
A-x=d
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Uktady z mniejsza liczba réwnan niz niewiadomych

(niedookreslone)

Gdy mamy N szukanych oraz M réwnan to mozemy nie dosta¢
unikalnego rozwiazania, tylko rodzine rozwigzan w liczbie N — M.
Rozwiazania moga by¢ dos¢ bliskie zeru lub moga byé zerami i

trzeba na to uwazaé [w sensie numerycznym|.
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Uktady z wieksza liczbg réwnan niz niewiadomych

(nadokreslone)

Na podstawie serii wynikow rownowaznych pomiaréw, w naukach przyrodniczych za ocene
prawdziwej, czgsto okreslanej tez mianem: dokladnej, wartosci wielkosci fizycznej, ktora
mierzymy, przyjmuje si¢ Srednia arytmetyczna x , ktora dla serii N wartosci x;, i = 1,2,..., N,
definiujemy jako:

R R
X=—) x,,
N

za miare za$ rozrzutu uzyskanych wartosci, czyli szerokosci rozktadu, przyjmujemy wielkos¢ s,
ktorej kwadrat jest proporcjonalny do minimalnej sumy kwadratow reszt:
N

Sf oc Z(x, —Y)Z 5
i=1
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Uktady z wieksza liczbg réwnan niz niewiadomych

(nadokreslone)

A (x) =|b (26.11)

The proofs that we gave above for the square case apply without modification
to the case of more equations than unknowns. The least-squares solution vector x is

D)
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Kompresja obrazu

Kompresja obrazu za pomoca SVD
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https://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/

Podstawowe biblioteki

Fortran/C++:

» LAPACK (Linear Algebra Package)

» BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)

» Eigen (C++) (tatwa w obstudze ale ograniczona)

» ARPACK (do metody Arnoldi macierzy rzadkich)
Python:

> SciPy: ( LAPACK i BLAS)

> NumPy

Do obliczen tensorowych lista bibliotek:

http://tensornetwork.org/software/
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http://tensornetwork.org/software/

Transformata Fouriera: wstepnie
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Starozytna Transformata Fouriera

Co to moze by¢? Prosze zgadnac

27/76



Starozytna Transformata Fouriera: Epicykle!
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https://pixels.com/featured/epicycle-calculations-middle-temple-library.html

Transformata Fouriera
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Ograniczenia w skonczonej ilosci okregéw: zjawisko Gibbsa

n=15
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Mozemy narysowaé¢ dowolng krzywa w 2D ruchami po

okregach

Link do kodu do wyrysowania dowolnych krzywych
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https://editor.p5js.org/codingtrain/sketches/sPvZsg2w4

Veritasium na temat poczatkéw transformaty Fouriera: analogowy

komputer
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https://www.youtube.com/watch?v=IgF3OX8nT0w
https://www.youtube.com/watch?v=IgF3OX8nT0w

Dyskretna transformata Fouriera
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Transformata Fouriera ciggta i dyskretna

Transformata Fouriera przerzuca nam funkcje z dziedziny czasu
(ogdlnie jakiejs zmiennej) do dziedziny czestotliwosci.

Dyskretna wersja robi to dla skoinczonego zbioru czestotliwosci.
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Transformata Fouriera: wzér

Szereg fouriera dany jest przez:

f(x) = Z cp e TP cn:%[
n=—oo

gdzie x € [-P/2, P/2],

/2 -2r %z
P
o f(x)e dzx.
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Transformata Fouriera: wzér

Szereg fouriera dany jest przez:
= i2r S 1 fp/2
= P = 55
f(x) n:z_:oo Cn € =P pp2
gdzie x € [-P/2, P/2], gdy P — oo dostajemy transformate

Fouriera:

F© = [ #@) e da

f(z) e P dg.
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Transformata Fouriera: wzér

Szereg fouriera dany jest przez:
_ - 2r _ 1 P2 —-2r %z
fx)= > cn€™P" cy=% f(x)e " PT dx.
n=—00 -

P/2

gdzie x € [-P/2, P/2], gdy P — oo dostajemy transformate
Fouriera:
F&) = [ pw) e da
Dyskretna transformata Fouriera to szereg uciety na N wyrazéw:
N-1 -
Xp= Y @pe ™" k=0,1,2,...,N -1,

n=0

(zo,21,...,TN-1) ech
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Twierdzenie Nyquista—Shannona: mozemy odtwarzaé

sygnaty ciagte dyskretnymi

Sampling Theorem and Aliasing

For any sampling interval A, there is also a special frequency f., called the
Nyquist critical frequency, given by

1

fe= TR (12.1.2)
If a sine wave of the Nyquist critical frequency is sampled at its positive peak value,
then the next sample will be at its negative trough value, the sample after that at
the positive peak again, and so on. Expressed otherwise: Critical sampling of a
sine wave is two sample points per cycle. One frequently chooses to measure time
in units of the sampling interval A. In this case the Nyquist critical frequency is
just the constant 1/2.
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Jak wydajnie liczy¢ transformate Fouriera numerycznie?
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Jak wydajnie liczy¢ transformate Fouriera numerycznie?

Zacznijmy od prostszego pytania:
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Jak wydajnie liczy¢ transformate Fouriera numerycznie?

Zacznijmy od prostszego pytania:

Jak pomnozy¢ dwa wielomiany ze soba?
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Jak pomnozy¢ dwa wielomiany ze sobg?

Mamy dwa wielomiany:
A(z) =2+ 3z +2

B(z)=2z%+1
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Jak pomnozy¢ dwa wielomiany ze sobg?

Mamy dwa wielomiany:
A(z) =2+ 3z +2
B(z)=2z*+1

To oczywiste:

C(z) = A(z) - B(x) = 2 + 32% + 522 + 622 + 22
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Jak pomnozy¢ dwa wielomiany ze sobg?

Mamy dwa wielomiany:
A(z) =2+ 3z +2
B(z)=2z*+1

To oczywiste:

C(z) = A(z) - B(x) = 2 + 32% + 522 + 622 + 22
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Reprezentacja wielomianéw wspoétczynnikami

W ogélnosci:
A(x) = anz® + ag_1x¥t + o+ asx® + a1z + ag,

B(x) = bpz® + by 121 + o+ box® + byx + bo,

To oczywiste:

C(z) = A(x) - B(x) = (mnozenie kazdego elementu z kazdym)

W czym problem?
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Reprezentacja wielomianéw wspoétczynnikami
W ogélnosci:
d-1

A(x) = anz® + ag1z?t 4+ agx® + a1 + ao,

B(x) = bpz® + by 12+t box® + by + bo,

To oczywiste:

C(z) = A(x) - B(x) = (mnozenie kazdego elementu z kazdym)

W czym problem?

W ztozonosci obliczeniowej tego procesu:
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Reprezentacja wielomianéw wspoétczynnikami
W ogélnosci:
d-1

A(x) = anz® + ag 13 o+ asz? + arx + ag,

B(x) = bpz® + by 127+t box? + iz + bg,

To oczywiste:

C(z) = A(x) - B(x) = (mnozenie kazdego elementu z kazdym)

W czym problem?

W ztozonosci obliczeniowej tego procesu: O(d?): wolno.
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Reprezentacja za pomocg wartosci w punktach

A(x) = anz® + ag_1x¥N 4+ asx® + a1z + ag,

B(x) = bpa® + by 12+t box? + iz + bg,

Mozemy zrobié¢ reprezentacje za pomoca wartosci w d + 1 punktach:

{(z0, A(20)), (w1, A(21)), .. (za, A(xa)) }

{($07B($0))7 (1’1, B(xl))v (xd7B(xd))}
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Reprezentacja za pomocg wartosci w punktach

A(z) = anz® + ag_1x?N + o+ agx? + a1z + ag,

B(x) = bpz® + by 121+ + box® + byx + by,

Mozemy zrobi¢ reprezentacje za pomoca wartosci w d + 1 punktach:

{(z0, A(x0)), (z1, A(21)), ... (24, A(xa)) }
{(z0, B(20)), (21, B(21)), --(z4, B(za)) }

Wtedy mnozymy tylko dwa wektory o rozmiarze d + 1, co ma

ztozonosé
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Reprezentacja za pomocg wartosci w punktach

A(x) = anz® + ag_13¥ o+ asz? + arx + ag,

B(z) = bpa® + by 1% + -+ + boa® + b + by,

Mozemy zrobi¢ reprezentacje za pomoca wartosci w d + 1 punktach:

{(z0, A(20)), (1, A(21)), ...(za, A(za)) }
{(x0, B(20)), (x1, B(21)),...(xa, B(x4))}

Wtedy mnozymy tylko dwa wektory o rozmiarze d + 1, co ma
ztozonos¢ O(d).
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Reprezentacja za pomocg wartosci w punktach

d-1

A(x) = anz® + ag_1x?¥N + o+ ax? + a1z + ag,

B(x) = bpz® + by 12?7+t box? + by + bo,

Mozemy zrobi¢ reprezentacje za pomoca wartosci w d + 1 punktach:

{(z0, A(20)), (z1, A(21)), .. (24, A(xa)) }
{(.T(),B(.T())), (‘Tla B(‘Tl))7 (xde(‘rd))}

Wtedy mnozymy tylko dwa wektory o rozmiarze d + 1, co ma
ztozonos¢ O(d).

Ale jak wréci¢ do postaci ze wspétczynnikami?
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Podziat na mniejsze wielomiany

P(x) = po + p1ot + pax® + =+ py_gz”™ !

Wyznaczamy wartosci na n punktach + 1, +za,...,£2,)

P(z) = P.(2?) + zP,(2%)
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Podziat na mniejsze wielomiany

P(x) = po+pra +pax” + -+ pyaz™
Wyznaczamy wartosci na n punktach =z, +x9,..., %2,/
P(z) = P.(2*) + zP,(2%)

P(;) = Pe(a}) + 2; P (a])

Znaczaco sie nakfadaja
P(—a:l) = Pe(x?) - xiPo(xzz)
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Podziat na mniejsze wielomiany

P(x) = po +p1a + pax® + -+ + ppoaa”
Wyznaczamy wartosci na n punktach + 1, +z9,...,£%,
P(z) = P.(2%) + zP,(z?)

P(x;) = Pe(a}) + 2 Po(a]) . .

) ) Znaczaco sie nakfadaja
P(-z;i) = Pe(a7) — i Po(7)
P.(z?) i P,(z*) sa stopnia n/2 -1
Wyznaczamy wartosci P, (z?) i P,(z?)

w punktach 22,23, .. '73731/2 (n/2 punktéw)
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Slajdy powstaty na bazie tego filmu [Link]
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https://www.youtube.com/watch?v=h7apO7q16V0

Szybka Transformata Fouriera

N-
Z wik k=0,1,2,...,N-1,

ﬂ\H

(zo,x1,...,xN_1) € CN

(y07y17" . anyl) € (CN
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Veritasium na temat Szybkiej transformaty Fouriera
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https://www.youtube.com/watch?v=nmgFG7PUHfo

Kwantowa Transformata Fouriera

-n
Yk = —— oy, k=0,1,2,...,N -1,
VN 2
(1'071'1,---713N—1)€CN

(yo,y1,...,yN_1)e(CN

Veritasium na temat kwantowe] transformaty Fouriera
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https://www.youtube.com/watch?v=-UrdExQW0cs

Zastosowania (poza epicyklami)
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Metoda Szybszego Mnozenia Schonhage-Strassen

1234

1 2 3 4
5 6 7 8
8 16 24 32
7 14 21 28
6 12 18 24
5 10 15 20
—>5 16 34 60 61 52 32

5678

Split and zero pad

Split and zero pad

al3]2]1]ofofo]o

8|7]6]s][ofofo]o

FFT (in Z33, wi

th wg=85)

FFT (in Z,5, with w,=85)

10 [320]298[126] 2 [271] 43301

26| 24[208[322] 2 [83] 43277

Recursive pointwise multiplication (mod 337)

2601145173132 4 [251[164138

Inverse FFT

—>

32|52]61]60[34]16] 5 | 0

Recombination (carrying)

7006652

7006652
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Short-time Fourier transform




Aphex Twin Windowlicker track 2




Short-time Fourier transform

W wersji ciagtej:
STFT{o(t)}(r,w) = X(r,w) = [ a(tyu(t-r)e ™ dt
W wersji dyskretnej:

STFT{z[n]}(m,w) = X(m,w) = > z[n]w[n- mle”n

n=—oo
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Short-time Fourier transform:

nieoznaczono$¢ ogranicza doktadnosé

Spectiogram wih T = 25 ms Spoctiograr wih T = 125 ms
~

25 ms window & 125 ms window

Spectiogram with T= 375 ms Spectiogram win T = 1000 ms.

375 ms window & 1000 ms window &
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Short-time Fourier transform:

nieoznaczono$¢ ogranicza doktadnosé

(/- @-wori@ras) (-2 FOf ) > 1

Reguta nieoznaczonosci Heisenberga wynika bezposrednio z natury
falowej mechaniki kwantowej (jak wida¢). | ogranicza nas tez w

kontekscie sygnatu (Limit Gabora):

1
Jt-afzﬂw0.0S
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Obrazy w formacie .jpg wykorzystuja

Dyskretng zmodyfikowang transformate kosinusowa




Zmodyfikowana dyskretna transformata kosinusowa

2t ™ 1 N 1
X = n — e ) k+ 2
k=2, @ COS[N(nJ’f 2)( +2)]
Odrzucajac funkcje sin(x) = (e — €7*)/2i mamy tylko liczby

rzeczywiste cos(z) = (e® + e*)/2: uproszczenie obliczen.
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Transformata falkowa (wavelet transform)

Obrazy w formacie .jp2 wykorzystuja

dyskretna transformate falkowa
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haar

Falki (Wavelets)

db16

coif1

bior1.3

bior3.1

ﬁ/\k

Hi-

Comparison with Fourier transform and time-frequency analysis [ edit]

Transform Representation

Fourier transform X(f) = / @(t)e 2t gt
oo

Time-frequency

Input

f: frequency

analysis X(t, f) t time; f frequency
= (t=bY ling ; b time shift
Wavelet transform (o) I e (e A [alscalingllbltine b
Va J-x a factor
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Kompresja stratna audio: MP3 oparte o TF

Bitrate (kbps/channel)

0 40 80
A
o
3
20 =
o 3
o =
Q <
<40 e
3
n =
=
<
4 o

~ Phone quality High fidelity

I. narrowband () wideband () > widebandl
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Kompresja stratna, na przyktadzie OPUS
32kbit/s do 160 kbit/s
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| wiele wiele innych zastosowan

» we wszelkiej analizie fal elektromagnetycznych (sieci

komorkowe, tacznos¢ radiowa ogdlniej, astronomia)
> w spektrometrii mas

» Jako fragment innej metody numeryczne;j
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Zrédta

» Numerical Recipes 3rd Edition: The Art of Scientific
Computing 3rd Edition

> https://pastebin.com/QCgwTEVD
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Tensor diagrams
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Matrix product state (Tensor train)
We can express tensor T, s,...s, as a Matrix product state (MPS):

_ S1 52 S3 Sr-1 Sr,
TSISQ"‘SL - ZAalAal,OKQAOQ,aS'“AaL—lzaLAaL
o

where A7 . are matrices, s; are outer indices, «; indices are con-

tracted/summed over to recover tensor T, s,...s; -

[ J
R

74/76



Construction of MPS via SVD

Arbitrary four-party state [¢)) represented by tensor is bipartited into
two parts, where one leg undergoes SVD, process is repeated for

entire tensor.

@ Fog-glooon
— FO-O-O0-0-0-1

Then tensors can be grouped into an MPS.
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Singular value decomposition (SVD)

( ) Fusing «, 8 ( :
« Y (a, ﬁ) ol
B

(b)

Fusing 3,7~ ( ;\
@ ; v @ (B:7)
B

76/76



	anm3: 
	3.99: 
	3.98: 
	3.97: 
	3.96: 
	3.95: 
	3.94: 
	3.93: 
	3.92: 
	3.91: 
	3.90: 
	3.89: 
	3.88: 
	3.87: 
	3.86: 
	3.85: 
	3.84: 
	3.83: 
	3.82: 
	3.81: 
	3.80: 
	3.79: 
	3.78: 
	3.77: 
	3.76: 
	3.75: 
	3.74: 
	3.73: 
	3.72: 
	3.71: 
	3.70: 
	3.69: 
	3.68: 
	3.67: 
	3.66: 
	3.65: 
	3.64: 
	3.63: 
	3.62: 
	3.61: 
	3.60: 
	3.59: 
	3.58: 
	3.57: 
	3.56: 
	3.55: 
	3.54: 
	3.53: 
	3.52: 
	3.51: 
	3.50: 
	3.49: 
	3.48: 
	3.47: 
	3.46: 
	3.45: 
	3.44: 
	3.43: 
	3.42: 
	3.41: 
	3.40: 
	3.39: 
	3.38: 
	3.37: 
	3.36: 
	3.35: 
	3.34: 
	3.33: 
	3.32: 
	3.31: 
	3.30: 
	3.29: 
	3.28: 
	3.27: 
	3.26: 
	3.25: 
	3.24: 
	3.23: 
	3.22: 
	3.21: 
	3.20: 
	3.19: 
	3.18: 
	3.17: 
	3.16: 
	3.15: 
	3.14: 
	3.13: 
	3.12: 
	3.11: 
	3.10: 
	3.9: 
	3.8: 
	3.7: 
	3.6: 
	3.5: 
	3.4: 
	3.3: 
	3.2: 
	3.1: 
	3.0: 
	anm2: 
	2.99: 
	2.98: 
	2.97: 
	2.96: 
	2.95: 
	2.94: 
	2.93: 
	2.92: 
	2.91: 
	2.90: 
	2.89: 
	2.88: 
	2.87: 
	2.86: 
	2.85: 
	2.84: 
	2.83: 
	2.82: 
	2.81: 
	2.80: 
	2.79: 
	2.78: 
	2.77: 
	2.76: 
	2.75: 
	2.74: 
	2.73: 
	2.72: 
	2.71: 
	2.70: 
	2.69: 
	2.68: 
	2.67: 
	2.66: 
	2.65: 
	2.64: 
	2.63: 
	2.62: 
	2.61: 
	2.60: 
	2.59: 
	2.58: 
	2.57: 
	2.56: 
	2.55: 
	2.54: 
	2.53: 
	2.52: 
	2.51: 
	2.50: 
	2.49: 
	2.48: 
	2.47: 
	2.46: 
	2.45: 
	2.44: 
	2.43: 
	2.42: 
	2.41: 
	2.40: 
	2.39: 
	2.38: 
	2.37: 
	2.36: 
	2.35: 
	2.34: 
	2.33: 
	2.32: 
	2.31: 
	2.30: 
	2.29: 
	2.28: 
	2.27: 
	2.26: 
	2.25: 
	2.24: 
	2.23: 
	2.22: 
	2.21: 
	2.20: 
	2.19: 
	2.18: 
	2.17: 
	2.16: 
	2.15: 
	2.14: 
	2.13: 
	2.12: 
	2.11: 
	2.10: 
	2.9: 
	2.8: 
	2.7: 
	2.6: 
	2.5: 
	2.4: 
	2.3: 
	2.2: 
	2.1: 
	2.0: 
	anm1: 
	1.99: 
	1.98: 
	1.97: 
	1.96: 
	1.95: 
	1.94: 
	1.93: 
	1.92: 
	1.91: 
	1.90: 
	1.89: 
	1.88: 
	1.87: 
	1.86: 
	1.85: 
	1.84: 
	1.83: 
	1.82: 
	1.81: 
	1.80: 
	1.79: 
	1.78: 
	1.77: 
	1.76: 
	1.75: 
	1.74: 
	1.73: 
	1.72: 
	1.71: 
	1.70: 
	1.69: 
	1.68: 
	1.67: 
	1.66: 
	1.65: 
	1.64: 
	1.63: 
	1.62: 
	1.61: 
	1.60: 
	1.59: 
	1.58: 
	1.57: 
	1.56: 
	1.55: 
	1.54: 
	1.53: 
	1.52: 
	1.51: 
	1.50: 
	1.49: 
	1.48: 
	1.47: 
	1.46: 
	1.45: 
	1.44: 
	1.43: 
	1.42: 
	1.41: 
	1.40: 
	1.39: 
	1.38: 
	1.37: 
	1.36: 
	1.35: 
	1.34: 
	1.33: 
	1.32: 
	1.31: 
	1.30: 
	1.29: 
	1.28: 
	1.27: 
	1.26: 
	1.25: 
	1.24: 
	1.23: 
	1.22: 
	1.21: 
	1.20: 
	1.19: 
	1.18: 
	1.17: 
	1.16: 
	1.15: 
	1.14: 
	1.13: 
	1.12: 
	1.11: 
	1.10: 
	1.9: 
	1.8: 
	1.7: 
	1.6: 
	1.5: 
	1.4: 
	1.3: 
	1.2: 
	1.1: 
	1.0: 
	anm0: 
	0.99: 
	0.98: 
	0.97: 
	0.96: 
	0.95: 
	0.94: 
	0.93: 
	0.92: 
	0.91: 
	0.90: 
	0.89: 
	0.88: 
	0.87: 
	0.86: 
	0.85: 
	0.84: 
	0.83: 
	0.82: 
	0.81: 
	0.80: 
	0.79: 
	0.78: 
	0.77: 
	0.76: 
	0.75: 
	0.74: 
	0.73: 
	0.72: 
	0.71: 
	0.70: 
	0.69: 
	0.68: 
	0.67: 
	0.66: 
	0.65: 
	0.64: 
	0.63: 
	0.62: 
	0.61: 
	0.60: 
	0.59: 
	0.58: 
	0.57: 
	0.56: 
	0.55: 
	0.54: 
	0.53: 
	0.52: 
	0.51: 
	0.50: 
	0.49: 
	0.48: 
	0.47: 
	0.46: 
	0.45: 
	0.44: 
	0.43: 
	0.42: 
	0.41: 
	0.40: 
	0.39: 
	0.38: 
	0.37: 
	0.36: 
	0.35: 
	0.34: 
	0.33: 
	0.32: 
	0.31: 
	0.30: 
	0.29: 
	0.28: 
	0.27: 
	0.26: 
	0.25: 
	0.24: 
	0.23: 
	0.22: 
	0.21: 
	0.20: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


