Programowanie i metody numeryczne

Cwiczenia 12.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne.

Zadanie 1. pendulum — Wahadlo matematyczne.

Réwnanie ruchu wahadla matematycznego ma postaé

d20 g .

o) + 7 sinf = 0,
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym, ! — dlugoscia wahadla, za§ § = 6(¢) — zmienna dynamiczna
opisujaca wychylenie wahadla z polozenia rownowagi.

Napisz program pendulum rozwiazujacy réwnanie ruchu wahadla matematycznego numerycznie (bez stoso-
wania przyblizenia malych drgan). Program powinien wyznaczaé wychylenie 6 i predko$é katowa w = d6/d¢
wahadla o zadanej dlugodci | w przedziale czasowym t € [0, tmax] z krokiem 6t dla zadanych warunkéw
poczatkowych 6(0) = 6 i w(0) = wp. Jako argumenty wywolania program powinien przyjmowaé pieé¢ liczb
zmiennoprzecinkowych reprezentujacych kolejno: dtugo$¢ wahadla I, wychylenie poczatkowe 6y, poczatko-
wa, predkosé katowa wg, czas trwania symulacji ty,.x oraz krok czasowy dt, a takze opcjonalny przetacznik
okreslajacy metode numerycznego rozwiazywania réwnania:

e ——-Euler — metoda Eulera,
e ——midpoint — metoda punktu $rodkowego,
e ——RK4 — metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu.
W przypadku braku przelacznika nalezy zastosowaé¢ metode Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Wynikiem dzialania programu powinny by¢ trzy wykresy: krzywe 6 = 0(¢) i w = w(t) oraz diagram fazowy
w = w(f). W celu sporzadzenia wykreséw wykorzystaj odpowiednia biblioteke graficzna (np. Matplotlib-cpp
lub ImPlot) albo zapisz dane niezbedne do ich narysowania do pliku tekstowego i skorzystaj z zewnetrznego
narzedzia (np. skryptu napisanego w jezyku Python).

Zadanie 2. 1v — Model Lotki—Volterry.

Rozwazmy ekosystem zlozony z dwéch oddziatujacych ze soba populacji: drapieznikéw oraz ich ofiar. Niech
t bedzie czasem, x = x(t) — liczebnoscia populacji ofiar, za$ y = y(t) — liczebnoscia populacji drapieznikdw.
Ewolucje czasowa tych wielkosci opisuja (w uproszczeniu) réwnania Lotki—Volterry:

% = (afby)xa
% = (cx—d)y.

Stale parametry a, b, ¢ i d opisuja odpowiednio: naturalny przyrost populacji ofiar, zmniejszanie sie popu-
lacji ofiar wskutek drapieznictwa, wzrost populacji drapieznikéw zwiazany z dostepnoscia pozywienia oraz
naturalne zmniejszanie sie populacji drapieznikow.

Napisz program 1v rozwiazujacy numerycznie rownania Lotki—Volterry. Program powinien wyznaczaé liczeb-
nos$é populacji ofiar x i liczebnoéé populacji drapieznikéw y w przedziale czasowym t € [0, timax] z krokiem



dt dla zadanych warunkéw poczatkowych z(0) = xg i y(0) = yo oraz zadanych wartosci parametréw a, b, ¢
i d. Jako argumenty wywotania program powinien przyjmowac osiem liczb zmiennoprzecinkowych reprezen-
tujacych kolejno: parametry a, b, ¢ i d, wartosci poczatkowe xg i yg, czas trwania symulacji tyax oraz krok
czasowy 0t. Postuz si¢ metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu.

Wynikiem dzialania programu powinien byé wykres przedstawiajacy zaleznosci x = z(t) oraz y = y(t)
(w jednym ukladzie wspélrzednych). W celu sporzadzenia wykresu wykorzystaj odpowiednia biblioteke gra-
ficzng (np. Matplotlib-cpp lub ImPlot) albo zapisz dane niezbedne do jego narysowania do pliku tekstowego
i skorzystaj z zewnetrznego narzedzia (np. skryptu napisanego w jezyku Python).

Zadanie 3. duffing — Oscylator Duffinga.

Oscylatorem Duffinga nazywamy uklad mechaniczny opisywany réwnaniem ruchu

d?z dx

— 4+ 00— x + ax® = 7y cos(wt).

w0t B + 7 cos(wt)
Wielkosé © = z(t) jest zmienng dynamiczna okreslajaca wychylenie oscylatora z polozenia réwnowagi, zas
stale o, B, v i 0 — parametrami. Uklad ten wykazuje zachowanie chaotyczne — niewielka zmiana warunkéw
poczatkowych znaczaco wplywa na jego ewolucje.

Napisz program duffing rozwiazujacy numerycznie réwnanie ruchu oscylatora Duffinga. Program powinien
wyznacza¢ wychylenie i predkosé v = dx/dt oscylatora o zadanych wartosciach parametréw

a=w=1, p=-1, §=0,2, ~v=0,3

w przedziale czasowym ¢ € [0, tmax| z krokiem 0t dla trzech zestawéw wartosci poczatkowych:

o1 = 0,99 To2 = 1 o3 = 1.01

vo1 = 0, vo2 = 0, vo3 = 0.
Jako argumenty wywolania program powinien przyjmowaé dwie liczby zmiennoprzecinkowe reprezentujace
kolejno czas trwania symulacji ¢y, oraz krok czasowy dt. Program powinien rysowaé na jednym wykre-
sie diagramy fazowe v = v(z) dla wszystkich trzech zestawéw wartosci poczatkowych. Postuz sie metoda
Rungego—Kutty czwartego rzedu. W celu sporzadzenia wykresu wykorzystaj odpowiednia biblioteke graficz-

ng (np. Matplotlib-cpp lub ImPlot) albo zapisz dane niezbedne do jego narysowania do pliku tekstowego
i skorzystaj z zewnetrznego narzedzia (np. skryptu napisanego w jezyku Python).
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