Zadania domowe z Teorii Grup w Fizyce, seria 2

Zad. 1. Znalez¢é orbity dzialania (naturalnego) grupy G na C? postaci
G x C* = C?, (a,x) — ax,
gdzie a € G, x € C?, dla G = SU(2) oraz G = SL(2,C).

Zad. 2. Pokazaé, ze dla nieprzywiedlnych charakteréw x; skoniczonej grupy G zachodzi relacja (ortogonalnosé

kolumnowa)
p

ZXZ(gT)XZ(gs) = ‘CG(gT”éTS r,s = 152733"'7]? ;

i=1
gdzie elementy g1, g2, ..., gp sa reprezentantami klas sprzezonosci w G, a Ca(gr) = {9 € G: gg» = grg} jest
centralizatorem elementu g,. Wskazowka: Rozwazy¢ p funkcji centralnych «; takich, ze ¥;(g;) = d;;.

Zad. 3. Wykorzystujac tablice charakteréw grupy permutacji Sy roztozyé iloczyny tensorowe reprezentacji
nieprzywiedlnych na sumy proste reprezentacji.

Zad. 4. Skonstruowaé tablice charakterow wszystkich zespolonych, nieprzywiedlnych reprezentacji grupy
D, oraz Ds. Roztozy¢ iloczyny tensorowe 7; ® 7; reprezentacji nieprzywiedlnych 7; tej grupy na sumy proste
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 5. Niech p bedzie reprezentacja regularna grupy Ds. Wyznaczy¢ i wypisaé wszystkie macierze reprezen-
tacji p w bazie standardowej e, takiej, ze e,(b) = dgp, a,b € D3. Skonstruowaé¢ endomorfizmy P; stanowiace
uktad operatoréw rzutowych na podprzestrzenie V; C V, w ktorych dzialaja reprezentacje nieprzywiedlne 7;
grupy Ds. Zmalezé bazy przestrzeni V;.

Zad. 6. Znalezé lokalne, jednoparametrowe grupy przeksztalcen ¢; : R?2 — R? odpowiadajace wektorom
zdefiniowanym na R2:
v =0z, vy = 0Oy , v3 = 20y .

Czy wektory te tworza skonczenie wymiarowa algebre Liego? Jedli tak to wyznaczyé jej wymiar i stale
struktury.

Zad. 7. Pokazac, ze nastepujacy zbiér komutatorow

[61’ 62] =€5, [61, 63] = €6, [617 64] =er, [617 65] = — esg,
[e2, €3] =es, [e2, €4] = €6, le2, e6] = — €7, e3, 4] = — €5,
les, e5] = —e7, leq, e6] = —es, pozostale lei,e] =0 (i,7=1,...,8)

zadaje strukture 8-wymiarowej algebry Liego g. Znalezé podalgebre gt = [g, g].
Zad. 8. Udowodnié, ze algebra o(3) jest prosta.

Zad. 9. Znalez¢ 2-wymiarowa reprezentacje zespolonej algebry si(2, C). Wyznaczy¢ taka jej baze { H, X1, Xa2},
ze adg X; = [H, X;] = a;X; (bez sumowania po i), i = 1,2, a; = const.

Zad. 10. Znalez¢é algebre grupy SU(3) i wyznaczy¢ jej stale struktury.

Zad. 11. Znale7¢é obraz algebry si(2,R) przy odwzorowaniu exp : sl(2,R) — SL(2,R). Czy funkcja exp w
tym przypadku jest surjekcja, injekcja?



Zad. 12. Wyznaczy¢ algebre grupy izometrii dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej i Minkowskiego.
Wskazowka: Grupa izometrii jest iloczynem potprostym grupy obrotéw i grupy przesunieé i mozna ja repre-
zentowaé¢ w postaci macierzy
R v
(0 1)

gdzie R jest macierza obrotu, a ¥/ przesunieciem.
Zad. 13. Znalez¢ forme Killinga algebry gl(n,R). Wybraé baze (Eij)ap = 6iadjb-

Zad. 14. Pokazaé, ze forma Maurera-Cartana w grupy SU(2) sparametryzowanej nastepujaco:

) susg= (2 0). lalelsr -

ii) SU(2) > g = cos(v/2) + isin(y/2)n;o;, nin; =1

rozklada sie w bazie (e;) algebry su(2). W przypadku ii) sparametryzowaé n; oraz wyznaczy¢ forme Maurera-
Cartana w = w'e;, pola lewoniezmiennicze i lewoniezmiennicza miare na grupie SU(2).

Zad. 15. Jakiej transformacji Lorentza odpowiada macierz (1 M) € SL(2,C), X € R przy homo-

0 1
morfizmie SL(2,C) — SOy (1,3)?

Zad. 16. Niech
- y x+t
e@=(,", ")

o(%) = ap(F)a™" = ¢(h(a)T) ,

gdzie ¥ = (t,z,y) € R3. Udowodnij, ze

gdzie a € SL(2,R), zadaje homomorfizm SL(2,R) SN 0(1,2). Znalez¢ jadro tego homomorfizmu.
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