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Macierze i uk lady równań liniowych

Zadanie 1. Wykonaj wszystkie możliwe mnożenia dwóch macierzy wybranych
spośród A,B,C, gdzie

A =

(
1 3 5
2 4 6

)
, B =

(
−3 3

5 7

)
, C =

 1 0
6 −2
4 2

 .

Zadanie 2. Zbadaj dla jakich parametrów a, b, c ∈ R macierze

A =

(
1 1
−1 c

)
i B =

(
0 a
b 0

)
sa̧ przemienne.
Odp. (a = b = 0) ∨ (a = −b ∧ c = 1).

Zadanie 3. Oblicz

(
cosα − sinα
sinα cosα

)n
. Odp.

(
cos nα − sin nα
sin nα cos nα

)
.

Zadanie 4. Oblicz wyznaczniki nastȩpuja̧cych macierzy: a− b r − s m− n
b− c s− t n− p
c− a t− r p−m

 ,


1 3 5 7
2 4 6 8
3 5 7 9
4 6 8 10

 ,


0 a b c
1 x 0 0
1 0 y 0
1 0 0 z

 ,


1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
0 1 0 1 1

 ,


2 1 2 3 2
3 −2 7 5 −1
3 −1 −5 −3 −2
2 −3 3 1 −2
5 −6 4 2 −4

 ,

Odp. 0, 0, − (ayz + bxz + cxy), 1, − 98.

Zadanie 5. Niech

A =

(
1 a
−2 6

)
, B =

(
cosα sinα
sinα cosα

)
, a, α ∈ R.

Oblicz A−1 i B−1. Dla jakich parametrów a i α jest to możliwe?

Odp. A−1 = 1
2a+6

(
6 −a
2 1

)
, B−1 = 1

cos 2α

(
cosα − sinα
− sinα cosα

)
,

gdy a 6= −3, α 6= π
4

+ kπ
2

, k ∈ Z.

Zadanie 6. Znajdź macierze odwrotne do nastȩpuja̧cych:

 1 2 3
−1 a −1

2 4 3

 ,


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ,


1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 .



Zadanie 7. Sprawdź czy dany uk lad równań jest sprzeczny. Jeśli nie jest
sprzeczny, rozwia̧ż go korzystaja̧c ze wzorów Cramera.

a)


2x− y + z = 1

3x+ y − 2z = 0
x− 3y − z = 2

, b)


2x− y − 2z + t = −1

−x− 2y + 2z + 2t = −8
y + 3z + 2t = 0
x− 3y + 3t = 1

Odp. a) x = 1
5
, y = −3

5
, z = 0, b) uk lad sprzeczny.

Zadanie 8. Rozwia̧ż uk lad równań z parametrem a ∈ C i przedysku-
tuj liczbȩ rozwia̧zań. Co zmieni siȩ w odpowiedzi jeśli ograniczymy siȩ do
a ∈ R?

a)

 a −1 a
1 a 1
1 1 a

 x
y
z

 =


1
2
1
2
1
2


b)

[
a+ 1 1− a

2a2 + 4a+ 6 3(1− a)

] [
x
y

]
=

[
6(a− 1)
10(1− a)

]

c)

 3a− 1 2a 3a+ 1
2a 2a 3a+ 1
a+ 1 a+ 1 2a+ 2

 x
y
z

 =

 1
a
a2



d)


a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a



x
y
z
t

 =


1
1
1
1


Odp.

a) Gdy a /∈ {1, i,−i} mamy jedno rozwia̧zanie x = 1
a2+1

, y = z = a−1
2(a2+1)

.

Gdy a ∈ {i,−i} uk lad jest sprzeczny.
Gdy a = 1 mamy nieskończenie wiele rozwia̧zań: y = 0, x = 1

2
− z.

b) Gdy a /∈
{

1, −1+i
√

23
4

, −1−i
√

23
4

}
: x = 28 1−a

2a2+a+3
, y = −26a2+17a+23

2a2+a+3
.

Gdy a ∈
{
−1+i

√
23

4
, −1−i

√
23

4

}
uk lad jest sprzeczny.

Gdy a = 1 mamy nieskończenie wiele rozwia̧zań: x = 0, y dowolne.

c) Gdy a 6= ±1 mamy jedno rozwia̧zanie x = −1, y = −3a2+a−1
a+1

, z = a(2a+1)
a+1

.
Gdy a = −1 uk lad jest sprzeczny.
Gdy a = 1 mamy nieskończenie wiele rozwia̧zań: z = 1−2x−2y

4
.

d) Gdy a /∈ {−3, 1} mamy jedno rozwia̧zanie x = y = z = t = 1
a+3

.
Gdy a = −3 uk lad jest sprzeczny.
Gdy a = 1 mamy nieskończenie wiele rozwia̧zań: t = 1− x− y − z.


