Zadania treningowe z Matematyki 1L - logika i indukcja

1. Zal6zmy, ze wiemy, iz twierdzenie ,Jesli niebo w noc letnia jest jasne od
gwiazd, to noc jest chlodna.” jest prawdziwe.

Czy wynika z tego prawdziwo$¢ zdania:
(a)
(b)
(c)

)

(d) Nieprawda, ze letnia noc jest chtodna i ciemna.

W lecie, jesli noc jest ciepta, to niebo jest bez gwiazd.
W lecie, niebo jest zachmurzone lub noc jest chtodna.

Nieprawda, ze noc w lecie jest jasna od gwiazd i ciepta jednoczesnie.

2. Prawdziwe jest zdanie: ,Nieprawda, ze jezeli Platon zalozyl Akademieg,
to jesli Arystoteles byt uczniem Platona, to Arystoteles nie uczeszczal do
Akademii". Czy informacja ta wystarcza, by udzieli¢ odpowiedzi na kazde
z podanych nizej pytan? Jesli tak, to jakie sa te odpowiedzi?

(a) Czy Platon byl zalozycielem Akademii?

(b) Cuzy Arystoteles byl uczniem Platona?
(c) Czy Arystoteles uczeszczal do Akademii?

3. Sprawd?, czy nastepujace wyrazenia sa tautologiami:

(@) [(pVgAr~p|l=q
(b) =g =I[pArr)=4q.
(c) [(pvg) &rlslp=r)A(g=r1)

4. (R. Smullyan) Zadanie to dzieje sie na wyspie, ktorej mieszkaricy w pewne
dni tygodnia méwia tylko prawde, a w pozostale dni tygodnia - ktamia.

(a) Stefan ktamie tylko w poniedzialtki, a w pozostale dni mowi prawde.
Pewnego dnia Stefan powiedzial: ,Dzi$§ jest poniedzialek, a ja jestem
zonaty”. Czy byl wtedy poniedzialek? Czy Stefan jest zonaty?

(b) Wedlug innej wersji tej historii, Stefan nie powiedziat: ,Dzi§ jest
poniedziatek, a ja jestem zonaty” ale ,Dzi§ jest poniedziatek lub ja
jestem zonaty” Jesli ta wersja jest prawdziwa, to czy Stefan jest zo-
naty i czy byl wtedy poniedziatek?

(c) Istnieje jeszcze jedna wersja tej historii, nieco podobna do pierwszej,
ale rozniaca sie w pewnym subtelnym szczegble. Wedlug niej Stefan
najpierw powiedziat: "Dzi§ jest poniedziatek", a nieco pdzniej tego
samego dnia powiedzial: "Jestem zonaty". Czy powinnismy wierzy¢
tej wersji?



(d) Stefan ma brata o imieniu Marceli, ktory klamie tylko w czwartki.
Pewnego dnia jeden z braci (nie wiadomo niestety ktory) powiedziat:
"Jutro bedzie wtorek". Dokladnie tydzien p6zniej ten sam brat po-
wiedzial: "Jutro bede kltamal”. Ktérego dnia tygodnia to sie wyda-
rzyto?

(e) Zgodnie z inng wersja tydzien po tym jak jeden z braci powiedzial:
"Jutro bedzie wtorek", drugi brat stwierdzit "Jutro bede ktamatl”.
Jesli ta wersja jest prawdziwa, to ktérego dnia tygodnia sie to zda-
rzyto?

5. Udowodnié¢ za pomocg metody indukcji matematycznej, ze
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(c

D ket Bh 2)(3k+1) = T

d) Xk weEr = 22~ mer)
(€) Sy (2k 1) = n?

(f) Ypo1(2k = 1) =n?(2n® — 1)

(8) Y14k —3) =n(2n-1)

6. Udowodnié¢ za pomoca metody indukcji matematycznej, ze dla n natural-
nych:

(a) 2" >n
(b) (n+1)" < ptl

7. Znalez¢ btad w dowodzie indukcyjnym twierdzenia: ,Wszystkie koty sa
czarne”: Najpierw wezmy jednego czarnego kota (zawsze si¢ da takiego
znalezé). Teraz dowiedziemy kroku indukcyjnego. Zat6zmy, ze twierdzenie
jest spelnione dla dowolnego zbioru n kotéw. Dowiedziemy, ze w takim
razie musi ono zachodzié¢ réwniez dla zbioru n + 1 kotéw. Wezmy zatem
zbiér n 4 1 kotéw. Poniewaz dowolny podzbiér n kotéw wybrany z naszego
zbioru sklada sie wyltacznie z kotoéw czarnych (z zatozenia indukcyjnego),
a kazdy z n + 1 kotéw nalezy do przynajmniej jednego n elementowego
podzbioru, wiec kazdy z n + 1 kotéw jest czarny.



