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Warszawa, 09.03.2012

Ramowy program ¢wicze« z elektrodynamiki klasycznej

�wiczenia I�II
uzupeªnienia matematyczne

1. Elementy rachunku wektorowego: iloczyn skalarny i wektorowy; to»samo±ci rachunku wektorowego.
W szczególno±ci, pokaza¢ »e:

a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗) b⃗− (⃗a · b⃗) c⃗. (1)

2. Ró»niczkowanie pól skalarnych i wektorowych: gradient, dywergencja, rotacja w krzywoliniowych
ukªadach ortogonalnych. Twierdzenia Gaussa (z dowodem) i Stokesa (bez dowodu). To»samo±ci.
W szczególno±ci:

• Wykorzystuj¡c rów. (1) zapostulowa¢ wzór na ∇⃗ × (⃗b× c⃗) i go udowodni¢.

• Policzy¢:

∇⃗

(
d⃗ · r⃗
r3

)
(2)

gdzie d⃗ jest staªym wektorem (powi¡za¢ z polem dipola punktowego, które wyprowadzicie przy
okazji dyskusji zasady superpozycji)

• Je»eli zajdzie potrzeba to udowodni¢ jedn¡ z to»samo±ci z okªadki w podr¦czniku Gri�thsa
lub jedn¡ z ich odmian np.

∇⃗ · (φ a⃗× b⃗) = φ
(⃗
b · (∇⃗ × a⃗)− a⃗ · (∇⃗ × b⃗)

)
+ (⃗a× b⃗) · ∇⃗φ (3)

3. Pola bezwirowe i bez¹ródªowe, i ich wªasno±ci (Gri�ths, str. 74-75). Poda¢ przykªady takich pól i
naszkicowa¢ je. Podkre±li¢ zwi¡zek z elektrodynamik¡, z charakterem pól E⃗ i B⃗.

4. Obliczy¢ dywergencj¦ pola wektorowego r⃗
|r⃗|3 i laplasjan pola skalarnego 1

|r⃗| (powi¡za¢ z polem kulom-

bowskim ªadunku punktowego). Uogólnieni¢ wzory na przypadek: r⃗−r⃗′

|r⃗−r⃗′|3 (przenie±¢ ró»niczkowanie

z ∇⃗ na ∇⃗′). Wykorzystuj¡c wyprowadzone wzory obliczy¢ rozkªad ªadunku wytwarzaj¡cy pole:

E⃗ = Ae−ar r⃗

|r⃗|3
(4)

wyizolowuj¡c osobliwo±¢ tj. przedstawiaj¡c powy»szy wzór w postaci:

E⃗ = A

(
e−ar

|r⃗|3
− 1

|r⃗|3

)
r⃗ +A

r⃗

|r⃗|3
. (5)

Zinterpretowa¢ otrzymany wynik.

5. Obliczanie caªek konturowych, powierzchniowych i obj¦to±ciowych metod¡ wprost i z wykorzys-
taniem twierdze« Stokesa i Gaussa. W szczególno±ci:

• Korzystaj¡c z tw. Stokesa obliczy¢ caªk¦ po konturze C⃗ :∫
C⃗

y dx+ z dy + x dz (6)

gdzie C⃗ jest okr¦giem x2 + y2 + z2 = a2, x + y + z = 0 zorientowanym przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara je±li patrzymy ze strony dodatnich warto±ci x.
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• Obliczy¢ caªk¦ powierzchniow¡:∫
S⃗

x3 dy dz + y3 dx dz + z3 dx dy (7)

gdzie S⃗ jest zewn¦trzn¡ powierzchni¡ sfery x2 + y2 + z2 = a2, wykonuj¡c zarówno caªk¦
powierzchniow¡ jak i korzystaj¡c z tw. Gaussa.

6. Funkcja (dystrybucja) δ−Diraca. De�nicja caªkowa δ−Diraca; reprezentacje caªkowa i ró»niczkowa;
podstawowe wªasno±ci; δ−Diraca w ukªadach sferycznym i walcowym. Zastosowanie do obliczania
obj¦to±ciowego rozkªadu ªadunku na powierzchniach - Jackson zad. 1.3 str. 68.

�wiczenia III-IV
elementarne zagadnienia elektrostatyki

1. Warunki brzegowe Dirichleta: Pokaza¢, »e rozwi¡zanie równania Laplace'a∆φ = 0 w dowolnym
punkcie r⃗o, φ(r⃗o), jest równe ±redniej warto±ci potencjaªu φ na sferze SR(r⃗o) o ±rodku r⃗o i dowolnym
promieniu R:

φ(r⃗o) =
1

4πR2

∫
SR(r⃗o)

φ(r⃗ ′) da′ (8)

Rachunek wykona¢ dla ªadunku punktowego (Gri�ths str. 138-139) i uogólni¢ korzystaj¡c z zasady
superpozycji. Powi¡za¢ z warunkami Dirichleta i jednoznaczno±ci¡ rozwiaza« równania Poissona z
warunkami Dirichleta na brzegu.

2. Prawo Gaussa i zasada superpozycji dla ci¡gªego rozkªadu ªadunków: Omówi¢ ogólnie
prawo Gaussa w kontek±cie symetrii ukªadu (rozkªadu ªadunku); omówi¢ ró»nice mi¦dzy izolatorami
i przewodnikami (metalami); Rozwi¡za¢ zadanie BT78 wykorzystuj¡c zasad¦ superpozycji i prawo
Gaussa (notatki).

3. Zasada superpozycji - przypadek dyskretny: Znale¹¢ potencjaª i pole elektryczne wytwarzane
przez dipol elektryczny. Przej±¢ do granicy dipola punktowego.

4. Prawo Coulomba: Znale¹¢ (zad. BT74; notatki) potencjaª φ i nat¦»enie pola elektrycznego
E⃗ odcinka o dªugo±ci 2a równomiernie naªadowanego ªadunkiem q. Znale¹¢ ksztaªt powierzchni
ekwipotencjalnych. Naszkicowa¢ linie pola elektrycznego.

5. Prawo Coulomba: Wyznaczy¢ potencjaª φ i pole elektryczne E⃗ wytworzone przez nieprzewodz¡c¡
sfer¦ o promieniu R naªadowan¡ ªadunkiem powierzchniowym σ = σo cos θ (notatki). Powi¡za¢ z
polem dipola z problemu 2. Obliczy¢ energi¦ ukªadu wykonuj¡c zarówno caªk¦ powierzchniow¡ z
σφ jak i caªk¦ obj¦to±ciow¡ z E⃗2.

6. Pojemno±¢ i kondensatory: Dwa dªugie równolegªe przewodniki walcowe o promieniach a1 i
a2 oddalone s¡ na odlegªo±¢ d du»¡ w porównaniu z ich promieniami. Znale¹¢, w przybli»eniu,
pojemno±¢ ukªadu na jednostk¦ dªugo±ci. Jakiego drutu trzeba u»y¢ (poda¢ ±rednic¦) do utworzenia
dwuprzewodowej linii przesyªowej o pojemno±ci 0.1pF/cm, je»eli odlegªo±¢ d = 5cm? (notatki;
Jackson zad. 1.7).

7. Siªa dziaªaj¡ca na powierzchni¦ przewodnika: Izolowana powierzchnia kulista o promieniu
a znajduje si¦ w jednorodnym polu elektrycznym E⃗o. Powierzchni¦ przeci¦to na dwie póªkule
pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do kierunku pola E⃗o. Znale¹¢ siª¦ potrzebn¡ do utrzymania póªkul.
Wyprowadzi¢, a ±ci±lej odgadn¡¢ (!!!) wzór na g¦sto±¢ powierzchniow¡ ªadunku na powierzchni
argumentuj¡c, »e w staªym polu musi ona mie¢ charakter dipolowy σ = σo cos θ. Nast¦pnie wyko-
rzysta¢ zasad¦ superpozycji (pole dipola byªo tre±ci¡ zadania 4 z serii III) oraz fakt, »e powªoka
ekranuje pole i zszy¢ pola na powierzchni. Podkre±li¢, »e na mocy twierdzenia o jednoznaczno±ci
jest to wªa±ciwe i jedyne rozwi¡zanie.



3

8. Energia pola: Obliczy¢ prac¦ potrzebn¡ do przesuni¦cia ªadunku punktowego z niesko«czono±ci
do ±rodka (wykorzystujemy zaniedbywalnie maªy otwór) pustej przewodz¡cej czaszy o promieniu R
i grubo±ci t. Przedyskutowa¢ gêsto±¢ energii pola elektrycznego dla sytuacji, w której ªadunek jest
(i) w niesko«czono±ci i (ii) wewn¡trz. Pokaza¢, »e rozbie»no±ci w energiach ukªadów zwi¡zane z
samooddziaªywaniem kasuj¡ si¦, a ró»nica pochodzi wyª¡cznie od warstwy (patrz notatki).

�wiczenia V-VI
zagadnienia relatywistyczne1

1. Elementy mechaniki relatywistycznej: Wyprowadzi¢ relatywistyczne prawa transformacji pr¦d-
ko±ci i przyspiesze«. Wypisa¢ i omówi¢ reguªy transformacyjne dla skªadowych siªy. Zwróci¢
szczególn¡ uwag¦ na reguªy transformacyjne z/do ukªadu wªasnego.

2. Pole poruszaj¡cego si¦ ªadunku punktowego: �adunek punktowy q porusza si¦ (wzgl¦dem
pewnego ukªadu K) z pr¦dko±ci¡ v⃗ = ve⃗x. Znale¹¢ pole EM w ukªadzie K w dowolnym punkcie
P (x, y, z). Znale¹¢ pole magnetyczne w ukªadzie K w przybli»eniu nierelatywistycznym. Pokaza¢,
»e speªnia ono prawo Biota-Savarta. Pokaza¢, »e E⃗ · B⃗ = 0. Uogólni¢ ten wynik dowodz¡c, »e
je»eli w pewnym ukªadzie E⃗′ = 0 (lub B⃗′ = 0) to, w dowolnym innym ukªadzie E⃗ · B⃗ = 0 (pola
prostopadªe). 2

3. Pole wytwarzane przez ukªad nici: Dwie prostoliniowe, równolegªe nici naªadowano z g¦sto±-
ciami odpowiednio λ0 i λ1 i umieszczono obok siebie (odlegªo±¢ mi¦dzy nimi zaniedbujemy). W
pewnej chwili ni¢ naªadowan¡ z g¦sto±ci¡ λ0 wprawiono w ruch ze staª¡ pr¦dko±ci¡ v skierowan¡
wzdªu» nici. Z jak¡ staª¡ (wzdªu» nici) pr¦dko±ci¡ u⃗ powinna porusza¢ sie punktowa cz¡stka o
ªadunku q, aby jego odlegªo±¢ od nici pozostawaªa staªa i równa d? Przedyskutowa¢ warunki, przy
których problem ma rozwi¡zanie �zyczne.

4. Pole wytwarzane przez ukªad pªaszczyzn: Dwie du»e pªyty (efekty brzegowe zaniedbujemy)
równolegªe do siebie poruszaj¡ si¦ z tak¡ sam¡ staª¡ pr¦dko±ci¡ v⃗ równolegª¡ do ich pªaszczyzny.
Górna pªyta naªadowana jest ªadunkiem powierzchniowym σ, a dolna ªadunkiem −σ w ukªadzie
wªasnym pªyt. Odlegªo±¢ mi¦dzy pªytami wynosi d. Znale¹¢ pole EM w obszarze mi¦dzy pªytami.
Obliczy¢ siª¦ Lorentza dziaªaj¡c¡ na ªadunek punktowy q w obu ukªadach tj. LAB i ukªadzie
wªasnym. Pokaza¢, »e wynik jest zgodny z reguªami transformacyjnymi dla siªy (zwykªej). Przyj¡¢
dla uproszczenia, »e ªadunek jest nieruchomy w ukªadzie LAB.

5. Pole wytwarzane przez walec: Dªugi walec (efekty brzegowe zaniedbujemy) o promieniu a
naªadowano z g¦sto±ci¡ obj¦to±ciow¡ ρo w ukªadzie wªasnym. Walec wprawiono w ruch ze staª¡
pr¦dko±ci¡ v wzdªu» jego osi. Znale¹¢ siª¦ dziaªaj¡c¡ na in�nizemalny ªadunek dq = ρ0dV znajduj¡cy
si¦ w odlegªo±ci d od osi walca. Obliczenia wykona¢ transformuj¡c czterowektor pr¡du z ukªadu
wªasnego do LAB. Pola w LAB obliczy¢ korzystaj¡c z praw Gaussa i Ampera. Pokaza¢, »e wyniki
uzyskane t¡ metod¡ s¡ konsystentne z wynikami otrzymanymi z transformacji pól i siª.

1W poni»szych przykªadach ograniczamy sie do pchni¦¢ lorentzowskich wzdªu» jednej z osi ukªadu wspóªrz¦dnych. Efekty
brzegowe zaniedbujemy!

2O niezmiennikach powiem na wykªadzie, gdzie powoªam si¦ na ten przykªad.
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�wiczenia VII
Dynamika relatywistyczna (uzupeªnienie). Prawa zachowania

1. Dynamika relatywistyczna: Cz¡stka o masie m i ªadunku q znajduje si¦ w jednorodnych polach
elektrycznym i magnetycznym E⃗ = Ee⃗y i B⃗ = Be⃗z, takich »e E > cB. 3 W chwili t = 0
cz¡stka spoczywa w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych. Znale¹¢ zale»no±¢ poªo»enia cz¡stki od czasu
(wªasnego).

2. Pr¡d przesuni¦cia Maxwella: Kondensator pró»niowy o kolistych, równolegªych okªadkach o
promieniu r oddalonych od siebie na odlegªo±¢ d, ªadujemy pr¡dem staªym I przez pewien czas T ,
przez który na okªadce zgromadzimy ªadunek Q = IT . Zakªadamy, »e podczas ªadowania ªadunek
rozkªada si¦ równomiernie na okªadkach z g¦sto±ci¡ σ(t), a pr¡d przesuni¦cia pªynie w obszarze
mi¦dzy okªadkami. Oblicz energi¦ zmagazynowan¡ w kondensatorze (mi¦dzy okªadkami) w polach
elektrycznym i magnetycznym w chwili t < T . Poka», »e energia zgromadzona w polu magne-
tycznym jest zaniedbywalnie maªa w porównaniu z energi¡ zgromadzon¡ w polu elektrycznym.
Przedyskutuj dopªyw energii do kondensatora korzystaj¡c z wektora Poyntinga. Oblicz p¦d pola w
trakcie ªadowania kondensatora.

3. Wektor Poyntinga: Przez przewodnik walcowy o promieniu r i dªugo±ci l pªynie pr¡d o g¦sto±ci
j⃗ = je⃗z. Spadek napi¦cia na przewodniku wynosi V . U»ywaj¡c wektora Poyntinga obliczy¢ moc
dostarczan¡ z baterii do przewodnika. Pokaza¢, »e moc wydzielona w przewodniku wynosi P =
IV = RI2, gdzie R jest oporem przewodnika.

4. Tensor napi¦¢ Maxwella: Walec o promieniu R naªadowano ªadunkiem o g¦sto±ci liniowej λ, a
nast¦pnie rozci¦to wzdªu» pªaszczyzny Oyz (patrz rysunek w notatkach). Oblicz siª¦ (na jednostk¦
dªugo±ci) dziaªaj¡c¡ na poªow¦ walca, wykorzystuj¡c tensor napi¦¢ Maxwella. Wynik porównaj z
rezultatem otrzymanym metod¡ tradycyjn¡ tj. z siªy Lorentza wykorzystuj¡c ±redni¡ arytmetyczn¡
pól na powierzchni.

�wiczenia VIII
Specjalne metody elektrostatyki (I)

1. Metoda obrazów: Znale¹¢ potencjaª wytwarzany przez ªadunek punktowy q umieszczony w
odlegªo±ci a⃗ od ±rodka przewodz¡cej, uziemionej sfery o promieniu R < a. Obliczy¢ g¦sto±¢
powierzchniow¡ i ilo±¢ ªadunku zaindukowanego na sferze. Obliczy¢ siª¦ dziaªaj¡c¡ na ten ªadunek
i prac¦ potrzebn¡ do sprowadzenia ªadunku q z niesko«czono±ci do zadanego poªo»enia (energi¦).
Wykorzystuj¡c powy»szy wynik wyznaczy¢ potencjaª dla ªadunku q w pobli»u izolowanej sfery,
któr¡: a) naªadowano ªadunkiem Q; b) naªadowano do potencjaªu V . Przedyskutowa¢ rozkªady
ªadunków obrazowych (tylko!!!) dla kilku prostych geometrii np. dla pªaszczyzny z wybrzuszeniem
w ksztaªcie póªsfery.

2. Metoda funkcji Greena:4 Korzystaj¡c z metody funkcji Greena wyliczy¢ potencjaª nad pªaszczyzn¡
z = 0, na której zadano potencjaª:

V (x, y, z) =

{
V dla |x| ≤ a
0 dla |x| > a

(9)

Sprawdzi¢ ci¡gªo±¢ potencjaªu dla z → 0+. Obliczy¢ (wypisa¢) potencjaª pod powierzchni¡. Obliczy¢
g¦sto±¢ powierzchniow¡ ªadunku σ(x, y). Pokaza¢, »e caªka coulombowska dla obliczonego rozkªadu
σ(x, y) jest rozbie»na (nieograniczony rozkªad).

3E > B w ukªadzie Gaussa.
4Na wykªadzie wyprowadziªem wzór na potencjaª wyra»ony przy pomocy funkcji Greena speªniaj¡cej warunki brzegowe

Dirichleta. Na ¢wiczeniach prosz¦ wypisa¢ to równanie bez dowodu.
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3. Separacja równania Laplace'a we wspóªrz¦dnych kartezja«skich: Znale¹¢ ogólne wyra»e-
nie na potencjaª wewn¡trz prostopadªo±cianu o kraw¦dziach a, b, c. �ciany prostopadªo±cianu (z
wyj¡tkiem górnej) wykonane s¡ z przewodnika i s¡ od siebie odizolowane. Rozwa»y¢ sytuacj¦ ogóln¡
kiedy na górnej ±cianie prostopadªo±cianu zadano pewien potencjaª V (x, y, z = c), a pozostaªe ±ciany
uziemiono. Obliczy¢ caªki dla szczególnego przypadku V (x, y, z = c) = V .

Uwaga: Prosz¦ przeprowadzi¢ separacj¦ zmiennych, poniewa» na wykªadzie nie planuj¦ separacji
zmiennych we wspóªrz¦dnych kartezja«skich.

�wiczenia IX
Specjalne metody elektrostatyki (II)

1. Separacja równania Laplace'a we wspóªrz¦dnych biegunowych: Znale¹¢ wyra»enie na po-
tencjaª wewn¡trz dªugiego walca (ukªad traktujemy jako dwuwymiarowy) wykonanego z przewod-
nika. Walec rozci¦to na dwie poªowy, które odizolowano od siebie, a nastepnie jedn¡ z nich naªad-
owano do potencjaªu −V , a drug¡ do potencjaªu V .

Uwaga: Separacja zmiennych we wspóªrz¦dnych biegunowych byªa na wykªadzie wraz z dyskusj¡ pól
w naro»nikach.

2. Przeksztaªcenia konforemne: 5 Pokaza¢, »e ukªad dwuwymiarowy (pola pªaskie) w przestrzeni
wolnej od ªadunków mo»na opisa¢ przy pomocy potencjaªu zespolonego w(z) = AE+iφ gdzie A⃗E =
AE e⃗z jest potencjaªem wektorowym pola elektrycznego. Pokaza¢ nast¦pnie, »e w(z) jest funkcj¡
analityczn¡ tj. speªnia warunki Cauchego-Riemanna. Poda¢ interpretacj¦ linii Rew(z) = const i
Imw(z) = const. Obliczy¢ potencjaª zespolony w rozwa»anym przypadku. Pokaza¢ jaki problem
rozwi¡zuje funkcja holomor�czna:

w(z) =
√

(z − a)2 + h2 + a, gdzie a > 0, h > 0 (10)

Znale¹¢ pole elektryczne i g¦sto±¢ ªadunku powierzchniowego. Naszkicowa¢ linie siª i powierzchnie
ekwipotencjalne.

3. Separacja równania Laplace'a we wspóªrz¦dnych sferycznych: Obliczy¢ potencjaª i nat¦»e-
nie pola elektrycznego wytwarzane przez nienaªadowan¡ sfer¦ przewodz¡ca o promieniu R umiesz-
czon¡ w staªym, zewn¦trznym polu elektrycznym E⃗ = Eoe⃗z. Obliczy¢ g¦sto±¢ ªadunku indukowanego
na powierzchni sfery.

Uwaga: Separacja zmiennych we wspóªrz¦dnych sferycznych byªa na wykªadzie wraz z dyskusj¡
funkcji Greena dla zagadnienia zewn¦trznego typu Dirichleta na sferze.

4. Rozwini¦cie multipolowe: Uzasadni¢, »e dla rozkªadu ªadunków punktowych o g¦sto±ci zadanej
wzorem:

ρ(r⃗) = q [δ(r⃗ − ae⃗z) + δ(r⃗ + ae⃗z)− 2δ(r⃗)]

wiod¡cy wkªad do potencjaªu w stre�e dalekiej r ≫ a jest typu kwadrupolowego. Obliczy¢ skªadowe
bez±ladowego tensora kwadrupolowego Qij i wkªad kwadrupolowy do potencjaªu.

5. Separacja równania Laplace'a we wspóªrz¦dnych sferycznych z wyizolowanym ªadun-
kiem punktowym: Wewn¡trz przewodz¡cej kuli o promieniu R wydr¡»ono wn¦k¦ kulist¡ o
promieniu ra, w ±rodku której umieszczono ªadunek punktowy q. �rodek wn¦ki znajduje si¦ w
odlegªo±ci a od ±rodka kuli. Znale¹¢ potencjaª w caªej przestrzeni oraz ªadunek wyindukowany
na powierzchni kuli i powierzchni wn¦ki w przypadku gdy: (i) kula jest uziemiona; (ii) kula jest
izolowana i oboj¦tna; (iii) kula jest izolowana i naªadowana ªadunkiem Q. Uogólni¢ rozwi¡zanie na
przypadek dwóch (lub wi¦kszej liczby) rozª¡cznych wn¦k.

5Przeksztaªcenia konforemne traktujemy jako materiaª nieobowi¡zkowy. W przypadku braku czasu prosz¦ omówi¢ teori¦,
ale nie robi¢ poni»szego przykªadu. Teori¦ mo»na powi¡za¢ z pierwszym zadaniem.
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6. Sfera poruszaj¡ca si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ w staªym polu magnetycznym: Doskonale
przewodz¡ca sfera o promieniu R porusza si¦ przez jednorodne pole magnetyczne B⃗ = Be⃗y ze staª¡
pr¦dko±ci¡ v⃗ = ve⃗x, przy czym v ≪ c. Znale¹¢ g¦sto±¢ ªadunku powierzchniowego indukowanego
na sferze, uwzgl¦dniaj¡c tylko efekty wiod¡ce tj. liniowe w v/c.

�wiczenia X
Elektrostatyka w o±rodkach materialnych

1. Metoda obrazów: �adunek punktowy umieszczono w odlegªo±ci d od pªaszczyzny rozdziaªu dwóch
liniowych, jednorodnych o±rodków o staªych dielektrycznych ε1 i ε2. Obliczy¢ potencjaª w caªej
przestrzeni i g¦sto±ci powierzchniowe ªadunków zwi¡zanych na powierzchniach dielektryków.

2. Metoda separacji zmiennych: Przewodz¡c¡ kul¦ o promieniu R2 naªadowano ªadunkiem Q.
Kula znajduje si¦ w o±rodku o staªej dielektrycznej ε2. Wewn¡trz kuli wydr¡»ono kulisty otwór o
promieniu R1 < R2 i ±rodku w ±rodku kuli. Otwór ten wypeªniono materiaªem dielektrycznym
o przenikalno±ci ε1, a w jego ±rodku umieszczono punktowy dipol o momencie dipolowym p⃗.
Wyznaczy¢ potencjaª w caªej przestrzeni oraz g¦sto±ci powierzchniowe ªadunków swobodnych i
zwi¡zanych na powierzchniach. Obliczy¢ energi¦ zgromadzan¡ w polu elektrycznym na zewn¡trz
kuli przewodz¡cej.

Przedyskutowa¢ jako±ciowo jak nale»y rozwi¡za¢ zadanie w sytuacji, w której ±rodek wydr¡»enia
wraz z umieszczonym tam dipolem s¡ przesuni¦te wzgl¦dem ±rodka kuli o a⃗ = ae⃗z, gdzieR1+a < R2.

3. O±rodek anizotropowy: Równolegªe przewodz¡ce pªyty o powierzchni A ka»da znajduj¡ si¦
w odlegªo±ci d tj. tworz¡ kondensator pªaski. Obszar pomi¦dzy pªytami wypeªniono liniowym,
anizotropowym dielektrykiem o tensorze przenikalno±ci dielektrycznej εij = εiδij w taki sposób,
»e jedna z osi gªównych tensora (o± 3) jest równolegªa do okªadek kondensatora, za± osie 1 i 2
skierowane s¡ pod k¡tami, odpowiednio, θ i π

2 − θ do odcinka ª¡cz¡cego okªadki. Na pªytach

umieszczono ªadunki ±Q. Znajd¹ skªadowe pola elektrycznego E⃗ i indukcji D⃗. Oblicz pojemno±¢
kondensatora i energi¦ zgromadzon¡ w polu elektrycznym.

�wiczenia XI i XII
Magnetostatyka w pró»ni i w o±rodkach materialnych; pr¡dy; prawo Faradaya 6

1. Moment dipolowy: Punktowy dipol magnetyczny o momencie m⃗ umieszczono w tzw. sek-
stupolowej soczewce magnetycznej o skªadowych indukcji:

Bx = α(x2 − y2), By = −2αxy, Bz = 0 (11)

gdzie z jest osi¡ soczewki za± α staª¡ charakteryzuj¡c¡ soczewk¦. Obliczy¢ skªadowe siªy dziaªaj¡ce
na dipol. Czy jedna lub kilka takich soczewek mo»e by¢ wykorzystanych do ogniskowania strumienia
neutralnych czastek posiadaj¡cych dipolowy moment magnetyczny np. neutronów? Odpowied¹
uzasadnij.
Prosz¦ wypisa¢, powoªuj¡c si¦ np. na podr¦cznik Gri�thsa, wzory na siª¦, moment siªy i energi¦
dipola magnetycznego (i elektrycznego) w polu B⃗ (E⃗). Cz¦±¢ z nich, w wersji dla ramki z pr¡dem
liniowym, pojawi si¦ w zadaniu 7 tej serii

2. Prawo Biota-Savarta: Korzystaj¡c bezpo±rednio z prawa Biota-Savarta obliczy¢ indukcj¦ pola
magnetycznego wzdªu» osi symetrii pier±cienia, przez który przepªywa pr¡d I 7 Wykorzystuj¡c
powy»szy wynik i zasad¦ superpozycji obliczy¢ pole na osi ciasno nawini¦tego solenoidu o dªugo±ci
L i N zwojach.

6Zadania 6, 7 i 8 b¦d¡ wymagaªy krótkiego wprowadzenia teoretycznego (wedªug dostarczonych notatek).
7Prosze podkre±li¢ konieczno±¢ wyra»enia wersorów w ukªadach krzywoliniowych przez wersory kartezja«skie przy oblicza-

niu caªek!!!.
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3. Metoda potencjaªu magnetycznego: Kula naªadowana z g¦sto±ci¡ powierzchniow¡ σ wiruje
wokóª ±rednicy z cz¦sto±ci¡ ω. Oblicz, korzystaj¡c z metody potencjaªu skalarnego, pole H⃗ i indukcj¦
B⃗ w caªej przestrzeni. Przenikalno±¢ magnetyczna kuli wynosi µ.
To zadanie nale»y zrobi¢ na ko«cu lub przesun¡¢ do zada« domowych

4. Osªona magnetyczna: Walcow¡ osªon¦ magnetyczn¡ o promieniach R1 < R2 i przenikalno±ci
µ ≫ µo umieszczono w zewn¦trznym jednorodnym polu magnetycznym B⃗ prostopadªym do jej osi.
Pokaza¢, »e pole magnetyczne wewn¡trz jest ekranowane tj. jest rz¦du O(µo

µ ).
To zadanie jest do±¢ pracochªonne. Rozwi¡zuj¡c je pomi«cie niektóre szczegóªy techniczne dotycz¡ce
zszycia. Skoncentrujcie si¦ na aspektach �zycznych.

5. Metoda obrazów: Niesko«czony prosty przewód z pr¡dem umieszczony jest równolegle do pªaskiej
granicy rozdzielaj¡cej dwa o±rodki o przenikalno±ciach magnetycznych µ1 i µ2. Odlegªo±c przewodu
od granicy rozdziaªu wynosi a. Znale¹¢ pole magnetyczne w caªej przestrzeni.
Batygin i Toptygin, zadanie 280.

6. Pr¡dy: Przestrze« mi¦dzy dwoma koncentrycznymi sferycznymi przewodnikami o promieniach
a < b wypeªniono dielektrykiem o przenikalno±ci ϵ i przewodno±ci wªa±ciwej κ. W chwili t = 0 na
wewn¦trznej okªadce umieszczono ªadunek q. Znajd¹ caªkowity pr¡d przepªywaj¡cy przez dielektryk
w funkcji czasu oraz ciepªo, które wydzieli si¦ przy przepªywie tego pr¡du.

7. Prawo Faradaya: Prostok¡tna ramka o wymiarach a i b obraca si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω wokól
osi symetrii. Ramk¦ umieszczono w staªym polu B⃗ = Be⃗y prostopadªym do osi obrotu. Znale¹¢
±redni moment hamuj¡cy ramk¦.

8. Samoindukcja: Rozwa»y¢ kabel koncentryczny skªadaj¡cy si¦ z przewodnika walcowego o promie-
niu a i przenikalno±ci µ1 i ze wspóªosiowego przewodnika cylindrycznego o promieniu b > a.
Przestrze« pomi¦dzy przewodnikami wypeªniono izolatorem o podatno±ci µ2. Obliczy¢ wspóªczyn-
nik samoindukcji ukªadu L na jednostk¦ dªugo±ci przyjmuj¡c, »e pr¡dy w obu przewodnikach s¡
identyczne co do moduªu lecz przeciwnie skierowane.

�wiczenia XIII−XV
Fale elektromagnetyczne, potencjaªy retardowane, oscyluj¡ce ¹ródªa promieniowania

1. Ci±nienie promieniowania: Pokaza¢, »e ±redni¡ po okresie iloczynu pól rzeczywistych:

f(r⃗, t) = fo cos(k⃗ · r⃗ − ωt+ δf ) (12)

g(r⃗, t) = go cos(k⃗ · r⃗ − ωt+ δg) (13)

mo»na zapisa¢ w postaci

⟨fg⟩ = 1

2
Re(f̃ g̃∗) (14)

gdzie f̃ i g̃ s¡ polami f i g w notacji zespolonej. Zastosowa¢ powy»sz¡ metod¦ do obliczenia u±red-
nionej po okresie g¦sto±ci energii, strumienia energii (wektora Poyntinga), nat¦»enia oraz ci±nienia
promieniowania dla monochromatycznej fali pªaskiej. Korzystaj¡c z uzyskanych wzorów oszacowa¢
nat¦»enie ±wiatªa i ci±nienie promieniowania lasera wysokiej mocy dziaªaj¡cego na dªugo±ci fali
1.6µm i daj¡cego energi¦ 10kJ w impulsie 0.2ns. Przyj¡¢, »e wi¡zka lasera ma ±rednic¦ 0.5mm.

2. Rozwiazanie równania falowego: Znale¹¢ fal¦ elektromagnetyczn¡ wywoªywan¡ przez warstw¦
pr¡dow¡:

j⃗(r⃗, t) = joδ(z)e
i(kyy−ωt)e⃗x (15)

gdzie jo, ky i ω s¡ staªymi.
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3. Lustro: Monochromatyczna fala pªaska o cz¦sto±ci ω pada prostopadle z pró»ni na warstw¦ dielek-
tryka (szkªo) o grubo±ci d i przenikalno±ciach ε, µ, na któr¡, po drugiej stronie, napylono warstw¦
idealnego przewodnika. Wyznaczy¢ pola E⃗ i B⃗ w caªej przestrzeni oraz g¦sto±¢ pr¡du powierzch-
niowego w metalu.

4. K¡t Brewstera, polaryzator: Fala spolaryzowana koªowo pada pod k¡tem Brewstera na granic¦
nieferromagnetycznych o±rodków dielektrycznych o µ1 = µ2 i wspóªczynnikach zaªamania n1 i n2

(z optycznie g¦stszego do rzadszego). Wyznaczy¢ polaryzacj¦ fali odbitej.
Prosz¦ przedyskutowa¢ to zadanie jako±ciowo. Wzory Fresnela dla obu polaryzacji liniowych tj.
stycznej do pªaszczyzny padania i stycznej do pªaszczyzny rozdziaªu byªy dyskutowane na wykªadzie.

5. Promieniowanie: Znale¹¢ rozkªad k¡towy promieniowania i caªkowit¡ wypromieniowan¡ moc dla
nast¦puj¡cych ukªadów:

(a) �adunek q równomiernie rozªo»ony na kropli która pulsuje zgodnie z wzorem:

R = Ro {1 + a cos(ωt)} gdzie a ≪ 1 (16)

(b) Cienka antena liniowa o dªugo±ci d wzbudzona biegn¡c¡ fal¡ pr¡du

I = Ioe
i(kz−ωt) gdzie k =

ω

c
(17)

6. Promieniowanie: W cienkim drucie w ksztaªcie okr¦gu o promieniu R pªynie pr¡d

j(φ′, t) = joe
−iωt sin(nφ′) (18)

gdzie jo i ω s¡ staªymi za± n jest ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Obliczy¢ pole elektromagnetyczne w
du»ych odlegªo±ciach od ±rodka okr¦gu oraz k¡towy rozkªad nat¦»enia promieniowania przy zaªo»e-
niu, »e kR ≪ 1 gdzie k = ω

c .

Wojciech Satuªa


