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Zad. 1

Znale¹¢ ±rodek masy, osie i momenty gªówne jednorodnego ostrosªupa prawidªowego o masie
M o wysoko±ci h o podstawie trójk¡ta równobocznego o boku a wzgl¦dem (a) wierzchoªka (b)
±rodka masy. Kiedy momenty stan¡ si¦ równe w przypadku (b)?

�rodek masy w odlegªo±ci 3h/4 od wierzchoªka na wysoko±ci ostrosªupa (jak dla sto»ka).
Momenty wzgl¦dem wierzchoªka

I ′z = ma2/20, I ′x = I ′y = m(a2/40 + 3h2/5)

Wzgl¦dem ±rodka masy I ′x = I ′y = m(a2/40 + 3h2/80) staj¡ si¦ równe I ′z dla h = a
√

2/3 czyli
dla czworo±cianu formenego.

Zad. 2

Na górskim tartaku drzewo (jednorodny walec o promieniu r i masie m) zacz¦ªo si¦ stacza¢ po
zboczu o ksztaªcie powierzchni walcowej o promieniu R. Na jakiej wysoko±ci oderwie si¦ od
zbocza, je±li na szczycie zbocza miaªo pr¦dko±¢ v0?

Energia kinetyczna
T = mv2/2 + Iω2/2 I = mr2/2

O± obrotu jest na styku czyli v = rω, a st¡d T = 3mv2/4. Z zachowania energii E = T + V =
3mv2/4 + mgh = 3mv20/4 + mg(R + r). Siªa do±rodkowa dla ±rodka masy mv2/(R + r) a
skªadowa normalna grawitacji mgh/(R+ r). Oderwanie nast¡pi kiedy te siªy si¦ zrównaj¡ czyli

h = v20/g + 4(R + r − h)/3

czyli 7h/3 = v20/g + 4(R + r)/3
Zad. 3

Drzewo z poprzedniego zadania przeci¦to na póª wzdªu». Z jak¡ cz¦sto±ci¡ poªówka b¦dzie si¦
koªysa¢ bez po±lizgu na poziomej powierzchni, w granicy maªych drga« w polu g?
Wskazówka: Znale¹¢ najpierw poªo»enie ±rodka masy. Potem mo»na skorzysta¢ z formalizmu
Lagrange'a lub siª reakcji.

�rodek masy jest w pªaszczy¹nie symetrii póªwalca w odlegªo±ci a = 4r/3π od osi walca.
Niech k¡t φ oznacza wychylenie od poziomu (dla pªaszczyzny ci¦cia). Energia kinetyczna jest
równa energii obrotowej wokóª chwilowej osi obrotu, linii styku. Moment bezwªadno±ci wgl¦-
dem osi walca I = mr2/2. Moment wzgl¦dem styku IS = I − ma2 + m(a2 + r2 − 2ar cosφ)
(wykorzystali±my twierdzenie cosinusów), st¡d T = ISφ̇

2/2 = m(3r2/4 − ar cosφ)φ̇2). Energia
potencjalna V = −mga cosφ. Rozwijaj¡c dla maªych φ i pomijaj¡c staª¡

L = m(3r2/4 − ar)φ̇2 −mgaφ2/2



co daje cz¦sto±¢

Ω2 =
2ga

3r2 − 4ar
=

8g/r

9π − 16

Zad. 4

Po równi pochyªej poruszaj¡ si¦ bezwªadnie: rowerzysta (2 koªa i rama) bez po±lizgu, jedno koªo
rowerowe bez po±lizgu, i narciarz bez tarcia. Kto/co zjedzie najszybciej a kto/co najwolniej i
dlaczego?

Policzmy energi¦ w zale»no±ci od pr¦dko±ci liniowej (np. ±rodków kóª), v = ωr dla promienia
koªa r. Koªo T = (I/r2+m)v2/2, rower T = (2I/r2+2m+M) gdzie I to moment bezwªadno±ci
koªa wzgl¦dem jego osi,mmasa koªa,M masa ramy (narciarza) Dla koªa 2T/mv2 = (1+I/mr2),
dla roweru 2T/(M + 2m)v2 = (1 + I/(m+M/2)r2) a dla narciarza 2T/Mv2 = 1. Energia kine-
tyczna uzyskiwana jest z potencjalnejmgh, (M+2m)gh lubMgh. Zatem najmniejszy stosunek
energii na jednostk¦ masy do kwadratu pr¦dko±ci ma narciarz i to on zjedzie najszybciej, potem
rower a na ko«cu koªo.
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