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Zad. 1 Ksiezyce Kordylewskiego (Trojanczycy). W uktadzie Ziemia-Ksiezyc
(obracajacym sie zgodnie z sitami grawitacji), sprawdzi¢ ze poloze-
nie ekstremum potencjatu efektywnego od obu cial (punkt Lagran-
ge’a) znajduje sie w wierzchoaku trojkata rownobocznego, gdzie je-
den z bokéw taczy ciata. Rozwiazujac réwnania ruchu metoda matych
drgan, sprawdzi¢ ze pomimo formalnej rownowagi nietrwatej trzecie
cialo w poblizu tego punktu wykonuje oscylacje.

Niech bok tréjkata jest rowny R. W uktadzie nieinercjalnym mamy
uktad 3 cial potozeniach r; o masach m;, j = 1,2,3 (M = >; m;)
obraca sie z predkoscia katowa w prostopadta do tréjkata wokot nie-
ruchomego srodka masy w srodku uktadu tj. >=; m;r; = 0 taka ze sit¢
odsrodkowa réwnowazy grawitacja tj. w punktach r; = R; mamy

as = GR*(miRis + myRy3) + W’ Rs =0
dla R;;, = R; — Ry, czyli
as = (—GR>®M + w?)R3 =0

co daje w? = GM/R? Rozwijamy ruch wokét punktéw réwnowagi tj.
Tj = Rj -+ ’Ll,j

’[Ll = SGR_5(77’L3R31(R31 . Ulg) + mzRgl(Rgl . ulg)) — 20) X ’l:l,l

’[LQ = SGR_5(77’L3R32(R32 . ’U,32) + mlng(ng . u2]_)) — 20) X ’l:l,g
Uwaga: pomijamy tu ruch w kierunku prostopadtym do trojkata,
gdzie ruch jest niezalezny i oscylujacy %, = —GMz;/R? Zauwazmy
ze Zj m;u; = 0 czyli msaus = —MmMiuU; — Moo czyli

'ﬁq = 3GR_5 (mQRgl <R21 'U12)+R31 (R31 . ('U,l (m3+m1)+u2m2)))—2w X ’ul

'llg = 3GR_5 (m2R12 <R12 'U21)+R32 (R32 . ('U,g (m3+m2)+u1m1)))—2w X ’llQ



Zad. 2

Przyjmujmy teraz u; = e™*(a,b), uy = ¢*¥(c,d) oraz Ris = (R,0),
Ri3 = (R/2,V3R/2), Rs; = (R/2,—/3R/2) dostaniemy uktad réw-
nan (dla uproszczenia 3GR™ = 1)

a(Q2 4 my + Mty 3ema V3 (h(my 4omy) + dimg) + 2iwQb = 0
D02 + Y2 (a(my 4+ m1) 4+ ema) + 2(b(mg +my) + dms) — 2iwQa = 0
(2 4 my + matma) 3gm V3 (b 4 d(mg + ma)) + 2iwQd = 0
dQ? — ?(aml + c(mg + ms)) + 2(bmy + d(ms + ms)) — 2iwQe =0

Uklad ma rozwiazanie (liniowe) jesli wyznacznik wspo6tezynnikéw po-
wyzszego uktadu czyli

O2(0? — 4w + M) (Q* — 4Q0%W* + Q2 M 4 3(mymy +mams + mgmy)/4)

jest rowny 0. Przypadek 2 = 0 uwzglednia mozliwos¢ obrocenia

trojkata, a takze jego przeskalowania ze zmiang w. Poniewaz w? =

GM/R? = M/3 (wg naszej konwencji), wigc pozostate przypadki to
0? = M/3 lub

QQ - QQM/?) + 3(m1m2 + moims + m3m1)/4 =0

Réwnanie musi mie¢ pierwiastki Q2 rzeczywiste dodatnie, co naktada
warunek
M2 = 27(m1m2 + maoTng + m3m1>

Jesli my < mg 3 to mozna zaniedba¢ my, ¢ i d i mamy uktad tylko 2
rownan

a(2% +my + m3/4) + ?bmg + 2iw2b =0
b2 + ?amg + 3bmy — 2iwQa =0
skad rownanie przy M = mgy + mg

Q + MO? — 4Q%0W° + 3mams/4 = 0

dajace warunek M? > 27moms

Wyznaczy¢ czestos¢ drgan liniowej trojatomowej czasteczki syme-
trycznej ABA zakladajac, Zze energia potencjalna czgsteczki zalezy
tylko od odlegtosci AB i BA, a nie od kata ABA (rysunek 1)

2



IJ’
1

A 1 A
i
§_ L 2 L 1 3 i 20
A4 g 4 ||2 -
B 1]
e e3> (q) \/
- O v——r‘b) -

1

@

{ : ] “ \[/N
,\j/{c\)

rysunek 1 rysunek 2

Zad. 3 Zadanie poprzednie dla czasteczki ABA o ksztalcie tréjkatnym (ry-
sunek 2)

Rozwigzanie: Zaktadamy ze odlegtos¢ ¢ jest rownowagowa i dlatego

V ~ k[<A€12)2 + (A£23>2]

Z kolei Aglg ~ é(\/l + 2’!’12 . n12/€— ]_) ~ (?”12 -n12)2/€ gdzie T12 jest
wzglednym wychyleniem a mi5 = (cosa, sin «) kierunkiem potacze-
nia. Zatem

OV /k ~ ((x1—22) cos a+(y1—yo) sin a)?+((zy—x3) cos a—(y1—ys) sin o)

A energia kinetyczna ma(v? + v2)/2 + mpv3 /2.

7 ruchu mozemy wyeliminowaé¢ jednostajny ruch srodka masy, usta-
wiajac ma(ry + r3) + mpre = 0 czyli ma(xy + x3) = —mpas.
ma(y1 +y3) = —mpys Dostajemy rownania ruchu dla x5 = x; — x3,
Y13 = Y1 — Y3, T2, Y2

maiy3/ cosa = —(x13 cosa—(24+mp/ma)ys sina)k/l = —mpis/ sin «
maihs/sina = —(y13sina—(2+mp/ma)za cos a)k/l = —mpis/ cosa

Dostajemy mody o zerowej czestosci, 13 = (2+mp/ma)ys tan o albo
yiztana = (24 mp/ma)ze Pozostate mody yo = —myxi3tana/mp
albo 113 = —mpx, tan a/m 4 daja czestosci w? odpowiednio (1/m 4+
2sin® a/mp)k /¢ albo (1/m4 + 2cos a/mp)k/l
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Zad. 4 (dla chetnych) Okresli¢é potozenie réwnowagi trwalej wahadta (Ka-
picy), ktérego punkt zawieszenia wykonuje pionowe drgania z duza

czestoscia y (v > 4/g/1)
Wskazowka: Kat ¢ zapisa¢ jako sume czesci wolnozmiennej ¢g(t) i
szybkozmiennej (a/l) sin ¢ cos vt

Rozwiazanie (przyblizone):

Osylacja zawieszenia y = acos~t, potozenie wahadla (Isin¢,y +
lcos¢) i potencjal V' = —mg(y + lcos ¢), energia kinetyczna T' =
mv? /2 = ml*¢? /2 + mlayg sin ¢ sin vt co daje réwnanie ruchu

lp = —(g + an? cost) sin ¢

Napiszmy ¢ = ¢¢ + (a/l) sin ¢g cosyt Wtedy w przyblizeniu, pomi-
jajac szybko oscylujace czesci

lo ~ —gsin ¢y — ay? cos® vt cos py ~ —(g + (a/2)7? cos ¢y) sin ¢y

gdzie udredniliémy cos® — 1/2. Dla (ay)? > 2gl mamy dwa punkty
rownowagi trwatej oo = 0, ™ a wiec wahadto moze stabilnie oscylowaé
pionowo w gore.



