Mechanika Klasyczna 2019/2020
5. seria zadann domowych

Zad. 1
Znalez¢ ruch czastki o masie m i energii catkowitej E' w jednym wymiarze w potencjale V (z) =
A/ cos?*(ax), A = const > 0, a = const > 0. Przyja¢ warunek poczatkowy z(t = 0) = 0.
Wskazowka: zastosowaé podstawienie y = sin(ax)

E=T+V =mi*/2+ A/ cos*(azx)

2/mt = /dx/\/E — A/ cos?(ax) =

/dy/(a\/E — A — Ey?) =+/1/Ea?arcsin(y\/E/(E — A))
czyli y = \/(E — A)/Esin(t\/2a>E /m)

Zad. 2
Masa M moze porusza¢ sie bez tarcia po poziomej szynie. Do tej masy przyczepiono wahadto
matematyczne o masie m i dtugosci [. Wahadto moze poruszaé sie tylko w ptaszczyznie rowno-
legtej do szyny. Znalez¢é rownania ruchu. Podaé ich rozwigzanie w granicy matych wychylen.
Masa M ma polozenie x a wahadto wychyla sie o kat ¢

T = Mi?)2 + m(& + ¢l cos ¢)? /2 + m(¢sin ¢)?/2, V = —mgl cos ¢
Mate drgania T ~ Mi2/2 + m(i + 1¢)?/, V ~ mgl¢?/2 Rownania pelne

Mi—l—m(ié—i—élcosgzﬁ—lé%in@ =0

me cos? ¢ — ma? sin ¢ cos ¢ + mil cos  — midsin g = —mglsin ¢

i przyblizone ) )
(M 4+ m)i +mlp =0, ml(lp + &) = —mglo

daja rozwiazanie o statej predkosci tj. © = vt + xo, ¢ = 0 i drganie (M + m)x = —ml¢ dajace
—Mli = (M +m)gx zw=1/(g/l)(1 +m/M)

Zad. 3
Dwa jednakowe wahadta matematyczne o dtugosci [ i masach m zaczepione sg na tym samym
poziomie w odlegtosci b od siebie. Masy m potlaczone sg niewazka, sztywna sprezyng o dtugosci
swobodnej b i wspolczynniku sprezystosci k. Znalez¢ mate drgania ukladu w ptlaszczyznie
pionowej zawierajacej oba wahadta.

T = mi2(é2 + 52)/2,

V = —mgl(cos o + cos B) + k(1/ (b + I(sin o — sin 8))2 + [2(cos a — cos §)2 — b)?/2



W przyblizeniu
V =mgl(a®+ B%) + kI*(a — B)?/2

Mozliwe drgania zgodne oo = 8 7z w = \/g/l i przeciwne a = —f, w = \/g/l + 2k/m

Zad. 3
Dwa jednakowe wahadta matematyczne o dtugosci [ i masach m zaczepione sg na tym samym
poziomie w odlegtosci b od siebie. Masy m potlaczone sg niewazka, sztywna sprezyng o dtugosci
swobodnej b i wspotczynniku sprezystosci k. Znalez¢ mate drgania uktadu w plaszczyznie

pionowej zawierajacej oba wahadta.
T = mil*(a* + 3?)/2,

V = —mgl(cos o + cos B) + k(1/ (b + I(sin o — sin 8))2 + [2(cos a — cos )2 — b)?/2

W przyblizeniu
V =mgl(a® + B%) + kI*(a — B)?/2

Mozliwe dgrania zgodne a = 7z w = \/g_/l i przeciwne a = —f3, w = /g/l + 2k/m

Zad. 4
Punkt materialny o masie M porusza sie bez tarcia po cykloidzie o rownaniu x = a(© — sin ©),
y = acosO, (0 < O < 27), przy czym o§ y skierowana jest pionowo. Znalezé¢ lagranzjan
oraz rownania ruchu punktu. Pokazaé, ze wielkos¢ u(t) = cos (%) spelnia rownanie oscylatora
harmonicznego i podaé jego czestoSc.

Metoda I: T = ma?(1 — cos ©)0%, V = mgacos ©, L = T — V Réwnanie ruchu pedL/00 =

2ma*(1 — cos ©)O

oL

96 = ma’©?sin © + mgasin ©

po = 2ma?(1 — cos ©)O + 2ma’02sin © =

Korzystajac w tozsamosci 1 — cos® = 2c0s*0/2 i sinf = 2sin ©/2cos O /2 po podzieleniu
przez 2sin ©/2 rownanie przybiera postacé

2ma’0 sin © /2 + ma?©? cos © /2 = mga cos © /2
po podstawieniu u = cos ©/2 mamy @ = —(0/2)sin©/2i ii = —(0/2)sin O /2 — (A/2)? cos ©/2

Dostaniemy —4ma?ii = mgau, co daje czestosé w = +/g/a/2.
Metoda II: catka ruchu £ =T + V daje

E = 8ma*i* + mga(2u® — 1)
Metoda III: Bezposrednie podstawienie x = a(arccosu — 2uv/1 —u2), y = a(2u® — 1), daje

T = 8ma?*i?, V = mga(2u® — 1)
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