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5. seria zada« domowych

Zad. 1

Znale¹¢ ruch cz¡stki o masie m i energii caªkowitej E w jednym wymiarze w potencjale V (x) =
A/ cos2(ax), A = const > 0, a = const > 0. Przyj¡¢ warunek pocz¡tkowy x(t = 0) = 0.
Wskazówka: zastosowa¢ podstawienie y = sin(ax)

E = T + V = mẋ2/2 + A/ cos2(ax)√
2/mt =

∫
dx/
√
E − A/ cos2(ax) =∫

dy/(a
√
E − A− Ey2) =

√
1/Ea2 arcsin(y

√
E/(E − A))

czyli y =
√

(E − A)/E sin(t
√

2a2E/m)
Zad. 2

Masa M mo»e porusza¢ si¦ bez tarcia po poziomej szynie. Do tej masy przyczepiono wahadªo

matematyczne o masie m i dªugo±ci l. Wahadªo mo»e porusza¢ si¦ tylko w pªaszczy¹nie równo-

legªej do szyny. Znale¹¢ równania ruchu. Poda¢ ich rozwi¡zanie w granicy maªych wychyle«.

Masa M ma poªo»enie x a wahadªo wychyla si¦ o k¡t φ

T = Mẋ2/2 +m(ẋ+ φ̇l cosφ)2/2 +m(φ̇ sinφ)2/2, V = −mgl cosφ

Maªe drgania T 'Mẋ2/2 +m(ẋ+ lφ̇)2/, V ' mglφ2/2 Równania peªne

Mẍ+m(ẍ+ φ̈l cosφ− lφ̇2 sinφ) = 0

mφ̈ cos2 φ−mφ̇2 sinφ cosφ+mẍl cosφ−mẋφ̇ sinφ = −mgl sinφ

i przybli»one

(M +m)ẍ+mlφ̈ = 0, ml(lφ̈+ ẍ) = −mglφ

daj¡ rozwi¡zanie o staªej pr¦dko±ci tj. x = vt+ x0, φ = 0 i drganie (M +m)x = −mlφ daj¡ce

−Mlẍ = (M +m)gx z ω =
√

(g/l)(1 +m/M)
Zad. 3

Dwa jednakowe wahadªa matematyczne o dªugo±ci l i masach m zaczepione s¡ na tym samym

poziomie w odlegªo±ci b od siebie. Masy m poª¡czone s¡ niewa»k¡, sztywn¡ spr¦»yn¡ o dªugo±ci

swobodnej b i wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k. Znale¹¢ maªe drgania ukªadu w pªaszczy¹nie

pionowej zawieraj¡cej oba wahadªa.

T = ml2(α̇2 + β̇2)/2,

V = −mgl(cosα + cos β) + k(
√

(b+ l(sinα− sin β))2 + l2(cosα− cos β)2 − b)2/2



W przybli»eniu

V = mgl(α2 + β2) + kl2(α− β)2/2

Mo»liwe drgania zgodne α = β z ω =
√
g/l i przeciwne α = −β, ω =

√
g/l + 2k/m

Zad. 3
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T = ml2(α̇2 + β̇2)/2,

V = −mgl(cosα + cos β) + k(
√

(b+ l(sinα− sin β))2 + l2(cosα− cos β)2 − b)2/2

W przybli»eniu

V = mgl(α2 + β2) + kl2(α− β)2/2

Mo»liwe dgrania zgodne α = β z ω =
√
g/l i przeciwne α = −β, ω =

√
g/l + 2k/m

Zad. 4

Punkt materialny o masie M porusza si¦ bez tarcia po cykloidzie o równaniu x = a(Θ− sin Θ),
y = a cos Θ, (0 ≤ Θ ≤ 2π), przy czym o± y skierowana jest pionowo. Znale¹¢ lagran»jan

oraz równania ruchu punktu. Pokaza¢, »e wielko±¢ u(t) = cos
(

Θ
2

)
speªnia równanie oscylatora

harmonicznego i poda¢ jego cz¦sto±¢.

Metoda I: T = ma2(1− cos Θ)Θ̇2, V = mga cos Θ, L = T −V Równanie ruchu pΘ∂L/∂Θ̇ =
2ma2(1− cos Θ)Θ̇

ṗΘ = 2ma2(1− cos Θ)Θ̈ + 2ma2Θ̇2 sin Θ =
∂L

∂Θ
= ma2Θ̇2 sin Θ +mga sin Θ

Korzystaj¡c w to»samo±ci 1 − cos Θ = 2 cos2 Θ/2 i sin θ = 2 sin Θ/2 cos Θ/2 po podzieleniu

przez 2 sin Θ/2 równanie przybiera posta¢

2ma2Θ̈ sin Θ/2 +ma2Θ̇2 cos Θ/2 = mga cos Θ/2

po podstawieniu u = cos Θ/2 mamy u̇ = −(Θ̇/2) sin Θ/2 i ü = −(Θ̈/2) sin Θ/2− (θ̇/2)2 cos Θ/2
Dostaniemy −4ma2ü = mgau, co daje cz¦sto±¢ ω =

√
g/a/2.

Metoda II: caªka ruchu E = T + V daje

E = 8ma2u̇2 +mga(2u2 − 1)

Metoda III: Bezpo±rednie podstawienie x = a(arccosu − 2u
√

1− u2), y = a(2u2 − 1), daje
T = 8ma2u̇2, V = mga(2u2 − 1)
Seri¦ przygotowaª Adam Bednorz


