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Rozdzial 1
Motywacja i cel pracy

L strukturami wystepuja-

Niniejsza praca lezy w nurcie badan nad wielofraktalnymi
cymi na rynkach finansowych [1] (i odnosniki literaturowe tamze). Nurt ten zostat
zapoczatkowany wprowadzeniem przez Benoit Mandelbrota pojecia multifraktala
(struktury multifraktalnej), ktére pojawito sie jako naturalne rozszerzenie pojecia
fraktala (struktury fraktalnej?). Wiagnie pracom Mandelbrota, siegajacym potowy
lat 60-tych XX wieku®, zawdzieczamy zwrécenie uwagi na niebrownowski charakter
fluktuacji cen aktywéw i wartodci indekséw na rynkach finansowych [3] (i odnos$niki
literaturowe tamze). Jednakze dopiero od roku 1991, czyli od chwili ukazania sie
w czasopismie Physica A publikacji Rosario Nunzio Mantegny pt.:Lévy walks and
Milan stock exchange dotyczacej niegaussowskich rozktadéw zmian mediolanskiego
indeksu gietdowego MIB15° [4], datuje sie systematyczny wktad srodowiska fizykéw
m.in. do badan rynkéw finansowych. Z tego tez powodu date te traktuje sie jako
narodziny wspoétcezesnej ekonofizyki [5] (i odnosniki literaturowe tamze).

Niniejsza praca opiera sie gtéwnie na mojej publikacji [6] z roku 2008 oraz przy-
jetej w tym roku do druku pracy [7], wygtoszonej przeze mnie na miedzynarodowej
konferencji APFA7 w Tokio w 2009 r.

Przez ostatnie dwie dekady, zaréwno metodologie, jak tez formalizmy, teorie i
modele rozwijajace sie gtéwnie w ramach fizyki statystycznej, fizyki materii skon-

YTerminy: wielofraktalnosé, multifraktalnosé, wieloutamkowosé i multiutamkowosé traktowane
sa jak synonimy.

’Nazwe, ale nie pojecie fraktala wprowadzil Benoit Mandelbrot, natomiast pojecie fraktala
zawdzieczamy W. Sierpinskiemu.

3Przeglad tych prac mozna znalezé np. w ksigzce [2].

4Pod terminem brownowski rozumiem proces brownowski w tradycyjnym sensie, a nie w sensie
fraktalnego lub wielofraktalnego ruchu Browna; oczywiscie, proces niebrownowski stanowi jego
zaprzeczenie.

5Przypomnijmy, MIB15 jest indeksem pietnastu najwiekszych branz notowanych na gietdzie w
Mediolanie; MIB jest akronimem wtloskiej nazwy Milan Index Borsa. Mantegna wykazat, ze mamy
tutaj do czynienia z rozktadem Lévy’ego zmian tego indeksu.
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densowanej oraz teorii pola przenoszone byly (i nadal sa) do analizy zjawisk i proce-
soéw ekonomicznych, pomimo dzielacych je réznic [8]. Co wiecej, ten rodzaj badan od
ponad dekady ma swoja oficjalna nazwe ekonofizyka [5]. Nazwa ta narodzila sie w
czasopi$mie Physica A, w ktérym zostata stworzona sekcja pod takg wlasnie nazwa,
gdzie publikowane sg prace z pogranicza szeroko rozumianej fizyki, ekonomii i socjo-
logii. Aktualnie, nazwa ta jest juz obecna np. w oficjalnym, amerykanskim wykazie
PACS (ang. The Physics and Astronomy Classification Scheme) w rozdz. 89 pn.:
Other areas of applied and iterdisciplinary physics (§ 89.65.Gh) a szereg renomo-
wanych naukowych czasopism fizycznych (takich jak np. Science, Nature, Physical
Review Letters, Physical Review, Physica A, The Furopean Physical Journal B, In-
ternational Journal of Modern Physics C, Acta Physica Polonica A i B) otworzyto
swoje tamy dla tego typu prac badawczych®.
Ogo6lny cel niniejszej pracy ma charakter dwojaki:

1) z jednej strony wskazuje na znaczenie modelu Bladzeni Przypadkowych” w
Czasie Ciaglym (ang. Continuous-Time Random Walk model, CTRW) np.
w teorii kolejek jak tez w analizie notowan cigglych na rynkach finansowych
(patrz rys. 1.1),

2) z drugiej strony, dokonane w pracy istotne rozszerzenie tego modelu czyni
go przydatnym do badania struktur multifraktalnych zawierajacych singular-
no$¢®, zaobserwowanych np. na rynkach finansowych. Stad, dzieki transforma-
¢ji Legendre’a, mozna byto wykorzysta¢ formalizm termodynamiki réwnowa-
gowej do wykrycia i zbadania przemian fazowych wyzszych rzedéw?”. Analiza ta
umozliwita wprowadzenie (dodatkowej obok juz istniejacych) globalnej miary
ryzyka mogacej utatwi¢ podejmowanie decyzji inwestycyjnych.

Mozna ogolnie powiedzie¢, ze niniejsza praca lgczy dwa niezalezne do-
tychczas podejscia: analize bladzen losowych w ramach modelu CTRW
oraz oryginalng analize multifraktalng losowych, dynamicznych struktur
osobliwych (nieanalitycznych) zwigzanych z procesami stochastycznymi.
Nalezy jednak doda¢, ze odpowiedz na pytanie o powigzanie przedstawionej w pracy
analizy multifraktalnej ze znang Mutifraktalng Analizg Zdetrendowanych Fluktuacji
(ang. Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, MF-DFA) wciaz pozostaje zagad-
nieniem otwartym, pomimo podobienstwa uogélnionych wyktadnikéw skalowania.

6Zwiezte oméwienie wybranych celéw ekonofizyki mozna takze znalezé w pracy doktorskiej [9]
oraz w cytowanej tam literaturze.

"W niniejszej pracy terminy 'przypadkowy’ i "losowy’ uzywane s3 zamiennie.

8W tej pracy terminy ’singularnosé’ i ’osobliwo$é’ uzywane sa jako synonimy.

W dalszym ciggu méwigc w tym kontekécie o przemianach fazowych mam na myéli jedynie
analogie tych przemian.
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Rysunek 1.1: Schematyczne przedstawienie btadzenia skokowego zmiennej losowe;j
X w czasie ciagltym ¢ (zwanego potocznie hoppingiem lub jumpingiem), ktérego
szczegblnym przypadkiem moga by¢ notowania ciggle na gietdzie. Cechg charak-
terystyczng tego bladzenia jest to, ze zaréwno czas oczekiwania At na skok jak
tez wielko$¢ tego skoku AX sg zmiennymi losowymi. Wtasnie do opisu tego typu
sytuacji szczegolnie dobrze nadaje sie model CTRW.

Innymi stowy, przynajmniej na dzien dzisiejszy podejscie przedstawione w niniejsze;j
rozprawie nalezy traktowac¢ jako komplementarne do wspomnianego powyzej.

Odpowiednio do tego dwojakiego charakteru pracy, zostata ona podzielona na
dwie zasadnicze czeSci:

1) w pierwszej (cze$¢ I oraz rozdziaty 3.1 1 3.2 z czesci II) przedstawitem droge

na jakiej wprowadzono, najpierw do fizyki a potem np. w teorii kolejek, model
CTRW oraz

2) drugiej (pozostata czes¢ 11 1 czesé 111) w ktorej zastosowalem uogdlniony wa-
riant tego modelu, rozwiniety przeze mnie

a) zar6wno do analizy multifraktalnej struktury czaséw miedzytransakeyj-
nych!® na réznych rynkach finansowych, jak tez

10Méwiac o czasach miedzytransakeyjnych mam na myéli przedzialy czasu At przedstawione
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b) do badania réznych przemian fazowych, a w tym przede wszystkim wyz-
szych rzedow, ktérych istnienie jest konsekwencja wspomnianej multi-
fraktalnosci.

schematycznie na rys. 1.1. Wielko$¢ tych przedzialow jest odbiciem aktywnosci gietdowej, czy nawet
temperamentu inwestoréw. Fakt, ze tego typu losowe przedzialy czasu moga tworzy¢ struktury
multifraktalne zostal zasygnalizowany w roku 2005 w pracy [1] (rozdz. 9.2), stanowiac jedna z
gtéwnych inspiracji niniejszej pracy doktorskiej.
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Rozdzial 2

Transport dyspersyjny -
doswiadczenia Sharfe’a, (Gilla i
Pfistera

Doswiadczenie fizyczne , w ktérym zaobserwowano anomalny, dyspersyjny transport
zostalo wykonane po raz pierwszy w roku 1970 przez M.E. Sharfe’a [10]. W 1974 roku
G. Pfister podjal dalsze badania nad tym zagadnieniem [11], analizujac zaleznosé
anomalnego transportu od ci$nienia przytozonego do probki. Obaj autorzy badali
zalezne od czestodci fotoprzewodnictwo w amorficznym aAsySes, mierzac zanikanie
w czasie fotopradu wywoltanego krétkotrwatym impulsem $wietlnym.

Uktad pomiarowy tego do$wiadczenia zostal schematycznie przedstawiony na
rys. 2.1. Jak widaé, jego zasadniczym elementem jest probka zbudowana ze wspo-
mnianego powyzej $wiatloczutego pétprzewodnika (o przewodnictwie dziurowym)
umieszczona pomiedzy dwiema elektrodami, z ktorych jedna (zlota) jest potprzezro-
czysta dla swiatta. Impulsowe o$wietlenie tej elektrody pozwala na wygenerowanie
w probee przewodzacych dziur, ktére - dzigki przytozonej do elektrod (niewielkiej)
roznicy potencjatéow - wedruja do przeciwnej elektrody, dajac zanikajacy w czasie
prad dziurowy. Natezenie tego fotopradu I(t) zostato zmierzone w funkcji czasu ¢.

Wynik tego do$wiadczenia (czarne i biate kétka oraz kwadraty a takze czarny
tréjkat i plus) przedstawiono (w skali log — log dla filméw o réznej grubosci L) na rys.
2.2 - wida¢ dwa rézne obszary potegowej zaleznosci fotopradu od czasu. Wiasnie
te potegowe relaksacje fotopradu staly sie inspiracjg powstania modelu
CTRW zdolnego do opisania btadzenia (a w tym transportu i dyfuzji) nosnikéw w
materiale amorficznym.

Dla poréwnania na rys. 2.3 (lewa czes$é) zamieszczono zaleznosé pokazujaca sy-
tuacje normalna, gdy dyfuzja (odpowiedzialna za poszerzanie si¢ rozkladu) i dryf
(odpowiedzialny za jego propagacje) opisane sa biegnacym i "rozplywajacym” sie

15
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Rysunek 2.1: Schematyczny uktad elektryczny (dolna czesé rysunku) do pomiaru
relaksacji fotopradu I(t) w amorficznych filmach. Prébka (film) o grubosci L jest
tutaj umieszczona pomiedzy dwiema elektrodami, z ktorych lewa jest potprzepusz-
czalna dla padajacego impulsu swiatta (ang. LIGHT FLASH). Przy okazji, gérna
czes¢ rysunku ilustruje powstawanie w materiale obrazu utajonego, stanowigcego
podstawe dzialania techniki kserograficznej. Rysunek zaczerpnieto z pracy [10].

rozkltadem Gaussa. Prawa cze$¢ rysunku dotyczy rozktadu Pareto-Lévy’ego i zostala
omoéwiana w czesci 1.

Warto doda¢, iz zaobserwowany efekt potegowej relaksacji fotopradu ma cha-
rakter ogélniejszy a mianowicie, w 1972 roku W.D. Gill [12] zmierzyl go takze dla
organicznego kompleksu trinitrofluorenonu i poly-n-vinylcarazolu.

Jednym z zasadniczych celéw niniejszej pracy jest wykazanie, ze znale-
ziony efekt, czyli relaksacja potegowa (przedstawiony na rys. 2.2) jest wynikiem
dyfuzji anomalnej i dyspersyjnego transportu obserwowanych na rynkach
finansowych, przy czym roéznice mogg dotyczy¢ tutaj jedynie wartosci wyktadnika
Pareto-Lévy’ego.

16
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Rysunek 2.2: Relaksacja fotopradu (czarne i biale kotka oraz kwadraty, a takze
czarny trojkat i plus) zmierzona w amorficznych filmach aAsySe3 o réznej grubosci
L i przytozonej réznicy potencjatéw V. Wykres zaczerpnieto z pracy [11].

2.1 Bladzenie przypadkowe w czasie cigglym

W niniejszym rozdziale przedstawiam model skokowego btadzenia pojedynczego ato-

mu' w czasie cigglym; rézni sie on od wezeéniejszych, istotnie prostszych modeli,

gdyz byly one asymptotycznie rownowazne modelowi skokowego btadzenia atomu
ale w czasie dyskretnym.

Rozwazmy teraz dwa przypadki btadzenia przypadkowego:

1) pod nieobecno$¢ zewnetrznego pola (przyktadowy potencjat przedstawiono na
rys. 2.4),

2) w obecnosci zewnetrznego pola (rys. 2.5) wywolujacego dryf.

To wtasnie wprowadzenie formalizmu matematycznego pozwalajacego opi-
sa¢ bladzenie w kazdej chwili, czyli wprowadzenie czasu ciggltego, sta-
nowilo przelomowy krok w teorii bladzen przypadkowych. Umozliwito to

"W niniejszej pracy termin atom, czgstka, czgsteczka, molekula uzywam zamiennie.
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Rysunek 2.3: Dyfuzja i dryf unormowanego rozktadu tadunku danego propaguja-
cym sie rozkladem Gaussa (lewa czesé rysunku) oraz propagujacym sie rozktadem
Pareto-Lévy’ego (prawa czesé rysunku) - bedzie jeszcze o tym mowa w czesci I1. O
odcietych oznacza wzgledna odlegtosé od lewej elektrody (tutaj N jest gruboscia
filmu). Rysunek wykonano na podstawie pracy [11].

wyprowadzenie badan poza Centralne Twierdzenie Graniczne, czyli rozszerzyto je
na procesy niegaussowskie, tzn. wychodzace poza ruch Browna?, a w tym zwlaszcza
na procesy z pamiecig; te ostatnie byty jednym ze sposobéw wprowadzenia do fizyki
procesow Lévy’ego.

Potencjaty przedstawione na rysunkach 2.4 oraz 2.5 sa podstawa popularnego
dolinowego modelu blgdzen przypadkowych® (ang. valley model), ktéry w dalszym
ciggu analizujemy pod nieobecnos¢ oraz w obecnosci zewnetrznej statej sity F' wy-
wotujacej dryf.

2Chodzi tutaj o tradycyjnie rozumiany ruch Browna a nie wprowadzony przez Mandelbrota
utamkowy ruch Browna.

3Model ten nalezy do grupy modeli nazywanej przypadkowym putapkowaniem (ang. random trap
models).
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Rysunek 2.4: Bladzenie molekuly (oznaczonej schematycznie za pomoca czarnego
kétka) w potencjale dolinowym (narysowanym schematycznie za pomoca granatowej
krzywej) pod nieobecnosé zewnetrznego pola. Przeskoki molekuly maja charakter
ponadbarierowy (co zaznaczono wygietymi strzatkami). Rysunek sporzadzono na
podstawie analogicznego, zamieszczonego w skrypcie [13].

2.1.1 Podstawowe wielkosci modelu

Ilo$ciowe sformutowanie modelu rozpoczynam od wprowadzenia®:

1) prawdopodobienstwa ®¢(t) przetrwania czasteczki w danej dolinie potencjatu
o glebokosci £° przynajmniej przez okres czasu t, czyli przetrwania od chwili
poczatkowej w ktorej czasteczka pojawita sie w niej przynajmniej do chwili
t (tzn. czasteczka moze przetrwaé dluzej w danej dolinie potencjatu ale na
pewno nie krécej),

oraz powigzanej z nig

2) funkcji rozkladu czaséw oczekiwania czasteczki w dolinie potencjatu, ¢g(t).
Funkcja ¢¢(t) jest zdefiniowana jako gestosé prawdopodobienstwa, ze czastecz-
ka przetrwa w (dowolnie) wybranej dolinie potencjatu o gtebokosci £ od chwili
poczatkowej (czyli od chwili przybycia), doktadnie do chwili ¢, tzn. doktadnie
w chwili ¢ opusci te doline.

4Niniejszy podrozdzial a takze podrozdziaty 2.1.2 - 2.1.6 oraz rozdz. 2.2 powstaly na bazie
skryptu [13] (i literatury tam zamieszczonej).
®Na rysunkach 2.4 i 2.5 glebokoéé¢ doliny potencjatu oznaczono przez e.
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Rysunek 2.5: Bladzenie molekuty (oznaczonej schematycznie za pomoca czarnego
kétka) w potencjale dolinowym (narysowanym schematycznie za pomoca granatowe;
krzywej) w obecnosci zewnetrznego, statego pola sity F'. (Nachylenie krzywej poten-
cjatu jest tutaj przesadnie duze tylko dlatego aby byto dobrze widoczne.) Przeskoki
molekuty maja charakter ponadbarierowy (co zaznaczono wygietymi strzatkami).
Rysunek sporzadzono na podstawie analogicznego, zamieszczonego w skrypcie [13].

Z powyzszych dwéch definicji wynika nastepujacy zwiazek pomiedzy obiema funk-
cjami,

2e(t) = [ dtoett) =1~ [ "t oe(t), (2.1)

gdzie druga réwnosé zostata otrzymana dzigki warunkowi normalizacji

/Ooo dte(t) = 1. (2.2)

Warunek ten méwi, ze w dowolnie wybranej dolinie potencjatu czastka z pewnoscia
przetrwa dowolnie dtugi okres czasu.
Z wyrazenia catkowego (2.1) wynika uzyteczna zaleznos$é rézniczkowa

dPg (1)
dt

= —¢e(t). (2.3)

Funkcja ¢¢ jest wygodniejsza do dalszego operowania dlatego traktujemy ja w na-
szym modelu jako podstawowa; czesto jednak, zwlaszcza na etapach posrednich,
postugujemy sie takze obiema funkcjami.
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Wprowadzam teraz warunkowsa funkcje rozktadu czasoéw oczekiwania w danej
dolinie potencjatu o gltebokosci £, w postaci rozktadu Poissona (wykladniczego)

Pe(t) = v"(€) exp(—1(E)1), (2.4)

gdzie v°(€) jest czgstodcia przeskokow czasteczki w sasiednie doliny potencjatu pod
nieobecnosé zewnetrznej sity wywolujacej dryf (w przypadku jednowymiarowym mo-
ga to by¢ przeskoki do dwoch najblizej lezacych sasiednich miejsc, patrz rys. 2.4). Z
powyzszego wzoru oraz relacji (2.1) otrzymujemy, ze

De(t) = exp(—12(E)t). (2.5)

Nastepnie przystepuje do skonstruowania warunkowej, separowalnej funkcji

rozkladu czaséw oczekiwania, ktéra oznaczam przez 1g(x,t) (zapis ten nie ma nic

wspélnego z analogicznym, oznaczajacym funkcje falowa w mechanice kwantowej).
W tym celu musimy dodatkowo wprowadzi¢

3) przestrzenny rozktad przemieszczen p(z) zdefiniowany jako gestosé prawdopo-
dobienistwa przemieszczenia sie czasteczki o wektor = (poniewaz ruch czastecz-
ki jest jednowymiarowy dlatego dla uproszczenia opusciliSmy strzatke nad ta
zmienng).

Oczywiscie, gestosé p(x) spelnia warunek normalizacyjny

/oo dxp(z) = 1. (2.6)

—00

Przyktadowo, rozktad p(x) mozna przyjaé w prostej postaci
1
p(z) = 5[5@ —a) + 0(x + a)], (2.7)

gdzie a jest stalg odlegloscig pomiedzy sasiednimi dolinami potencjatu. Tego typu
rozktad dopuszcza, jak widaé, jedynie przeskoki pomiedzy réwnoodlegtymi dolinami
oddalonymi o a. Zatem amorficznos$é substratu (filmu) przejawia si¢ tutaj
tylko w postaci losowo zmieniajgcej sie gltebokosci dolin potencjatu, a nie
odleglosci miedzy dolinami.

Teraz mozemy zapisac, ze

Ye(z,t) = p(x)pe(t); (2.8)

jak widaé, warunkowy, czasoprzestrzenny rozkltad czaséw oczekiwania, Vg (x,t), jest
gestosdcig prawdopodobienstwa nastepujacej sekwencji zdarzen: najpierw czastecz-
ka przetrwa w danym miejscu (tzn. dolinie potencjatu) az do chwili ¢ a nastepnie,
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doktadnie w chwili ¢, przemiesci si¢ (a dokladniej dokona przeskoku) o wektor®
x. Separowalno$¢ warunkowego rozktadu jest tutaj narzucona separowalnoscig obu
zmiennych stochastycznych, tj. przemieszczenia x oraz czasu t. Zauwazmy, ze prze-
dzial czasu wystepuje tutaj jako zmienna losowa, co - jak zobaczymy - w niczym nie
zmienia roli czasu. Zakladajac separowalno$¢ rozktadu ¢ (x, t) przyjmujemy tym sa-
mym, ze dwa zasadniczo rézne zdarzenia takie jak oczekiwanie oraz przemieszczenie
sie czasteczki sa od siebie statystycznie niezalezne”.

Z warunkéw normalizacyjnych (2.2), (2.6) oraz definicji (2.8) wynika bezposred-
nio niezbedny warunek normalizacyjny

/OOO dt /O:O drie (1) = 1. (2.9)

W przypadku ogélniejszym, gdyby funkcja rozktadu ¢ (z,t) nie byta separowalna,
wowezas musieliby$my warunek (2.9) po prostu narzucié¢ jako wymagana normali-
zacje. Wtedy, w analogii do definicji (2.1), otrzymalibysmy, ze

wet) = ["at [" dretet) =1~ | " [ dngeta ), (2.10)

gdzie interpretacje funkcji We(t) oraz ®g(t) bytyby identyczne. W przypadku sepa-
rowalnym, ktory dotyczy zaréwno btadzenia pod nieobecnos¢ jak tez w obecnosci
pola, uzyskujemy ponadto, ze We(t) = Pg(t). Warto podkreslié, ze druga réwnosé
wystepujaca w (2.10) ma charakter ogdlny, niezalezny od wtasnosci separowalnosci
funkcji rozktadu v¢(z,t) i wynika tylko z warunku normalizacyjnego (2.9).

2.1.2 Rozkltad warunkowy czaséw oczekiwania w obecnosci
dryfu

Wystepowanie systematycznego dryfu (wywolanego zewnetrzna sita dziatajaca na
wedrujaca molekule, patrz rys. 2.5) zmienia, jak zobaczymy, postaé¢ funkeji rozktadu
czasOw oczekiwnia 1g (x, 1) oraz wymaga rozszerzenia relacji (2.1). Jednak nadal jako
podstawowego rozktadu warunkowego mozna uzywaé funkeji ve(z,t).

W pierwszym kroku wprowadzamy czestoéé v=(€) przeskoku atomu pomiedzy

sasiednimi dolinami potencjatu (patrz rys. 2.5) w kierunku odpowiednio zgodnym
z polem zewnetrznym (znak +) oraz przeciwnym do niego (znak —). Zgodnie z
interpretacja funkcji rozktadu przybiera ona teraz postac

¢S($vt> :77D2—(I,t)—|—¢5_(1’,t), (2'11>

SWystepujacy tutaj przedzial czasu t jest réwnowazny przedziatowi At z rys. 1.1, podobnie jest

dla zmiennych = i AX.

"W fizyce wynika ono z faktu, ze najczesciej czas przebywania molekuly w dolinie potencjatu
jest znacznie dluzszy od okresu jej oscylacji w tej dolinie co pozwala jej ”zapomnie¢” o swojej
historii.
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie na czastkowe, warunkowe funkcje rozktadu czasow
oczekiwania

Vg (2,t) = v5(E)d(z F a) exp(—v(E)1), (2.12)
wynikajace z istnienia dryfu, przy czym sumaryczna czestosé
v(€)=vT(E)+v(€) (2.13)
oraz czestosci kierunkowe
vE(E) = pT0(E), (2.14)

gdzie zalezna od sity zewnetrznej F' waga

L exp(+Fa/2kgT) _ lexp(£Fa/2kpT)
~ exp(Fa/2kpT) + exp(—Fa/2kgT) 2 cosh(Fa/2kgT)’

(2.15)

jest prawdopodobienstwem wyboru jednej z dwdch orientacji pojedynczego przesko-

ku - jak wida¢, ma miejsce niezbedna normalizacja pt + p~ = 1. Co wiecej, gdy

zewnetrzne pole znika (tzn. gdy F' = 0) wtedy (jak byé¢ powinno) pt = p~ =1/2.
Przy okazji zauwazmy, ze z wyrazen (2.13) - (2.15) wynika pozyteczna relacja,

v(&) =1°(€). (2.16)
W oparciu o wyrazenia (2.12), (2.14) oraz (2.4) otrzymujemy, ze
VY (x,t) = pT(z F a)V°(E) exp(—r°(ENt) = p6(x F a)oe(t). (2.17)

Tym samym rozklad warunkowy czasé6w oczekiwania w obecnosci dryfu
mozna takze przedstawi¢ w postaci separowalnej

Ve(w,t) = p(x)pe(t), (2.18)

formalnie identycznej do tej danej wyrazeniem (2.8) dla przypadku braku zewnetrz-
nego pola, gdzie teraz

p(xr) =pTé(x —a) +p d(z +a) (2.19)

jest uogdlnieniem wyrazenia (2.7) na przypadek uwzgledniajacy istnienie zewnetrz-
nego pola. Tzn. zewnetrzne pole zmienia p(z) nie zmieniajac funkcji ¢g(t), gdyz
zalezy ona tylko od sumarycznej czestosci (2.16).

W przypadku stabego pola zewnetrznego (a tylko z takim mamy tutaj do czy-
nienia), czyli Fa/2 < kgT', wyrazenie (2.15) upraszcza sie do postaci liniowej,

1 Fa
+
~- (14 2.20
P 2( 2kBT>’ (2.20)
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szczegoblnie przydatnej w teorii liniowej odpowiedzi (np. przy obliczaniu podatnosci
i przewodnictwa).
W drugim kroku, dysponujac wyrazeniami (2.11) na funkcje rozktadu g (z,t)

oraz pomocniczymi okresleniami (2.12) - (2.20), mozemy juz skorzystaé z rozszerzonej
definicji (2.10) gestosci prawdopodobienstwa W¢(t) przetrwania czasteczki (przynaj-
mniej) przez czas t w danej dolinie potencjatu o gtebokosci &€, uzyskujac postaé

e (t) = exp(— (E)1) = Det), (2.21)

czyli identycza, jak w przypadku braku zewnetrznego pola. Oba zasadnicze wzory,
zar6wno (2.18) jak i (2.21), wynikaja z separowalnosci obu czastkowych, warunko-
wych funkcji rozktadu czasow oczekiwania oraz niezaleznosci sumarycznej czestosci
przeskokow v(€) od zewnetrznego pola.

Dysponujac wprowadzonymi powyzej gestosciami prawdopodobienstw, przys-
tepujemy do obliczenia propagatora® opisujacego proces btadzenia przypadkowego -
zaréwno pod nieobecnosé, jak tez w obecnosci zewnetrznego pola.

2.1.3 Propagator jednoczastkowy

Zasadniczym zadaniem niniejszego rozdziatu jest wyznaczenie propagatora P(X, 1 |
Xy, to) lub inaczej méwiac jednoczastkowego rozktadu warunkowego zdefiniowanego
jako gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czgsteczki w potozeniu X w chwili
t? pod warunkiem, ze poczatkowo czasteczka ta znajdowala sie w polozeniu X, w
chwili ¢y3. Czasteczka mogta pojawi¢ sie w danej dolinie potencjatu w potozeniu X
w chwili ¢ w wyniku nastepujacych proceséw:

1) mogla trwaé w danej dolinie potencjatu o gltebokosci & w potozeniu X (= X))
od samego poczatku az do chwili ¢, o ile tak si¢ ztozyto, ze potozenie to byto
poczatkowym - takie trwanie opisujemy za pomoca propagatora warunkowego
PrLe(X,t | Xo,to),

2) mogta sie znalez¢ w potozeniu X w dolinie potencjatu o glebokosci £ w wyniku
pojedynczego przeskoku - proces ten opisujemy propagatorem
PML(XE | Xo, to), lub

3) w wyniku dwoch kolejnych przeskokéw przedzielonych oczekiwaniem w jakiejs
dolinie potencjatu o gtebokodci £; - proces ten opisujemy propagatorem
2
Péo?gl,S(X7t ‘ X07 to)a

8Przez propagator rozumiemy tutaj i w calej pracy prawdopodobiefistwo warunkowe méwiace o
przemieszczeniu czasteczki z miejsca poczatkowego do aktualnego w czasie od chwili poczatkowej
poczynajac na aktualnej konczac.

9Teraz t oznacza dana chwile a nie przedzial czasu.
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4) itd., itp., ogdlnie rzecz biorac,

5) czasteczka mogla pojawi¢ sie w danej dolinie potencjatu w potozeniu X w chwi-
li t w wyniku n(> 1) przeskokéw, z ktérych kazdy byt poprzedzony (krétszym
lub dtuzszym) oczekiwaniem w jakiej$ dolinie potencjatu kolejno o gtebokosci

&1, &y ooy En1, € - proces ten opisujemy za pomoca czastkowego (warunko-

wego) propagatora Pé:,)glmgnflﬂg(X,t | Xo,to)-

Reasumujac, powyzsze procesy ujmujemy za pomocg sumarycznego propagatora
0
PgOygl,---,gnfl,g(X7t | XOatO) = PS( : (X t | XOatO)

Z 50,51, En— 1g(X,t ’ X0>t0), (2.22)

opisujacego gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czgsteczki w potozeniu X w
chwili ¢ w wyniku dowolnego procesu, tzn. trwania w potozeniu poczatkowym (X =
Xo, za co jest odpowiedzialny skladnik o indeksie n = 0 w wyrazeniu (2.22)) badz
tez jako rezultat procesu sktadajacego sie z dowolnej liczby (wyrazy z n > 1) wy-
stepujacych na przemian oczekiwan i przeskokow.

Mozna teraz postawié¢ pytanie o zwigzek wczesniej wprowadzonego propagatora
P(X,t | Xo,to) z powyzej zdefiniowanym Pg ¢, ¢, (X, t | Xo,t0)? Aby znalez¢
ten zwigzek zapiszmy w jawnej postaci propagatory czastkowe wprowadzajac nieco
uproszczona notacje. Mianowicie,

PO (X, 8)(= PELo(X,t| Xo,to)) = 8(X — Xo)Wel(t —to), (2.23)
nastepnie
t
P(X 1) (= PLUL(X | Xo,to)) = /0 dtbe, (X — Xo,t1 — to)We(t — t1), (2.24)
oraz

(o) t to
Ps(oel (X, t)(= Pg(ogl (X, t] Xo,t)) :/_ dX1/0 dtz/o dty
¢50 (Xl — X(), t1 — to)ﬂ)gl (X — Xl, to — tl)\ljg(t — tg), (225)

itd., w ogo6lnosci zapisujemy

Péo,)&, (X H(= Ps(:)& e .e(X ] Xo, o))

tn
_/ aX, ... /dXQ/ Xm/dt dt, 1. /dt1
0

ey (Xq1 — Xo, t1 — to)ve, (Xo — Xy, te —t1) .. e, (X — Xyoa, ty — 1)
Ue(t—t,), n=1,2,3,.... (2.26)
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W wyrazeniach (2.23) - (2.26) w funkcjach typu W i ¢ wystepuja réznice czasoéw,
gdyz ich warunkiem poczatkowym jest chwila ty, w ktorej pojawita sie czastka.
Zalezno$¢ od réznicy czasow takich rozktadéw warunkowanych, ktére opisuja tylko
jedno zdarzenie jakim jest wyczekiwanie, jest oczywista i nie wymaga tego aby uktad
byl w stanie réwnowagi zupelnej badz czastkowej. Analogiczna sytuacja ma miejsce
dla réznicy zmiennych przestrzennych, ktéra dotyczy tylko pojedynczego zdarzenia
jakim jest przeskok. Co wiecej, wyrazenia te zostaly skonstruowane przy zalozeniu,
ze pierwsze oczekiwanie i nastepujacy po nim przeskok sg opisywane ta samg funkcja
rozktadu co i nastepne tego typu pary zdarzen.

Jak wida¢, propagatory warunkowe P zawieraja w sobie dodatkowo informacje
o glebokosciach odwiedzonych przez czasteczke dolin potencjatu; dopiero uérednie-
nie tych propagatoréow po jednowymiarowych ”krajobrazach” energetycznych daje
propagatory bezwarunkowe oznaczone przez P. Omawiam teraz te procedure sred-

niowania.
Zaktadamy, ze gtebokosci dolin potencjatu sg od siebie statystycznie niezalezne co

oznacza, ze rozklad p(Ey, &1, ..., En, .. .) z ktérym Sredniujemy propagatory czastko-

we Pe(o e (X,1), n=0,1,2,..., astad propagator sumaryczny Pg, ¢, ..¢,...(X,1),

faktoryzuje sie, tzn.

Na mocy powyzszego, $redniujac réwnosci (2.23) oraz (2.26), otrzymujemy odpo-
wiednio

POX 1) = (= POX,t | Xo,t0)) = 6(X — Xo)U(t — ty),
PO PN Xoto) = [ dXuren [~ dXa [~ dxy

t tn to
/O dta [ dtas . [ty 0(X0 = Koty =o)X = Xi it — ) ..
w(X - anb tn - tnfl)qj(t - tn)a
n=1,2,3,..., (2.28)

gdzie wprowadziliSmy nastepujace oznaczenia wielkosci Srednich

U(et)= [ dEpE)ve(at)
w(e) = [~ dep@)vet) = [~ ar [T drptw vy =1 [ L)

0 PO(X, ) = / / /Oodé’odé’l...dé’n

p(&o)p(&r) ... p(En )P&)gh & (Xt), n=0,1,2,.., (2.29)
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ktére w dalszym ciggu zinterpretujemy, wskazujac na sposob ich realizacjil®. W
drugim wierszu w ostatniej réwnosci w (2.29) wprowadziliSmy oznaczenie

b(t') = /_ O; dz(z, ). (2.30)

Zauwazmy jeszcze, ze przeprowadzone powyzej $redniowanie odpowiada $rednio-
waniu po niezaleznie btadzacych molekutach. Mozna sobie wyobrazaé¢, ze jest to
realizowane w rozwazanym ukladzie w postaci btadzenia kazdej z molekut wzdtuz
jednowymiarowych, niezaleznych od siebie linii, sktadajacych sie z réwnoodlegtych
dolin potencjatu o glebokosciach podlegajacych wspomnianemu rozktadowi p(E).

Przy okazji zwrdéémy uwage, ze z dwoch pierwszych wyrazen w (2.29) wynika
bezposrednio, ze

dW(t)
—= = —Y(t); 2.31

-2 = —y() (231)
w ten sposob dysponujemy wzorami analogicznymi do (2.1) i (2.3), jak by¢ powin-
no - sg to ogodlne warunki samozgodnosci modelu. Dla przypadku separowalnego
powyzsza relacja przechodzi, jak trzeba, w nastepujaca

d®(t)
— = o). (2.32)

Ostatecznie, z (2.28) oraz (2.22) otrzymujemy wyrazenie
P(X,t) =D P"(X, 1), (2.33)
n=0

ktére pozwala rozpoczaé postepowanie umozliwiajgce znalezienie odpowie-
dzi na pytanie dlaczego, na poziomie makroskopowym, niektére rodzaje
bladzen postrzegamy jako posiadajgce charakter singularny?

2.1.4 Postaé¢ zamknieta propagatora

Narzuca sie teraz zasadnicze, techniczne pytanie, mianowicie jak zapisaé (o ile to
jest mozliwe) propagator (2.33) w postaci zamknietej? Na szczescie, odpowiedz na
to pytanie jest pozytywna, wymaga jednak przejscia do transformat Fouriera oraz
Laplace’a. Wtedy rownanie (2.33) przybiera postaé

P(k,s) = i P (k, s), (2.34)

n=0

10podkreslmy, ze przez X oznaczono polozenie molekuly, a przez x jej jednokrokowe przemiesz-
czenie.
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gdzie skorzystaliémy z definicji transformaty Fouriera-Laplace’a postaci,
F(k,s) = / dX exp(—ik:X)/ dt exp(—st)F (X, t); (2.35)
—00 0

tutaj F jest dowolna funkcja spetniajaca twierdzenie o odwracaniu transformat Fo-
uriera oraz Laplace’a. Korzystajac z definicji propagatoréw P© i P w (2.28) oraz
transformaty Fouriera-Laplace’a (2.35) mozna bez trudu obliczy¢, ze

P (k,s) = U(s) [(k,s)|", n=0,1,2,.... (2.36)

Stad oraz z wyrazenia (2.34) otrzymujemy poszukiwana, zamknieta posta¢ suma-
rycznego propagatora w przestrzeni odwrotnej (czyli w zmiennych Fouriera-Laplace’a)
jako sume szeregu geometrycznego,

. () 11-9(k=0,s)
Pk, s) = 1—o(k,s) s 1—v(k,s) (2:37)

gdzie przy wyprowadzeniu drugiej réwnosci skorzystaliémy dodatkowo z uérednionej
po & transformaty Laplace’a oraz Fouriera-Laplace’a w wyrazeniu (2.10).

Do wyprowadzenia formuty (2.37) nie bylto potrzebne zalozenie o separowalnosci
funkcji rozktadu ¥ (z,t) - w przypadku separowalnym wyrazenie (2.37) przybiera
prostsza postac

75(]{;7S> _ q:)(‘g) _ 11— ¢(3)

1—d(s)p(k)  s1—(s)p(k)’

gdzie skorzystaliSmy z usrednionej po & transformaty Laplace’a wyrazenia (2.1).

(2.38)

Zauwazmy, ze wystepujaca tutaj transformata Laplace’a bezwarunkowego rozktadu
czasOwW oczekiwania

3) S [7p()dels) = o) [ p(E)oe(r) (239)

jest zdefiniowana w zgodzie z pierwszym wyrazeniem w (2.29).

Teraz mozemy juz precyzyjnie sformutowaé¢ zasadnicze zadanie niniejszego
rozdzialu, mianowicie jest nim analiza propagatora danego wyrazeniem (2.38)
poprzez analize transformaty Laplace’a funkcji rozktadu czaséw oczeki-
wania ¢ oraz czynnika strukturalnego przeskokéw p.

2.1.5 Uogoblnione réwnanie mistrza

Réwnanie (2.38) pozwala na wprowadzenie tzw. catkowego jadra pamieci (w skrécie
po prostu pamieci). Aby to wykazaé, prawa strone tego réwnania zapiszmy jako

1/[s — K(k, s)] skad po prostych, algebraicznych przeksztatceniach otrzymujemy, ze

Kk, s) = [p(k) — 1]&(s) (2.40)
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jest dane takze w postaci separowalnej przy czym,

(s) = s—28) (2.41)
1—¢(s)
jest, jak wykazemy, poszukiwang pamiecia.
Mozemy teraz przepisa¢ rownanie (2.38) nastepujaco,

sP(k,s) —P(k=0,t) = K(k,s)P(k,s) = [p(k) — 1]o(s)P(k, s), (2.42)

co pozwala na przejscie do postaci r6zniczkowo-catkowej; przy wyprowadzaniu (2.42)
z drugiej réwnosci w (2.38) skorzystaliSmy ze wzoréw (2.40) i (2.41) oraz z warunku
poczatkowego,

P(X,t=0)=6X)=Pkt=0)=1 (2.43)

jaki musi speniaé propagator. Zauwazmy, ze lewa strona réwnania (2.42) jest trans-
formata Laplace’a pochodnej po czasie propagatora P(k,t), a prawa transformata
Laplace’a konwolucji czasowej wielkosci K oraz P. Zatem,

0 -

~ t
Pl t) = /Odth(k,t—t)P(k,t)

— /Ot dt'[p(k) — 1)p(t — t')P(k, t). (2.44)

Jak wida¢, funkcja ¢ petni role pamieci, gdyz (w ogdlnosci) pozwala na uzaleznienie
aktualnego zachowania propagatora od jego zachowania w przesztosci (tzn. dla czasu
t' < t). Pamie¢ ta wyraza sie w sposob jednoznaczny za pomoca funkeji rozkltadu.
Innymi stowy, jako podstawowa funkcje modelu CTRW mozna uzywaé albo
jadra pamieci albo rozkladu czasé6w oczekiwania PTD. Decyduje sie tutaj i
wszedzie dalej w pracy uzywaé¢ PTD.

2.1.6 Ogolna postaé¢ pierwszego momentu

Aby wyjasni¢ wspomniane na wstepie doswiadczenia Sharfe’a, Gill’a i Pfister’a mu-
simy obliczy¢ pierwszy moment (X (t)). W tym celu zauwazmy, ze
. - i 1 ~
X(s)) = =1V, P(k,s) |gmo= —— = Vi(k, s) |k=o, 2.45
(X = ~VeP (k) limv= ~ s Vel o) oo (25)

gdzie skorzystaliSmy po drodze ze wzoru (2.37). Dla separowalnej funkcji rozktadu

W(k, s) powyzszy wzor upraszcza sie do postaci

(X(s)) = —iViP(k, ) |rmo= —é%vkﬁ(m k=0, (2.46)
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gdzie teraz zastosowali$émy wzor (2.38). W dalszej czesci, wykorzystujemy jawna po-
sta¢ p(k) oraz é(s) aby przedstawi¢ explicite wyrazenie (2.46) i tym samym wyjasni¢
pierwsza czes¢ wykresu zamieszczonego na rys. 2.2 (czyli odtworzy¢ linie prosta w
skali log — log o mniejszej wartosci absolutnej nachylenia).

Przyktad. Przypusémy, ze p(z) dane jest wzorem (2.19); zatem czynnik struktu-
ralny btadzenia przypadkowego przybiera postac

Bk) = (o +p~) cos(k) + i(p* — p~) sin (k). (2.47)
Stad i ze wzoru (2.46) otrzymujemy proste wyrazenie,

L o(s)
s1—¢(s)’

do ktorego powracam w dalszej czesci, po wyznaczeniu jawnej zaleznosci ¢ od zmien-

(X(s)) = (p" —p") (2.48)

nej s. Tutaj zauwazmy jedynie, ze w przypadku braku zewnetrznego pola (tzn. gdy
pt = p~) pierwszy moment znika.

2.2 Konkretne obliczenia w ramach modelu doli-

nowego

Rozwazania przeprowadzone w niniejszym rozdziale sktadajg sie z dwoch etapow.
W pierwszym konstruuje funkcje rozkladu czasow oczekiwania WTD jako srednig
wazona, uwzgledniajaca "krajobraz” energetyczny (potencjatu) osrodka (substra-
tu); w drugim analizuje funkcje pokrewne, $cisle z nia zwiazane np. jej pierwszy
moment, ktory jest Srednim czasem oczekiwania i pozwala na tatwe odroznienie pro-
cesu Poissona od procesu Lévy’ego.

2.2.1 Przykladowa posta¢ funkcji rozktadu czaséw oczeki-
wania

Kontynuujmy rozwazania dotyczace skokowego btadzenia pojedynczej czasteczki w
potencjale przedstawionym na rys. 2.4; jak juz mowilismy, btadzenie tego typu nosi
nazwe modelu dolinowego. Ponizej rozwazmy charakterystyczny przyktad wykorzy-
stany do opisu relaksujacego fotopradu w amorficznym substracie.

Zakladamy najpierw, ze gesto$¢ prawdopodobienstwa pojawienia sie
doliny o okreslonej glebokosci £, czyli lokalnego minimum potencjatu, podlega
prawu wykladniczego zaniku, czyli jest typu Poissona,

p(€) = Aexp (—g) , (2.49)
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gdzie A jest stalg normalizacyjna, ktérg mozna tatwo obliczyé¢ z warunku normali-
Zacyjnego

/Ooo p(E)dE = 1; (2.50)

podstawiajac wyrazenie (2.49) do tego warunku i wykonujac proste przeksztatce-
nia otrzymujemy, ze A = 1/€. Oczywiscie, warunek normalizacyjny (2.50) bierze
sie stad, ze p(€) jest gestoscia prawdopodobienstwa tego, ze wybrana losowo doli-
na potencjatu bedzie miata okreslong glebokosé &; zatem prawdopodobienstwo, ze
bedzie ona miata dowolng gltebokosé¢ jest pewnoscia. W tym miejscu uzasadnionym
jest pytanie o sens fizyczny statej £. Aby go dostrzec zauwazmy, ze

£ = /OOo E£p(E)dE, (2.51)
co oznacza, ze & jest srednia glebokoscia doliny potencjatu.

W powyzszych rozwazaniach milczaco przyjmowalidmy, ze glebokosci dolin sa
nieograniczone. Powinnismy uwzglednia¢ fakt, ze w rzeczywistosci tak nie jest i
przyjmowac, ze gtebokos¢ doliny jest zawarta w przedziale 0 < £ < &,az, gdzie &, ae
oznacza maksymalna gtebokos¢ jaka moze mie¢ dowolnie wybrana dolina potencjatu.
Nieco bardziej skomplikowane podejscie, uwzgledniajace ten bardziej realny punkt
widzenia nie prowadzi do zmiany zasadniczych wnioskoéw (a jedynie komplikuje stro-
ne rachunkowa).

Wyrazenie (2.49) na rozktad p(€) jest jednym z dwéch jakie najczesciej stosuje sie
do statystycznego opisu ”krajobrazu” energetycznego uktadéw nieuporzadkowanych
a w tym amorficznych czy szklistych; innym jest po prostu rozktad Gaussa.

Nieporzadek widoczny w rozrzucie glebokosci dolin potencjatu moze by¢ wy-
wolany przez rozmieszczenie w sposéb losowy réznych atoméw (budujacych sieé
krystaliczna) w weztach danej sieci czyli jest zwiazany z nieporzadkiem skladu a nie
geometrii sieci (tzn. stata sieci nie ulega zmianie od wezta do wezta). Oba rozklady
opisuja statyczne wlasnosci krajobrazu energetycznego i zwigzane sa z wtasnosciami
samych materialow (substratéw) a nie btadzacej czasteczki.

Rozktad (2.49) jest tatwiejszy w zastosowaniach gdyz jest jednoparametrowy w
przeciwienistwie do rozkltadu Gaussa (ktéry obok wartosci éredniej zawiera takze
dyspersje, a ponadto zalezy od kwadratu zmiennej losowej). W niniejszym rozdziale
zajmujemy sie materiatami nieuporzadkowanymi scharakteryzowanymi rozktadem
wykladniczym (2.49).

Zaznaczmy, ze stosujac model CTRW do opisu rynkéw finansowych uzywamy
w dalszej czesci pracy (patrz czesé 1) rozkladu typu rozciagniety eksponens (ang.
stretched exponent), ktéry stanowi ujednolicajace uogdlnienie obu wspomnianych
pPOWYyZej.
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W dalszym ciggu przyjmujemy, ze proces blagdzenia ma charakter
ponadbarierowy - termicznie aktywowany, co oznacza, ze prawdopodobienstwo
przeskoku czasteczki na jednostke czasu z jednej doliny potencjatu do drugiej, czyli
czestosé przeskokow (tutaj) pomiedzy sasiednimi dolinami dana jest wzorem

V2(E) = ypexp (— > = ”yoﬁy%, (2.52)

kgT

gdzie 7y jest czestoscia drgan (podstawowych) w danej dolinie potencjatu, natomiast

A
v = exp <_/€B—T> , (2.53)

A jest tutaj jednostka energii, kg jak zwykle stala Boltzmanna, a

T_ T, dla prawa Hopfa-Arrheniusa (HA)
| T -1, przy T >T,, dlaprawa Vogela-Tammana-Fulchera (VTF).

Jak wida¢, wielko$¢ 7 dotyczy dwoch klas materialéw - prawo HA takich, ktore nie
sg szkltami badz s w stanie dalekim od zeszklenia natomiast prawo VTF materiatow
w poblizu punktu zeszklenia; wielkos¢ T oznacza jak zwykle temperature absolutna
a T, temperature przejscia do stanu szklistego. Ze wzoru (2.52) natychmiast otrzy-
mujemy, ze $redni czas oczekiwania (przebywania) czasteczki w wybranej dolinie
potencjalu wynosi

1

(€)= HE)

(2.54)

Z powyzszego wzoru wynika (jak byé powinno), ze im glebsza jest dolina potencjatu
tym dhuzszy jest Sredni czas przebywania w niej czasteczki.

Trzecim zalozeniem jest poissonowski ksztalt warunkowego rozktadu
czas6w oczekiwania ¢¢(t), ktory (przypomnijmy) jest zdefiniowany jako warun-
kowa gestos¢ prawdopodobienstwa tego, ze bladzaca czasteczka przetrwa w danej
dolinie potencjatu o glebokosci € dokltadnie przez czas t (tzn. po tym czasie na
pewno ja opusci) czyli, ze

pe(t) = V°(E) exp(—1°(E)t). (2.55)

Jak wida¢ (w oparciu o wyrazenia (2.52) i (2.55)), funkcja ¢g(t) traktowana ja-
ko funkcja zmiennej £ ma budowe przypominajaca rozktad Gumbela odgrywajacy
istotng role w teorii zdarzen ekstremalnych.

Naszym zadaniem jest obliczenie nastepujacej Sredniej wazonej

o) = [~ p(E)selt)de, (2.56)
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w postaci zamknietej, ktora jest, oczywiscie, bezwarunkows funkcja rozktadu czasoéw
oczekiwania spetniajaca warunek normalizacyjny

/OOO dto(t) = 1, (2.57)

i odgrywajacg zasadniczg role w modelu Btadzen Przypadkowych w Czasie Ciggltym
(patrz rozdz. 2.1.4) w uktadach amorficznych lub nieuporzadkowanych a takze np.
w procesie starzenia sie szkiet [14].

Powyzsza funkcja rozktadu oznacza $rednig gestosé¢ prawdopodobienstwa, ze bta-
dzaca czasteczka przetrwa w jakiejkolwiek dolinie doktadnie przez czas t. Sredniowa-
nie po glebokosciach dolin (czyli po zmiennej £€) mozna interpretowaé¢ przynajmnie;j
na dwa rézne sposoby.

Pierwszy sposdb polega na rozpatrywaniu zachowania si¢ wielu niezaleznych
czasteczek w probee (co odpowiada rozrzedzonemu gazowi sieciowemu) a nastep-
nie sredniowaniu po zespole ztozonym z tych czasteczek. Podejécie to jest blizsze
do$wiadczalnej realizacji niz podejscie drugie.

Drugi sposéb polega na utworzeniu ogromnej liczby replik stochastycznych
sktadajacych sie z pojedynczej btadzacej czasteczki oraz krajobrazu energetycznego
(stanowigcego jej srodowisko) wylosowanego z zadanego rozktadu p(&). Sredniowanie
po & w wyrazeniu (2.56) mozna teraz traktowaé po prostu jak sredniowanie po tak
zbudowanym zespole statystycznym.

Podstawmy zatem wyrazenie (2.49) oraz (2.55) do (2.56) wykorzystujac (2.52),

o(t) = /Ooo dé’% exp <—%) Yo €Xp <_kBLT> exp (—% exp (—@%) t) . (2.58)

Obliczenie powyzszej catki polega na dokonaniu najpierw pomocniczej zamiany
zmiennych

e (_L>t
y=00xp (~7= |t
d&

= 9,
TV (2.59)

dy =

ktéra w polaczeniu z réwnaniem (2.58) prowadzi do nastepujacego ciagu przeksztal-
cen

o(t) = —7—/; dy exp (—%) exp(—y)

Yoo ot & @
7(70150)1“/0 dy (70 exp <_—kBT) t> exp(—y)

Yol 0t o Yo&x

e —Y) = 1 t), (2.60
(")/ot)lJrO‘ 0 9y exp( y) (")/Ot)lJra rYEuler( +a, 7% )7 ( )



gdzie wyktadnik o = kg7 /€ > 0, natomiast Yguer(1 + @,y t) jest niekompletna
funkcja gamma Eulera (tutaj zalezna od argumentu -y, t), ktéra posiada nastepujaca
decydujaca dla niniejszego wyprowadzenia wlasnosé

’7Eule'r’(1 + a, fYOt - OO) - FEuler(l + Oé). (26]‘)

Innymi stowy, w przypadku gdy ot > max(a,1) otrzymujemy asymptotyczna
postaé rozktadu ¢(t)

arEuler(l + O{)
(yot)tHe 7

ktora jest kluczowa dla naszych dalszych rozwazan - jest to wtasnie, dla 0 < a < 1,

o(t) = o (2.62)

rozktad Lévy’ego w czasie. Nalezy podkresli¢, ze dopiero uwzglednienie wszystkich
trzech elementéw (2.49), (2.52) oraz (2.55) daje spowolniony, potegowy w czasie
zanik funkcji rozktadu (2.62).

Wyrazenie (2.60) dostarcza jeszcze jednej waznej informacji méwiacej, ze wy-
ktadnik a mozna wyrazi¢ jako stosunek wielkosci termodynamicznej do tej charak-
teryzujacej ($rednio) substrat. W przypadku amorficznego substratu zaleznosé ta
zostata potwierdzona na drodze doswiadczalnej [11].

Rozwazmy teraz zachowanie funkcji rozkltadu ¢(t) dla krétkich czaséw,
tzn. dla przypadku gdy 7ot < 1. Rozwijajac w szereg funkcje eksponens w funkcji
podcatkowej wyrazenia w ostatnim wierszu (2.60), nastepnie wykonujac catkowanie
wyraz po wyrazie i ograniczajac sie do wyrazéw kwadratowych w ~q ¢, otrzymujemy
¢(t) w postaci wykladniczej

a 1+«
t) = v —— — t); 2.63
8(t) =20 To—exp (~ 0t ) (263)

wynika stad natychmiast, ze ¢(t = 0) = 0 155

Na rysunkach 2.6 i 2.7 poréwnano zalezno$¢ od czasu funkcji potegowej ¢(t)
danej wzorem (2.62) dla dwéch przyktadowych wartosci wyktadnika « oraz funkeji
wykladniczej danej wzorem (2.63). Dopiero w skali log —log (patrz rys. 2.7) widaé
wyrazng roznice pomiedzy tymi funkcjami dla dtugich czaséw.

2.2.2 Rownanie skalowania

Teraz jestedmy juz przygotowani do poszukiwania pelnego rozwigzania na funkcje ¢,

czyli nie tylko jej czesci singularnej (danej wyrazeniem (2.62)) ale takze regularne;j -

uzyskuje sie to na drodze rozwigzania réwnania skalowania, ktore funkcja ta spetnia.
Roéwnanie skalowania danej funkcji powstaje w wyniku:

1) operacji liniowego przeskalowania zmiennej niezaleznej,
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Rysunek 2.6: Potegowa zaleznos¢ rozktadu prawdopodobienstwa czasow oczekiwania
¢ od czasu t dana wzorem (2.62) dla wyktadnikéw a = 0.75 (linia czerwona) i a =
0.50 (linia niebieska) oraz 7o = 1. Zauwazmy, ze dla t = 0 rozklad ¢(t = 0) = 3=
czyli dla o« = 0.75 wynosi okoto 0.43 natomiast, dla o = 0.50 okoto 0.33. Dla
porownania przedstawiono wykltadnicza zalezno$é ¢ od czasu t dang wyrazeniem

(2.63) (czarna linia) dla o = 0.75. Wykres zaczerpnieto ze skryptu [13].
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Rysunek 2.7: Potegowa zalezno$¢ rozktadu prawdopodobienstwa czaséw oczekiwania
¢ od czasu t dana wzorem (2.62) przedstawiona w skali log — log dla przypadkéw
przedstawionych na rys. 2.6, tzn. dla wykladnikow o = 0.75 (linia czerwona) i
a = 0.50 (linia niebieska) oraz 79 = 1. Dla poréwnania przedstawiono wyktadnicza

zaleznosé ¢ od czasu t dana wyrazeniem (2.63) (czarna linia) dla o = 0.75. Wykres
zaczerpnieto ze skryptu [13].

36



2) liniowej odpowiedzi samej funkcji na to przeskalowanie.

Podkreslmy ponownie jak bardzo uzyteczng w naszych dalszych rozwazaniach jest
transformata Laplace’a

B (2 LIW)(s)) = [ dtexp(—ts) 6(1). (264

Mianowicie, mozna tatwo pokazaé (korzystajac z wyjsciowego wyrazenia (2.58)), ze
spelnia ona niejednorodne réwnanie skalowania

Br1s) = Mls) ~ Mn(ar) [ dgﬁﬁ, (2.65)
Yoy

gdzie M = exp(A/€) a wielko$¢ v jest dana wzorem (2.53). W dalszym ciagu za-
ktadamy, ze A/E < 11 analogicznie A/kpT < 1 co pozwala wykazaé, ze dla s — 0

L czyli od

niejednorodnos¢ catkowa sprowadza sie do algebraicznej i nie zalezy od v~
czynnika skalowania zmiennej niezaleznej s (pamietajmy, ze A pekni role jednostki
energii).

Rozwazam tylko przypadek asymptotyczny w czasie co odpowiada (na mocy
twierdzenia Tauberina) granicy s — 0. Stad, niejednorodnos$é przybiera przyblizona,

prostsza postac

Mn(M /dg ~ Mln(M /d§ ( 7075>

- M—1—iln(M)M<1—i>

Yo In(M~) M~
~ (M—1) <1 - %> , (2.66)

przy czym ostatnig przyblizong réwnosé uzyskuje sie pamietajac, ze majg miejsce
rozwiniecia M ~ 1+A/€ oraz y~! ~ 1—A/kpT . Dzicki wyrazeniu w ostatnim wier-
szu (2.66), niejednorodne réwnanie skalowania (2.65) mozna przepisa¢ (w ramach
uzytych przyblizeri) w postaci

Jo1s) = Ma(s) — (M - 1) (1 - 7) , (2.67)

ktéra jest znacznie latwiejsza do rozwiazania od wyjsciowego réwnania (2.65).
Rozwigzanie réwnania (2.67) poszukujemy w postaci sumy

qg(8> = g)reg(8> + qgsing(s)a (268)
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gdzie queg(s) jest rozwigzaniem ogélnym, regularnym réwnania niejednorodnego
(2.67), natomiast @gny(s) jest rozwiazaniem szczegdlnym, singularnym réwnania jed-
norodnego (bedacego jednorodna czescia réwnania (2.67))

Qf;smg(’y_ls) = ngsing(3>‘ (269)

Postaé rozwiazania ogélnego jest narzucona przez niejednorodnosé réwnania (2.67).

Poniewaz niejednorodno$¢ ta ma charakter przyblizony a rozwigzanie jest poszuki-
wane w granicy s — 0 zatem, z doktadnoscig do wyrazow kwadratowych w zmiennej

S?
~ 1 s
¢reg(3) ~ 1 - ?%7 (270)
gdzie wspotezynnik
_ 1
y =—1. (2.71)
M

Postaé rozwiazania (2.70) tatwo zweryfikowaé podstawiajac ja do réwnania (2.67).
Mozna sprawdzi¢ (poprzez podstawienie do réwnania (2.69)), ze rozwiazanie
singularne jest postaci

~ 1 (s\"

Psing(8) & v <”YO> ) (2.72)
gdzie wykladnik o = —In(M)/In(v)(= k7T /E), natomiast 7} jest tutaj niezna-
nym wspotczynnikiem; systematyczna metoda znalezienia rozwigzania singularnego,
a zatem i tego wspolczynnikal! opiera si¢ na transformacie Mellina [15, 16] (oraz
odno$niki literaturowe tamze). Uzyskany na takiej drodze (nieistotny tutaj) wspot-
czynnik v} jest postaci

sin(mav) ‘

v; = — (2.73)

Ostatecznie, rozwiazanie réwnania (2.67) w granicy s — 0 przybiera nastepujaca,
przyblizong postaé,

By 1o L (—) 1 (274)
Yo

HDokladniej rzecz biorac nie jest to staly wspélezynnik, a cykliczna funkcja zmiennej In(s) o
okresie réwnym — In() - podany tutaj wspétczynnik jest jedynie zerowym przyblizeniem wolno-
zmiennego wyrazenia zaleznego od tej zmiennej. Wlasnie ta cykliczna funkcja prowadzi do znanych
oscylacji logarytmiczno-periodycznych.
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ktéra jest poszukiwanym uogélnieniem wyrazenia (2.62), gdyz zawiera zardéwno skta-
dowa singularna jak tez dodatkowo regularna. Rozwiazanie (2.74) wymaga komen-
tarza.

Po pierwsze zauwazmy, ze rozklad ¢(t)

e jest (jak nalezy) unormowany, gdyz ¢(s = 0) = 1,

e zawiera zaréwno sktadnik singularny jak tez regularny, a asymptotyczna (czyli
dla s — 0) dominacja jednego z nich zalezy tylko od wartosci wykladnika
a; gdy a < 1 dominuje sktadnik singularny, gdy « > 1 regularny (w obu
przypadkach 1 musi by¢ obecna aby zapewni¢ normalizacje),

e wyrazenie (2.74) umozliwia bezposrednio otrzymanie singularnej postaci ®(s)
a mianowicie,

a—1

~ 11

B(s) v ——— <i> (2.75)
VY0 \ o

a co za tym idzie asymptotycznej postaci

~ FEuler(l + a)
(ot)>

Ze wzoru (2.76) oraz wykorzystujac zaleznosé¢ (2.32) odtwarzamy znalezione

O(t) (2.76)

juz wezedniej wyrazenie (2.62).

e Mozemy teraz uscisli¢ rozwazania przeprowadzone w rozdz. 2.2.1, mianowicie
rozwiazanie (2.62) dotyczy tylko sytuacji singularnej (a < 1) dla asymptotycz-
nie dhugiego czasu.

2.2.3 Rozklad Lévy’ego a rozktad Poissona: wyjasnienie za-
gadki potegowej relaksacji fotopradu

Zgodnie z tym co powiedziano powyzej, w granicy s — 0 dysponujemy dwoma
zasadniczo réznymi przypadkami

. — ﬁ/i, (%)a, dla sytuacji singularnej, czyli a < 1,
os) ~ — iif’v 1 dla sytuacji regularnej, czyli a > 1 (2.77)
~ v ~ 1+$%7 Yy J g Js Yy
a stad dla asymptotycznego czasu odpowiednio,
(1) ~ ”Yo%’m, dla sytuacji singularnej, czyli a < 1, (2.78)
Yoy exp(—v07' t), dla sytuacji regularnej, czyli o > 1. '
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Powyzszemu odpowiadaja dwa przypadki dla funkcji ®(¢) a mianowicie

O(t) ~ Gobe dla sytuaq}' smgularne:] czyl‘l a<l1, (2.79)
exp(—v0Y't), dla sytuacji regularnej czyli a > 1.

UzyskaliSmy tym samym dwa rézne typy rozkladéow. Mozemy powie-
dzieé, ze w przypadku pierwszego z nich, niskotemperaturowego (gdy
kpT < &) najistotniejsze zjawiska opisuje dlugoczasowy ogon rozkladu
Lévy’ego w czasie. Natomiast w odwrotnym, wysokotemperaturowym
(gdy kg7 > &) uzyskujemy korpus rozkladu Poissona; warto$é kg7 = &
stanowi prog oddzielajacy te dwa istotnie rézne swiaty.

Uzyskany wynik pozwala wyrazi¢ w tych dwoch wspomnianych przypadkach
pierwszy moment w jawnej postaci; najpierw jego transformate Laplace’a dla s — 0

(pt — p‘):—g%w, dla sytuacji singularnej czyli o < 1;
(X(s)) ~ (%1) ) L (2.80)
(pt—p7 )L dla sytuacji regularnej czyli a > 1.

(5 \’
70

a stad, dla asymptotycznego czasu

+ o 'Y}- a .. . . . .
(X (1) ~ (pt—p )FEuzer (70t)®, dla sytuacji singularnej czyli a < 1; (2.81)
+ J— / . . .
(p™ —p7 )Y 0t, dla sytuacji regularnej czyli a > 1.

Wreszcie z powyzszego wyrazenia mozna wyznaczy¢ predko$é unoszenia, ktora (jak
wiadomo) jest proporcjonalna do natezenia mierzonego fotopradu

d + ) .
Lixy = vy~ { P ) ppgry dlaa <l (2.5)
dt (p" =0 )Y, daa>1.

Tym samym wyjasniona zostalta pierwsza, zasadnicza czes$¢ potegowego za-
niku fotopradu w czasie o wykladniku 1 — . Mamy tutaj do czynienia z
sytuacja niskotemperaturowa prowadzaca do btadzenia singularnego narzucajacego
prawa potegowe w czasie. Pozostata jeszcze do wyjasnienia druga, takze potegowa
relaksacja fotopradu o wyktadniku 1+ «, w ktorej istotng role odgrywa absorbujacy
wplyw katody (prawej elektrody). Jednak, zagadnieniem tym nie zajmuje sie juz
tutaj, gdyz rozwigzuje sie go analogicznie, a rachunek jest znacznie diuzszy!'?.

12\Wspomniany wptyw absorbujacy elektrody wprowadza sie wykorzystujac tzw. metode pierw-
szego kontaktu (w niedostownym tlumaczeniu ang. first-passage time, [17], [18]).
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2.2.4 Sredni czas oczekiwania

Poszukujemy odpowiedzi na zasadnicze dla naszych dalszych poczynan pytanie: jaki
jest éredni czas oczekiwania (zycia),

() = /0 T to(t)dt, (2.83)

bladzacej czasteczki w jakiejkolwiek dolinie (minimum) potencjatu?
Rozwazmy zasadniczy dla naszych rozwazan przypadek o < 1. Latwo dostrzec,
podstawiajac (2.62) do (2.83) (oraz korzystajac z faktu, ze funkcja ¢(t) jest ograni-

czona), ze (t) = co. Podobnie mozna sprawdzi¢, ze takze dowolny moment (t") =
oo, m = 2,3,.... Oznacza to, ze Sredni czas oczekiwania (zycia) czasteczki w do-
wolnej dolinie (minimum) potencjatu oraz jego dyspersja (rozrzut statystyczny) sa
nieskonczone.

Rodzi to szereg pytan - jednym z najwazniejszych jest w jaki sposéb powyz-
szy wynik teoretyczny moze przejawiac sie w realnym doswiadczeniu? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie rozwazmy dowolnie wybrany przedzial czasu At w kto-
rym bedziemy obserwowaé bladzenie czgsteczki. Przypusémy, ze w tym przedziale
czasu czasteczka n(>> 1) razy zmieniala swoje miejsce pobytu co pozwolito nam do-
kona¢ n-krotnego pomiaru jej czasu zycia t;, j = 1,2,..., w kolejno odwiedzanych
dolinach potencjatu. Na tej podstawie mozemy wyznaczy¢ estymate sredniego czasu
oczekiwania czasteczki, jako (t(At)) = 1/n 377, t;. Oczywiscie wielkos¢ ta zalezy
od dtugodci przedziatu At w ktérym prowadzono obserwacje!®. Zaleznos$é ta moze
by¢ dwojakiego rodzaju. Jezeli wyktadnik o > 1 wowczas Sredni czas oczekiwa-
nia jest skonczony i - zgodnie z prawem wielkich liczb Bernoulliego - w miare
wzrostu dlugosci przedziatu czasu At powyzsza $rednia (t(At)) dazy do osiagnie-
cia skoniczonego plateau, czyli ulega stablilizacji. Jezeli o < 1 wéwczas $redni czas
oczekiwania jest nieskonczony i wzrost dlugosci czasu obserwacji nie prowadzi
do stabilizowania sie uzyskiwnych wynikéw a wprost przeciwnie, dtuzszy przedziat
obserwacji At oznacza wiekszg szanse pojawienia sie rzadkiego zdarzenia
w postaci bardzo dlugiego czasu oczekiwania w jakim$ lokalnym mini-
mum potencjatu co moze prowadzi¢ do drastycznego wzrostu sredniej (t(At)).
Innymi stowy, nieskoniczony sredni czas oczekiwania przejawia sie w postaci rosna-
cej nieograniczenie wartosci (¢(At)) ze wzrostem At. Ponadto, w przypadku a < 1
rodzi si¢ kluczowe pytanie dotyczace istnienia i osiggania przez uktad stanu
rownowagi; ten niezwykle istotny problem dyskutujemy w dalszej czesci.

13Prosze nie myli¢ uzywanego tutaj calkowitego czasu obserwacji At z przedzialem czasu ozna-
czajacym pojedyncze wyczekiwanie czasteczki w jakim$ minimum potencjatu.
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Czesé I

Multifraktalny Model Btadzen
Przypadkowych
w Czasie Cigglym
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Niniejsza cze$¢ jest poswiecona:

e uogolnieniu formalizmu CTRW przedstawionego w czesci I, tak aby
objaé¢ nim takze multifraktalne btadzenia przypadkowe, dotyczace
przeciez nie tylko rynkéw finansowych,

e wykorzystaniu, niejako przy okazji, formalizmu CTRW do odtwo-
rzenia kanonicznych wynikéw teorii kolejek,

e bezposredniemu zastosowaniu wspomnianego, uogolnionego forma-
lizmu do badania struktury czaséw pomiedzy zdarzeniami a w tym
przede wszystkim struktury czaséw miedzytransakcyjnych na giel-
dach.

Dodam, ze w czeéci III badane sg dalsze konsekwencje do jakich prowa-
dzi ten uogdlniony formalizm a przede wszystkim jego zwiagzek (poprzez
transformacje¢ Legendre’a) z formalizmem termodynamiki.

Szeregi ztozone z przedzialdow czasu pomiedzy poszczegdlnymi zdarzeniami po-
chodzace zaroéwno z obserwacji zjawisk przyrodniczych, spotecznych i ekonomicznych
jak tez proceséw technicznych traktowane sa zwykle jak szeregi losowe (stochastycz-
ne). Statystyki budowane w oparciu o takie szeregi moga nawet w sposéb
zasadniczy odbiega¢ od poissonowskiej,

1) dajac np. rozklady charakteryzujace sie grubymi ogonami (w czasie),

2) prowadzac do pojawiania sie na przemian okreséw wysokiej i niskiej aktywnosci
a stad wystepowaniem efektow klastrowania sie sygnatow.

3) Ponadto, wspomniane statystyki moga przejawiaé¢ wlasnosci fraktalne i multi-
fraktalne (w sensie losowym) oraz prowadzi¢ do pojawienia sie singularnosci.

Zatem, gléwnym zadaniem jest zrozumienie i opisanie mechanizméw pro-
wadzacych do takiego zachowania. W niniejszej czesSci pokazuje, ze uogol-
niony przeze mnie formalizm Bladzenia Przypadkowego w Czasie Cig-
glym jest w stanie wywigzac sie z tego zadania.

Przedstawiam tutaj analityczne podejécie wyroste z analizy danych empirycz-
nych a oparte na (omawianym w rozdz. 2) formalizmie Bladzenia Przypadkowego w
Czasie Ciagtym. Podejscie to stanowi alternatywe dla modeli typu kolejkowego (za-
proponowanych w ostatnim czasie), uwzgledniajacych priorytety w realizacji zadan.
Moja analiza ma charakter pogltebiony (w stosunku do dotychczasowych wariantéw
CTRW) dzieki uwzglednieniu mozliwej, multifraktalnej struktury przedziatéw czasu
pomiedzy zdarzeniami okreslajacymi ludzka aktywnosé, a doktadniej méwiac ludzki

45



temperament. Zatem, wielko$¢ tych przedzialéw okresla bezposrednio czas ”mar-
twy” - ludzka pasywnosé. Im krotsze sa te przedziaty tym wieksza jest aktywnosé
ludzka ktorej dotycza - wiekszy temperament graczy.

W szczegdlnoscei, w niniejszej czesci zbadane zostaly czasy miedzytransak-
cyjne na rynkach finansowych. Wtasnie w tego typu danych empirycznych za-
obserwowana zostata wyrazna struktura multifraktalna. Zaproponowany w pra-
cy model wyjasnia strukture multifraktalng i singularng poprzez wyko-
rzystanie superstatystyk do opisu funkcji gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej za jaka uwazamy tutaj wspomniany przedzial czasu. Jadro cal-
kowe superstatystyki odpowiada zréznicowanej naturze badanych zjawisk i proceséw.
Jadro to, przyjete w pracy w postaci rozciggnietej funkcji eksponencjalnej!*, opisuje
multifraktalnos¢ w istotnym dla niej horyzoncie czasowym. Dodatkowo, zapropono-
wany w tej czesci profil heurystyczny pozwala opisa¢ dane empiryczne w petnym
zakresie.

Strategia przyjeta w niniejszej pracy jest nastepujaca:

1) najpierw sformutowane zostaly (patrz cze$¢ I) podstawowe elementy modelu -
wstepny zestaw narzedzi pozwalajacych na odpowiednie przedstawienie danych
empirycznych.

2) W kolejnym kroku (niniejsza cze$¢), uogélniam formalizm CTRW aby wyjasnié
obserwowane efekty.

3) Wreszcie, dyskutuje konsekwencje dotyczace badanych uktadéw ztozonych, np.
mozliwosé zastosowania formalizmu termodynamiki inspirowanego obserwowa-
na (w punkcie 2) multifraktalnoscia do opisu przemian fazowych wystepuja-
cych (jak pokazuje) na rynkach finansowych (patrz czesé I11).

14 Rozciggnieta funkcja eksponencjalna jest, podkreslmy, bezpoérednim uogélnieniem zaréwno
funkcji wyktadniczej jak tez funkcji Gaussa.
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Rozdziat 3

CTRW a teoria kolejek

3.1 Wprowadzenie do analizy

Dynamika wielu uktadow ztozonych jest zwykle przedstawiana w postaci szeregow
czasowych - odnosi sie to nie tylko do nauk $cistych, ale réwniez do nauk spotecz-
nych, tj. ekonomii czy socjologii. Zdarzenia obserwowane w tych szeregach sg czesto
rozdzielone przedziatami czasu, ktorych wielko$¢ ma charakter losowy - zbior tych
przedziatow charakteryzuje sie zazwyczaj okreslong, dobrze uformowang struktura
a w tym np. uniwersalnoscia [19, 20, 21, 22, 23, 24].

Od kilku lat trwajg intensywne i szeroko zakrojone badania nad réznego ro-
dzaju charakterystycznymi procesami zachodzacymi w komunikacji miedzyludzkiej
[19, 25]. Na przyklad, zgodnie ze schematem zaproponowanym m.in. przez A.-L. Ba-
rabasiego, decyzje ludzkie podejmowane sg w oparciu o tzw. procesy kolejkowania.
Schemat ten moze by¢ wykorzystywany do opisu wielu réznych proceséw takich jak
np. korespondencja, odwiedzanie witryn internetowych czy tez transakcje i handel
na rynkach finansowych [23]. Gtéwnym wnioskiem ptynacym z tych badan jest to,
ze odtworzenie empirycznych wtasnosci obserwowanych zjawisk i proceséw wyma-
ga, aby decyzje dotyczace czasu danego zdarzenia podlegalty wlasciwym, ustalonym
zasadom okreslania jego waznosci. Zastosowanie prostych regut typu FIFO (ang.
First-In-First-Out) prowadzi niestety do poissonowskiej charakterystki przedziatéw
czasu, co jest sprzeczne z wieloma obserwacjami empirycznymi.

Jak pokazuje, dogodnym sposobem opisu tego typu zjawisk jest wlasnie model
Btadzenia Przypadkowego w Czasie Ciaglym (oméwiony w rozdz. 2). W ramach tego
modelu gtéwny nacisk jest potozony na wtasciwa konstrukcje podstawowego rozkta-
du prawdopodobienstwa tego modelu (ang. pausing-time density, PTD nazywanego
takze WTD, ang. waiting-time distribution, patrz cze$¢ 1) a oznaczanego przez 1 (t)
- co (przypomnijmy) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa wystapienia okreslo-
nego przedziatu czasu ¢t pomiedzy kolejnymi zdarzeniami.
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Wiele empirycznych funkcji PTD charakteryzuje sie grubymi ogonami, co suge-
ruje wystepowanie samopodobienistwa i hierarchii (w sensie statystycznym) w danej
strukturze. Co wiecej, oznacza to [23] powolny zanik funkcji PTD, czyli podleganie
przez nig prawu potegowego zaniku ¢(t) ~ t°. Zaobserwowano tutaj uniwersal-
no$¢ wyktadnika, ktéry przyjmuje jedna z dwoch wartosci § = 1 albo § = 3/2 [23].
W niniejszej czesci przedstawiono w rozdz. 3.2.1 podejscie odtwarzajace (w
zaleznosci od przyjetych warunkéw) potegowe zanikanie funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa z powyzszymi wyktadnikami.

Jest zrozumialym, ze funkcja PTD dostarcza (w sposéb jawny lub niejawny)
pelng informacje o statystyce przedziatow czasu pomiedzy zdarzeniami, jednak przy
rozwazaniu struktur hierarchicznych (rozciagajacych sie poprzez wiele skal czaso-
wych) pomocne staja sie momenty dowolnego rzedu ¢ (o ile istnieja). Dzieki ich
analizie mozna odpowiedzie¢ na pytanie o charakter procesu (np. czy jest on mono-
fraktalny czy tez multifraktalny) wskazujac na istotnie rézne zaleznosci momentéw
od ich rzedu ¢. Takie informacje daja podstawe bardziej wyrafinowanych modeli teo-
retycznych mogacych opisaé stochastyczng dynamike ludzkich decyzji. W niniej-
szej czesci analizowalem zaré6wno samg funkcje PTD jak tez jej momenty
dowolnego rzedu, co stanowi zasadniczy element niniejszej pracy.

Moje uogdélniajace podejécie ma swoje korzenie w fizyce bazujac takze na tzw.
Hipotezie o Mieszaniu Rozktadéw w Finansach (ang. Mizture of Distributions Hypo-
thesis in Finance) z lat 70-ych [26], méwiacej o konwolucyjnym sposobie uwzgled-
niania réznych niezaleznych czynnikow wptywajacych na dany rozktad. Ponadto,
opiera sie na analogii do zasady z lat 90-ych [27], méwiacej o dyssypacji energii na
rozne skale czasowe w zjawisku rozwinietej turbulencji, czy tez istnieniu uktaddow
nieekstensywnych opisywanych nieekstensywna entropia Tsallisa [28].

Funkcja PTD zostata (patrz cze$é I) po raz pierwszy wprowadzona w ramach
formalizmu CTRW przez Montrolla i Weissa [29, 30, 31]. Nastepnie, dzieki temu
ogélnemu formalizmowi Scher i Montroll [32] mogli zaproponowaé¢ w 1975 roku
model dolinowy (patrz czesé 1) do opisu konkretnej, potegowej relaksacji fotopradéw
generowanych w materiatach amorficznych (szklistych).

Podkreslmy, podejScie zaproponowane w niniejszej pracy

1) zainspirowane zostalo w znacznej mierze modelem dolinowym sfor-
mulowanym w jezyku CTRW a rozwinietym na potrzeby fizyki; tutaj
zostalo one wykorzystane w zupelnie innym kontescie, dotyczacym
stochastycznej dynamiki waloréw na rynkach finansowych.

2) Co wiecej, stanowi ono uogdlnienie formalizmu CTRW na bladzenia
przypadkowe o charakterze multifraktalnym i singularnym, wykra-
czajac poza wspomniany kontekst i otwierajgc mozliwosci szerszych
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zastosowan.

3.2 Wykorzystanie modelu dolinowego w teorii
kolejek

Przypomnijmy, ze model dolinowy Schera-Montrolla jako punkt wyjscia wprowa-
dza funkcje gestosci warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa dla czaséw mie-
dzytransakcyjnych (warunkowa PTD) 1 (t|e)!. Funkcja ta (przypomnijmy) opisuje
prawdopodobienstwo tego, ze okreslony nosnik pozostanie przez czas t w studni
potencjalu o okreslonej gtebokosci . Po tym czasie nosnik ten dokonuje skoku do
sasiedniej studni. Kolejnym zatozeniem modelu jest to, ze € jest zmienng losowa
(przyjmujaca losowe wartosci w réznych miejscach regularnej sieci) opisywana roz-
ktadem p(e) [32]. Wowcezas ¥(t) jest superstatystykq (konwolucja) wyrazona w na-
stepujacej postaci:

vt = [ eltle)ple)de. (3.1)

Warunkowa PTD ma w tym modelu posta¢ funkcji rozktadu eksponencjalnego; np.
dla zmiennej poissonowskiej ¢ [32]

1 t
Y(tle) = ) exp [—T@] . (3.2)
Posta¢ ta mozna uzasadni¢ tym, ze dla ustalonego ¢ statystyka czasoéw jest ho-
mogeniczna, poniewaz wszystkie zdarzenia maja to samo pochodzenie (przebywanie
czasteczki w dolinie potencjalu o takiej samej glebokosci) i w konsekwencji cha-
rakteryzuja sie pojedyncza skala czasowa 7(¢). Ponadto, zdarzenia polegajace na
dowolnie krotkim przebywaniu w danej dolinie sg od siebie statystycznie niezalezne.
Dodatkowo (jak juz byta o tym mowa w rozdz. 2), Scher i Montroll zaktada-
ja prosty wyktadniczy zwiazek pomiedzy energetyczng zmienna losowa € a czasem
relaksacji 7(¢):
7(e) = 10 exp(Be), (3.3)

gdzie 79 = 7(0)(> 0), natomiast S(> 0) jest wielkoscia stala mierzona w jednost-
kach energii; w podejsciu Schera-Montrolla 371 = kg T oznacza energi¢ termiczng
otoczenia o temperaturze T' (kp to stala Boltzmanna).

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenia sg juz, formalnie rzecz biorac, dostosowa-
ne do opisu podstawowych wtasnosci procesu kolejkowania wskazanych m.in. przez
Vazqueza [23]. W tego typu procesach nadchodzace wiadomosci (badZ zadania)
pojawiaja sie w sposéb przypadkowy w odstepach czasu t. Do kazdej wiadomosci

1Uzywamy tutaj nieco wygodniejszego oznaczenia niz w rozdz. 2 mianowicie, ¥(t|e) = g(t).
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przypisywany jest okreslony stopien jej istotnosci czyli priorytet oznaczany jako e.
Czas wykonania okreslonego zadania o priorytecie € jest opisywany wlasnie przez
funkcje warunkowej gestosci 1(t|e). Ponadto, sam priorytet e jest réwniez zmien-
na losowa opisywana przez funkcje gestosci p(e). Zatem (bezwarunkowy) rozktad
czasOéw pomiedzy zadaniami v(t) jest superstatystyka dana wlasnie wzorem (3.1).
Jak wida¢, udato sie tutaj w prosty sposéb zreinterpretowaé¢ formalizm
CTRW tak aby go dostosowaé¢ do odpowiedzi na kluczowe pytanie teo-
rii kolejek o rozklad przedzialéw czasu pojawiania sie zadan - podobnie
mozna wyrazi¢ statystyke realizacji zadan.

3.2.1 Charakterystyczne przyktady dotyczace teorii kolejek

W teorii kolejek istnieja, w zaleznosci od potrzeb, rézne sposoby kolejkowania za-
dan. W najprostszym przypadku kolejkowania typu FIFO (ang. First-In-First-Out)

priorytet ¢ = p przyjmuje taka sama wartos¢ dla wszystkich zadan. Wowczas ge-
stos¢ p(e) = 0(e — ), a bezwarunkowa PTD przybiera po prostu postaé rozktadu
Poissona (patrz cienka linia przerywana na rys. 3.1):

9(t) = — exp [—L] | (3.4)

() (1)

z pojedyncza, dobrze okreslong skala czasowa 7(u) = Toe’ = (t) oznaczajaca $redni
czas oczekiwania pomiedzy wykonaniem (albo realizacja) kolejnych zadar.
Innym szczegdlnym przypadkiem jest przypisanie waznosci zadaniom zgodnie z

rozkladem jednostajnym p(e) = 1/(2A), gdzie € moze przyjmowaé jedynie wartosci

ograniczone do odcinka [—A, A]2. W tym przypadku

t) = i/_i@z)(t e)de

natomiast z réwnan (3.2) i (3.3) mozna wyprowadzi¢ nastepujaca posta¢ PTD (patrz
cienka linia kropkowana rys. 3.1):

o(t) = i% [exp (-%) exp (-%)] , (3.5)

gdzie 14 def. 7o exp(+Af). Charakterystyczna skale czasowg 7. w tym modelu, tzn.
oczekiwany czas pomiedzy kolejnymi zdarzeniami 7. = (t) (gdzie (t) jest pierwszym
momentem rozktadu 1 (t)), otrzymujemy bezposrednio z réwnania (3.5):

cosh(B A)
BA

2Wielko$¢é A nie musi by¢ energia jednostkows (jak to miato miejsce w czesci 1) ale dowolnie
ustalong.

—/ dtty(t) = 7o 2 (3.6)
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Warto zauwazy¢, ze dla 7, > 7_ zachodzi:

o)~ L exp <—i> | (3.7)

Jest to obciety (za pomoca funkeji eksponens) rozktad potegowy o wykladniku 1 -
otrzymali$my zatem jeden z przypadkéw sugerowanych w pracy [23| dla proceséw
kolejkowania, w ktérych dlugosé kolejki jest ustalona. W rozwazanym tutaj mo-
delu obciete prawo potegowe pojawia sie dzigki przyjeciu po prostu jednostajnego
rozktadu zmiennej €.
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Rysunek 3.1: Wykres zaleznoéci PTD od t¢/7y. Linia przerywana opisuje przy-
padek poissonowski dany réwnaniem (3.4). Linia kropkowana przedstawia PTD
z réwnania (3.5) dla p(e) opisanego rozkladem jednostajnym (przyktadowo dla
= 1,0 =1, A = 3). Linia ciagta przedstawia PTD z réwnania (3.9) dla p(e)
opisanego rozkladem Laplace’a (3.8) (dla o = 2, § = 1). Wykres zaczerpnieto z
naszej publikacji [6].

Kolejnym przypadkiem zaproponowanym w pracy Vazqueza [23] jest prawo po-
tegowe z wyktadnikiem 3/2 pojawiajace sie w sytuacji, gdy kolejka moze przyjmowaé

51



dowolng dtugosé. W naszym podejsciu mozna uzyska¢ dowolne prawo potegowe po-
staci ¥(t) ~ 1/t°, § > 1. W tym celu nalezy zatozy¢ wyktadniczy rozktad zmiennej
e |:
ple) = 5o (38)
20
czyli rozktad Laplace’a zmiennej e, gdzie o = (|e|) > 0. Podstawiajac ta zalez-
no$¢ do réwnania (3.1) i zaktadajac wyktadnicza warunkowa funkcje rozktadu PTD

(réwnanie (3.2)) oraz wykorzystujac 7(e) z rownania (3.3) otrzymujemy ostatecznie:

00 = 5o [ e {~Be ~ (t/m) e ~ |el o} de.

20T

Calka wystepujaca po prawej stronie powyzszego réwnania moze by¢ rozdzielona na
dwie calki obliczane na odcinku [0, 00|

(1) = —— (1D (1) + 1O())

207

gdzie .
I®) () = /0 exp {:l:ﬁe — (t/7p)e*P — 5/0} de.

Stosujac prosta zamiane zmiennych (x def. exp(fe)) otrzymuje sie, ze

1 1-1/08 (oo 1 1-1/0p
TN == (E) / g VPt dy = = (E) L'(1—1/0p,t/7)
¢

/8 t /TO /8 t
oraz
3 1 /7 1+1/08 t/To B 1 /7 1+1/08
I1O)(t) = 3 <70> /0 2/ Be "y = 3 <70> y(1+1/08,t/70),

gdzie T'(a, 2) i (@, 2) to niekompletne® funkcje gamma [35]. Stad otrzymujemy $cista
formute na bezwarunkows funkcje rozktadu PTD (patrz linia ciagta na rys. 3.1)

1 To\ 1T1/o8 To\ 1-1/08
o) = 5o | () 1 g08m + () = 11|
(3.9)

Charakterystyczna, odpowiadajaca tej gestosci skala czasowa 7. (zdefiniowana

jako wartos$¢ oczekiwana 7. = (t)) wynosi
70

Te = >3

1—(Bo)*

Ten charakterystyczny czas istnieje, gdy jest spetniony warunek fo < 1, tzn. dla
" fazy wysokotemperaturowej”. A zatem rozwazany tutaj proces cechuje sie zupelnie

3Zauwazmy, ze niekompletna funkcja gamma dana pierwsza calks staje sie zwykla funkcja
gamma Eulera, gdy t/79 — 0 natomiast druga, gdy t/79 — oo.
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odmiennym zachowaniem dla o < 1 oraz o > 1. W pierwszym przypadku istnieje
skonczony oczekiwany czas pomiedzy kolejnymi zdarzeniami, natomiast w drugim
przypadku, dla ”fazy niskotemperaturowej”, wartos¢ ta nie istnieje. Dla takiej fazy
statystyka zdarzen jest zdominowana przez rzadkie i ekstremalne zdarzenia [15, 33].

Zatem mozemy stwierdzi¢, ze dla ¢ = 7! w ukladzie mamy do czynienia
z analogiag przemiany fazowej. Zauwazmy, ze w oryginalnym dolinowym mode-
lu nosnikéw fotopradu Schera-Montrolla przemiana fazowa tego typu pojawia sie,
gdy srednia warto$é glebokosci studni potencjatu o = (|e|) zréwnuje sie z energia
termiczng otoczenia kgT'.

Powr6émy teraz do analizy réwnania (3.9). Dla dtugich czaséw t/75 > 1 asymp-
totyczne zachowanie niekompletnych funkeji gamma jest nastepujace [35]:

V(1 +1/0B,t/70) = T(1+1/08) — (t/m)"/7 e t/7

oraz
(1 —1/08,t/70) =~ (t/ro)_l/”ﬁe_t/m.

Zaniedbujac zanikajace wyktadniczo wyrazy otrzymujemy:

_ P +1/op) (70 1+1/op
() ~ 20071 ( )

" (t > 1), (3.10)

czyli ogblne prawo potegowe postaci 1/t° z wykladnikiem wickszym od 1 (warto
przypomnie¢ w tym miejscu, ze parametry (3 i o sa dodatnie). Jak nalezato oczeki-
waé, wyrazenie (3.10) jest formalnie identyczne z (2.62) (wyprowadzonym w rozdz.
2.2.1).

Zatem pojawienie sie potegowych ogonéw w funkcji PTD wynika bezposrednio z
zalozenia niejednostajnego rozktadu (w naszym przypadku rozkladu Laplace’a (3.8))
dla zmiennej losowej €. Warto tutaj zauwazy¢, ze przy wyprowadzeniu zalezno$ci
potegowej (3.10) nie wprowadzalisSmy w posrednich krokach praw potegowych w
zadnym innym miejscu. Zauwazmy roéwniez, ze w przeciwienstwie do przypadku
rozktadu jednostajnego w ktérym zmienna losowa e jest ograniczona do odcinka o
dtugosci A, tutaj moze przyjmowaé ona dowolne wartosci. Ostatnig uwaga w tej
czescl jest to, ze przypadek rozktadu potegowego z wyktadnikiem 3/2 analizowany
w pracy [23] otrzymujemy z réwnania (3.10) przyjmujac po prostu, ze o = 2/[.

3.3 Momenty czasé6w oczekiwania

Funkcja PTD dostarcza petnej informacji o wtasnosciach statystycznych czaséw po-
miedzy zdarzeniami. Jednakze istnieja réwniez inne wielkosci pozwalajace na analize
istotnych wtasnosci proceséw, takich jak np. multifraktalnosé. Do tej klasy wielkosci
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naleza momenty dowolnego rzedu rozktadu czaséow oczekiwania, PTD, o ile oczywi-
Scie istnieja:
oo
(19) = / 199(1)dt.
0

W ramach omawianego w tej pracy podejscia opartego na superstatystykach z funk-
cja wagowa p(e), g-momenty (tzn. momenty rzedu ¢) wyrazaja sie w nastepujacy
sposob:

(1) = [ Z(tq\e)p(e)ds. (3.11)

gdzie (t4]e) oznaczaja momenty warunkowe zdefiniowane jako

(9]¢ = /0 4 (te)dt.

Z powyzszego oraz z rownan (3.2) i (3.3) otrzymujemy momenty warunkowe w po-
staci
(t1)e) = T(1 + q)7de?™, (3.12)

a wowczas momenty (bezwarunkowe) mozna wyrazi¢ jako:

{#9) = T(1 + ¢)7 1 615 () de. (3.13)

[e.o]

W ogdélnosci rzad momentu ¢ moze przyjmowaé dowolng warto$é¢. Jednakze przy
zatozeniu wyktadniczego rozktadu (3.2) momenty warunkowe (t7|¢), a wiec réwniez
momenty bezwarunkowe (t?) istnieja tylko dla ¢ > —1 ze wzgledu na obecna we
wzorach funkcje gamma Eulera. Co wiecej, momenty bezwarunkowe istnieja tylko
wowezas, gdy p(e) zanika szybciej niz e 9% w granicy € — oco.

3.3.1 Monofraktalnos¢ a multifraktalnosé¢

Przed przystapieniem do dalszej analizy warto przypomnie¢ jedno z kryterium multi-
fraktalnosci, mianowicie proces losowy lub losowa struktura sg multifraktalne wtedy
i tylko wtedy gdy ich ¢g-momenty (momenty rzedu ¢) skaluja sie jak

() ~ Lf(q)’

gdzie f(q) jest jakas nieliniowa funkcja ¢ a L oznacza pewna baze (jest o tym do-
ktadniej mowa w czesci IIT przy okazji dyskusji danych empirycznych). Gdy f(q)
jest liniowe, to wspomniany proces albo struktura sa monofraktalne [34].
Przeanalizujmy teraz mozliwos¢ wystapienia multifraktalnosci w zaleznosci od
wyboru funkcji wagowej p(e). Ponownie najprostszym wyborem jest p(e) = d(e — )
(gdzie jak zwykle §(...) jest delta Diraca), co w jezyku fizyki oznacza brak zréz-

nicowania gtebokosci dolin potencjatu (wszystkie maja jednakowa gltebokos$é p). W
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takim przypadku prosty rachunek prowadzi do wyniku charakteryzujacego mono-
fraktalne zachowanie procesu:

(") =T(1+ q)mgl’, (3.14)

gdzie
| = et (3.15)

W rozdz. 3.2.1 pokazaliSmy, ze przyjecie zaréwno jednostajnego jak i wyktad-
niczego rozktadu zmiennej p(¢) moze prowadzi¢ do pojawienia sie grubych ogonéw
funkcji PTD «(t). W naturalny sposéb rodzi sie pytanie, czy te dwa typy rozktadow
(okreslone réwnaniami (3.5) i (3.9)) prowadza do multifraktalnosci.

Dla rozkladu jednostajnego p(e) = 1/(2A) (—A < e < A) mamy:

(t1) = % (71 —79), (3.16)

gdzie 71 = 79 exp(+gA 3). Réwnanie (3.16) opisuje w przyblizeniu zachowanie mo-
nofraktalne, gdy 7, > 7_ lub (réwnowaznie) A 3 > 1.
Dla rozktadu Laplace’a p(g) = (1/20)e™¥//7 otrzymujemy

I'(1 o0

20

W tym przypadku g-momenty istnieja tylko wtedy, gdy B3¢ < o~!. Wowczas,

o Td+qg) 4
<t>_W7—07

co oznacza, ze takze i w tym przypadku mamy do czynienia ze strukture mono-

(3.17)

fraktalng przedzialow czasu. A zatem, zadna z obu rozpatrywanych funkcji
wagowych generujacych rozklady bezwarunkowe posiadajgce grube ogo-
ny nie prowadzi do multifraktalnej struktury g-momentéw. Takiego wyniku
nalezato oczekiwac, gdyz wspomniane rozktady jako jadra catkowe nie prowadza do
pojawienia si¢ wielu singularnosci (czego, jak zobaczymy ponizej, wymaga wielo-
fraktalnosc).

Aby uzyska¢ multifraktalno$é¢ nalezy rozwazacé jako gesto$¢ rozkladu
np. funkcje rozciggniety eksponens

B 1
- 20T(1 4+ 1/a)

E—H
g

p(e)

exp [— a} , (3.18)

gdzie « > 01 o > 0; tutaj o jest bezposrednio zwigzana z dyspersjg zmiennej
£ a nie z jej wartoscig oczekiwana, jak to ma miejsce dla rozktadu Laplace’a (3.8).
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Podstawiajac réwnanie (3.18) do (3.13) uzyskujemy, po prostej zamianie zmiennych,
wyrazenie na momenty rzedu ¢ w postaci posredniej:

(1) — I'(1+q)

m 1617 Io(q), (3.19)

gdzie [ zostalo juz zdefiniowane weze$niej w réwnaniu (3.15), natomiast

lola) = [ exp (~Iy|" + ao ) dy. (3.20)

Powyzsza catka jest zbiezna dla a > 1. Innymi stowy, bezwarunkowe momenty
(t7) istnieja dla @ > 1 oraz ¢ > —1 (dolne ograniczenie na ¢ wynika z istnienia
nieusuwalnej funkcji gamma Eulera w wyrazeniu (3.19)).

Catkowanie w réwnaniu (3.20) mozna przeprowadzi¢ $cisle za pomoca rozwiniecia
wyrazenia podcatkowego w szereg potegowy. Uzyskujemy wowczas:

— e _ - (qo.6>2n  on_—y®
q) —2/0 e Y Cosh(qaﬁy)dy—anz:o @n) /0 ye Y dy.

Zatem,
F'l+q) 2n—|—1)/a)

1) = T > S o, (321)

jest $cistym wyrazeniem na g-momenty. Jednakze, ze wzgledu na czynnik T'((2n +

1)/a) pojawiajacy sie w liczniku zbiezno$é powyzszej sumy jest wolna, a zatem
ucigzliwa nawet do numerycznego stosowania. Pomimo tego, tytutem przyktadu,
obliczylem g-moment dla stu wyrazéw szeregu (obliczenie dla tysiaca nie zmienito
zauwazalnie wyniku w zdolnosci rozdzielezej rys. 3.2). Nalezy podkreslié, ze tylko dla
maltych i posrednich wartosci ¢ ma miejsce przedstawiona na rysunku dobra zgodnosé
przewidywan wzoru (3.21) (czerwona krzywa ciagta) z danymi empirycznymi (czarne
punkty na wykresie).

Dla a = 2 (tzn. dla gaussowskiego rozkladu ¢) catka Iy(q) moze zostaé obliczona
bezposrednio dajac:

() =T(1+q)rd19e” NS

co po wprowadzeniu oznaczenia
I = el@B)?/4
prowadzi do multifraktalnego ale niesingularnego zachowania ¢-momentow:
Y =T +q) 73l L7, (3.22)

Dla a # 2, catka Iy(q) nie daje sie¢ wyznaczy¢ $cisle, w zamknietej postaci. Aby
rozstrzygna¢ mozliwos¢ zachowania multifraktalnego g-momentéw konieczne jest
przeprowadzenie obliczen przyblizonych.
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Rysunek 3.2: Przyktadowe por6wnanie przewidywan wzoru (3.21) (czerwona krzywa
ciagla) z danymi empirycznymi (czarne punkty) dla kontraktéow terminowych futures
na kurs wymiany USDM w zakresie —0.8 < ¢ < 7.0. Na osi rzednych odltozono
In((t?) /T'(14q). Krzywa teoretyczna poprowadzono dla wyktadnika o = 1.818, 791 =
3.5, o = 0.78.
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Definiuje w tym celu nowa zmienna catkowania z w réwnaniu (3.20) poprzez
zmiane skali y = (Bo)Y @Dz, Mamy woéwczas:

Iy(q) = Al/a/

—0o0

oo

exp{—/\[|x|°‘ - qx]}dx, (3.23)

gdzie
A = (Bo)/ e, (3.24)

Zat6zmy, ze fluktuacje zmiennej losowej £ (zwiazane z parametrem o) sa wieksze
od "energii termicznej” otoczenia 37!, tzn. o > 1. Wowezas bezwymiarowy para-
metr A\ jest wystarczajaco duzy aby mozliwe bylo bezpieczne zastosowanie przybli-
zenia punktu siodtowego [85] (ang. Saddle-Point Approzimation) do obliczenia calki
Iy(q). Obliczenia te przeprowadzono w Dodatku A, co ostatecznie dato:

Io(q) ~ A(q) exp [blq|*/* ], (3.25)

gdzie wolnozmienny czynnik przedwykltadniczy A(g) dany jest wyrazeniem (A.9)
(patrz Dodatek A), natomiast

b= (a—1)(Bc/a) ™V > 0. (3.26)

Podstawiajac réwnanie (3.25) do (3.19) otrzymujemy przyblizone wyrazenie anali-
tyczne dla momentéw rzedu q przedziatdow czasu pomiedzy kolejnymi zdarzeniami.
Ponizej przedstawiamy to wyrazenie w postaci jawnej, pozwalajacej zauwazy¢ jego
multifraktalny i singularny* charakter

Ia/(afl)
)

(1) ~ T(1 + q)7d19Lle (3.27)

gdzie charakterystyczne bazy [ oraz L wystepuja tutaj jednoczesnie. Pierwsza z nich
- | = e - okredlona w réwnaniu (3.15), zwigzana jest z dyssypacja, poniewaz zalezy
(w jawny sposob) od czynnika dyssypacyjnego u pochodzacego z gestosci wagowej
(3.18). Z kolei druga baza, zwiazana z multifraktalnym i w ogélnosci singularnym
zachowaniem momentow,

L=¢é (3.28)

dotyczy fluktuacji poprzez parametr b (zdefiniowany w réwnaniu (3.26)) zalezny od
o, ktory odnosi si¢ do wariancji zmiennej e (wyrazonej wzorem [['(3/a)/T'(1/a)]o?).
Wynik (3.27) jest kluczowym w niniejszej pracy - dalsza analiza jest tego
konsekwencjq.

Zauwazmy, ze wszystkie funkcje momentéw rozwazane w tej pracy zachowujg
wladciwg normalizacje, tzn. sg réwne 1 dla ¢ = 0.

4Méwiac o charakterze singularnym mam na my$li fakt, ze w ogélnoéci wyktadnik potegi o/ (v —
1) nie jest catkowity.
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Obie bazy (dyssypatywna i fluktuacyjna) staja sie tozsame dla b = 3. Rownosé
ta oznacza, ze dyssypacja p i fluktuacja o sg ze sobg powiazane poprzez réwnanie:

w = ko/e=1), (3.29)

gdzie k = (1 — 1/04)(5/@)1/@—1).
Dla o = 2 (przypadek gaussowski) zwiazek ten przyjmuje prosta postaé:

p=(0/2)"

co stanowi pelng analogie standardowej relacji dyssypacyjno-fluktuacyjnej (bedacej
trescia twierdzenia fluktuacyjno-dyssypacyjnego). To stwierdzenie pozwala nam na
spojrzenie na réwnanie (3.29) jak na fraktalne uogdlnienie twierdzenia fluktuacyjno-
dyssypacyjnego odpowiednie do stosowanego tutaj podejscia. Przy okazji zauwazmy,
ze gdy powyzsza relacja zachodzi, to monofraktalna i multifraktalna cze$é¢ wyrazenia
na g-momenty jest opisywana pojedyncza skala dajac:

<tq> - Lq+|q|a/(a—1)
I'(1+q)7d ’

czyli wyrazenie bardziej jednolite i prostsze od (3.27).
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Rozdziat 4

Systematyczna analiza
charakterystycznych
danych empirycznych

Niniejszy rozdzial ma na celu pokazanie, iz niezaleznie od sposobu normali-
zowania (standaryzowania), skalowania lub detrendowania danych, efekt
multifraktalnosci jest wcigz wyraznie widoczny. Mdéwiac prosciej, niezaleznie
od tego czy dane empiryczne sg czy tez nie sg zdetrendowane multifraktalnosé jest
weigz dobrze widoczna w danych empirycznych!. Jest to kluczowa obserwacja em-
piryczna (patrz rysunki 4.13 - 4.16 oraz 4.18), dzigki ktérej celowym byto uogol-
nienie przeze mnie standardowego formalizmu CTRW do wymaganego
w niniejszej pracy wariantu MF-CTRW (ang. Multifractal Continuous-Time
Random Walk).

W niniejszym rozdziale przeanalizowane zostaly odstepy czasowe obserwowane
miedzy kolejnymi transakcjami, At, na rynkach finansowych?. Tytutem charakte-
rystycznego przyktadu, rozwazono szczegétowo akcje KGHM? (z indeksu WIG20),
jednej z najintensywniej handlowanych spotek na GPW#. Analiza opierala sie tu-
taj na 316997 obserwacjach obejmujacych okres od 05.01.2009 r. do 16.10.2009 r.
Transakcje byly rejestrowane z czestotliwoscia jednej sekundy (patrz rys. 4.1); jezeli
w ciggu jednej sekundy pojawito sie wiecej transakcji, to byly one zapisywane jako
pojedyncza transakcja z odpowiednio wiekszym wolumenem. Nie jest to jednak zbyt
restrykcyjne ograniczenie, poniewaz przecietny odstep miedzytransakcyjny wahat si¢
w granicach 5 - 25 sekund (w zaleznosci od pory dnia - patrz rozdz. 4.1.2).

Dane empiryczne analizowane w tym rozdziale zaczerpnieto ze strony http : //www.bossa.pl.
2Teraz wygodniej bedzie si¢ postugiwaé oznaczeniem At a nie t.

3Petna nazwa: KGHM Polska Mied?, dawniej Kombinat Gdérniczo-Hutniczy Miedzi.

4Petna nazwa: Warszawska Gielda Papieréw Wartosciowych.
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Rysunek 4.1: Graficzne przedstawienie sposobu obliczania miedzytransakcyjnych od-
stepow czasu.

4.1 Przyktadowa analiza czaséw miedzytransak-
cyjnych spé6tki KGHM

4.1.1 Pierwsze wyniki - wizualizacja danych

Na rys. 4.2 przedstawiono czasy miedzytransakcyjne, At, dla transakcji akcjami
spotki KGHM z dnia (przyktadowo) 18.08.2009 r. jako funkcje czasu transakeji
t wyrazonego w sekundach liczonego od godz. 9:00:00. Zatem, np. jesli pierwsza
transakcja nastgpita o 9:00:03, a druga o 9:00:07, to pierwszy punkt ma wspoirzed-
ne (t1 = 3,Aty =ty —t; = 7—3 =4). A zatem, czas miedzytransakcyjny liczony
jest wprzdd do nastepnej transakeji (a nie wstecz do poprzedniej):

Ati = ti+1 — ti, (41)

gdzie t; oznacza czas biezacej transakcji o numerze i, natomiast ¢;,,; oznacza czas
wystapienia kolejnej transakcji (patrz rys. 4.1). Z obliczen czaséw miedzytransak-
cyjnych At; dla catego zbioru danych empirycznych wytaczono, oczywiscie, przerwy
w funkcjonowaniu gieldy (w tym przerwy od zakonczenia danej sesji do poczatku
kolejnej).

Na rys. 4.2 wida¢, ze transakcje sa czestsze na poczatku i na koncu sesji, nato-
miast w $rodku sesji (od ok. 10 000 s. do 15 000 s.) widoczny jest tzw. ”efekt lunchu”,
czyli wyrazne obnizenie aktywnosci inwestorow w godzinach potudniowych.

Analogiczny wykres przedstawiono na rys. 4.3, tym razem dla 6 kolejnych dni
transakcyjnych (od 18.08.2009 do 25.08.2009). Teraz na osi odcietych umieszczo-
no kolejny numer transakcji (a wiec, pierwszy punkt ma tutaj wspolrzedne (i =
1, At;—; = 4)). Dzienna struktura aktywnosci jest teraz dobrze widoczna.
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Rysunek 4.2: Wykres przedstawiajacy czasy miedzytransakcyjne, At, w funkcji czasu
transakcji ¢ liczonego w sekundach od godz. 9:00:00, dla transakcji akcjami KGHM
z dnia 18.08.2009 r. Punkty sa gesciej roztozone (co odpowiada krétszym czasom
miedzytransakcyjnym) zwlaszcza na poczatku i na koncu sesji.

At (timetothenext transaction) [s]

405
30

20

10E

y y ' ' =. T ti
2000 4000 6000 8000 10000 | ransaction number

Rysunek 4.3: Wykres czaséw miedzytransakcyjnych, At, w funkcji numeru transakeji
dla handlu akcjami spotki KGHM w dniach od 18.08.2009 do 25.08.2009.
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Rysunek 4.4: Wykres prawdopodobienstwa przetrwania dla czasu miedzytransak-
cyjnego w skali poétlogarytmicznej. Nieliniowo$é zaleznosci od czasu wskazuje na
niepoissonowski charakter rozktadu.

Jedna z podstawowych wielkosci charakteryzujacych wtasnosci statystyczne ana-
lizowanej zmiennej losowej At jest funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa
tej zmiennej. Na rysunkach 4.4 i 4.5 przedstawiono (odpowiednio w skali potloga-
rytmicznej oraz log-log) prawdopodobienstwo (skumulowane) braku transakeji przez
czas dtuzszy od At, tzn. prawdopodobienstwo przekroczenia przez obserwowany czas
miedzytransakeyjny odstepu At®. Na rysunkach tych mozemy zaobserwowaé, ze sta-
tystyka odstepéw czasu pomiedzy sgsiednimi transakcjami ma charakter niepoisso-
nowski oraz odznacza sie pogrubionym ogonem, tzn. wzglednie wysokimi prawdo-
podobienstwami wystapienia duzych wartosci At.

4.1.2 Lokalna $rednia i dyspersja miedzytransakcyjnych
odstepéw czasowych

W celu wizualizacji dziennego wzorca (dziennej struktury) aktywnosci inwestoréw
warto przeanalizowac lokalng $rednig i dyspersje czaséw miedzytransakcyjnych. Aby

SPrawdopodobiefistwo to w ramach formalizmu CTRW nosi nazwe (przypomnijmy) prawdopo-
dobienstwa przetrwania i oznaczane jest przez ® lub U.
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Rysunek 4.5: Wykres tego samego prawdopodobienstwa przetrwania dla czasu mie-
dzytransakcyjnego co przedstawiony na poprzednim rysunku, ale w skali log-log.

rozwazaé wystarczajaco liczne zbiory (tzn. posiada¢ wystarczajaca statystyke czaséw
miedzytransakcyjnych) podzielono kazda sesje (od 9:00:00 do 16:10:00) na N = 43
odcinki 10-minutowe (tj. przedziat od 9:00 do 9:10 jest oznaczony numerem 1, itd.).
Woéwezas, dla kazdego s-tego odcinka (1 < s < N), obliczono éredni (po dniach
handlowych) czas miedzy transakcjami pg oraz dyspersje o:

1
__E AtS 4.2
Hs =N g (42)

S i€s

- Jz% (1.3

€S

gdzie N oznacza catkowita liczbe transkacji zaobserwowanych w s-tym, 10-minutowym
odcinku (sektorze) dla wszystkich dni handlowych; w dalszym ciagu opuszczamy, dla
prostoty, wskaznik s indeksujacy -ty przedzial czasu miedzytransakcyjnego nalezacy
do sektora s.

Jak wiadomo, odpowiadajace tym wielkosciom btedy statystyczne (estymaty)
maja nastepujaca postac:

Os

A, =2 (4.4)

s

E
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Rysunek 4.6: Wykres zalezno$ci $redniego czasu miedzytransakcyjnego dla s-tego
sektora (odcinka) w funkcji numeru odcinka s dla akcji spétki KGHM. Dobrze wi-
doczny jest spadek aktywnosci inwestoréw (czyli wydtuzenie sie¢ wspomnianej $red-
niej) w godzinach potudniowych, jak tego nalezato oczekiwac.

2
Ny,—1

(4.5)

Rysunki 4.6 i 4.7 przedstawiaja uzyskane wyniki (odpowiednio dla wyrazen (4.2)
i (4.3)) w zaleznosci od numeru kolejnego, 10-minutowego odcinka wraz z odpowia-
dajacymi im btedami (danymi odpowiednio wzorami (4.4) i (4.5)). Dobrze widoczny
jest spadek aktywnosci inwestoréw czyli ”efekt lunchu” w godzinach potudniowych,
zgodny z poprzednimi wynikami.

Po znormalizowaniu (zredukowaniu) lokalnej dyspersji do lokalnej sredniej, o/ s,
otrzymujemy bezwymiarowy parametr przyjmujacy (z ok. 10-cio procentowa doktad-
noscia) stata wartosé (réwna ok. 1.5) niezaleznie od numeru s odcinka a wiec od pory
dnia (patrz rys. 4.8). Wtasnos¢ statosci tak zredukowanej dyspersji posiadaja np.
rozktad wyktadniczy, odwrotny rozktad Gamma, jak tez rozktad Pareto.

4.1.3 Normalizacja czaséw miedzytransakcyjnych

Dzieki wynikom uzyskanym w rozdz. 4.1.2 jest sensownym zdefiniowanie na trzy
rézne sposoby znormalizowanych (standaryzowanych) czaséw miedzytransakeyjnych
7;, mianowicie:

e poprzez odjecie lokalnego $redniego czasu miedzytransakcyjnego

Tis = Atz — Ms, (46)
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Rysunek 4.7: Wykres zaleznosci dyspersji czaséw miedzytransakcyjnych w s-tym
odcinku w funkcji numeru odcinka s dla akcji spotki KGHM. Wymownym jest wzrost
fluktuacji bezwzglednych w godzinach potudniowych, czego mozna bylto oczekiwac.

MMWWHHWWWHWH
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Rysunek 4.8: Wykres zredukowanej dyspersji w s-tym odcinku w funkcji numeru
odcinka dla akcji spotki KGHM. Widoczne jest znaczne ostabienie ”efektu lunchu”.
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e podzielenie przez lokalng dyspersje

8= —2, (4.7)

e poprzez odjecie lokalnego $redniego czasu miedzytransakcyjnego i podzielenie

przez lokalng dyspersje
Ati — Hs

T, = —, (4.8)
Os
gdzie we wszystkich trzech powyzszych wzorach s jest (tak jak i poprzednio) nume-
rem odcinka, w ktérym pojawita sie transakcja definiujaca poczatek odstepu At;.
W dalszych rozwazaniach pomini¢to indeksy ¢ oraz s a wiec rozwaza sie zmienng
losowa oznaczong po prostu jako 7.
Najpierw, ponizej

e analizowane sg wyniki uzyskane dla trzeciego, najbardziej rozbudowanego spo-
sobu normalizacji (danego wzorem (4.8)) natomiast,

e poréwnanie g-momentéw dla wszystkich typéw normalizacji (danych wzorami
(4.6) - (4.8)) przedstawiono w podrozdz. 4.1.4, a

e analize poréwnawcza dotyczaca 10-ciu wybranych spotek z indeksu WIG20 w
rozdz. 4.2.

Na rysunkach 4.9 i 4.10 przedstawiono wykresy analogiczne do tych przedstawio-
nych na rysunkach 4.2 i 4.3 (odpowiednio dla zmiennej 7 zamiast At). Dla pojedyn-
czego dnia (patrz rys. 4.9) struktura dzienna w zasadzie znika, jednak dla wykresu
6 kolejnych dni (patrz rys. 4.10) nadal obserwuje sie jej pozostatosé. Mozna powie-
dzie¢, ze na tej drodze zostal usuniety jedynie gtéwny wzorzec aktywnosci dziennej
inwestorow.

Na rysunkach 4.11 i 4.12 przedstawiono wykresy odpowiadajace tym na rysun-
kach 4.4 1 4.5 ale po unormowaniu czaséw miedzytransakcyjnych (zgodnie ze wzorem
(4.8)). Wida¢d, ze pomimo przeskalowania zmiennej losowej ksztalt odpowiadajacych
sobie wykresow jest zblizony.

4.1.4 g-momenty

Na rysunkach 4.13 - 4.16 przedstawiono g-momenty czaséw miedzytransakcyjnych,
odpowiednio, nieunormowanych (rys. 4.13) oraz znormalizowanych wedlug wzoréw:
(4.6) rys. 4.14, (4.7) rys. 4.15 i (4.8) rys. 4.16. Z poréwnania wykreséw na po-
wyzszych rysunkach wynika, ze usuniecie gtéwnego dziennego trendu widocznego w
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7 (normalized timeto the next transaction)

: .;ié:éooTransaction timet [s]

Rysunek 4.9: Wykres znormalizownych czaséw 7 (danych wzorem (4.8)) w funkcji
czasu transakeji ¢ liczonego w sekundach od godz. 9:00:00, dla handlu akcjami spotki
KGHM z dnia 18.08.2009. Jak wida¢ podstawowy wzorzec dzienny zostat usuniety;,
jednakze nadal mozna tutaj dostrzec dzienng strukture resztkowa. By¢ moze, jest
ona zwiazana z godzinowym rytmem pracy.

7 (normalized timeto the next transaction) []

Transaction number

Rysunek 4.10: Wykres unormowanych czaséw miedzytransakeyjnych 7 (danych wzo-
rem (4.8)) w funkcji numeru transakeji, dla handlu akcjami spétki KGHM w dniach
od 18.08.2009 do 25.08.2009. Nawet po normalizacji wcigz wyraznie widoczna jest
struktura dzienna.
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Rysunek 4.11: Wykres prawdopodobienstwa przetrwania dla unormowanego czasu

miedzytransakcyjnego w skali pétHogarytmicznej. Nieliniowos¢ wskazuje na niepois-

sonowski charakter rozktadu.
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Rysunek 4.12: Wykres prawdopodobienstwa przetrwania dla unormowanego czasu
miedzytransakcyjnego w skali log-log.
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Rysunek 4.13: Wykres zaleznosci g-momentéw czaséw miedzytransakeyjnych, (At9),
w funkcji rzedu ¢ dla akeji KGHM. Nieliniowa zaleznos¢ jest widoczna, jednak nie
jest ona tak wyrazna jak po unormowaniu zmiennej (patrz np. rys. 4.16).

aktywnosci inwestoréw i/albo unormowanie czaséw miedzytransakcyjnych wzmac-
nia efekt multifraktalnosci, tzn. nieliniowg zaleznos¢ logarytmu g-momentu od rze-
du momentu ¢ (patrz takze rys. 4.17). Zauwazmy, ze dla normalizacji danej wzo-
rem (4.8) krzywa g-momentéw posiada nawet lokalne minimum w poblizu punktu
q = 1 (czyli dodatkowa strukture) dobrze widoczne na rysunkach 4.16 1 4.17. Innymi
stowy, multifraktalno$é jest widoczna nawet bez usuwania trendu i/albo
wprowadzania normalizacji czaséw miedzytransakcyjnych. Jest to kluczowa
obserwacja umozliwiajaca zastosowanie MF-CTRW.

4.2 Analiza innych spétek

W sposéb analogiczny jak powyzej (tzn. korzystajac ze wzoru (4.8)) zbadatem 10
spotek z indeksu WIG20 (tzn. 5 najwiekszych oraz 5 najmniejszych). Na rysunkach
4.18 1 4.19 przedstawitem dla nich funkcje g-momentéw. Mozna zauwazy¢, ze ksztatt
w tych wszystkich przypadkach jest zblizony do analogicznego dla sp6tki KGHM -
w tym sensie mozna go traktowac jako uniwersalny.

Ostatni rys. 4.20 przedstawia strukture g-momentéw wokot minimum w poblizu
punktu ¢ = 1. Przy okazji zauwazmy, ze dla wszystkich spotek ma miejsce ”zakotwi-
czenie” krzywych w jednym punkcie dla ¢ = 2, czyli zachodzi réwnosé (|7]7=2)=1 -
oczywiscie, jest to bezposrednia konsekwencja definicji 7:
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Rysunek 4.14: Wykres zaleznosci g-momentéw unormowanej zmiennej 7 (réwnanie
4.6), (|7|?), w funkcji rzedu ¢ dla akcji KGHM. Wyraznie widoczna jest zaleznos$é
nieliniowa dla 0 < ¢ < 4.
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Rysunek 4.15: Wykres zaleznosci g-momentéw unormowanej zmiennej 7 (réwnanie
(4.7)), (|7]9), w funkeji rzedu ¢ dla akcji KGHM. Wyraznie widoczna jest zaleznosé
nieliniowa dla 0 < ¢ < 4.
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Rysunek 4.16: Wykres zaleznosci g-momentéw unormowanej zmiennej 7 (réwnanie
4.8), (|7]9), w funkcji rzedu ¢ dla spotki KGHM. Wyraznie widoczna jest zaleznosé
nieliniowa dla 0 < ¢ < 4.
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Rysunek 4.17: Wykres zaleznosci g-momentéw unormowanej zmiennej 7 (réwnanie
(4.8)), (|7|?), w funkcji rzedu ¢ dla spotki KGHM. Przedstawiono zalezno$¢ dla

matych wartosci q.
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Rysunek 4.18: Wykres zaleznosci g-momentoéw, (|7]?), od rzedu ¢ momentu dla 10
spotek z WIG20. Dobrze widoczne sa nieliniowe zaleznosci od rzedu gq.
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Rysunek 4.19: Wykres zaleznosci g-momentoéw, (|7]|?), od rzedu ¢ dla 10 spdtek w
zakresie 0 < ¢ < 3.0.
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Rysunek 4.20: Wykres zaleznosci g¢-momentéw, (|7]9) w funkeji rzedu ¢ dla 10 spétek
z WIG20 w zakresie 0 < g < 2.5.

(iri=2) = <@> - <Z—> = 4

Pojawiaja sie teraz przynajmniej dwa istotne pytania:

e czy dane empiryczne dotyczace réznych spolek moga by¢ opisane
jednakowg, uniwersalng zaleznoscig funkcyjna od ¢ a jesli tak, to
jaka jest ta zaleznosé?

e Jaki model stochastyczny prowadzi do obserwowanej zaleznosci da-
nych empirycznych od ¢?

Miedzy innymi na te wtasnie pytania odpowiadamy w kolejnych rozdziatach niniej-
szej czesci.

4.3 Poréwnanie danych empirycznych dotyczacych
g-momentow z przewidywaniami modelu

W rozdziale tym dokonuje poréwnania wynikéw teoretycznych zbudowane-
go w niniejszej pracy modelu MF-CTRW z danymi empirycznymi. Kon-
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centruje sie tutaj na badaniu funkcji ¢-momentéw i towarzyszacych im
multifraktalno$ciom oraz tkwigcych w nich singularno$ciom.

Jednym z technicznych powodow zastosowania przedstawionego tutaj podejscia
do rynkoéw finansowych jest powszechna dostepnosé oraz znaczaca wielkosé rekorddw
danych (umozliwiajacych budowanie zadowalajacych statystyk). W szczegdlnosci,

6

rozwazam dane empiryczne® zawierajace pojedyncze transakcje na:

1) kontraktach terminowych typu futures opartych na kilku indeksach gietdowych
z réznych rynkow,

2) na kursach wymiany walut, jak réwniez
3) dane dotyczace obrotu akcjami.

Wybrane aktywa (patrz Tabela 4.1) naleza do réznych grup cechujac sie znacznym
zroznicowaniem, co zapewnia wystarczajaca ogdlnosé i uniwersalnoéé¢ prowadzonych
rozwazan.

Tabela 4.1: Charakterystyka danych empirycznych. Dane obejmujg kazda transakcje
dla kontraktéw terminowych opartych na niemieckim indeksie gietdowym (DAX),
amerykanskim indeksie Dow Jones (DJI), polskim indeksie (WIG20), na kursie wy-
miany walut dolar-marka niemiecka (USDM) oraz dolar-euro (EURUS). W analizie
uwzgledniono réwniez przyktadowo dane dla obrotu akcjami firmy Telefonica (TEF).

Nazwa Okres analizy Liczba transakcji
DAX 2007/02/13-2007/06/14 4997027
TEF 2006/01/02-2007/08/27 3010511
DJI 2006/03/01-2007/08/27 3806 980
WIG20 2006/06/19-2007/03/16 282007
USDM  1993/01/04-1997/07/31 1048 590

EURUS  2007/08/01-2007/08,/27 4176 362

Wykres na rys. 4.21 przedstawia empiryczne wartosci logarytmu naturalnego
unormowanych’ ¢g-momentéw az do rzedu ¢ = 20%. Na podstawie tego wykresu
mozemy od razu stwierdzi¢, ze wszystkie rozpatrywane zbiory danych charakteryzuja

6Dane empiryczne dotyczace aktywéw wymienionych w Tabeli 4.1 (za wyjatkiem dotyczacych
WIG20) zostaly zakupione przez Universitat de Barcelona na potrzeby naszej pracy [6].

"Rozwazamy tutaj jeszcze inne unormowanie niz wprowadzone w rozdz. 4.

8Jest to zakres tak duzy, iz dotychczas nie byl brany pod uwage w kontekécie analizy multifrak-
talnej.
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Tabela 4.2: Dopasowane parametry 7; dla przypadku monofraktalnego opisywanego
réwnaniem (4.10) w zakresie 10 < ¢ < 20. Blad oszacowania jest znikomo maly.

-ty zbiér danych In7;

DAX 4.598 + 0.004
TEF 5.458 4+ 0.004
DJI 6.144 £ 0.005
WIG20 7.008 £ 0.003
USDM 5.217 £ 0.003
EURUS 6.697 + 0.002

sie monofraktalnoscig dla wystarczajgco duzych q. Aby to dokltadniej sprawdzic,
wprowadzamy pomocnicza wielkos¢ 7; zdefiniowang nastepujaco:

g def. {t7)

el vt (4.10)

gdzie (t!) oznacza empiryczny moment rzedu g czaséw migdzytransakcyjnych® dla
i-tego zestawu danych'® (w naszym przypadku 1 < ¢ < 6). Nastepnie, przeprowa-

&) N s
In (W) =qln7;,

w wyniku czego mozemy stwierdzi¢, ze dla 10 < ¢ < 20 oszacowanie wielkosci 7; jest

dzamy regresje liniowsa:

niezalezne od ¢. Stanowi to potwierdzenie monofraktalnego charakteru g-momentéw
dla duzych ¢ (patrz Tabela 4.2). Warto tutaj zauwazy¢, ze btad oszacowania jest
na wszystkich rynkach znikomy i wynosi ok. 0.03%.

Mozemy teraz sprawdzi¢ obcigzenie oszacowania 7; dla wszystkich szesciu szere-
goéw czasowych. W tym celu obliczamy stosunek

oila) = A (3) (@11)

gdzie 0 jest (dowolnym) dodatnim parametrem przyjmujacym taka sama wartosé
dla wszystkich zbiorow danych, natomiast 7; oznacza wartos¢ parametru otrzyma-
nego, 7z powyzej przeprowadzonego, oszacowania monofraktalnego dla przedziatu
10 < g < 20 (patrz Tabela 4.2). Wybierzmy np. warto$¢ parametru 6 réwna oszaco-
wanej wartosci 7 dla kontraktow terminowych na indeks Dow Jones, tzn. przyjmijmy

9Wrécilismy do wygodniejszych tutaj oznaczen czaséw miedzytransakcyjnych przez t a nie przez
At.

10Przez i-ty zestaw danych empirycznych rozumiemy dane dotyczace okrelonego i-tego papieru
wartosciowego, np. kontraktu opartego na indeksie DAX.
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log;o <t/ (1+@) (time in seconds)

Rysunek 4.21: Wykres unormowanych momentéw (t9) /T'(1 + ¢) w funkeji rzedu ¢
dla szesciu empirycznych finansowych szeregdéw czasowych w skali pétlogarytmicz-
nej. Linie ciagle odpowiadaja regresji funkcji postaci 7¢ dla 10 < ¢ < 20. Wykres
zaczerpnieto z naszej publikacji [6].

0 = Tpj = exp(6.144) (warto$¢ podana w sekundach). Jezeli spelniona jest hipo-
teza monofraktalna, to krzywe ¢;(¢) powinny dla duzych ¢ zbiega¢ do pojedynczej
linii prostej (w skali potlogarytmicznej). Wyniki tego postepowania zostalty przed-
stawione na wykresie na rys. 4.22 - rzeczywiscie dla wszystkich danych, dla ¢ > 10,
krzywe zbiegaja do pojedynczej linii prostej. Oczywiscie przyjecie innej, jednakowej
dla wszystkich zestawéw danych, wartosci parametru 6 prowadzi takze do wspoélnej
linii prostej ale nachylonej pod innym katem do osi odcigtych.

Ponadto, wykresy przedstawione na rys. 4.22 przejawiaja odstepstwa od zachowa-
nia monofraktalnego dla ¢ < 10. Odstepstwa od liniowo$ci oraz réznice w przebiegu
pomiedzy rozpatrywanymi krzywymi staja siec wyrazne!! dla ¢ < 5.

Monofraktalnos¢ moze zosta¢ réwniez sprawdzona w sposob inny od przedsta-
wionego na rys. 4.22. Mianowicie mozna sporzadzi¢ wykres wielko$ci:

Folg) 1n(r(“g> ) (112)

a qInT; 1+q)

Dla danych monofraktalnych punkty na wykresie powinny by¢ bliskie 1 niezaleznie

"UDokladniej méwiac, dobrze widoczne sa tylko trzy grupy krzywych: EURUS, TEF i USDM.
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Rysunek 4.22: Wykres przedstawiajacy wielkosci ¢;(q) zdefiniowane w réwnaniu
(4.11) jako funkcje rzedu ¢ dla szesciu empirycznych finansowych szeregdéw cza-
sowych w skali pétlogarytmicznej. Widoczne jest zbieganie sie wszystkich krzywych
do jednej wspdlnej dla g > 10. Wykres zaczerpnieto z naszej publikacji [6].

od wartosci ¢ jednak, jak to zostalo pokazane na rys. 4.23, ma to miejsce jedynie
dla ¢ > 10. Warto réwniez zauwazy¢, ze punkty monotonicznie zbiegaja do wartosci
1 przy wzrastajacym rzedzie momentéw ¢. Daje to wskazéwki (analogiczne do tych,
jakie dostarcza przebieg krzywych na rys. 4.22) co do multifraktalnego charakteru
modelu mogacego opisaé zachowanie rozpatrywanych funkcji dla matych i posrednich
rzedéw ¢. Opis zaproponowany w rownaniu (3.19), gdzie uzyty zostal rozciagniety
rozklad wykladniczy dla p(e) dany réwnoscia (3.18), wydaje sie by¢ dobrym kandy-
datem, co widaé¢ dzieki réwnaniu (3.21), ktérego przewidywania zostaly poré6wnane
z danymi empirycznymi na rys. 3.2.

Wtasnosé¢ multifraktalnosci modelu reprezentowang dla matych i posrednich ¢
réwnaniem (4.14) mozna réwniez sprawdzi¢ za pomoca funkcji

def. 1 (1)
fur(q) = gln (m) — [In(70) + 8] . (4.13)

W tym celu, do réwnania (4.13) mozemy podstawi¢ parametry uzyskane dla kazdego
rozwazanego zbioru danych z osobna (patrz Tabela 4.3) a nastepnie przedstawi¢ tak

otrzymane funkcje fyr(q) w zaleznodci od bg'/(®~V. Zbieganie tych szeéciu funkcji
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Rysunek 4.23: Wykres funkeji fr(q) zdefiniowanej w réwnaniu (4.12) w zaleznosci od
rzedu ¢ dla szesciu empirycznych finansowych szeregéw czasowych. Ponownie mozna
zaobserwowaé zblizanie sie do siebie krzywych dla ¢ > 10. Wykres zaczerpnieto z
naszej publikacji [6].

do wspoélnej linii prostej o jednostkowym nachyleniu (bez wyrazu wolnego) prowa-
dzi do wniosku, ze nasz model multifraktalny MF-CTRW (z funkcja gestosci p(e)
w postaci rozciagnietego rozktadu wyktadniczego) jest dobrym kandydatem do wla-
Sciwego opisu rozwazanych efektéw. Wyniki takiego postepowania przedstawiono
na rys. 4.24. Zbieganie funkcji (dla malych i posrednich wartosci ¢) pokazuje uzy-
tecznos¢ modelu MF-CTRW nie tylko do analiz rozpatrywanych w niniejszej pracy
szeregdw czasowych, ale stwarza uzasadniong nadzieje na znacznie szersze zastoso-
wania.

Rysunek 4.25 przedstawia przyktadowe wyniki uzyskane dla wspomnianych wcze-
$niej wszystkich danych empirycznych, przy czym przewidywania modelu przedsta-
wiono przyktadowo dla danych zwiazanych z transakcjami dla spotki Telefonica oraz
dla kontraktéw na indeksie DAX. Natomiast Tabela 4.3 przedstawia wartosci odpo-
wiednich, obliczonych w tym modelu wielkosci dla wszystkich zbioréw danych.

Mozemy stwierdzi¢, ze empiryczne ¢g-momenty czasé6w miedzytransakcyj-
nych na rynkach finansowych cechuja sie wyrazna multifraktalnoscia dla
zakresu ¢ < 3.5. Wladnie w tym najistotniejszym zakresie ¢ model anali-

81



TEF Ii?- I T | |
10  DAX o |
DJI .
%) WIG20 o . .
2 g LUSDM  + ' |
3 EURUS =
MF
3
et
2 | ea e o9
E .-...o--oo-oo ®
: -.. w @ F = = 0
= 4 r ¢+ % m H 4 o
L b E (.\D@ oo @ 09 oo D 8 & 5
.;E L} 5o 9" --‘. e - N
2r 8 ettt P " -
0k l | | | |
’ : * 6 8 10
b gVt

Rysunek 4.24: Wykres funkcji fyr(g) zdefiniowanej réwnaniem (4.13) jako funk-
cja przeskalowanego rzedu momentu bg'/(“~1 dla szesciu empirycznych finansowych
szeregdw czasowych. Mozna tutaj zaobserwowaé zbieganie dla maltych wartosci ¢
wszystkich krzywych do linii prostej o jednostkowym nachyleniu. Wykres zaczerp-
nieto z naszej publikacji [6].

tyczny prowadzacy do réwnania w postaci skalujacej (3.27),
(%) ~ T(1 4 g)rd1epa’ =" (4.14)

(gdzie, przypomnijmy, | = exp(uf) oraz L = exp(b)) pozostaje w zgodzie z
danymi empirycznymi (patrz Tabela 4.3). Z drugiej strony, dla duzych warto-
Sci ¢ dane zbiegaja do zachowania monofraktalnego (zostato to przedstawione na
rysunkach 4.22 i 4.23).

Jezeli jednak chcemy opisa¢ wszystkie zaobserwowane efekty za pomoca pojedyn-
czej funkeji, powinnismy dokonaé¢ uogdlnienia zaleznosci (4.14) w taki sposéb, aby
uwzgledniato ono takze monofraktalne zachowanie dla duzych wartosci ¢. Wymaga-
nia stawiane takiej heurystycznej multifraktalnej zaleznosci (ang. Heuristic Multi-
fractal Function, HMF') sa nastepujace:

e musi ona spelnia¢ warunek normalizacji (tzn. powinna przyjaé¢ wartosé¢ 1 dla
q=0),
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Rysunek 4.25: Wykres przedstawiajacy zaleznos¢ unormowanych g-momentéw od
rzedu g dla szeSciu empirycznych finansowych szeregéw czasowych. Przyktadowe
krzywe ciggte odpowiadaja teoretycznym, zgodnym z multifraktalng formuty (3.27),
przebiegom funkcji dla kontraktéw na indeks DAX oraz dla spétki Telefonica (TEF)
- parametry otrzymane z dopasowania do danych empirycznych zamieszczno w Ta-
beli 4.3. Wykres zaczerpnieto z naszej publikacji [6].

e dla matych i posrednich wartoéci ¢ powinna odtwarza¢ zaleznos¢ dang réwna-
niem (4.14),

e dla duzych wartosci ¢ powinna przybiera¢ posta¢ monofraktalng.

Stosunkowo tatwo mozna teraz zaproponowaé¢ poszukiwang HMF speilniajaca

powyzsze trzy warunki:
(t) = T(1 + ) 7 1 L#9, (4.15)

gdzie

() = b_11 1= exp (=bilg] )] Jql-

Zauwazmy, ze wprowadziliSmy tutaj dodatkowy czwarty parametr, b; > 0, ktory mo-
dyfikuje baze L = exp(b) do postaci L'/" (patrz réwnanie (4.14)). Zaleznoéé (4.15)
nadal zachowuje wtasciwa normalizacje (tzn. (t97°) = 1). Co wiecej, dla matych ¢
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Tabela 4.3: Dopasowane wartosci parametrow dla multifraktalnego obszaru matych
q. Dla kazdego szeregu czasowego okreslono osobny przedziat fitowania obejmujacy
przedziat od ¢ = 0 do g = 3.5. Warto$¢ wyktadnika « charakteryzuje sie stosunkowo
mniejszym btedem w poréwnaniu do pozostatych parametréow.

Przedzial ¢ a In1y + pf3 b
DAX 0-3.5 1.85+0.13 —-154+04 09+0.3
TEF 0-3.5 147+0.06 1.45+0.12 0.14+0.05
DJI 0-3.0 1.47+£0.08 0.34+£0.16 0.340.2
WIG20 0-2.0 1.65+0.06 1.67+0.14 1.19+£0.14
USDM 0-3.0 1.894+0.03 2.824+0.02 0.32+0.02
EURUS 0-2.5 21402 —46+1.1 34+1.1

Tabela 4.4: Zestaw wyznaczonych parametréw dla HMF okreslonej wyraze-
niem (4.15).

Q@ In7my + pf b by
DAX 1.91+003 —-3.04+03 254+0.3 0.33 £0.02
TEF 1.78+0.02 0.1£0.2 1.07+0.11 0.20+0.01
DJI 1.60£0.02 0.18 £0.12 0.29+£0.05 0.091 4 0.012
WIG20 1.96+0.05 0.54+0.5 3.3+ 0.6 0.50 £ 0.05
USDM  1.69+0.02 2.97+0.06 0.26+0.03 0.115+0.009
EURUS 221+0.03 —-954+0.7 11.7+1.1 0.71£0.03

zachodzi 1 —exp (—bl |q\1/(0‘*1)) = by |q|"/@=Y | dzieki czemu mozemy odtworzyé réw-
nanie (4.14). Natomiast dla duzych wartoéci ¢ ma miejsce 1 —exp (—bl\qll/("_l)) ~ 1
i zalezno$é (4.15) przyjmuje posta¢ monofraktalng:

(1) ~T(1 + q)rd 19 Llal/br,

Krzywe ciagte na rys. 4.26 pokazuja przyktadowe dopasowanie zaleznosci HMF
do danych empirycznych dla akcji spotki Telefonica oraz kontraktow opartych na
indeksie DAX dla pelnego zakresu wartosci q. Réwniez w przyblizeniu (takze przed-
stawionym na tym wykresie) uzyskujemy dobra zgodno$¢ z danymi empirycznymi.
Dla g < 2 przewidywania formut MF-CTRW oraz HMF sa (praktycznie rzecz biorac)
nierozréznialne. Wartosci parametrow oszacowanych w modelu HMF przedstawiono
w Tabeli 4.4.

Predykcje réwnania (4.15) dla rozpatrywanych zbioréw danych zostalty spraw-
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Rysunek 4.26: Wykres przedstawiajacy zaleznosé¢ logarytmu znormalizowanych mo-
mentéw (t9) /T'(1 + ¢) od rzedu momentu ¢ przykladowo dla akeji spétki Telefo-
nica oraz kontraktéow na indeks DAX. Krzywe ciggle odpowiadaja regresji danej
réwnaniem (4.15) (heurystyczna formuta multifraktalna) z parametrami podanymi
odpowiednio w Tabeli 4.4. Krzywa przerywana raz jeszcze przedstawia przewidy-
wania modelu multifraktalnego, MF-CTRW, gdzie superstatystyka oparta zostata
na rozciagnietym rozktadzie wykltadniczym (3.27) i parametrach podanych w Tabe-
li 4.2. Przedstawiono rowniez powiekszenie dla matych i po$rednich wartosci rzedu
momentéw g. Wykres zaczerpnieto z naszej publikacji [6].

dzone poprzez zbadanie zaleznosci funkcji

oot =2 [ (Y ]

od b1g"/@=1_ Jedli model HMF dobrze opisuje dane, to powinnismy zaobserwowaé
pokrywanie si¢ wszystkich linii wzdtuz krzywej 1 — exp(—x), gdzie x = bg'/(@=V
(patrz réwnania (4.15) i (4.16) oraz rys. 4.27).

Podejscie to pozwala réwniez na zbadanie w jawnej postaci zaleznosci przeksztat-
conych g-momentow

[ (i) . (417

q 1+

85



fuue(@) (time in seconds)

1/(c-1)

by q

Rysunek 4.27: Wykres przedstawiajacy zalezno$¢ fuur(q) zdefiniowana réwna-
niem (4.16) od rzedu b;¢'/(*~) dla szeéciu empirycznych finansowych szeregéw cza-
sowych dla dopasowanych parametrow przedstawionych w Tabeli 4.4. Widoczne jest
ukladanie sie (z dobrym przyblizeniem) wszystkich zaleznosci na krzywej postaci

1 — exp(—x), gdzie = byg*/ @V, Wykres zaczerpnicto z naszej publikacji [6].

od wielkosci In L (= b)). Jesli model dobrze odtwarza dane empiryczne, to powinna
mie¢ miejsce wspoélna dla wszystkich (badanych przez nas) rynkéw liniowa zaleznos$é
pomiedzy tymi przeksztalconymi wartosciami g-momentéw a b (patrz rys. 4.28).
Podkreslmy, ze oba rysunki 4.27 1 4.28 pokazuja zaleznosci w pelni potwierdzajace
adekwatnos¢ i uniwersalno$¢ heurystycznej formuty multifraktalnej. Trzeba jednak
zwroci¢é uwage na fakt, ze znalezienie jawnej, zamknietej postaci warunkowej PTD,
(tle), oraz funkcji rozktadu p(e) prowadzacych do heurystycznej formuty multi-
fraktalnej (4.15), stanowi nadal problem nierozwiazany.

Mozna teraz poréwnaé prawdopodobienstwa przetrwania SP (ang. sojourn pro-
bability) otrzymane w ramach modelu MF-CTRW

/ / D)) p(e)dt'de (4.18)

z rozktadem empirycznym.
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Rysunek 4.28: Wykres zaleznosci przeksztatconych g-momentéw wyrazonych rowna-
niem (4.17) od wielkosci In L dla ¢ =2 (dolna linia), ¢ = 5 i ¢ = 15 (linie powyzej)
oraz dla sze$ciu empirycznych zbioréw danych z rynkéw finansowych. Krzywe ciagte
przedstawiajg zaleznosé liniowa, wspolna dla réznych rynkéow. Wykres zaczerpnieto
z naszej publikacji [6].

Rozpatrujemy tutaj prawdopodobienstwo przetrwania ze wzgledu na wiekszg
stabilnos¢ danych empirycznych w poréwnaniu z sama gestoscig rozktadu prawdo-
podobienstwa. Przypomnijmy, ze model MF-CTRW zaktada wyktadniczy rozktad
Y(tle) (patrz réwnanie (3.2)) oraz rozciagniety rozktad wyktadniczy p(e) (patrz row-
nanie (3.18)). Podstawiajac te wyrazenia do réwnania (4.18) otrzymujemy

U\ip(t) = m /_oo exp <—\x!a — T()Z“ﬁ eﬁ”x> dz. (4.19)
Powyzsze wyrazenie moze by¢ obliczone na drodze numerycznej - jako przyktad wy-
bralismy spétke Telefonica. Po dopasowania wyrazenia (4.19) do danych empirycz-
nych wartosci podanych w Tabeli 4.3 parametréw ulegly stosunkowo nieznacznej (ok.
10-cio procentowej) zmianie. Linia ciggta na rys. 4.29 przedstawia wynikowa krzy-
wa dla tych obliczen; tytulem poréwnania na wykresie przedstawiono takze krzywg
empiryczng (czerwone punkty).
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Rysunek 4.29: Prawdopodobienistwo przetrwania W(t) przedstawione przyktadowo
dla danych dotyczacych akeji spotki Telefonica (TEF). Krzywa ciagta jest wynikiem
obliczen numerycznych ¥(¢) w ramach modelu MF-CTRW - patrz réwnanie (4.19)
z parametrami « = 1.6, In(m) + uB = 1.7 1 b = 0.12. Przerywane i kropkowane linie
przedstawiaja dopasowania, odpowiednio, dla rozktadu g-wyktadniczego (z parame-
trami m = 0.94 £ 0.07 oraz ¢ = 1.3 £ 0.2) i dla rozktadu Weibulla (z parametrami
a =1.53+0.02 oraz ¢ = 0.459 +0.004). Wykres zaczerpnieto z naszej publikacji [6].

Analiza empiryczna funkcji PTD oraz prawdopodobienstwa przetrwania SP dla
danych finansowych byla w ostatnich latach tematem intensywnych badan [36, 37,
38, 39, 40]. Niedawne prace sugeruja, ze V(t) moze by¢ opisane takze za pomoca
funkcji g-eksponencjalnej'? Tsallisa [39, 40]

1

V. (t) = ,g>1
o0 1 +m(q— 1)

lub za pomoca rozktadu Weibulla [39, 40]

Uw(t) = exp(—at®), a, c>0.

12Prosze nie myli¢ wystepujacego tutaj indeksu ¢ z rzedem momentu g uzywanym wczeéniej.
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Te zaleznosci réowniez zostaly przedstawione na rys. 4.29 - jakos¢ dopasowan jest
tutaj poréwnywalna do krzywej (patrz wyrazenie (4.19)) uzyskanej w modelu MF-
CTRW. Wida¢, ze model ten dostarcza jedynie zgrubnego rozwiazania, przy czym
nalezy zaznaczy¢, ze prawdopodobienstwo przetrwania jest jednak wielkoscia stabo
czula (podatna) na zmiane modelu.

4.4 Kroétkie podsumowanie czesci II i pierwsze

wnioski

W niniejszej czedci zostal rozszerzony (uogélniony) formalizm CTRW uzywajacy
modelu dolinowego Montrolla-Weissa-Schera-Laxa. Ten uogoélniony formalizm, na-
zwany przeze mnie MF-CTRW, umozliwit analityczny opis statystyki czasow
miedzytransakcyjnych. Doktadniej rzecz biorac, zostal on w tej czesci zasto-
sowany do opisu finansowych szeregéw czasowych, chociaz jak wykazalem
podejscie to moze mieé szersze zastosowanie, np. w szeroko rozumianej
komunikacji miedzyludzkiej a w tym zwlaszcza w zagadnieniach typu ko-
lejkowania.

Zaproponowane podejscie MF-CTRW bazuje na wykorzystaniu superstatystyki
(bedacej konwolucja) do skonstruowania PTD. Z kolei konstrukcja superstatystyki
wymaga wprowadzenia biezacej zmiennej losowej £ o odpowiednim rozktadzie p(e)
stanowiacym jej jadro catkowe - ta zmienna losowa posiada (w zaleznosci od te-
go jakiego zagadnienia dotyczy) dobra interpretacje. Dopiero to realizuje pierwszy
krok zmierzajacy w kierunku efektywnego wyznaczenia podstawowej funkcji mode-
lu, czyli ¥(t), oraz momentéow (t?) rzedu g dla przedzialéw miedzytransakcyjnych.
Podkreslmy, ze to wtasnie posta¢ rozktadu p jest odpowiedzialna np. za istnienie
badz nieistnienie wspomnianych momentéw. Dodajmy, ze doktadna interpretacja
zmienne] losowej € zalezy od konkretnego analizowanego problemu.

W oryginalnej pracy Schera-Montrolla [32] zmienna e oznaczata gltebokos¢ studni
potencjatu, w ktorej putapkowane byty nosniki pradu. W podejsciach typu procesoéw
kolejkowania € oznacza priorytet przypisany danemu zadaniu, natomiast dla rozpa-
trywanych tutaj rynkéw finansowych mozliwa interpretacja dla e jest traktowanie jej
jako wielkosci proporcjonalnej do wolumenu danej transakcji, gtebokosci rynku badz
réznicy pomiedzy najlepsza oferta kupna i sprzedazy (bid-ask spread) [41, 42, 43].

Niezaleznie od interpretacji zmiennej €, w podejsciu tym przyjmuje sie, jako dru-
gi krok, okreslong posta¢ warunkowej funkcji PTD, 9 (t|¢), zdefiniowanej dla zadanej
wartosci zmiennej €. Jezeli rozpatrywane przedzialy miedzytransakcyjne pojawiaja
sie w sposOb przypadkowy i sg od siebie statystycznie niezalezne, to naturalnym wy-
borem dla warunkowej PTD jest rozklad wyktadniczy okreslony w réwnaniu (3.2).
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Jednoczesnie zaktada sie tutaj, ze dla okreslonego ¢ Sredni czas pomiedzy kolejnymi
zdarzeniami, 7(¢), jest zwiazany ze zmienng € poprzez zalezno$¢ wyktadnicza okre-
slona w (3.3). Wowczas mozemy, wykorzystujac Hipoteze o Mieszaniu Rozkladéw w
Finansach, wyznaczy¢ w postaci zamknietej (dzieki zastosowaniu metody SPA) roz-
ktad bezwarunkowy, czyli PTD (dane réwnaniem 3.1) oraz jego g-momenty (patrz
réwnanie (4.14)).

Zatem, podejScie zaproponowane w niniejszej czesci pozwala, dzieki od-
powiedniemu wyborowi jadra catkowego, uzyskacé

1) funkcje PTD cechujaca sie grubymi ogonami tak waznag dla teorii
kolejek, jak réwniez

2) multifraktalny charakter jej ¢-momentéw tak istotny dla rynkéw fi-
nansowych.

Na przyktad, dla p(e) w postaci gestosci rozkladu Laplace’a otrzymujemy:

YO~ (B>,

co pozwala opisa¢ wiele obserwacji (empirycznych) dotyczacych réznorodnych zja-

wisk zaréwno w $wiecie kolejek [23] jak i szeroko rozumianych finansach [38].
Natomiast, w analizie g-momentéw wybor funkeji gestosci dla zmiennej & w

postaci rozciggnietej funkcji wyktadniczej prowadzi do multifraktalnej postaci ¢-

momentow:
(t9) ~ LI (n> 1),

gdzie L jest wielkosScig, ktérej interpretacje podatem w czesci I11.

Pragne podkresli¢, ze w czesci 11 analizowalem multifraktalne zachowanie czaséw
miedzytransakcyjnych na duzych zbiorach danych empirycznych wzietych z rynkow
finansowych [44, 45, 46]. Ogdélny wniosek jaki stad wyplywa jest taki, ze ¢-
momenty cechujg sie multifraktalnoscig dla matych i posrednich wartosci
q (¢<5), natomiast dla wyzszych rzedéw (t7) staja sie monofraktalne. W
zwigzku z tym, zaproponowana zostata w tej czesci heurystyczna formuta multifrak-
talna HMF pozwalajaca na odtworzenie przebiegu g-momentéw w pelnym zakresie

q.
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Czesé 11

Analogie przemian fazowych na
rynkach finansowych
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Strategicznym celem niniejszej czesci jest ostateczne wykazanie oraz
wyciggniecie konsekwencji z faktu, ze obecna w danych finansowych mul-
tifraktalno$¢ oraz zawarta w niej singularnosé sa wywotane fluktuacjami
wolumenu. Oczywiscie sugerowane to juz byto w czesci II - w niniejszej czesci przed-
stawitem i przedyskutowatem dalsze argumenty wzmacniajace wspomniane sugestie.
Zatem niniejsza, 111 czes¢ pracy stanowi bezposrednia, pogtebiong konsekwencje wy-
nikow uzyskanych w czedci 1I; omawiam w niej:

o dalsze wtlasnosci statystyczne anomalnej, multifraktalnej, losowej struktury
czasOw miedzytransakcyjnych oraz wynikajace stad

e jej wlasnosci "termodynamiczne”, przy uzyciu rozszerzonego w poprzedniej
czesci (standardowego) formalizmu CTRW Montrolla-Weissa-Schera-Laxa; przy-

pomnijmy, ten rozszerzony formalizm zostal przez nas nazwany w czesci 11
multifraktalnym formalizmem CTRW (MF-CTRW).

Podejscie nasze ma na tyle ogélny charakter, ze jak wskazaliSmy w czesci 11, moze
by¢ zastosowane np. do zdarzen generowanych przez ludzka aktywnosé cechujacy sie
okreslonym uporzagdkowaniem podejmowanych dziatan.

W pracy tej koncentrujemy sie jednak przede wszystkim na zastosowaniu nasze-
go podejscia do rynkéw finansowych, na ktérych aktywnosé réznorodnych (hetero-
genicznych) uczestnikéw gry rynkowej (inwestoréw) moze przejawiaé sie w bardzo
roznych skalach czasowych. Gtéwnym wnioskiem plynacym z rozwazan prze-
prowadzonych w niniejszej czesci jest to, ze suma statystyczna (funkcja
rozdzialu) Z(q) jest rozbiezna dla ujemnych wartosci wyktadnikéw potegi
q (co uzasadnia nazwe "anomalna”), natomiast dla dodatnich wartosci tych
wykladnikéw Z(q) skaluje sie jak L~7@ gdzie wykladnik potegi 7(q) jest
singularng funkcjg ¢%.

Punktem wyjscia czesci III jest analizowana w czesci Il funkcja PTD
przyjmujaca postaé konwolucji (czyli superstatystyki uzywanej np. do opisu
rozwinietej turbulencji). Jadro tej konwolucji jest dane przez rozciggniety
rozklad wykladniczy (czesto uzywany w ukladach chaotycznych i nieuporzad-
kowanych) bedacy uogélnieniem zaréwno rozkladu wyktadniczego (zastosowanego
w oryginalnej wersji modelu CTRW do opisu relaksacji fotopradéw w materiatach
amorficznych i szklistych) jak tez rozkladu Gaussa (uzywanego np. do opisu dyfuzji
wodoru w materiatach amorficznych).

Najwazniejszym wynikiem tej czesci pracy jest uzyskanie przemian fa-
zowych wyzszych rzedéw (trzeciego i wyzszych) - moga by¢ one interpretowane

13Njie nalezy myli¢ wyktadnika 7 ze érednim czasem wystepujacym w definicji (3.2). W niniejszej
czedcl czas ten oznaczany jest przez 7y (patrz wyrazenie (5.4) oraz (5.5)) i nie ma nic wspélnego z
analogicznym oznaczeniem wprowadzonym przez wyrazenie (2.53) w rozdz. 2.2.1 w czesci L.
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jako przejscia pomiedzy fazami o wysokiej i niskiej aktywnosci inwestoréw. Rzad
przejscia fazowego zalezy tutaj bezposrednio od wyktadnika o definiujgcego rozcia-
gniety rozktad wykladniczy (im ten wyktadnik jest wiekszy tym rzad przemiany jest
wyzszy). Na tej podstawie sformutowano proste, praktyczne wskazéwki dla

inwestoréw, zwigzane z zaproponowang w pracy globalng miarg ryzyka
rynkowego.
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Rozdziat 5

Analiza momentow

5.1 Wprowadzenie

Od kilku dekad analiza szeregéw czasowych cieszy sie wcigz rosngcym zainteresowa-
niem spolecznosci naukowej [6], [47]-[51]. Dzigki rozwojowi metod pétanalitycznych
- wlaczajac w to réznorodne metody detrendowania opracowane przez fizykéw [52]-
[57] - jak réwniez dzieki ciaglemu doskonaleniu metod numerycznych, teoria szeregéw
czasowych znajduje zastosowanie w stale rosnacej liczbie waznych i interesujacych
zagadnien. W szczegbdlnosci dynamika wielu uktadéw ztozonych analizowanych w
ramach nauk przyrodniczych, ekonomicznych i socjologicznych jest przedstawiana
w postaci stochastycznych szeregéw czasowych [58,; 59]. Czesto stanowia one reali-
zacje multifraktalnych proceséw stochastycznych [60] generowanych np. przez za-
szumione wieloskalowe kaskady multiplikatywne [61] obserwowane np. na rynkach
spekulacyjnych [62]. Zmiany indekséw, cen akcji czy kurséw wymiany walut wyka-
zuja zachowanie intermitentne (czyli z przerwaniami) [63], ujawniaja hierarchiczne
i samopodobne struktury oraz cechuja sie duzymi niegaussowskimi odchyleniami
zwigzanymi z wystepowaniem rzadkich zdarzen i grubych ogonéw rozkladow. Od
pewnego czasu jest jasne [64], ze zachowanie sie rynkow finansowych mozna mode-
lowa¢ poprzez stochastyczne szeregi czasowe - woéwczas zmiennymi losowymi sg nie
tylko takie wielkosci jak ceny (lub ich zmiany), ale rowniez charakterystyki czasowe
(czasy miedzytransakcyjne czy czasy pierwszego kontaktu, ang. the first passage ti-
me). Tego typu modelowanie jest szeroko stosowane w ramach formalizmu CTRW -
jest to obiecujace narzedzie stuzace np. fenomenologicznemu opisowi dynamiki da-
nych finansowych obserwowanych na najnizszym mozliwym poziomie agregacji - tzn.
transakcja po transakcji.

W ciggu ostatnich dwoch dekad daje sie zaobserwowaé gwaltowny wzrost za-
interesowania zastosowaniem podej$¢, metod i technik fizyki statystycznej, fizyki
materii skondensowanej oraz teorii pola do analizy zagadnien dotyczacych rynkéw
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finansowych i innych uktadéw ztozonych: od badan kardiologicznych dotyczacych
rytmu serca czy epilepsji do modelowania pogody, zagadnien ekologicznych a nawet
polityki (zwiazanej np. z procesem wyboréw) [65]. Model wykorzystany w tej pracy
ma swoje umocowanie (przypomnijmy)

e w Hipotezie o Mieszaniu Rozkladéw w Finansach, a w tym w prognozowaniu,
siegajacej lat 70-ych ubiegtego wieku [66, 67], czyli w rozktadach konstruowa-
nych za pomoca superstatystyk (konwolucji),

e zasadzie wariacyjnej dla dyssypacji energii poprzez rézne skale czasowe i prze-
strzenne w teorii rozwinietej turbulencji z lat 90-ych [68, 69],

e w entropii nieekstensywnej Tsallisa [28].

Kanoniczny formalizm CTRW zostatl wprowadzony (przypomnijmy) przez Montrolla
i Weissa w roku 1965 [29] w celu uwzglednienia w bladzeniu losowym przypadkowych
zmian w czasie pomiedzy kolejnymi przemieszczeniami. Od czasu jego pierwszego
zastosowania przez Schera i Laxa w 1973 roku [17], [29], [30], [70], [71], [72], [73],
[74], (i zamieszczone tam odnosniki) oraz niezaleznie przez Moora rok pézniej [75] do
opisu potegowej relaksacji fotopradu w materiatach amorficznych i szklistych, model
ten znalazt liczne zastosowania znacznie przekraczajace pierwotne zamierzenia jego
autorow. W koncu poprzedniego oraz w biezacym stuleciu zostal on zastosowany do
rynkéw finansowych ([6], [37], [38]) do opisu ich dynamiki (w sensie stochastycznym,
patrz réwniez [15], [76], [77]).

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa dla czaséw miedzy kolejnymi
zdarzeniami, PTD, jest w modelu CTRW (jak wiadomo) kluczowa. W wyjsciowym
modelu byta ona zdefiniowana w ramach modelu dolinowego, w ktéorym ”krajo-
braz” potencjatu sktada sie tylko z dolin (nie ma tam gér). Dynamiczna czes¢ PTD
stanowi funkcja warunkowa (¢ | €) opisujaca (przypomnijmy) gesto$¢ rozktadu
prawdopodobienstwa czasu przebywania przez nosnik w studni potencjatu o okre-
slonej glebokosci € - wlasnie wzgledem tej zmiennej losowej nastepuje warunkowanie
rozktadu. Funkcja ta posiada tatwa interpretacje w kontekscie rynkéw finansowych
poprzez odpowiednig interpretacje zmiennych losowych ¢ oraz e (patrz czesé II).
Tytutem przyktadu zauwazmy, ze jezeli rozktad ten opisuje filtracje sygnaléw sto-
chastycznych - wowczas € moze oznacza¢ parametr definiujacy dany filtr. Kolejnym
przyktadem moze by¢ (jak wiemy) zarzadzanie kolejka zadan np. w systemie kompu-
terowym lub sieci komputerowej - tutaj parametr € moze oznacza¢ flage pomagajaca
w synchronizacji zachodzacych proceséw, natomiast ¢ to czas pracy CPU. W naszej
pracy [6] podajemy szersza liste mozliwych zastosowan tego modelu.

W pracy tej zbadalem wtasnosci statystyczne czasow miedzytransakcyjnych po-
niewaz zawieraja one istotne informacje dotyczace komunikacji miedzyludzkiej (w
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szezegblnosci aktywnosei rynkéw finansowych), np. moga nawet dostarczaé¢ informa-
cji o "temperaturze” emocji towarzyszacej kontaktom miedzyludzkim. Pomimo tego,
sg one znacznie mniej zbadane od wtasnosci statystycznych zmiennych ” przestrzen-
nych” (np. zmiany cen). Miedzy innymi dlatego wlasnie rozszerzylismy formalizm
CTRW umozliwiajac opis multifraktalnej struktury czaséw miedzytransakcyjnych.
Na tej podstawie jesteSmy w stanie wykonaé¢ kolejny krok - wykorzystaé¢ formalizm
termodynamiczny (poprzez transformacje Legendre’a) i przeprowadzi¢ dyskusje do-
tyczaca mozliwych przejsé¢ fazowych wyzszych rzedow - zjawisk niezwykle rzadko
obserwowanych w przyrodzie [78].

5.1.1 Lista gléwnych zagadnien

W czedei 11, w rozdz. 3.3.1 niniejszej pracy wyprowadzone zostaly wzory Scisty (3.21)
i przyblizony (3.27) na $rednie dowolnego rzedu ¢ (tzn. g¢-momenty) czaséw miedzy-
transakcyjnych (t?) w ramach MF-CTRW (wyprowadzenia te zaczerpnieto z naszej
publikacji [6]). W rozdz. 3.3.1 pokazano, ze In(t?) jest nieanalityczna, singularna fun-
kja q. Zostato to sprawdzone za pomoca danych empirycznych dotyczacych obrotu
pochodnymi instrumentami finansowymi obejmujacymi szeroki zakres skal czaso-
wych - od sekund do wielu miesiecy. Jak pokazuje w niniejszej czesci, wtasnie od-
krycie tego nieanalitycznego zachowania stworzylo podstawe, na ktorej
mozliwe bylo zaobserwowanie przemian fazowych rzedéw wyzszych niz
drugi - jest to ostateczny cel do jakiego daze w niniejszej czesci.

Ponizej, w rozdz. 5.2 dowodze tytutem uzupetnienia, ze momenty czasow miedzy-
transakcyjnych spelniaja relacje skalowania (5.25) z dobrze okreslona, interpretowal-
na baza. Pokazuje, ze funkcja podzialu réwniez przybiera postaé skalujaca.
Wybiegajac wprzdéd powiem, ze postac ta wynika z odpowiedniosci pomiedzy caltka
I(q) (zdefiniowana w (5.10)) budujaca ¢g-momenty a catka J(¢') (z réwnania (6.10))
tworzaca poszukiwang sume statystyczna, mianowicie

eXP(—Qﬁu)[<_ q )

(q+ 1)Y= (q+ 1)Y=

Jg+1) =0 (5.1)
gdzie ¢ = ¢+ 1 > 0 lub inaczej ¢ > —1. Tzn. jedli 1(q) mozna zapisaé w postaci
skalujacej, to réwniez J(q') posiada odpowiednig postaé skalujaca i vice versa. Zatem
istnieje relacja pomiedzy g-momentami a funkcja rozdziatu - m.in. dlatego
wlasnie tyle miejsca poswiecamy tym pierwszym.

W niniejszym rozdziale rozwijamy dalej wyniki uzyskane w czesdci 11, a mianowi-
cie:

e w ramach modelu MF-CTRW oraz uzywajac heurystycznej formuty multifrak-
talnej HMF rozwazane sa g-momenty czaséw miedzytransakcyjnych (t9) dla
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nieco szerszego niz w czesci Il zakresu —1 < ¢ < 20, a wiec réwniez dla ujem-
nych wartosci g, co jest potrzebne do analizy przemian fazowych w punkcie
q=0,

e rozwazana jest uogélniona funkecja podziatu [81, 82|, Z(¢'), wyrazona za pomo-
ca ¢'(= ¢+ 1)-momentu PTD, co stanowi motyw przewodni niniejszej czesci.

Analiza funkcji Z(q') prowadzi do
e zwiazku pomiedzy MF-CTRW a termodynamika wyrazonego poprzez

i) spektrum singularnosci, ktére stanowi multifraktalny odpowiednik zalez-
nosci entropii od energii w termodynamice

ii) przemiany fazowe 3-go i wyzszych rzedéw, ktére moga by¢ interpretowane
jako przejscia pomiedzy faza handlu z wysoka oraz z niska czestotliwo$cia.

Niniejsza, 111 cze$é¢ pracy sktada sie z dwoch nieformalnych czesci. W rozdz. 5.2
(cze$é pierwsza) rozwazana jest dokladniej niz w czesei 11 relacja skalowania dla ¢-
momentéw (t9) w ramach formalizmu MF-CTRW, jak réwniez w ramach ogélniejszej
formuty heurystycznej. Przeprowadzono tam takze bardziej szczegdtowe pordwna-
nie przewidywan teoretycznych z danymi empirycznymi. Kolejny rozdz. 6.1 opisuje
skalowanie funkcji podziatu Z(q') zdefiniowanej w ramach modelu MF-CTRW oraz
obejmuje opis uzyskanego na tej podstawie formalizmu termodynamicznego. Roz-
dzial 6.2 zawiera dyskusje przemian fazowych 3-go i wyzszych rzedéw. Ostatnie dwa
rozdziaty (spoérod wyzej wymienionych) stanowia druga, nieformalna cze$é niniej-
szej 111 czesci. W rozdz. IV przedstawiono podsumowanie wraz z praktycznymi su-
gestiami dla inwestoréw gietdowych. Natomiast w Dodatku zamieszczono wybrane,
najwazniejsze szczegotowe obliczenia. Na konicu zamieszczono bibliografie.

5.2 g-momenty czas6w miedzytransakcyjnych:
multifraktalnos¢ generowana przez
fluktuacje

Gléwnym zadaniem tego rozdzialu jest obliczenie w ramach formalizmu
MF-CTRW momentéw czaséw miedzytransakcyjnych, (t?), dla dowolnego
rzedu ¢ > —1. Jest to rachunek poglebiony w stosunku do przedstawione-
go w rozdz. 3.3, gdyz umozliwia fizyczng interpretacje oraz bezposredni
pomiar wszystkich tworzacych te momenty wielkosci. Dla poréwnania przed-
stawiono tutaj (analogicznie jak w rozdz. 4.3) poglebione rozwazania dotyczace heu-
rystycznej formuty multifraktalne) HMF oraz jej predykcje. Rozdziat ten - wraz z
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6.1 - jest niezbedny do wprowadzenia formalizmu termodynamicznego (patrz rozdz.
6.2).

5.2.1 Superstatystyki i g-momenty
Obliczenia Sciste

Przypomnijmy, ze q-momenty definiujemy w standardowy sposéb (dla dowolnego
rzedu q) jako,

W) = [Tt = [ @ €)ple)de = ({17 €)), (52)

gdzie funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa dla czaséw miedzytransakeyj-
nych, 1(t), dana jest poprzez nastepujaca superstatystyke [79, 80],

) = [ vl | )ple)de (5:3)
Warunkowa funkcja PTD jest zdefiniowana w postaci rozktadu wyktadniczego (Po-
issona)
1 t
U(t|e) = ——exp <——> 5.4
=g e o4

Oznacza to, ze warunkowe czasy miedzytransakcyjne sg od siebie statystycznie nie-
zalezne, co mozna przyjaé jako rozsadna hipoteze zerowa (ang. null hypothesis).
Zdarzenie warunkujace € oznacza, ze ostatnia transakcja zostala zrealizowana z wo-
lumenem e. Zmienna poissonowska ¢ oznacza czas pomiedzy kolejnymi transakcjami,
podczas gdy przecigtny czas miedzytransakcyjny dla wolumenu e (tzn. y(g)!) jest
warunkowsa $rednig arytmetyczna dla tych czaséow. Te zaleznos$¢ rowniez zaktadamy
w postaci wyktadnicze;j?

v(e) = yoexp(Be). (5.5)

Dane empiryczne wskazuja, ze 3 jest (co najwyzej) wolnozmienng funkcja e. Jed-
nakze wystepujace przy jej pomiarze btedy statystyczne sg zbyt duze aby wyciggaé
na tej podstawie znaczace wnioski. Na szczescie, (jak sie wydaje) superstatysty-
ka (5.3) stabo zalezy od konkretnej postaci y(e). Nalezy zaznaczyé, ze zmienna &

1Zauwazmy, ze oznaczenie v(g) odpowiada wcze$niejszemu oznaczeniu 7(g) (patrz rozdzial 11)
i nie ma nic wspdlnego z oznaczeniem w rozdziale 1.

2Wprowadzona tutaj wielkoéé 7o nie ma nic wspélnego z analogicznie oznaczona, uzyta w wy-
razeniu (2.52).
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przyjmuje wartoéci dodatnie dla transakeji o charakterze kupna (tzn. gdy transak-
cja nastepuje bezposrednio po wprowadzeniu zlecenia kupna), natomiast ujemne dla
transakcji o charakterze sprzedazy (bezposrednio po wprowadzeniu zlecenia sprzeda-
zy). Mozliwo$¢ przyjmowania przez zmienna losowa e zaréwno wartosci dodatnich
jak i ujemnych stanowi rozszerzenie modelu dolinowego. Dodajmy, ze najbardziej
stabilnymi wielko$ciami w tym modelu wydaja sie¢ by¢ (bezwarunkowe) g-momenty
(5.2).

Z réwnania (5.4) otrzymujemy (jak nalezalto oczekiwaé) wyrazenie na warunkows
funkcje momentow:

(W] €)= [t ] )t =T(1+ ) 77(e) (56)

w postaci identycznej do (3.12) otrzymanej w rozdz. 3.3 w czesci 11. Zaznaczmy, ze
wystepujacy tutaj czynnik I'(1 + ¢) ogranicza nasze podejscie do zakresu ¢ > —1,
co jednak jest wystarczajace do analizy przemiany fazowej w punkcie ¢ = 0 (taka
wlasnie przemiane analizuje ponizej w rozdziatach 6.1 1 6.2). Zwr6émy jeszcze uwage
na to, ze pomiar wielkosci warunkowych (5.4) oraz (5.6) jest réwnie trudny, jak
$redniego czasu (5.5).

Kolejnym, niezwykle istotnym krokiem w analizie jest wtasciwy wybor funkcji
wagowe] p(e) - tutaj w postaci rozciagnietego rozktadu wyktadniczego, czesto uzy-
wanego w analizie uktadéw nieuporzadkowanych (méwilismy juz o tym w czesei I1)3:

P(E) = 3tz aFl(l +1/a) P (% (@)CY) ’ (5.7

co pozwala na uzyskanie wynikéw obliczen (chociaz przyblizonych) w zamknietej
postaci. Rozklad ten jest jedna z najbardziej istotnych wielkosSci staty-

stycznych rozwazanych w niniejszej pracy, poniewaz wystepujacy w tym
rozkladzie parametr o decyduje o zasadniczych wlasnosciach calego ukta-
du.

Podstawiajac wyrazenia (5.7), (5.4) i (5.5) do (5.3) otrzymujemy funkcje PTD
w jawnej, caltkowej postaci

1
P(t) = 2 a g (1 + 1/a) o .

X /O:O exp <—% <@>a> exp(—[(¢) exp (—% exp(—03 6)) de,

(5.8)

3Wygodniej teraz bedzie si¢ postugiwaé jadrem catkowym p(e), w ktérym o stojace we wzorze
(3.18) w rozdz. 3.3.1 zostalo przeskalowane za pomoca czynnika 21/,
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Poprzez potaczenie wyrazenia (5.8) i pierwszej rownosci w (5.2) (lub podstawiajac
drugg réwnosé¢ w (5.6) i wyrazenia (5.5) oraz (5.7) do drugiej réwnosci w (5.2)) otrzy-
mujemy wzoér na bezwarunkowy g-moment (t?) (dla ¢ > —1) w postaci posredniej,
przygotowanej do dalszej analizy

(1) = % (1 +q)
21+1/egT (1 4+ 1/ )

I(q), (5.9)

gdzie caltke bedacg funkcja rzedu momentu ¢

I(q) < /O:O exp (—% <%>a + qﬁe) de (5.10)

mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego szeregu [6]*:
4 oo 1/ 2n
2Y/%qp30)
I(q) = 211/ 2 (1) (2745 19 4 1)), 5.11
(@) 2 (W) 3 e+ /o) (.11)

Wowezas, dowolny moment rzedu ¢ jest postaci

() _ () & @VegBo) X
T'(1+q) _F(l/O‘)n;) 2n)! I((2n+1)/a), (5.12)

ktéra byta juz dyskutowana wezesniej®, w czedei 11

Prawdopodobienstwo przetrwania

Prawdopodobienisto przetrwania SP zdefiniowane jest (przypomnijmy) w nastepu-
jacy sposob

W(t) / Tt | &)ple)de (5.13)

—00

gdzie warunkowe SP dane jest przez

Wit e) = [Tl | )t = exp(~t/1()) (5.14)

W powyzszym réwnaniu wykorzystana zostala jawna posta¢ warunkowej funkcji
PTD dana wyrazeniem (5.4). Wykorzystujac w powyzszych zaleznosciach réwnanie

4Calka ta posiada, wspomniane we wczeéniejszym przypisie, przeskalowane o w stosunku do
odpowiadajacej jej a rozwazanej przez nas wczesniej calki Iy (patrz wyrazenie (3.20) w rozdz.
3.3.1).

SWyrazenie (5.12) jest analogiczne do (3.21) w rozdz. 3.3.1 ale posiada o przeskalowane za
pomoca czynnika 2/, co jest bezposrednia konsekwencja analogicznego przeskalowania gestosci

p(e).
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(5.8) otrzymujemy
U(t) = 21+1/a Upl(l T 1/a) /O:O exp (—% <@> ) exp (—t/v(e)) de

- 3% (ﬁ))n o (wtu))n’ 519

gdzie uzyto rozwiniecia w szereg wyrazenia exp (—t/v(g)) oraz wzory (5.9) - (5.12).
Wida¢ jak bardzo skomplikowane jest SP, gdyz jest ono de facto sumg podwdjna, a

wiec trudng nawet do numerycznego obliczenia.

Obliczenia przyblizone

Calka (5.10) zostata obliczona w Dodatku BS z wykorzystaniem przyblizenia punktu
siodtowego (SPA). Stad (dla « > 1) otrzymujemy kluczowe wyrazenie”

(t7) N (t7), [ lale/@=D

~ 5.16
MNl+q T(1+4q) ( )
istotne dla rozwazan® prowadzonych w tej czedci pracy. Wyrazenie
<tq>l q
——— = ! 5.17
podlega skalowaniu z
1= exp(Bp), (5.18)

co oznacza, ze jest ono zwigzane z dyssypacja, poniewaz zalezy od wielkosci? Bu(=
(Be)), gdzie (...) oznacza warto$¢ oczekiwana wzgledem rozkladu p(e).
7 drugiej strony wielkosé

L exp(b) (5.19)

(uzyta w réwnaniu (5.16)) jest odpowiedzialna za fluktuacje - wynika to z nastepu-
jacej zaleznodci:

b=wy ' (2" Ba) /D, (5.20)

SPomimo, ze catka I(q) jest analogiczna do Io(q), przytoczyliémy jej obliczenie ze wzgledu na
fakt, iz jest ona inaczej (alternatywnie) sparametryzowana.

"Takiej postaci wyrazenia nalezalo oczekiwaé (patrz wzér (3.27) w rozdz. 3.3.1).

8Warto zauwazy¢, ze wszystkie g-momenty (zaréwno uzyskane ze wzoréw (5.16) i (5.17), jak
réwniez z ogblnych wyrazen (5.2) i (5.6)) zachowuja warunek normalizacji, tzn. sa réwne 1 dla
q=0.

9Niestety, w naszym podejsciu nie jest mozliwe wyznaczenie osobno parametru f3.
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(tutaj czynnik wy L o@D /(o — 1)), gdzie dyspersja

a I'l+1/a)
Bo = $ 2 T(3)2) 0B, (5.21)

wyraza si¢ za pomocg bardziej charakterystycznej dyspersji 0. = \/((Be — Bu)?).
Przyjmujac w réwnaniu (5.16) rzad ¢ = 1 otrzymujemy podstawe L w zreduko-
wanej, bezwymiarowej postaci

L= @ (5.22)
{th
Pozwala to wylaczy¢ zachowanie monofraktalne (patrz nizej) co oznacza, ze baza
L wskazuje jednoczes$nie jaki utamek oczekiwanego czasu miedzy transakcjami jest
zwiazany z fluktuacjami.

Zauwazmy, ze g-moment (t7),; jest wielkoscia charakteryzujaca monofraktal, po-
niewaz moze by¢ otrzymany przy zalozeniu p(e) = d(e — u), czyli jako granica p
gdy 0 — 0 w (5.7); oznacza to nierealistyczny przypadek braku fluktuacji wolu-
menéw transakcji. Analogicznie, zaleznosé (5.17) daje mozliwa interpretacje bazy [
przy zatozeniu ¢ = 1, mianowicie

U (5.23)

Woéwezas réwnanie (5.17) mozna zapisaé jako

(),

Mg (" .

Podstawiajac zaleznosci (5.24) oraz (5.22) do (5.16) otrzymujemy ogélny zwiazek

W) e (O
B~ () <W> , (5.25)

gdzie wszystkie wystepujace w nim wielkosci maja juz dobrze okreslong interpre-
tacje. Zatem, g-momenty mozna (w ogélnosci) wyrazié poprzez singularna (czyli
niecatkowita) potege ¢; skaluja sie one ze stosunkiem dwoéch réznych momentéw
pierwszego rzedu srednich czaséw miedzytransakcyjnych. Rownanie (5.25) sugeruje,
ze rozwazana PTD jest tak szerokim rozktadem, ze do jej wtasciwej charakterysty-
ki potrzebne jest spektrum wyktadnikow. To wtasnie wskazuje na multifraktalny
charakter uktadu. Jednakze, w przedstawionej tutaj analizie momentéw nie na-
potykamy na zaden wyrazny $lad przemiany fazowej - aby ja dostrzec
wymagane jest podejscie komplementarne.
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5.2.2 Kolejne wyniki dla ¢-momentéw

W Tabeli 5.1 przedstawiono:

i) cztery wartosci wykladnika ksztaltu o i parametrow a (2 In(vo) + 8p) oraz b

otrzymane z dopasowania wyrazenia!®

(t7) Jla—1
n|{=—7>—|~ b a/(a—1) 2
“<P(1+q) ag+blql (5.26)

do danych empirycznych (kontrakty futures dla kursu wymiany walut USDM)
dla czterech zakresoéw ¢, oraz

ii) odpowiadajace wartosci kontrolnych parametréw dopasowania, x?/m (gdzie m
jest liczba stopni swobody).

W tabeli tej przedstawiono wyniki dopasowania dla zakresu 0 < ¢ < 3.0 poniewaz
jedynie wtedy dopasowania daja wiarygodne (z punktu widzenia ich bledéw sta-
tystycznych) wartosci wyktadnika ksztaltu a. Dla zakreséw obejmujacych mniejsze
wartosci ¢ réznica pomiedzy danymi empirycznymi a linia prostg sa niewystarcza-
jace (patrz rysunki 5.1 i 5.2) do analizy multifraktalnosci. Jednakze, dla dtuzszych
zakresow g wartosé x2/m jest zbyt wysoka, dlatego tez wyktadnik ov = 1.75440.080
oraz odpowiadajace mu wartosci pozostatych parametrow, otrzymane z dopasowania
w ramach pierwszego zakresu ¢ wydaja sie by¢ optymalnym wyborem, uzywanym
w dalszej czesci rozwazan, np. w Tabeli 5.2.

Tabela 5.1: Warto$ci parametréw «, a oraz b dla modelu MF-CTRW wraz z pa-
rametrem kontrolnym x?/m otrzymane z dopasowania réwnania (5.26) do danych
empirycznych dla czterech przyktadowych zakreséw q.

Zakres ¢ H a ‘ a b ‘ x3/m ‘

0—3 1.754 +0.080 | 3.008 & 0.011 | 0.2268 £ 0.0087 | 0.00012
0—14 2.041 £0.123 | 2.827+£0.039 | 0.394 +0.031 | 0.00049
0—5 2.481 £0.469 | 2.490 £ 0.20 0.710 £0.170 | 0.00131
0—6 3.179 £0.282 | 1.890 £0.150 | 1.2704+0.140 | 0.00261

Dla o < 2 wyrazenie (5.26) odtwarza punkt przegiecial’ w ¢ = 0 (dobrze wi-
doczny w danych empirycznych). Przedtuzenie przeprowadzonych na jego podstawie

10Réwnanie (5.26) zostalo otrzymane z (5.16) z wykorzystaniem (5.17), (5.18) oraz (5.19).
HPunkt przegiecia danej funkcji ((g) zdefiniowany jest przez warunek %q(;) = 0 w tym punkcie
oraz przez dodatkowe ograniczenie na niezerowg warto$¢ drugiej pochodnej w otoczeniu tego punk-
tu. W naszym przypadku oba warunki sa spelnione dla ¢ = 0 o ile o < 2; zauwazmy, ze wowczas

d
% |q:0> 0.
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predykcji dla ujemnych wartosci ¢ > —1 daje satysfakcjonujgce wyniki dla ¢ Z —0.5
(patrz rysunki 5.1 i 5.2). Stwierdzenie to jest istotne z punktu widzenia rozwazan
(w ramach modelu MF-CTRW) dotyczacych przemian fazowych wyzszych rzedow
zachodzacych wlasnie w ¢ = 0.

Na rysunkach 5.1 oraz 5.2 przedstawiono predykcje wyrazenia (5.26) (gérna linia
ciagla) otrzymang z dopasowania do danych empirycznych (oznaczonych punktami)
nalezacych do najkrétszego zakresu ¢ (tzn. 0 < ¢ < 3.0). Na znajdujacych sie tam
wykresach zaznaczono réowniez dwa punkty przegiecia otrzymane dla ¢ = q?p ~ 0
oraz q = q}p ~ 6.48 (ten drugi znajduje si¢ na przecieciu linii punktéw z pionowa linig
przerywana). Te punkty przegiecia sa bardzo istotne poniewaz dziela peten zakres ¢
na trzy roztaczne obszary. Pierwszy obszar to —1 < ¢ < q?p - tutaj g-moment jest
funkcja wklesta; drugi obszar to zakres ¢, < ¢ < ¢;, gdzie funkcja ta jest wypukta i
wreszcie trzeci obszar ¢ > ¢;, gdzie ponownie funkcja g-momentéw jest wklesta. W
ramach MF-CTRW analizujemy (z dobrym przyblizeniem) zachowanie sie tej funk-
¢ji w drugim najwazniejszym obszarze ¢, natomiast wnikliwe zbadanie pozostatych
obszaréw nadal stanowi wyzwanie. Warto jednak zaznaczy¢, ze model MF-CTRW
pozwolil na skonstruowanie heurystycznego wyrazenia HMF, ktére bardzo dobrze
odtwarza przebieg danych empirycznych w catym zakresie ¢ - byta juz o tym mowa
w rozdz. 4.3. W niniejszej czesci kontynuujemy dyskusje (zapoczatkowana w rozdz.
4.3) tego oraz wspomnianych powyzej wynikéw.

Dalsza dyskusja heurystycznej formuly multifraktalnej

W czesci 1 w rozdz. 4.3 wprowadzona zostata zaawansowana HMF'| ktora prowadzi
do odtworzenia danych empirycznych w catym dostepnym zakresie ¢ (tzn. —1 <

< 20). Oznacza to, ze HMF, bedaca wzorem okreslajacym In (F<th>

m) s Spelnia

nastepujace warunki:
i) warunek normalizacji, tzn. przyjmuje warto$¢ 1 dla ¢ = 0,

ii) dla matych (nieujemnych) wartosci ¢ wyrazenie to (z dobrym przyblizeniem)
pokrywa sie z logarytmem réwnania (5.16), ktory jest wypukta funkcja g,

iii) dla ujemnych wartosci ¢ (w naszym przypadku dla —1 < ¢ < 0) wyrazenie to
jest wklesta funkcja g aby dobrze opisywaé¢ dane empiryczne (patrz rys. 5.2),

iv) ¢ = q;, jest pierwszym punktem przegiecia, natomiast dla posredniego ¢ (w
naszym przypadku dla ¢ = qz-lp = 6.48) tworzy drugi punkt przegiecia,

v) dla duzych wartoéci ¢ wyrazenie przyjmuje posta¢ monofraktalna (opisana w
rozdz. D).
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-CIRW: 0<q<3

-1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

moment's order q

Rysunek 5.1: Wykres poréwnujacy dane empiryczne dla g¢-momentéw (t9) /T'(1 + q)
(obejmujace kontrakty futures dla kursu wymiany walut USDM, oznaczone granato-
wymi punktami) z dwoma przewidywaniami teoretycznymi danymi przez réwnania
(5.26) (krzywa gérna) oraz (5.27) (krzywa dolna dobrze dopasowana do pelnego za-
kresu ¢ danych empirycznych). Dodatkowo zaznaczono punkty przegiecia krzywej
empirycznej, czyli ¢ = ¢j, = 0 oraz ¢ = q;, =~ 6.48, definiujace zakres ¢ budzacy
nasze szczegblne zainteresowanie. Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7], w ktorej
przedzialty miedzytransakcyjne zostaty oznaczone jako At.

Ponizej przytaczam odgadnieta funkcje spelniajacg wszystkie powyzsze warunki
(stanowiaca nieco inny zapis tej podanej w rozdz. 4.3)

)
I'(1+q)

Q

Y exp {Bug+bi [1—exp (=bs [¢]77V)] ¢}

= ({t);)%exp {bl {1 — exp( by | q ]1/(“ ) )} q}
= (<t>l)qu51[1‘eXP(_b2‘q‘l/m_l))]"”

pola/eD]
(<t>z)qL1[1_ ] , (5.27)

gdzie wyktadnik b (zdefiniowany w réwnaniu (5.20)) mozna przedstawi¢ jako
w powyzszych réwnaniach wykorzystano nastepujace definicje czynnikéw bazowych

L1 d;f. exp(bl), LQ déf' exp(bg). (529)
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Rysunek 5.2: Wykres przedstawiajacy powiekszenie pierwszej czesci rys. 5.1 dla ma-
tych i posrednich ¢. Poréwnanie danych empirycznych (zaznaczonych punktami) z
przewidywaniami teoretycznymi: i) gérna krzywa dana przez wyrazenie (5.26) oraz
ii) dolng krzywa okreslona przez (5.27), jest wyrazniejsze niz na rys. 5.1. Pozwala
to bardziej precyzyjnie okresli¢ zakres stosowalnosci omawianych w niniejszej pracy
modeli. Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].

Przewidywania wyrazenia HMF (5.27) przedstawiono na wykresie 5.1 w posta-
ci krzywej bardzo dobrze dopasowanej do danych empirycznych w catym zakresie
q. Jakos¢ tego dopasowania jest lepiej widoczna na powiekszeniu tego wykresu dla
poczatkowych i posrednich warto$ci ¢ zamieszczonym na rys. 5.2 oraz dla duzych
wartosci ¢ na rys. 5.3. Zgodnie z oczekiwaniami (patrz réwniez dane w Tabeli 5.2),
dla zakresu —0.5 < ¢ < 3.5 (najbardziej istotnego dla dalszych rozwazan) prze-
widywania réwnan (5.26) oraz (5.27) sa w zasadzie nierozréznialne. W tabeli 5.2
przedstawiono poréwnanie parametréow okreslajacych obie krzywe. Parametry te sa

Tabela 5.2: Zestawienie parametréw pochodzacych z dopasowania wyrazen (5.26)
modelu MF-CTRW oraz HMF (5.27) do danych empirycznych.

Model H o ‘ a b ‘

MF-CTRW | 1.754 + 0.080 | 3.008 & 0.011 | 0.227 £ 0.009
HMF 1.676 £ 0.018 | 3.074 £ 0.063 | 0.228 £ 0.028
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do siebie zblizone - dla ustalenia uwagi w dalszej czedci pracy beda uzywane wartosci
otrzymane dla wyrazenia (5.26) (pierwszy wiersz). Dodajmy, ze wspomniane powy-
zej dopasowanie pozwolito takze wyznaczy¢ wielkodci czastkowe b; = 2.152 4+ 0.063
oraz by = 0.106 £ 0.010.

Co wiecej, na tych rysunkach przedstawiono przewidywania HMF (5.27) dla po-
czatkowych i posrednich (rysunki 5.1 1 5.2) oraz asymptotycznych (rys. 5.3) wartosci
q, zbiegajace do linii prostych definiujacych monofraktale. Wykresy te potwierdza-
ja konieczno$¢ rozroznienia trzech roznych struktur czaséw miedzytransakcyjnych.
Gléwnym celem niniejszej pracy jest analiza sSrodkowego, multifraktalne-
go obszaru.

(ar”)
ln[ 1+ q)]

Mcfmofractal j(large q)
| :

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
moment's order q

Rysunek 5.3: Powiekszenie zakresu duzych wartosci ¢ z rys. 5.1; dobrze widoczne jest
tutaj zaréwno odchylenie od asymptotycznej linii prostej (czarna linia ciagta) jak
réwniez zbieganie do niej danych empirycznych (granatowe punkty) i przewidywan
HMF (czerwona linia ciagta). Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].

Zauwazmy, ze znajomos¢ wszystkich ¢-momentéw w postaci analitycznej nie po-
zwala jeszcze na jednoznaczne okreslenie funkcji #(t). Dlatego dodatkowym wy-
zwaniem jest otwarty problem znalezienia jawnej, zamknietej postaci warunkowej
funkcji ¥ (t | €) oraz rozktadu p(e) pozwalajacych na wyprowadzenie HMF danej
wyrazeniem (5.27).

W dalszym ciggu zajmujemy sie wyprowadzeniem jawnej, zamknietej postaci
sumy statystycznej, jako wyjsciwym krokiem rozwinietej analizy wtasnosci staty-
stycznych MF-CTRW.
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Rozdzial 6

Multifraktalnosé¢ a formalizm
termodynamiczny

6.1 Suma statystyczna w formalizmie MF-CTRW

W rozdz. 5.2 pokazano, ze g-momenty czaséw miedzytransakcyjnych skaluja sie w
sposdb singularny z fluktuacjami (dyspersja) parametru e, ktéry - przypomnijmy -
moze by¢ interpretowany na rynku finansowym np. jako wolumen transakcji (patrz
wzér (5.16) i wspomagajace go wyrazenia). Pojawia si¢ tutaj pytanie czy suma staty-
styczna posiada analogiczne wlasnosci skalowania. Zasadniczym celem tej czesci
(realizowanym w rozdziatach 6.1 1 6.2) jest wyprowadzenie (przynajmniej w spo-
séb przyblizony) uogdélnionej funkcji podziatu [81, 82] w postaci zamknietej
w ramach modelu MF-CTRW i przy jej pomocy rozwazenie:

i) istotnych (uzupetiajacych w stosunku do tych rozwazanych w rozdz. 5.2)
wlasnos$ci multifraktalnych losowej struktury czaséw miedzytransakcyjnych,
oraz

ii) ich termodynamicznych konsekwencji, a mianowicie przemian fazowych wyz-
szych rzedow!.

Analize rozpoczynam, tak jak to sie zwykle czyni w statystycznej analizie multi-
fraktalnej, od zdefiniowania uogé6lnionej funkcji podziatu, stanowiacej tutaj analogie
wielkiej sumy statystycznej,

Z(d) = %Zo(d) = <(%>q> ¢ =q+1, (6.1)

'Przypomne, ze méwiac w tego typu kontekscie o termodynamice mam na myéli jedynie for-

malizm termodynamiki stanéw réwnowagowych, a méwiac o przemianach fazowych jedynie ich
analogie.
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gdzie funkcja podziatu Zy(q') zdefiniowana jest nastepujaco:
Zo(d') = 31} (62)

natomiast parametr (> 0) (znaleziony ponizej w sposéb samouzgodniony) jest
jednoznacznie powigzany z odpowiednikiem potencjalu termodynamicznego ukta-
du otwartego (zwanego tez entalpia Gibbsa lub energia swobodng Gibbsa; potencjal
ten w przeliczeniu na jedng czasteczke uktadu jest po prostu jego potencjatem che-
micznym). W powyzszym wyrazeniu wskaznik dwusktadnikowy i = (i1, i2) indeksuje
elementarne (jednostkowe) prostokaty (komérki) w przestrzeni fazowej (o dtugosci
bokéw odpowiednio A, i A,), do ktérych przypisane jest prawdopodobiefistwo (mia-
ra) p;. Za pomocy tych prostokatéw przestrzen fazowa zostaje rozparcelowana. W
naszym podejsciu (opartym na modelu MF-CTRW) rozwazamy dziedzine miary be-
dacag dwuwymiarows polprzestrzenia zdefiniowang przez czas t > 0 i wolumen trans-
akcji, €. Tak wprowadzona miara znika (w naszym przypadku) jedynie w granicy
t— oo lub | e |— 0.

Obie funkcje podziatu zdefiniowane w réwnaniu (6.1) spekiaja (jak trzeba) wa-
runek normalizacji

2(d =1) = Zo(d =1) =1, (6.3)

co oznacza, ze rzedy ¢ i ¢ (uzyty w definicji ¢-momentéw (5.2)) sa przesuniete
wzgledem siebie o 1, tzn. ¢ = ¢+ 1 - co definiuje ich wzajemng kalibracje.
W s$wietle powyzszych definicji spelniony jest nastepujacy zwiazek

Z(¢'—0) = Zy(¢d — 0) — o0, (6.4)

gdyz dziedzina (zdefiniowana jako iloczyn kartezjanski czaséw miedzytransakeyjnych
i wolumenu transakcji) jest nieograniczona, a zadne z prawdopodobienstw p; nie
znika. Z tego samego powodu zachodzi Z(¢ < 0) = Zy(¢ < 0) = oo. Zatem
korzystajac z narzedzi (6.1) i (6.2) musimy ograniczy¢ nasze rozwazania jedynie
do wartosci ¢’ > 0.

Definicja funkeji podziatu (6.1) (w potaczeniu z (6.2)), gdzie suma po iy > 0 jest
ograniczona jedynie od dotu (przez 0) a po is jest nieograniczona, nie pozwala na
obliczenie fraktalnego wymiaru pudetkowego bezposrednio z definicji [82].

Warto zauwazyé, ze dla catkowitych wartosci ¢ > 2 funkcja podziatu Zy(q')
wyraza prawdopodobienswto znalezienia ¢’ transakcji w jakiejkolwiek komorce i.
Dla ustalonego ¢’ i heterogenicznych prawdopodobienstw p; funkcja podziatu Zy(q')
rosnie, gdy zréznicowanie pomiedzy prawdopodobienstwami wzrasta, a wiec mo-
ze stanowi¢ miare zréznicowania struktury korelacji pomiedzy transakcjami. Zatem
(jak to wynika z definicji (6.2)) dla pelmego zréznicowania, tzn. przy zlokalizowaniu
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prawdopodobienistwa do pojedynczej komorki j w Scisle okreslonej chwili i dla Scisle
okreslonego wolumenu (mamy woéwczas p; = 0, ;), funkcja podzialu przyjmuje swoja
maksymalng wartosé, Zy(q') = 1. Co wiecej, dla ustalonych p; < 1 a zmieniajgcego
sie wyktadnika ¢’ funkcja podzialu maleje wraz z jego wzrostem, tzn. korelacje mie-
dzy transakcjami (lub ich zlokalizowanie w przestrzeni fazowej) maleja przy wzroscie
liczby tych transakcji ¢/, czego mozna sie bylo spodziewac.

W ponizszych rozwazaniach prawdopodobienistwa p; zostalty wyrazone nastepuja-
co, poprzez rozktady zdefiniowane juz wczesniej w ramach rozszerzonego formalizmu

MF-CTRW,
ti +A¢ €igtAe
o= [ [ a9 ple), (6.5)
Stad, dla uogdlnionej funkcji podziatu Z(¢') otrzymujemy

s e tig +A¢ €ig T AL 1
Z(¢) < = 3 _Z [/t dt/s dep(t | €) p(e)]

2

!

[ [ et [ arce e)]q

2 i1

1 s /
~ Qq’—l Z Z [p(giz)As]q [w( i ’ SZQ)At]q
io=—00 11=0
1 00
_ Wﬁ;@ (ei)]" A ZO ta |ea)]” A, (6.6)

gdzie A./A; oznacza powierzchnie elementarnej komorki z dowolnie malymi do-
datnimi dlugosciami bokéw A (< 7o) oraz A.(< o), natomiast t;, = i3 A, oraz
€iy = 12 A¢.

W réwnaniu (6.6) suma po indeksie i; jest ograniczona od dotu (przez 0), na-
tomiast po iy jest nieograniczona - oznacza to, ze niemozliwe jest zbadanie wta-
snosci skalowania funkcji podziatu wraz ze zmiang wielkosci obszaru zajmowanego
przez uklad i wyznaczenie jego pudetkowego wymiaru fraktalnego [82]. Niemniej,
jak pokazuje nadal mozliwa jest odpowiedZ na pytanie o wlasnosci skalowa-
nia funkcji podziatu wraz z fluktuacjami wolumenu - stanowi to gltéwny
punkt tej czesci pracy.

Poprzez poréwnanie trzeciego wiersza w (6.6) z pierwsza réwnoscia w wyrazeniu
(6.1) oraz wzorem (6.2) mozna stwierdzi¢, ze

pi ~ p(ZgAE) ¢(21At | igAE) AeAt- (67)
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Zauwazmy, ze ostatnia suma po zmiennej ¢; w réwnaniu (6.6) moze zostaé przepisana

w postaci

i W)(t | & )]q/ = [7(5 )]7q/ i eXp(—i1 q, Ay /fy(g )) — [7(€i2)]_ql

i1=0 i1 | Eig 2 i1=0 2 1— eXp(_q/ AW /7(512))
~ h(giQ)]l_q/
TogA (6.8)

gdzie w ostatnim przejsciu konieczne byto wykorzystanie warunku ¢’ A;/v(g;,) < 1;
warunek ten mozna zawsze uzyskaé poniewaz A; jest dowolnie male a ¢’ jest ustalone.
Podstawiajac réwnanie (6.8) do 6.6) otrzymujemy (poprzez zamiane sumy po ip W
ostatnim wierszu (6.6) na catke) funkcje podzialu w nastepujacej postaci

20) = (B2)'7 5 [T e el e
- (8) 2 [ a el evea-a)e
= Nq//_o:od(§> exp <_% S a+ﬂ(1—q')6>
= Ny exp(Bu(1-4))J(q), (6.9)

gdzie catka

o q/ a
1) = [ dvesn (< 1y 4000 - 1) (6.10)
oraz czynnik
1 :
Ny = =M'27, (6.11)
q

zostaly uzyskane, odpowiednio, po prostej zamianie zmiennych y def. (e—p)/o wcal-
ce stojacej w trzecim wierszu réwnania (6.9) oraz po zdefiniowaniu bezwymiarowego
parametru 6 jako 6 ‘L MA, A. /vy 0, gdzie wspotczynnik M < 2141/oT(1 4 1/a),
co pozwolito wyeliminowaé (zbedne) pole prostokata A, A;.

W rozdz. 6.1.1 oraz w Dodatku D przeprowadzono rozwazania dotyczace skalo-
wania funkcji podziatlu oraz wprowadzono przydatne wielkosci: wymiar Rényi, in-
formacje Rényi na jednostke objetosci oraz zredukowang informacje Rényi.

6.1.1 Wieloskalowa postac¢ funkcji podziatu: wymiar Rényi

Catka J(¢'), a wiec réowniez funkcja podziatu Z(q’), zostaly obliczone w Dodatku
C, gdzie ponownie skorzystatem z przyblizenia punktu siodlowego (patrz réwnanie
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(C.15)); uzyskano tam,
Z(q) = B(¢) L™, (6.12)
gdzie czynnik
B(q') = M~ /' =220 exp((be — Bp)(d' - 1)), (6.13)

natomiast c¢ jest stalg, ktora zostata dobrana w sposdb samouzgodniony, czyli tak
aby czynnik B(q') byt juz niezalezny od bazy? L. Zatem

B
c= —.

. (6.14)

Kluczowy dla rozwazan w niniejszej czesci uogélniony wyktadnik skalowania
jest tutaj dany wzorem

|1—¢ |

1/(a—1)
q + Q(/) ) = (q/ - 1)D(q/), (615)

) ==~ 114 |
gdzie ¢, jest (skonczona) stata korygujaca wprowadzona ad hoc, ktérej wartosé nale-
zy znalez¢ poprzez warunek samozgodno$ci przeprowadzanej procedury lub poprzez
poréwnanie z danymi empirycznymi (zostalo to szczegétowo omédwione w rozdz.
6.1.2 i Dodatku E). Nalezy podkresli¢, ze uog6lniony wykladnik skalowania zawie-
ra, zasadniczy dla rozwazan dotyczacych przemian fazowych, sktadnik singularny
rzadzony przez (w ogdlnosci) niecatkowity wykladnik 1/(a — 1). Wykrycie tego
singularnego skladnika stanowi jedno z najwazniejszych osiggnie¢ niniej-
szej pracy.

Wystepujacy w definicji 7(¢") (dodatni) wymiar Rényi dany jest wzorem

11—¢ | 1/(e—1)
¢ + qo ) '

D(¢) = T/(q,) =c+ sgn(l —¢') < (6.16)

qg —1

Wymiar ten posiada nastepujace wtasnosci:

i) limy o D(¢') = c+ q,l/(la,l) = [D(O)ic]a*1 > 0, gdzie D(0) = f(n(¢ =0)) > ¢
(co otrzymano z poré%vnania wyrazenia (6.15) z (6.22)); niestety (jak juz mo-
wilidémy), wielko$¢ D(0) nie moze by¢ traktowana jako wymiar pudetkowy czy
tez jako pojemnosé informacyjna (zdefiniowane np. w [82]), wykres D(q') zo-
stal przedstawiony dla konkretnego przypadku (obrotu kontraktami na kursie
wymiany USDM) na rys. 6.2.

2Mniej restrykeyjnym wymaganiem byloby dopuszczenie mozliwej, wolnozmiennej zaleznoéci od
bazy.
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i) limy oo D(¢) =c—12>0,

iii) limy—; D(¢') = ¢,

iv) pierwsza pochodna D(q’) po ¢
Dy W) L (=g [\EUY e
dg' a—1\ ¢+dq (¢ +a6)* =
(6.17)

dla punktu ¢ = 11 a < 2 jest réwna 0, w przeciwnym przypadku (dla a > 2)
rozbiega sie w tym punkcie do nieskoniczonosci. Wykres D’(¢') zostal przed-
stawiony takze dla konkretnego przypadku (obrotu kontraktami na kursie wy-
miany USDM) na rys. 6.3.

v) druga pochodna D(¢') po ¢

D) = 2 (1 1—q r)”“”(“) L+ g
a—1\ ¢+q (¢ +qp)?
N 2—« ( 1+ q; )2 "
(@ —1)> \(¢'+ q)*
| 1—¢ | (3—2a)/(a—1) /
X <(I'TQ(,)> sgn(l —¢'), (6.18)

ktéora dla a < 3/2 znika w punkcie ¢’ = 1, w przeciwnym przypadku (dla
a > 3/2) rozbiega sie. Wykres D”(q') zostal przedstawiony dla konkretnego
przypadku (obrotu kontraktami na kursie wymiany USDM) na rys. 6.4.

Dla duzych wartosci ¢ z réwnania (6.15) oraz ii) otrzymujemy nastepujace wy-
razenie dla uogolnionego wyktadnika skalowania

7(q") = (c = 1) ¢" = Nin ¢ (6.19)

odgrywa ono istotng role w analizie spektrum singularnosci, poniewaz 7, = c — 1
definiuje jego dolne ograniczenie (patrz podrozdz. 6.1.2). Co wiecej, podstawiajac
réwnanie (6.19) do (6.12) i poréwnujac uzyskany wynik z (6.1) oraz (6.2) uzyskujemy
w granicy ¢’ — oo:

P s L, (6.20)

W réwnaniu (6.20), pj"** oznacza maksymalna warto$¢ posréd lokalnych prawdo-
podobienstw p;. Stad uogdlniona funkcja podziatu w granicy duzych wartosci ¢ jest

zdominowana przez najwicksze lokalne prawdopodobienstwo wyrazone za pomoca
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pojedynczego wykladnika, zatem ma charakter monofraktalny. Potega ¢' pelni role
filtru wybierajacego coraz wieksze wartosci prawdopodobienstwa na maksymalnej
koniczac?. Samozgodnosé rozpatrywanego modelu wymaga przyjecia hipotezy o ska-
lowaniu (wraz z baza L) wszystkich lokalnych prawdopodobienstw czyli zatozeniu,
ze

P~ 0L (6.21)

Zatem ma sens wprowadzenie rozktadu (czyli spektrum) wszystkich lokalnych wy-
ktadnikéw skalowania n;. Innymi stowy, te lokalne wyktadniki sg singularnosciami
[82] charakteryzujacymi odpowiadajace im monofraktale znajdujace sie na p6iprze-
strzeni (At, ), patrz podrozdz. 6.1.2 ponizej; powiazane sa one liniowa zaleznoscia
z wymiarami tych monofraktali. Tak wiec zwiekszanie ¢’ powoduje coraz stabsza
widocznos$é coraz wiekszych wymiarow lokalnych. Ten wynik wprowadza sprzezenie
bedace Zrédltem monotonicznej zaleznosci n od ¢ widocznej w pierwszej relacji w
(6.24) (patrz podrozdz. 6.1.2).

Na rys. 6.1 przedstawiono uogélniony wykladnik skalowania 7(q’), przyktadowo
dla dwoch réznych wartosdci ¢y = 01 ¢ = 1. Wida¢, ze istnieje zasadnicza réznica
pomiedzy nimi: dla pierwszego przypadku wyktadnik rozbiega sie (w sposéb potego-
wy) gdy ¢ — 0 w przeciwienstwie do drugiego przypadku, dla ktérego w tej granicy
wyktadnik jest skonczony. W obu przypadkach, dla ¢’ — oo uogdlniony wykladnik
skalowania rozbiega sie liniowo, natomiast znika dla ¢’ = 1.

Nawet z czysto technicznego punktu widzenia, wymiary Rényi sa wielkosciami
przydatnymi, jako najbardziej istotne czynniki uogélnionego wyktadnika skalowania,
zawierajace wspomniang singularnos¢, a wiec potrafigce opisa¢ roznorodne wtasnosci
badanego uktadu. Przyktadowo, dla ¢' > 1 opisuja stopien skorelowanie pomiedzy
transakcjami lub stopien ich gronowania (klastrowania), natomiast dla ¢’ = 1 wy-
miar Rényi D(1) jest tzw. informacja Shannona, zatem stata ¢ ma dobrze okreslong
interpretacje.

Wtasnosé ii) wynika bezposrednio z réwnan (6.14) i (6.25). Zatem - zgodnie z
og6lnymi definicjami [82] - wymiary Rényi sa nieujemnymi, monotoniczne maleja-
cymi funkcjami ¢’ (patrz rys. 6.2). Rozbieganie si¢ wymiaréw Rényi dla zerowego
¢ w przypadku ¢ = 0 jest zwiazane z tym, ze rozmiar substratu jest od samego
poczatku nieograniczony (patrz réwnanie (6.4) i (6.6)), gdzie nie wystepuje zadne
przejscie graniczne z rozmiarem substratu do nieskoriczonosci.

W celu tatwiejszej analizy wymiaréow Rényi D(q’) (w szczegblnosci w otoczeniu
punktu ¢’ = 1) na rys. 6.3 przedstawiono wykres pierwszej pochodnej D’(¢’) da-

3 Analogiczna rola ¢’ dla malejacych, ujemnych wartoéci polega na wyborze coraz to mniejszych
wartosci lokalnego wyktadnika skalowania na minimalnej konczac. Ten przypadek nie dotyczy na-
szej sytuacji.
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Rysunek 6.1: Przyktadowe wykresy (tylko dla dodatnich wartosci ¢") uogdlnionego
wyktadnika skalowania 7 w funkcji ¢/, dla o« = 1.754 (dotyczacego obrotu kontrakta-
mi futures na kurs wymiany USDM) i ¢{, = 0 (dolna niebieska krzywa przerywana)
oraz g, = 1.0 (gérna czerwona krzywa, ktorej czes¢ ciaglta miesci sie w zakresie
stosowalnosci modelu MF-CTRW). Rysunek zaczerpnieto z naszej pracy [7].

nej rownaniem (6.17), natomiast na rys. 6.4 przedstawiono druga pochodna D" (¢’)
wyrazong przez (6.18); oba wykresy skonstruowano dla wyktadnika o = 1.754 (do-
tyczacego obrotu kontraktami futures na kurs wymiany USDM) oraz ¢} = 1.

Wykresy przedstawione na rysunkach 6.2 i 6.3 sa spojne z wykresem na rys.6.4
pokazujacym, ze dla 3/2 < a < 2 druga pochodna D"(¢ — 1_) — —oo oraz
D"(¢ — 1,) — oo; oznacza to, ze dla ¢’ = 1 druga pochodna D” jest nieokreslona,
tzn. zawiera nieskonczong niecigglos¢ w tym punkcie. Wtasdnie takie zachowanie
wymiaréw Rényi jest odpowiedzialne za wystepowanie przemiany fazowej
trzeciego rodzaju omawianej w rozdz. 6.2.

6.1.2 Spektrum wymiaréw lokalnych

W ogdlnosci baza L jest okreslona z doktadnosciag do dowolnej potegi w, tak wiec
uogdlniony wyktadnik skalowania oraz wymiary Rényi sa okreslone z doktadnoscia
do czynnika multiplikatywnego 1/w. Zatem pojawia sie pytanie o to jaka definicja
bazy L jest najbardziej przydatna do opisu naszego uktadu. W tym rozdziale kon-
struujemy i rozwazamy, w ramach naszego modelu MF-CTRW, spektrum
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lokalnych wymiaréw fraktalnych jako kluczowa wielko$é analizy wielofrak-
talnej. Wielko$¢ tg uzyskujemy dzieki temu, ze w ramach modelu MF-CTRW daje
sie tatwo zdefiniowaé¢ (niezbedna do tego celu) transformacje Legendre’a (rzadziej
zwana 'kontaktowa').

Wprowadzmy transformacje Legendre’a (tak jak to sie zwykle robi) za pomoca

nastepujacego rownania

fn) = dn—-1(), (6.22)
taczacego poszukiwane spektrum (widmo, rozktad) lokalnych wymiaréw fraktalnych

(singularnosci) f(n) z uogdélnionym wyktadnikiem skalowania 7(q’) poprzez syme-
tryczny iloczyn zmiennych,

nld) = d;(qq,,),
¢ = #d—(:). (6.23)

Potlaczenie réwnan (6.15) - (6.17) oraz (6.22) daje jawna zalezno$¢ spektrum wy-
miaréw lokalnych f oraz zmiennej 7 od zmiennej niezaleznej ¢,

n(¢) = D(d)+(d—-1)D(d)
B 11-q\" Jlta oo
— c+<7q/+%> <1+ Q’+Q6> gn(l—4¢),
fn(d)) = D(¢")+d' (¢ —1)D'(¢)
o _‘_<M>V<1+ /1+QG> o
= ¢ vq sgn(l —¢'), (6.24)

7+ q q + qq

gdzie v <L 1/(a—1).
Uzgodnienie réwnania (6.22) z (6.19) wymaga przyjecia f(n = Nmin) = 0. Do-
starcza to dodatkowego warunku na parametry modelu MF-CTRW. Korzystajac z
drugiego réwnania w (6.24) otrzymujemy warunek
atq
Ca-—1"

C

(6.25)

ktéry jest uzupekieniem (6.14). Pierwsza zalezno$¢ w (6.24) nie wprowadza juz dla
1 = Nmin Kolejnych zaleznosci. Oczywiscie oba warunki ((6.14) oraz (6.25)) redukuja
liczbe wolnych parametréw modelu.

Pomimo uzyskania jawnej zaleznosci f od ¢’ (drugi wiersz w (6.24)), analogiczna
zaleznos¢ f od n wymaga w ogoélnosci rozwigzania uwiktanego rownania przestep-
nego. To réwnanie wyprowadzono poprzez polaczenie obu réwnan w (6.24),

-t
|77_C’:LU0(1+(]6)(/T77_;)V+1,777£C, (6.26)
do T 5=
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gdzie wy L o@D /(o — 1) oraz sgn(f — ¢) = sgn(n — ¢) = sgn(1 — ¢'). Réwnanie
(6.26) pozwala na wyznaczenie (metoda kolejnych iteracji) zmiennej n jako wklestej
funkcji f. Tzn. speliona jest nierownos¢ f < n, przy czym réwnosé¢ n = f ma
miejsce tylko w jednym punkcie ¢’ = 1 (w tym punkcie zachodzi rowniez n = c).
Warto zauwazy¢, ze dla rozwiazania réwnania (6.26) konieczna jest znajomosé statej
kalibrujacej ¢, (jest to rozwazane w dalszej czesci). Dla szczegdlnego przypadku
znikajacej statej kalibrujacej, powyzsze réwnanie uzyskuje prostsza postac

n=f+w V| focl. (6.27)

Z réwnan (6.26) oraz (6.27) otrzymujemy, dla wielkosci zredukowanych wedlug
przepisu h def. wy ! h, odpowiednio, nastepujace zredukowane relacje,

o (-
‘ n—=c |: <1+QO) , ic v+1>o 777é07 (628)
(a6 + )
oraz
i=f+1f-cl*. (6.29)

Relacja (6.28) jest wykorzystana ponizej do konstrukcji wykresu przedstawionego
na rys. 6.5. Co wiecej, rownania (6.24) przyjmuja nastepujaca postacé

i(¢) = D)+ (¢ =1)D'(d +q
= t+w ( ’J_r;]o‘> ( ng) sgn(l —q'),

fid) = D) +d(d -
= ttuwyl (M) <1+I/q/;/:?>sgn(l—q'), (6.30)

q +qo 0

ktora nie jest przez nas dalej wykorzystywana, a ktora przytoczylismy tutaj dla
kompletnosci; ponadto, baza

L% 1% = exp(wp b). (6.31)

Na rys. 6.5 przedstawiono wykres f w zaleznosci od 7 w oparciu o relacje (6.28).
Szerokosé spektrum singularnosci (obejmowanego krzywa ciagta) odpowiada zakre-
sowi 0 < ¢ <4 = —1 < g < 3, dla ktérego przewidywania modelu MF-CTRW
dobrze zgadzaja sie z przebiegiem krzywej empirycznej In ((t?) /T(1 + q)) (patrz ry-
sunki 5.1 oraz 5.2). Jest to zakres najbardziej istotny z punktu widzenia analizy
multifraktalnosci (poniewaz wéwcezas nieliniowosé zaleznosci g-momentéw od ¢ jest
najbardziej widoczna). Zatem, model MF-CTRW moze byé wykorzystany do
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opisu danych empirycznych w zakresie 77(¢' = 4) <7 < (¢’ = 0). To ogra-
niczenie pozwala jednak na analize wystarczajaco szerokiego spektrum
(gdyz pozostaly obszar, obejmowany krzywa przerywana, jest waski). Jest to je-
den z argumentéw na rzecz uzytecznosci modelu MF-CTRW do analizy
multifraktalnych wlasnosci czaséw miedzytransakcyjnych generowanych
przez fluktuacje. Zauwazmy jeszcze, ze niektére tzw. lewostronne multifraktale
(ktorych spektrum singularnosci f(n) ma ksztalt lewej potowy M) byly juz rozwaza-
ne z matematycznego punktu widzenia w [83], [84] gdzie autorzy badali nawet takie
spektra, ktore posiadaty maksimum w 1 = oo.

Innym argumentem, niezwykle istotnym dla tej pracy jest to, ze model MF-
CTRW jest wystarczajaco poprawnym w otoczeniu punktu ¢’ = 1, gdzie wlasnie
rozwazane sg przemiany fazowe. Niestety spektrum singularnosci jest na nie nieczu-
te, dlatego konieczna jest tutaj analiza przemian fazowych z czysto termo-
dynamicznego punktu widzenia. W tym celu musimy wykona¢ kolejny krok.

6.2 Finansowe przemiany fazowe wyzszych
rzedow

W tym rozdziale zostalo pokazane, ze dla kontraktéw ktérymi intensyw-
nie obraca sie na rynku Forex (np. dla kontraktéw na kurs USDM - dane archi-
walne) moze wystepowaé przemiana fazowa trzeciego i wyzszych rzedéw?
dla ¢ — 14 (réwnowaznie dla ¢ — 04). Zwiazane jest to z singularnym sktadnikiem
energii swobodnej (patrz Tabela 6.1 oraz réwnanie (6.15)). Przemiane ta analizujemy
dla zakresu a > 3/2 poniewaz

(i) dla danych empirycznych uzyskana (w ramach formalizmu MF-CTRW) war-
to$¢ parametru « nalezy do takiego wlasnie przedziatu (patrz Tabela 5.1),

(ii) dla takiego zakresu « (poza przypadkiem gaussowksim « = 2), jak wykazu-
jemy, pojawia sie przemiana fazowa trzeciego rodzaju (patrz réwnanie (6.34)
oraz (6.35) wyprowadzone w rozdz. 6.2.1).

Zauwazmy, ze dla a < 3/2 model przewiduje przemiany fazowe jeszcze wyzszych
rzedéw, jednak empiryczne wartosci wyktadnika o otrzymane dla tego zakresu w
niniejszej pracy obcigzone sa zbyt duzymi btedami statystycznymi aby na ich pod-
stawie wyciaga¢ wiazace wnioski (patrz Tabela IIT w naszej publikacji [6]).

4Zwréémy uwage, ze termin 'rzad przemiany’ oznacza co innego niz termin ‘rzad momentu’.
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6.2.1 Uwagi dotyczace ciepta wltasciwego

Nasze rozwazania opieraja si¢ na dobrze znanych zwiazkach (przedstawionych w Ta-
beli 6.1) pomiedzy wielko$ciami termodynamicznymi i multifraktalnymi. Wykorzystujac

Tabela 6.1: Zwiazki pomiedzy wielkosciami termodynamicznymi i multifraktalnymi.

‘ Termodynamika ‘ Multifraktalnosé¢ ‘

5 q
|4 b(=1In(L))
E(B)/V n(q')
BF(B)/V 7(q)
S(E)/V f(n)
cv(B) a(q')

te zwiazki mozna wyprowadzi¢ analogie ciepta whasciwego (charakteryzujacego fluk-
tuacje) w jezyku modelu multifraktalnego

_ <8<E/V>>V __p (amF/V))V

op 03?

Wprowadzilismy tutaj (i tylko tutaj) jawne indeksowanie wielkosci multifraktal-

nych parametrem b, zas w wyprowadzeniu skorzystaliSmy z nastepujacych zwigzkow
termodynamiczno-multifraktalnych

Ostatnia réwnos$é w (6.32) jest punktem wyjscia do wyprowadzenia jawnej zaleznosci
ciepta wlasciwego c(q’) od ¢. Obliczajac druga pochodna d*7(q')/dq”? (przy uzyciu

=n(q) = : (6.33)

pierwszej rownosci w (6.15)) otrzymujemy ostatecznie z réwnania (6.32)
2 v

,1—|—q6> | 1—¢q |"!

¢+a) (@ +q)

Wyrazenie to rozbiega sie w ¢’ = 1 zgodnie z prawem potegowym 1/ | 1 — ¢ |'7¥

cd)y=vv+1) (q (6.34)

jedynie dla v < 1 (réwnowaznie dla o > 2). Mozemy je teraz przeanalizowal w
aspekcie przemian fazowych trzeciego i wyzszych rzedow.
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Na rys. 6.6 przedstawiono ciepto wlasciwe (dane réwnaniem (6.34)) dla o =
1.754 1 g¢j = 1. Linia ciagta pokazuje przewidywania modelu MF-CTRW w zakresie
¢, dla ktérego dobrze odtwarzane sg empiryczne warto$ci g-momentéw. Natomiast
linia przerywana oznacza przewidywania (takze w ramach modelu MF-CTRW) dla
pozostalych wartoéci ¢’ (patrz rys. 5.1). Szczegdlnie interesujace jest zachowanie
ciepta wlasciwego w otoczeniu punktu ¢’ = ¢, = 1, gdyz tutaj fluktuacje energii
(czyli lokalnego wyktadnika fraktalnego n) znikaja, co (uzywajac luznej analogii)
mozna traktowaé jak "oko cyklonu” ("traby powietrznej” lub ”wiru”) wewnatrz
ktorego panuje spokdj, pomimo ogromnych fluktuacji na jego brzegu.

Ponizej przedstawiamy argumenty mowigce, ze mamy tutaj do czynienia z prze-
miang fazowq trzeciego rodzaju - mozna ja interpretowaé jako przemiane pomiedzy
faza intensywanego obrotu (dla ¢ < 0 = ¢’ < 1) gdzie g-momenty (t9) sa zdomi-
nowane przez krotkie czasy miedzytransakecyjne oraz faza spokojnego obrotu (dla
qg>0=4q > 1), dla ktérego g-momenty sa zdominowane przez dlugie czasy mie-

dzytransakcyjne.
Z réwnania (6.34) otrzymujemy (dla ¢’ > 0)
de(q' 2 d3r(q
(Q/ ) — —/c(q') o q/2 (g )
dgq q dg

1— q/ v—2
= sgn(1—¢Wwrv+1)1+ q6)2q/7|(q, T q’)|”+3
0

x {d'ld —v—(v+1)q)+2q}- (6.35)

Na rys. 6.7 przedstawiono przewidywania wyrazenia (6.35) (dla o = 1.754 oraz
de(q’)
dqq’
punkcie ¢’ = 1. Trzecia pochodna energii swobodnej lub (Scislej méwiac) trzecia po-

g, = 1). Wida¢, ze pierwsza pochodna posiada nieskonczong nieciggtosé w
chodna jej nieliniowego, singularnego sktadnika - patrz réwnanie (6.15) oraz Tabela
6.1 - jest odpowiedzialna za te rozbiezna nieciagto$¢. Dlatego tez mowimy tutaj o
trzecim rzedzie przemiany fazowej - o przemianie fazowej trzeciego rodzaju.

W Tabeli 6.2 przedstawiono podsumowanie dotyczace mozliwych przemian fa-
zowych dopuszczalnych w ramach modelu MF-CTRW. Oczywiscie, rozpatrujac po-
chodne wyzszych rzedow c(q') wzgledem ¢’ moznaby bylto przeprowadzié¢ bardziej
szezegbOtowa analize dla zakresu o < 3/2.
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Tabela 6.2: Rzedy mozliwych przejs¢ fazowych w ¢’ = 1 dla odpowiadajacych prze-

dzialéw parametru «

Zakres o Zakresv | c¢(¢ =1) %qq,l) =1 Przejscie fazowe
a<3/2 V=2 ciggte ciggte przynajmniej piatego rzedu,
zaleznie od wartosci «
J2<a<2|l<v<?2 ciggte nieciggtle trzeciego rzedu
& rozbiezne
a=2 v=1 ciggte ciggte brak przejscia fazowego
a > 2 v<l ciggte nieciggtle trzeciego rzedu

& rozbiezne

& rozbiezne
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Rysunek 6.2: Wykres zaleznosci wymiaréw Rényi D(q") w funkcji ¢/(> 0) okreslonej
réwnaniem (6.16) dla wyktadnika oo = 1.754 (dotyczacego obrotu kontraktami futu-
res na kurs wymiany USDM) oraz przypadku ¢ = 1.0. D(q¢’) dazy asymptotycznie
do statej ¢ — 1, co jest okreslone przez wlasnosé ii) przedstawiona w tym podroz-
dziale, gdzie warto$¢ statej ¢ wyznaczono z réwnania (6.25) (patrz podrozdz. 6.1.2)
otrzymujac ¢ = 3.653. Niewielki (w skali rysunku) kink na krzywej w punkcie
¢ = 1 sugeruje niecigglosé¢ D'(¢') w tym punkcie, jako sygnature mozliwej
singularnosci. Wtasénie tego typu zachowanie bylo bezposrednia przyczy-
na badania przeze mnie pochodnych wyzszych rzedow wymiaréow Rényi
a stad, uogéblnionego wykladnika skalowania pomimo, ze on sam takiego kin-
ku nie posiada. Ciagta czesé krzywej odpowiada (tak jak poprzednio) zakresowi ¢/,
dla ktérego model MF-CTRW dobrze odtwarza punkty empiryczne, natomiast linia
przerywana lezy w zakresie, gdzie model ten nie powinien by¢ w zasadzie stosowany.
Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].
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Rysunek 6.3: Pierwsza pochodna wymiaru Rényi D’(¢") w funkcji rzedu ¢’(> 0) dana
réwnaniem (6.17) dla ¢ = 1.0 1 wyktadnika o = 1.754. Szpic, w ksztalcie ostrza jest
centrowany w punkcie ¢’ = 1. Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].

D (q!) 8

o

Rysunek 6.4: Druga pochodna wymiaru Rényi D”(¢') w funkcji rzedu ¢’(> 0) dana
przez réwnanie (6.18) dla ¢, = 1 oraz wykltadnika o = 1.754. Znakomicie widoczna
jest jej niecigglo$¢ w interesujacym nas punkcie ¢’ = 1. Wykres zaczerpnieto z naszej
pracy [7].
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Rysunek 6.5: Spektrum lokalnych wymiarow fraktalnych f (dane przez rownanie w
(6.28)) w funkcji lokalnego wymiaru fraktalnego 7 dla wykladnika o = 1.754 (doty-
czacego obrotu kontraktami futures na kursie wymiany walut USDM) oraz ¢, = 1.0.
Wykres ten odpowiada jedynie dodatnim wartosciom ¢, tzn. jest uciety w punkcie
n(¢" = 0) = 1.490. Linia ciagla obejmuje nastepujacy obszar (7, f) stosowalnosci mo-
delu MF-CTRW a mianowicie: od punktu (0.586, 0.421) dla ¢ = 4 do (1.490, 0.949)

dla ¢’ = 1. Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].
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Rysunek 6.6: Antyszpic ciepta whasciwego ¢(q’) (danego wyrazeniem (6.34)) w funkcji
¢ (dla o = 1.754 oraz ¢, = 1), wskazujacy na przemiane fazowa trzeciego rodzaju
w punkcie ¢ = ¢, = 1 (réwnowaznie w ¢ = ¢. = 0), patrz takze rys. 6.7. Wykres
zaczerpnieto z naszej pracy [7].
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Rysunek 6.7: Pierwsza pochodna ciepta wtasciwego, dil(q‘{,), dana przez wyrazenie

(6.35) (dla = 1.754) w funkcji ¢', z dobrze widoczng nieciagloscia w punkcie
¢ =¢q. =1 (czyli ¢ = q. = 0) potwierdzajaca przemiane fazowa 3-go rzedu (patrz
rys. 6.6). Wykres zaczerpnieto z naszej pracy [7].
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Czes¢ IV

Ogodlne podsumowanie
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W niniejszej pracy udalo mi sie powigzac¢ ze sobg dwa bogate nurty badawcze:

e jeden oparty na formalizmie Multifraktalnego Btadzenia Przypadkowego w
Czasie Ciaglym (MF-CTRW)

e drugi inspirowany wielofraktalnym charakterem losowych struktur i proceséw
obserwowanych zaréwno w naturze jak tez w zyciu ekonomicznym i spotecz-
nym.

W pracy badalem losowa, zlozong strukture czaséw "martwych”, czyli czasow
pomiedzy kolejnymi (szeroko rozumianymi) zdarzeniami wywotanymi, na przyktad,
pewng ludzks aktywnoscig. Tak rozumiane czasy stanowig w moim ujeciu zasad-
niczy miernik temperamentu poszczegélnych uczestnikéw gry (np. rynkowej czy
ogblniej spoteczno-ekonomicznej). Wraz z wolumenem iloSciowym i wartosciowym
zdarzen dostarczajg one zasadniczej informacji dotyczacej aktywnosci tych uczest-
nikéw. Podstawowym narzedziem umozliwiajacym wspomniane badania byt, uogél-
niony przeze mnie w publikacji [6] i przedstawiony w niniejszej pracy, formalizm MF-
CTRW o szerokim przeznaczeniu. Umozliwia on analize statystycznych i termodyna-
micznych wlasnosci réznorodnych uktadéw zaréwno w ramach nauk matematyczno-
przyrodniczych jak tez spoteczno-ekonomicznych.

W niniejszej pracy formalizm MF-CTRW zostal (w ramach poszerzonego modelu
dolinowego) wykorzystany do przeprowadzenia badan w dwoch réznych kierunkach,
tzn.

a) do odtworzenia na alternatywnej, oryginalnej drodze zasadniczych wynikow
teorii kolejek, z ktérych potegowy zanik w czasie rozktadu czaséw oczekiwania
(PTD), np. na realizacje zadan, zastuguje na szczegdlne podkreslenie; dodam,
ze wykltadnik potegi jest tutaj jawnie zalezny od parametréw termodynamicz-
nych (lub ich analogii).

b) do potwierdzenia wielofraktalnosci losowej struktury czaséw miedzytransak-
cyjnych na réznych rynkach (tzn. na réznych gietdach i na Forexie), czyli

e nieliniowej zaleznosci logarytmu ¢-momentéw czaséw miedzytransakcyj-
nych od rzedu ¢ w jego szerokim zakresie (wskazanym takze przez innych
badaczy) a stad przedstawienie tych momentéw w postaci skalujacej sie
i zawierajacej singularnos$¢ oraz

e wyrazenie, réwniez w postaci skalujacej sie i zawierajacej singularnosc,
uogdlnionej g-sumy statystycznej

c¢) do wykorzystania dzieki temu (poprzez uzycie transformacji Legendre’a) for-
malizmu termodynamiki rownowagowej a stad znalezienie analogii przemian
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fazowych wyzszych rzedéw, przy czym w niniejszej w pracy doktadniej zbada-
tem przemiane fazows trzeciego rodzaju odkryta na Forexie, przyktadowo, dla
kontraktow terminowych futures na archiwalny kurs wymiany USDM.

Przemiany fazowe wyzszych rzedéw sa rzadkim zjawiskiem w naturze, a - wedtug
mojej wiedzy - na rynku finansowym zostaly znalezione po raz pierwszy przez nas.
Rzad przemiany fazowej moze stuzy¢ klasyfikacji globalnej miary ryzyka. Miano-
wicie niecigglosé - zawsze zwiekszajaca ryzyko - jest dla wyzszych rzedow trudniej
osiggalna. A zatem aktywnos$é¢ inwestorow moze byé wtedy bardziej intensywna i
mniej ryzykowna. Jesli inwestor jest zainteresowany mniej ryzykownymi aktywa-
mi, to powinien unika¢ takich aktywow, ktorych dynamika jest opisana szeregami
czasowymi zawierajacymi informacje o najnizszych (pierwszego lub drugiego) rze-
du przemianach fazowych, natomiast pozostawia¢ w portfelu aktywa, ktére mozna
scharakteryzowa¢ przemianami fazowymi wyzszych rzedéw (méwimy tutaj tylko o
przemianach fazowych pomiedzy fazami wysoko- i niskoczestosciowymi, jakie zostaty
zaobserwowane).

Przypuszczam, ze wyniki przedstawione w niniejszej pracy moga stanowic¢ inspi-
racje dla rozwazan dotyczacych nie tylko dynamiki samego instrumentu, ale réwniez
i) szybkosci jego zmian - pierwszej pochodnej, ii) przyspieszenia (drugiej pochod-
nej) iiii) szarpniecia (trzeciej pochodnej). W szczegdlnosci powinny byé rozwazane
zmiennosci i korelacje wyzszych rzedow.

Mozna stwierdzi¢, ze dzieki wykorzystaniu Hipotezy Mieszania Rozktadow uda-
to sie skonstruowaé za pomoca superstatystyki podstawowy rozktad modelu, czyli
PTD, w formie prowadzacej zarowno do zamknietej postaci g-momentéw jak tez
g-sumy statystycznej. Zasadniczym elementem tej superstatystyki byto jadro catko-
we zaproponowane w postaci funkcji rozciagniety eksponens (bedacej uogélnieniem
wezesniej uzywanych zaréwno rozktadu wyktadniczego jak tez rozktadu Gaussa).

Nasze podejécie mozna traktowaé jako komplementarne do powszechnie uzywa-
nej techniki Multifraktalnej Analizy Detrendowanych Fluktuacji (MF-DFA). Po-
mimo tego, ze w obu podejsciach ksztatty uogolnionego wyktadnika skalowania sa
zblizone, to znalezienie zwigzku pomiedzy naszym podejsciem a MF-DFA pozostaje
nadal wyzwaniem ze wzgledu na nierozstrzygniete zagadnienie zwiazku pomiedzy
funkcja podziatu g-tego rzedu w ramach MF-CTRW a funkcja fluktuacyjna odpo-
wiedniego rzedu w metodzie MF-DFA; tego typu odpowiednio$¢ znaleziono tylko
w szczegblnym przypadku metody DFA (ang. Detrended Fluctuation Analysis) oraz
monofraktalnej kaskady multiplikatywnej.
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Czes¢ V

Dodatki
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Dodatek A

Obliczenie calki I(q)

Chcemy obliczy¢ catke (3.23), ktora zapisujemy w postaci

Io(q) = \V/° /oo e M@ dy (A1)
gdzie
h(z) = |z|* — gz, (A.2)

dla @ > 1. Dla wystarczajaco duzych wartosci A mozemy dokonaé¢ przyblizenia
catki metoda punktu siodtowego (SPA) [85]. Dokonujac rozwiniecia h(z) = h(zg) +
(1/2)R"(xo)(z — x0)* + O[(z — x0)?] i obliczajac wynikajaca stad catke o postaci
gaussowskiej otrzymujemy,

21 1/2
To(q) = AMe ~ (o) +O(1/2)] A3

gdzie w punkcie z( funkcja h(z) posiada lokalne ekstremum. Tzn. xq jest rozwiaza-
niem réwnania
R (z0) = a|zo|* 'sgn(zo) — ¢ = 0.

Rozwigzanie to jest postaci:

alro|* sgn(zo) = q. (A4)

Korzystajac z tozsamosci ¢ = |q|sgn (¢) mozemy przepisaé¢ rownanie (A.4) jako
Oé‘l‘o‘a_l

lq] sgn(zo)”

~ sgn(q)

Poniewaz lewa strona tego réwnania jest dodatnia, wiec sgn(zg) = sgn(q). Wowczas,

0] = (@)W_D (A5)

«
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a stad,
zo = (g/a)"/ @7V
dla ¢ > 0 oraz
vy = —(—q/a)"/*V

gdy —1 < ¢ < 0.
Biorac pod uwagg fakt, ze druga pochodna h/(zy) = a(a — 1)|zg|*2, tzn.

(a=2)/(a=1)
) >0 (A.6)

R (zg) = a(a—1) <%

jest zawsze dodatnia, mozemy stad wnioskowaé, ze xq jest lokalnym minimum funkcji
h(x).

7 drugiej strony, pamietajac o tym, ze xy ma taki sam znak jak ¢, mozemy
przepisaé¢ h(zg) w nastepujacej postaci

h(ﬂUo) = |I0‘a - |Q||$0"

Korzystajac z réwnania (A.5) otrzymujemy

a/(a-1)
h(zg) = —(a — 1) <M> < 0. (A.7)

«

Ostatecznie poszukiwana catka (A.1), po uwzglednieniu wyrazen pomocniczych (A.7)
i (A.6), przyjmuje postaé

Io(q) = A(q) exp (blg|*/ V), (A.8)

gdzie wolnozmienny czynnik przedwyktadniczy

o 1/2 il (2—a)/2(a—1)
Ag) = Vo | ——— — A9
0= ] (%) / )

i (w potaczeniu z réwnaniem (3.24)) otrzymujemy

_AMe=D <@>a/(an . (A.10)

Oéa/(afl) o

Tym samym, uzyskaliémy zaleznos$¢ caltki Ip(q) od dwbch singularnosci: 1) jednej
tkwiacej w zaleznosci catki od rzedu momentu ¢ i 2) drugiej danej zaleznoscia od
iloczynu (3 1 dyspersji zmiennej losowe]j € propocjonalnej do o.
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Dodatek B

Obliczenie calki I(q)

Uzywajac SPA (analogicznie jak w Dodatku A) obliczamy (dla ¢ > —1) calke zde-
finiowana w (5.10)

)= [~ e (-% (@)a + qﬁa) de. (B.1)

—0o0

w zamknietej postaci. Obliczenie to prowadzimy pomimo, ze w istocie jest ono ana-
logiczne do tego, przeprowadzonego dla catki Iy(q) w Dodatku A. Chodzi o to aby
nie popelni¢ btedu zwigzanego ze statymi, gdyz uzywamy tutaj nieco odmiennej
parametryzacji catki.

W pierwszej kolejnosci dokonujemy zamiany zmiennej € na & w nastepujacy spo-
sob

K& = , (B.2)

gdzie nieznany dodatni parametr k jest okreslony ponizej. Z réwnan (B.1) oraz (B.2)
otrzymujemy,

I(q) = roexp(gBn) /_ O:o exp (—%m“ | €] +q1€50§> de. (B.3)

Niech k spetnia nastepujaca zaleznosé: k* = k(o skad, przy zalozeniu a > 1 otrzy-
mujemy, ze & = (3c)/@V. Stad, réwnanie (B.3) zapisujemy jako

I(q) = Ko exp(qBu) /jo exp (—Ah(§)) dg, (B.4)

[e.o]

gdzie parametr A\ = (30)%/(*~1) za$ funkcja h(€) def. s | €|* —¢€. Mozemy w tym
miejscu skorzystac¢ z rozwiniecia kwadratowego

H(E) ~ h(&o) + 5 M (@) — &) (B5)
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woko6t minimum & (zgodnie z metoda SPA). W powyzszym wzorze druga pochodna
ma postaé

W(6) = ola—1)] & (> 0), (B.6)

natomiast pierwsza:

W(E0) = g avson(&) | & " —g =0 (B.7)

co okredla & jako minimum jedynie wtedy, gdy znak &, jest takim sam jak q. Ale
przeciez punkt & mozna zawsze tak dobraé. Zatem, z drugiej réwnosci w (B.7)

1/(a=1)
| & |= <2 L9 |> : (B.8)

mamy,

Q

Zauwazmy, ze h(£) znika dla &€ = & = 0 oraz | € |=| & |= (2 | ¢ V@D,
natomiast pomiedzy nimi przyjmuje wartosci ujemne!, przyktadowo

| | a/(a=1)
hE) = —2Y@ V(g —1) <i> <0 (B.9)

(e}
oraz

> 0. (B.10)

9 ’ q ’ (a=2)/(a—1)
(6%

(e = gata—1) (22

Podstawiajac wyrazenia (B.10), (B.9) oraz (B.5) do (B.4) otrzymujemy (po ob-
liczeniu caltki gaussowskiej i dokonaniu prostych przeksztatcen algebraicznych):

1/2 (2—a)/2(a—1)
I(q) =~ g\~ L/t <277T)> <M> %

ala—1 a
xexp (qBu+b [ q V), (B.11)
gdzie
a/(a—1)
_ e =1 gty _qy (P9
b=2 wallaD) A=2 (a—1) < - , (B.12)

przy czym do wyprowadzenie drugiej rownosci zastosowaliémy definicje parametru
A. Podstawiajac réownanie (B.12) do (5.6) otrzymujemy ostatecznie poszukiwane
wyrazenie

(t9) ~ A(q)rd T(1 + q) Laow/bHdl™/ ™) (B.13)

1Zaktadamy tutaj, ze znak & jest taki sam jak ¢ - jest to spéjne z poprzednim zalozeniem
moéwiacym o tym, ze znak & powinien by¢ taki sam jak znak q.
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gdzie zalezny od ¢ czynnik przedwyktadniczy przybiera postaé

—Q a— 172 «
Alg) = L Jglemed (o )X (B.14)
oi/a T(111/a) \Ma—1)) alZ@D’
natomiast baza L jest zdefiniowana jako
L exp(b). (B.15)

Ostatecznie, z (B.13) znajdujemy wyrazenie na odpowiednio znormalizowany g-
moment czasoOw miedzytransakcyjnych

14 /(o
F(iﬁq) ~ 70 [aPRbHal D). (B.16)
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Dodatek C

Obliczenie catki J(q')

W tym dodatku przedstawiamy obliczenia (ponownie korzystajac z SPA) prowadzace
do uzyskania jawnego wyrazenia na catke postaci

o0 q/ o
1) = [ dyesn (<4 1o 1 4000 - ) )
a tym samym na uogdélniong funkcje podziatu
Z(q') m Ny exp(B(1 = ¢')p) J(d), (C.2)
gdzie czynnik
1 /
Nq/ - —/M172q 5 (Cg)
q
a wspotezynnik
M = 2YeD(1 + 1/a). (C.4)

W celu obliczenia catki (C.1) dokonujemy w pierwszej kolejnosci zamiany zmien-
nej y, mianowicie podstawiajac y = kz (gdzie K > 0 jest stala obliczona ponizej)
otrzymujemy wyrazenie
(e}

Jd)=n [

—00

exp {— [%, | ke |* —sgn(1 — ¢ )kBo |1 — ¢ | x] } dx. (C.5)

Przyjmujac, ze wspotczynniki przy obu potegach x sa réwne, otrzymujemy na tej
drodze, ze stata

Y1)
K = l2 W} : (C.6)
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Zatem, catka J(q') przyjmuje postaé

J(¢) = ﬁ/o:o exp l— qlgah(x)l dz, (C.7)
gdzie
h(z) =| z |* —sgn(l — ¢')z. (C.8)

Na tym etapie mozna przeprowadzi¢ oba kroki metody SPA (analogicznie do
odpowiednich krokéw przeprowadzonych w Dodatkach A i B przy obliczaniu, odpo-
wiednio, catki Iy(q) oraz I(q)),

i) rozwiniecie paraboliczne funkcji h(z) wokot jej punktu minimum z,

1
h(x) =~ h(xg) + éh”(xo)(x —10)?, (C.9)
gdzie
sgn(l —¢')
o — W (ClO)
natomiast,
1 1 a—1
o) = Cie T ge T gaan <O
W'(zo) = ala—1)]z|* %= (a—1)a@ D >0, (C.11)

a nastepnie,
ii) obliczenie catki gaussowskiej, opartej na kwadratowym czlonie rozwiniecia
funkcji h(z) jako przyblizenie J(q')), mianowicie

/ /

K exp l—%/@a h(xo)] /OO exp [_q a R (z)(x — x0)? | da

—oc 4
2K/
qlﬁah//(Io)

Q

J(q)

2

exp l—q h(wo)] . (C.12)

Ostatecznie, podstawiajac wyrazenia (C.11) do (C.12) oraz uzywajac x danego
wyrazeniem (C.6) otrzymujemy,

J(¢) = < 2 )1/2 E(ﬁa)%a]m(a_l) <m>1/2(a_1)

a—1 q

YD)
X exp [b <M> ] : (C.13)

q/
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Korzystajac z ostatniego wiersza w wyrazeniu (6.9), otrzymujemy uogdlniona
funkcje podziatu

or \Y2r9 . 1/2(a—1) |1—¢ > 1/2(a—1)
26) = Ny(25) S0Pl ra x

’ 1 — q/ ‘a 1/(a—1)
X exp {B,u(l —¢)+0b <T> } ) (C.14)

Aby otrzymaé¢ znormalizowana posta¢ Z(q') (tzn. funkcje podzialu speiaja-
ca (6.3)) nalezy zaniedbaé czesé czynnika stojacego na poczatku réwnania (C.14);
zatem ostateczne przyblizenie dla funkcji podziatu przybiera postaé

, 1— o | 1/(a—1)
Z(q') ~ M4 q/(1—2a)/2(a—1) exp [ﬁﬂ(l _ q/) + b <ﬁ> , (C.15)
0

gdzie stata kalibracji ¢ powinna zosta¢ wyznaczona na podstawie warunku samo-
zgodnosci zaproponowanego podejécia lub powinna wynika¢ z poréwnania predykcji
formalizmu z danymi empirycznymi - problem ten jest rozwazany w rozdziale 6.1.
Poza warunkiem normalizacji otrzymanym z (C.15), powyzszy wzoér przyjmuje dla
a = 2 postaé wyznaczona przez gaussowskie jadro catkowe p(g). W takim przypadku
mozna przeprowadzi¢ niezaleznie dokladne obliczenia (bez korzystania z przyblizo-
nej metody SPA) - wtedy oba wyniki pokrywaja sie ze soba, jak by¢ powinno.
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Dodatek D

Informacja Rényi na jednostke
objetosSci 1 wymiar graniczny

Rozwazmy tzw. informacje Rényi, Y (¢), rzedu ¢’ na jednostke objetosci zdefiniowana
nastepujaco [82],

Y(q') ar. 1 In(Z(q)) 1 1 g
BRIV = )1n<6q,1§pi)

v Vo¢g—1 V(-1

~ —%mw— : Wﬂzéggﬁﬂ

- D(q/)v (D1>

q¢—1 ¢ —1

gdzie objetoéé! V oznacza tutaj rozmiar obszaru zdefiniowanego poprzez zasieg fluk-
tuacji. W powyzszym wzorze wykorzystano skalujaca posta¢ uogélnionej funkeji po-
dziatu dana przez réwnanie (6.12) oraz uogélniony wyktadnik skalowania 7(¢q') oraz
wymiary Rényi D(q’') dane, odpowiednio, przez wyrazenia (6.15) i (6.16) (B(¢)
jest czynnikiem przedwyktadniczym w wyrazeniu (6.13)). Zredukowana informacja
Rényi R(q') jest zdefiniowana jako

In(B(¢
R) = —2P@) (D.2)

qg—1
Ponadto, czynnik B(q'), uogdlniony wykladnik skalowania 7(¢’), wymiary Rényi
D(q') oraz zredukowana informacja R(q') sa niezalezne od skali L, jak by¢ powinno?.
Uzywajac réwnan (6.13) oraz (6.14), pierwszy sktadnik po prawej stronie w row-

naniu (D.1) mozna zapisa¢ w jawnej postaci:

Y(¢) 1 1 1-2a In(¢)

——In(M) + =

T Vﬂa—Dy—l_DW) (D-3)

IMéwiac tutaj o objetosci mamy na mysli V(dgf' InL) =b.
2Dopuszczenie wolnozmiennej zaleznosci byloby tez w zasadzie mozliwe, ale taki bardziej skom-
plikowany przypadek nie jest tutaj rozwazany.
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Wyrazenie (D.3) sktada sie z dwoch réznych czesci: pierwszej bedacej suma
dwoch sktadnikéow znikajacych w granicy gigantycznych fluktuacji V' — oo oraz
drugiej (trzeci sktadnik), singularnej, niezaleznej od V' (patrz (6.16)). Druga cze$¢
jest odpowiedzialna za wlasnosci termodynamiczne uktadu. W szczegdlnosci, dla
q¢ — 1 (wtedy obserwowana jest przemiana fazowa - patrz rozdz. 6.2) sktadnik loga-

’—1) — 1) i czynnikiem dominujacym w D(q’)

rytmiczny zanika (poniewaz In(q’)/(q
jest czynnik singularny.
Wyrazenie w postaci (D.3) jest przydatne do analizy asymptotycznej granicy

¢ — oo. W takiej granicy otrzymujemy (z (D.3), (D.1), (6.1) oraz z (6.16)), ze

pmax
In|——— = —D(@ — oo)In(L)=—(c—1)In(L) =
(x57) (¢~ o) (1) = ~(~ 1) n(L)
= ynin def. D(¢ — o00) =c—1, (D.4)

gdzie wykorzystano warunek (6.14), natomiast p"**

3

oznacza najwiekszg wartosé

prawdopodobienstwa posrod wszystkich prawdopodobienstw {pz } (uzytych w réw-

naniach (6.1) i (D.1)), co odpowiada najmniejszej wartosci indeksu skalowania 7,
pi ~ LT (D.5)

Wymiar Rényi D(¢' = 00) = Mpin jest najmniejszym wymiarem granicznym
(patrz wlasnos¢ ii) w rozdz. 6.1.1). Z drugiej strony gorny wymiar graniczny D(q¢’ =
—00) nie moze by¢ wyznaczony, poniewaz w naszym modelu MF-CTRW dostepny
jest jedynie obszar ¢’ > 0.

Jak widaé, dla granicznej wartosci ¢ uogdlniona funkcja podziatu jest zdomino-
wana przez p;'**, co oznacza zachowanie monofraktalne. Nie ma to jednak wigksze-
go znaczenia,_ gdyz w ramach modelu MF-CTRW ograniczeni jestemy do zakresu
q < ql-lp (patrz rys. (5.1)). Dla duzych wartosci ¢ dysponujemy jedynie formuta
heurystyczna (réwnanie 5.27) przewidujaca oczekiwane zachowanie liniowe.
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Dodatek E

Dalsze przydatne wlasnosci
spektrum singularnosci

Ponizej wyznaczam spektrum singularnosci f(n) dla kilku charakterystycznych war-
tosci wyktadnikow 7 (patrz rys. 6.5), co pozwala na lepsze poznanie zaleznosci f od

7.
E.1 Przypadek ¢ — oo

Przyjmujac ¢’ — oo oraz zestawiajac ze soba rownania (6.19) i (6.22) otrzymujemy
(patrz rys. 6.5),

S (hmin) = 0. (E.1)

Wykorzystujac dodatkowo drugie réwnanie w (6.24) mozna pokazaé, ze

/
nmm:c—lzy(l%—q{))@c(:ﬁ—;):1+V(1—|-q6)=&+q10, (E.2)
a{ J—
co prowadzi do
min = ¢ —wy b =a Y@V (14 ¢)) & é=aD(a+q). (E.3)

Oczywiscie do jednoznacznego obliczenia 7),,;, oraz ¢ konieczne jest znalezienie pa-
rametru kalibracji ¢;.
Zwiazek (E.2), zapisany w postaci

oH—qé

Bu=——7" (E.4)
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w potaczeniu z (5.20) moze by¢ postrzegany jako uogdélniona statyczna, singularna
(fraktalna) wersja zwiazku fluktuacyjno-dyssypacyjnego. Dla szczegblnego przypad-
ku (gaussowskiego, gdy a = 2 oraz ¢ = 0) staje si¢ on standradowym zwiazkiem
fluktuacyjno-dyssypacyjnym.

Réwnanie (E.4) dostarcza prostego (chociaz nieliniowego) zwiazku pomiedzy
dwiema bazami

a+a)

lzL()%ll@@:(@)r{). (E.5)

Yo (th

A zatem, wyrazenie (5.25) moze mie¢ bardziej konkretna postaé¢ od przedstawionej w
pracy [6]. Mianowicie, poprzez podstawienie drugiej zaleznosci w (E.5) do wyrazenia
(5.25) otrzymujemy ostatecznie

% _ (@)C(q) , (E.6)

gdzie wyktadnik

_a+q6

D g4 | g et (E.7)

¢(q)
jest nieliniowa (singularna), wklesta funkcja ¢, co potwierdza konieczno$é rozwazania
losowej struktury czaséw miedzytransakcyjnych jako multifraktalnej. Zauwazmy, ze
taka postaé¢ multifraktalnosci zalezy od wlasnosci skalowania ¢g-momentow czasow
miedzytransakcyjnych, gdzie baza posiada dobrze zdefiniowang fizyczna interpreta-
cje. Ten typ skalowania (rozwazany w rozdz. 6.1) moznaby nazwaé¢ wewnetrznym
(czy tez parametrycznym). Jednakze baza moze zostaé okreslona jedynie z doktad-
noscig do dowolnej potegi w (w naszym przypadku w = wy), a zatem wyktadnik
skalowania (E.7) jest okreslony z doktadnoscia do czynnika multiplikatywnego 1/w.
Ta wtasno$¢ byta wykorzystana np. w rozdz 6.1.2 do wyprowadzenia wygodniejszej
postaci spektrum singularnosci.

Warto zauwazy¢, ze jednym z gtoéwnych celéw rozwazan przeprowadzonych w
rozdz. 6.1 byto uzyskanie zaleznosci (E.4). Wykorzystujac te zaleznosé oraz dyspo-
nujac stata ¢}, mozna znalezé wartosci parametrow: kalibracji 7y, przesuniecia Gpu,
dyspersji B0 oraz og. otrzymanych z wartoSci wykltadnika ksztaltu o oraz pota-
czonych wartosci parametréw a oraz b (przedstawionych w Tabeli 5.1 dla zakresu
0 < g < 3). Wartosci tak uzyskanych parametréw przedstawiono w Tabeli E.1.
Widaé, ze np. dla 2(fe)(= fu) < ope, co oznacza, ze zmienna losowa (e jest,
w praktyce, zmienng zdelokalizowang - jest to spojne z faktem obserwowanego na
rynku Forex intensywnego obrotu kontraktami dla szerokiego zakresu wolumenow
transakcji (patrz [60] i odnosniki tamze).
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Tabela E.1: Wartodci parametréw otrzymanych na podstawie Tabeli 5.1 dla zakresu
0 < ¢ < 3, dzigki formule (E.4).

| @ | 70 | Bu | o | 05
0.0 || 11.9460 4= 1.3284 | 0.5276 £ 0.1002 | 0.7497 4+ 0.3388 | 1.1230 &= 0.5649
1.0 8.846 £+ 1.3692 0.8284 4-0.1438 | 0.7497 £ 0.3388 | 1.1230 4= 0.5649

E.2 Przypadek ¢ =1

Z réwnan (6.16), (6.24) oraz (6.30) otrzymujemy nastepujace wyrazenie dla wymiaru
informacyjnego Rényi (zdefiniowanego jako D(q' = 1))

& D =1)=ild =1)=fnld =1)=¢ (E.8)

Ponadto, w punkcie ¢’ = 1 nachylenie spektrum singularnosci wzgledem osi odcietych
WYNOSsi:
df (n)
Wymiar informacyjny jest bezposrednio zwiazany z informacja Shanona (czy tez
entropia Shanona) [82]. Z definicji informacji Rényi dla ¢ — 1 (patrz réwnanie
(D.1)), otrzymujemy

Y(¢ —1) i M = Y piln <pi/MAt AE)

-1 ¢ —1 Yo O
JAVIAWS

Yo O

= Is(¢ —1)—In (M ) (E.10)

gdzie I5(¢" — 1) = ¥5; p; In(p;) mozna utozsamic z informacja Shanona, natomiast
bezwymiarowa wielkosé Sg & —7T s(¢" — 1) z entropia Shanona.
Réwnanie (E.10) moze by¢ zapisane w postaci nieco tatwiejszej do interpretacji

Y(f — 1)~ Yold — 1) = Is(q' — 1), (E11)

gdzie Yy(¢' — 1) jest informacjg Rényi zdefiniowang dla prawdopodobiefistwa p; =
;o (réwna drugiemu wyrazowi w drugim wierszu w (E.10)) co oznacza, ze poczat-
kowo system byt zlokalizowany w pojedynczej komorce ¢ = 0.
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E.3 Przypadek ¢ =0

Dla tego przypadku pragne jedynie zaznaczy¢, ze

df af
d—n|q/=0 = d—ﬁ\q':o =0, (E.12)

czyli w swoim maksimum wykres spektrum singularnosci jest poziomy (patrz rys.
6.5), co jest wlasnoscia o charakterze ogdlnym, wynikajaca bezposrednio z drugiej
réwnosci w (6.23).
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