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Czes¢ 1

Teoria kopul w przyktadach






Rozdziatl 1

Wstep: postawienie problemu i
okreslenie problematyki

Jest dzisiaj truizmem stwierdzenie, ze zaréwno analiza statystyczna jak tez symulacje
komputerowe odgrywaja w szeroko rozumianych finansach zasadniczg role. Nalezy jednak
podkresli¢, ze

1) stosowanie takiego podejscia z akceptowalnie mata dyspersja wymaga uzywania od-
powiednio duzego rekordu danych,

2) co wiecej, jego zastosowanie jest szczegdlnie trudne gdy wystepuja zdarzenia rzad-
kie, bowiem wtedy wariancja jest nieograniczona (tym samym prawo wielkich liczb
Bernoulliego nie dziala) a zatem estymata wariancji nie stabilizuje sie ze wzrostem
liczby zdarzen® czyli jest ona tutaj bezuzyteczna. Na szczedcie, rozktady (statystyki)
sa w tym przypadku nadal dobrze okreslone, co pozwala stosowa¢ metode zwang
w skrocie VaR (ang. Value at Risk, czyli wartoéé zagrozona ryzykiem?) $wietnie
nadajaca sie do traktowania za pomoca teorii koput (inaczej zwanych funkcjami
potaczenia). Innymi stowy, zamiast uzywaé¢ momentéw korzystamy z kwantyli.

Nalezy podkreslié, ze nie tylko z tych powodéw, ale takze z powodu technicznego (czesto
duzo bardziej skomplikowana postac¢), bezposrednie konstruowanie statystyk wielowymia-
rowych jest utrudnione. Dlatego pojawilo sie kluczowe pytanie?:

czy jest mozliwe zbudowanie, a jezeli tak to pod jakimi warunkami i w jaki
sposoOb, statystyk wielowymiarowych dysponujac statystykami brzegowymi
(tzn. dla kazdej, pojedynczej zmiennej z osobna)?

W ogdlnosci, statystyki brzegowe mozemy wzglednie tatwo (tzn. znacznie tatwiej niz sta-
tystyki wielowymiarowe) uzyskaé¢ bezposrednio z danych empirycznych. Pozytywna od-
powiedz na powyzsze pytanie ma szczegbélne znaczenie wtedy, gdy rozwazane

Przewidujemy symulacje komputerowe w formie pokazéw ilustrujacych to zjawisko.

2Powinno sie raczej uzywaé nazwy " wartoéé¢ nadmiernie zagrozona ryzykiem”.

3Rozwazania prowadzone w niniejszym opracowaniu opieraja si¢ na ksiazce [1], ktéra uwazam za
najlepsza dotychczas istniejaca dotyczaca omawianej tematyki.
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zmienne losowe sa od siebie statystycznie zalezne. Ta pozytywna odpowiedz za-
poczatkowata dynamiczny rozwdj teorii koput i ich zastosowan m.in. wtasnie w szeroko
rozumianych finansach.

Doktadniej rzecz biorac, teoria kopul oraz wykorzystujace ja symulacje Monte Carlo (czyli
symulacje statystyczne) stosowane sa juz dzisiaj m.in. w nastepujacych obszarach:

1) do zagadnien zwigzanych z gielda oraz rynkami pozagieldowymi a w tym
zwlaszcza jednoczesng wyceng wielu pochodnych instrumentéw finanso-
wych - zaréwno zaleznych od siebie jak i niezaleznych,

2) do okreslenia stopnia pogrubienia ogonéw dystrybuant wielowymiaro-
wych jak tez wzajemnej zaleznosci ogonéw dystrybuant brzegowych,

3) do okreslenia stopnia skorelowania instrumentéw finasowych a w tym np.
kurséw réznych walut,

4) do oceny ryzyka rynkowego i kredytowego.
Ponizej omawiamy tylko te elementy teorii koput, jakie sa niezbedne do rozwigzywania
konkretnych probleméw oraz do prowadzenia symulacji komputerowych - zamieszczono
typowe algorytmy dotyczace symulacji w finansach; przy czym,

zajmujemy sie w zasadzie koputami wielowymiarowymi i niegaussowskimi.

Co wiecej,

przedstawiono obrazkowy katalog powszechnie stosowanych
dwuwymiarowych kopul.

Generalnie mozna powiedzie¢, ze zastosowanie teorii koput oparte jest czesciowo na ich
odgadywaniu, gdyz (dzieki uzytecznym wtasnosciom koput oraz symulacjom komputero-
wym) jest to zadanie tatwiejsze niz znajdowanie wprost poszukiwanych rozktadéw praw-
dopodobienstw.

1.1 Omoéwienie niezbednych definicji i twierdzen

1.1.1 Co to jest koputa?

Przyktad 1.1.1.1 (Wprowadzenie)

Aby wyjasni¢ na czym konkretnie polega uzyteczna rola koputl w finansach rozwazmy,
tytutem wstepu, najprostszy przykltad, czyli binarna (cyfrowa) opcje sprzedazy (ang.
digital (binary) put option) wystawiong na dwa instrumenty bazowe a mianowicie, na kurs
dolara i kurs euro. Opcja ta moze by¢ zrealizowana w ustalonym czasie 1" o ile jest w cenie



tzn. o ile kurs dolara z nie przewyzsza ustalonego kursu xrysp a kurs euro y od
ustalonego kursu ygyro.

Zgodnie z zasadami wyceny opcji na rynku idealnym, czyli neutralnym (obojetnym) wo-
bec ryzyka (ang. risk-neutral market, tzn. przy zalozeniu, ze aktualna warto$¢ danego
papieru wartosciowego jest réwna przysztej wyplacie z niego zdyskontowanej na chwile
obecna za pomoca pozarynkowej, krotkoterminowej stopy procentowej r*) jej aktualna ce-
na przybiera postaé¢ zalezna bezposrednio od tacznej dwuwymiarowej dystrybuanty (ang.
joint bivariate distribution function) wspomnianych powyzej zdarzen (oznaczmy ja przez
F(xysp,yeuro)), tzn.

DPt :exp(—r (T—t)) F(.Z'USD,:I/EUR()), (11)

gdzie (przypomnijmy) dystrybuanta

ef.
F(xzusp, Yeuro) o P(x < zusp,y < Yeuro), (1.2)

przy czym P(x < Zysp,y < Ypuro) jest (whasnie niezaleznym od ryzyka) prawdopodo-
bienstwem, ze wartosci zmiennch losowch x oraz y sa nie wicksze od przyjetych wartosci
progowych, odpowiednio xysp oraz ygyro. Niestety, wyznaczenie tej dystrybuanty bezpo-
srednio z danych empirycznych a ponadto, modelowanie jej wprost na drodze teoretycznej
jest trudne a czesto nawet niemozliwe (np. ze wzgledu na niewystarczajaca statystyke).
To co zazwyczaj mozna skonstruowa¢ z wystarczajaca doktadnoscia bezposrednio z da-
nych empirycznych oraz na drodze modelowania teoretycznego to dystrybuanty brzegowe
(oznaczmy je przez Fi(xysp) 1 Fa(ypuro)) dla kazdej zmiennej losowej x i y z osobna.
Podkreslmy, to co powiedziano powyzej ma charakter typowy dla teorii koput a miano-
wicie, aby moc zastosowac teorie koput nalezy postawione zadanie wyrazi¢ za pomoca
dystrybuanty (lub dystrybuant).

Stajemy teraz przed kluczowym problemem teorii kopul, ktory sformutowalismy
(nieco mniej $cisle) juz na wstepie:

czy mozna, a jezeli tak to pod jakimi warunkami i w jaki sposéb,
skonstruowaé poszukiwang dystrybuante lgczng dysponujgc dystrybuantami
brzegowymi?

Moéwigc nieco inaczej, chodzi o to pod jakimi warunkami i w jaki sposdb potaczy¢
te dystrybuanty brzegowe z dystrybuantg laczng, o ile jest to w ogdle moz-
liwe? Gdyby takie potaczenie byto mozliwe, wowczas musiataby natychmiast zachodzi¢
nastepujaca rownosc:

F(xysp,yeuro) = C(Fi(zusp), Fa(yruro)); (1.3)

okazuje sie, ze mozna dobra¢ taka funkcje potaczenia C, czyli kopute, ktora spetnia rownosé
(1.3) - reguluje to, kluczowe dla teorii koput, twiedzenie Sklara. Zanim przytoczymy (bez
dowodu) to twiedzenie i krotko je omoéwimy, zastanowimy sie jakie warunki powinna
spetnia¢ funkcja potaczenia C? Wtlasnie dysponujac funkcja potaczenia oraz relacja

4Koncepcja rynku (portfela) obojetnego wobec ryzyka jest stosowana gléwnie do wyceny instrumentéw
finansowych.



(1.3) jesteSmy w stanie odpowiedzie¢ na pytanie o wycene cyfrowej opcji walutowej
czy ogodlniej rzecz biorac, wyznaczy¢ dystrybuante laczng F'.

Podkreslamy raz jeszcze, ze nasze rozwazania bedg miaty znacznie ogdlniejszy charakter,
nie ograniczajac sie jedynie do kurséow walut; na razie zmienne losowe interpretujemy w
taki wtasnie sposéb tylko dlatego aby to wprowadzenie miato jak najprostszy, pragmatycz-
ny charakter. Przerwijmy na chwile omawianie Przytadu 1, aby wprowadzi¢ niezbedna,
precyzyjna definicje koputy.

1.1.2 Omoéwienie pojecia kopuly oraz podkopuly
Definicja kopuly

Méwimy, ze funkcja C(v, z) wystepujaca w wyrazeniu (1.3) jest kopula (tutaj dwuwymia-

. def. def. : , . .
rowa, przy czym zmienne v = Fi(x) oraz z = Fy(y)), czyli funkcja potaczenia wtedy i
tylko wtedy gdy spetnia cztery nastepujace warunki:

1) funkcja polaczenia C(v, z) jest okreslona na powierzchni kwadratu o dtugosci boku
rownej 1, ktorego lewy réog znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzedznych, co
mozna zapisa¢ nastepujaco:

C:IxI—1, (1.4)
gdzie I oznacza odcinek domkniety [0, 1],

2) poniewaz C ma nas doprowadzi¢ do prawdopodobienistwa tacznego wystapienia obu
zdarzen, wiec jezeli jedno z nich zachodzi z prawdopodobienstwem zero to praw-
dopodobienstwo taczne powinno znikaé¢; przenosi sie to na nastepujace, podwojne
réwnosci dla kopul (ktére nazywa sie przyziemieniami),

Clv=0,2) =C(v,2=0)=0 (1.5)
co wiecej,

3) jezeli jedno ze zdarzen wystepuje z cata pewnoscia to dystrybuanta taczna powinna
sie redukowaé do dystrybuanty brzegowej drugiego zdarzenia mianowicie,

Cv=1,2) = z,
Clv,z=1) = v (1.6)

wreszcie,

4) funkcja potaczenia C powinna by¢ podwéjnie niemalejaca (w skrocie 2-niemalejaca,
ang. 2-nondecreasing), czyli niemalejaca w obu argumentach, co mozna wyrazi¢
nastepujaco: jezeli vy > vy oraz 25 > z; to powinna zachodzi¢ relacja

C(vg, z9) — C(v1, 22) = C(va, 21) — C(v1, 21). (1.7)

Pokaz 1.1.2.1 (Kopula multiplikatywna)



Powyzsze warunki ilustruje trojwymiarowy wykres rys.1.1 przedstawiajacy najprostsza ze
znanych koput a mianowicie kopute multiplikatywna (iloczynowa, ang. product copula),
tzn. postaci

Clv,2) =C (v,2) L vz (1.8)

Z tego rodzaju koputa mamy do czynienia wtedy i tylko wtedy gdy zmienne losowe (w
naszym przyktadzie kursy walut x oraz y) sa statystycznie niezalezne. 7 tego tréjwymiaro-

Rysunek 1.1: Koputa multiplikatywna C*(v,2) = vz - najprostsza ze znanych koput
dotyczaca niezaleznych zmiennych losowych v oraz z. Jest to jedna z tych kopul, ktora
zawsze nalezy uwzgledniaé przy prowadzeniu obliczen jako kopute odniesienia. Wtasnie
ten ksztatt i podobne do niego usprawiedliwiaja nazwe ”koputa”.

wego wykresu mozna tatwo odezytaé relacje (1.4) - (1.6) (oczywiscie, spelniane z definicji
przez dowolna kopule); méwia one po prostu, ze (patrz rys.1.1)

ad. (1.4) cata koputa zawarta jest w szescianie o boku, ktérego dtugosé réwna sie 1 - prosze
zwrocié uwage jak bardzo jest to wygodne w praktycznym uzytkowaniu,

ad. (1.5) funkcja potaczenia przyziemia (czyli znika) wzdtuz obu krawedzi szescianu, do kté-
rych dotykaja zabarwione na czerwono czesci koputy



ad. (1.6) przeciecia kopuly ze Scianami prawa oraz ta najdalsza pokrywaja sie z ich przekat-
nymi.

Niestety, trudniej jest precyzyjnie odczytaé¢ relacje (1.4) chociaz pomocnym moze by¢
w tym takze software umozliwiajacy obrét obiektéow tréjwymiarowych (np. pakiet 3D-
Graphics Matlaba). Na szczescie, jej sprawdzenie na drodze analitycznej w przypadku tej
konkretnej kopuly jest natychmiastowe (po prostu przez podstawienie (1.8) do (1.7)).

Przyktad 1.1.2.1 (Wprowadzenie, ciag dalszy)

Mozemy teraz zakonczy¢ nasze wstepne zadanie sformutowane w Przyktadzie 1.1.1.1 pole-
gajace na znalezieniu dystrybuanty tacznej F(xysp, Yeuro). Przypusémy zatem, ze dane
empiryczne wskazujg iz dystrybuanty brzegowe nalezy wybra¢ w postaci nastepujacych
funkcji potegowych, okreslonych na jednakowej dziedzinie [1, o0],

1 L , of.
F1(9U):1—x—a= d'fi(2'), fi(x) = ooy @ = 1.5,
1 Y / / ef. ﬂ
Fly) =1 5= [ i), ) g 0= 12 (1.9)

gdzie f; oraz fy to gestosci potegowych rozktadéw prawdopodobienstw. Korzystajac ze
wzoru (1.3) (i pamietajac, ze v = Fy(x) oraz z = F5(y)) mozna zbudowaé dystrybuanty
taczne w zmiennych xysp oraz ypyro (dla uproszczenia na rys.1.2 - 1.4 zamiast zmiennej
ZTysp uzyto po prostu x a zamiast ypyro zmiennej y) dla wybranych przyktadowo koput:

1) minimalnej, F(x,y) =C~ = max (1 - L -4 O), (patrz rys.1.2),

o yﬂ7
2) maksymalnej, F(z,y) = CT(Fi(x), F5(y)) = min (1 - =, 1- y%), (patrz rys.1.3)
oraz

3) multiplikatywnej F(z,y) = C*(Fi(z), Fa(y)) = (1 — 5)(1 — yiﬁ), (patrz rys.1.4),

od ktorych zawsze nalezy zaczynac tego typu analizy. Odczytywanie rozwiazania z wykresu
jest juz teraz natychmiastowe a mianowicie, dysponujac wartosciami progowymi (zadaje-
my je z zewnatrz na podstawie jakis przestanek empirycznych), czyli sktadowymi naszej
(tutaj dwuwymiarowej) zmiennej losowej, ustalamy tym samym punkt na plaszczyznie
(x,y). Punktowi temu odpowiada (jeden i tylko jeden) jego obraz na (tutaj kolorowej)
powierzchni okreslajacej poszukiwang wartos¢ dystrybuanty. Do tego kluczowego elemen-
tu odczytywania wartosci dystrybuanty powracamy w Przyktadzie 2. Generalnie rzecz
biorac, nie uzyskaliSmy jednoznacznej odpowiedzi w takim sensie, ze poszukiwang dystry-
buante mozna zbudowaé na réznych koputach. Najlepszy wynik (lub wyniki) selekcjonuje
sie w oparciu o dane empiryczne. W dalszej czesci (celem bardziej wszechstronnej analizy)
bedziemy stosowaé nie tylko wieksza liczbe réznych koput ale takze wieksza liczbe réznych
dystrybuant brzegowych.

Pokaz 1.1.2.2 (Koputa Franka)
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Rysunek 1.2: Dystrybuanta taczna oparta na kopule minimalnej taczacej brzegowe dys-
trybuanty rozktadéw potegowych.

Zwrbémy jeszeze uwage na fakt, jak niewiele koputa multiplikatywna (patrz Pokaz 1.1.2.1)
rézni sie od znacznie bardziej skomplikowanej (chociaz jednoparametrowej) kopuly Franka

O, 2) = —é In (1 + (exp(_avgxg(l_)sxf(; @)= 1>> (1.10)

(patrz rys.1.5) co prowadzi takze do znikomej réznicy dystrybuant tacznych - do sprawy
tej powrdcimy jeszcze w Przykladzie 2. Mozemy juz teraz powiedzieé, ze stosowanie
bardziej skomplikowanych koput ma uzasadnienie tylko wtedy, gdy zarowno sama koputa
jak tez zbudowana na niej dystrybuanta taczna, wyraznie roéznia sie od, odpowiednio,
tej najprostszej, czyli od koputy multiplikatywnej oraz zbudowanej na niej dystrybuanty
tacznej.

1.1.3 Pomiar lgcznego ryzyka kredytowego

Przyktad 1.1.3.1 (Wprowadzenie)

W niniejszym przyktadzie wykorzystywane sa elementy strukturalnego modelu ryzyka
kredytowego Mertona. Ogdélnie mowiac, interesuje nas prawdopodobienistwo lgczne



Rysunek 1.3: Dystrybuanta taczna oparta na kopule maksymalnej taczacej brzegowe dys-
trybuanty rozktadéw potegowych.

popadniecia firm (wierzycieli) w niewyptacalno$é (default) czyli tzw. pawdo-
podobienstwo defaultu. Doktadniej rzecz biorac, analizujemy przyktadowa sytuacje,
gdy ceny papierow wartosciowych V' i Z zabezpieczajacych dtugi odpowiednio Dy oraz
Dy dwoch wierzycieli spadaja ponizej ich wartosci w terminie sptaty obu diugéw T.
Zatézmy dla uproszczenia, ze zmienne losowe In(V/Vy) oraz In(Z/Zy) podlegaja (obo-
jetnym wzgledem ryzyka) rozkladom normalnym odpowiednio N ((r — o /2)T, 0% T) oraz
N((r—o0%/2)T,02%T), tzn. gestosci tych rozktadéw dane sa nastepujacymi funkcjami Gaus-
sa

gdzie Vo(> Dy) oraz Zy(> Dy) sa cenami tych papieréw w chwili poczatkowej. Podkresl-
my z catg moca, ze taka postaé gestosci rozktadow brzegowych nie zalezy od tego czy
zmienne losowe In(V/Vp) 1 1In(Z/Z,) sa czy tez nie sa statystycznie niezalezne (co udowod-
nimy w dalszej czesci, gdzie wprowadzimy pojecie gestosci kopuly gaussowskiej). Zanim
przejdziemy do szczegdtowej analizy prawdopodobienstwa defaultu musimy wprowadzi¢
wazne pojecia i twierdzenia teorii koput.



Rysunek 1.4: Dystrybuanta taczna oparta na kopule multiplikatywnej taczacej brzegowe
dystrybuanty rozktadéw potegowych.

Wazne pojecia i twierdzenia teorii koput

Zatem omawiamy,

1) definicje podkopuly oraz

2) podstawowe twierdzenie teorii kopul®, podsumowujace i uogdlniajace rozwazania
przeprowadzone powyzej; twierdzenie to umozliwito rozwdj teorii kopul oraz jej
roznorodne zastosowania,

3) nieréwnosci Frécheta oraz rodzine kopul Frécheta.

Definicja podkopuly

Definicje podkoputy (ang. subcopula) nalezy wprowadzi¢ chociazby ze wzgledow pragma-
tycznych, gdyz na og6t nie dysponuje sie zadowalajacym zestawem danych empirycznych
(informacji) aby testowaé peina kopute. Czasami tez pelna koputa nie jest nam potrzebna
do odpowiedzi na postawione pytania.

5Twierdzenie to formutujemy dla uprosszczenia w wersji dwuwymiarowej.



Rysunek 1.5: Koputa Franka dana wzorem (1.10) dla wartosci parametru av = —3.

Przez podkopute C (v, 2) rozumiemy funkcje okreslona na iloczynie kartezjaniskim podzbio-
row A i B odcinka I, zawierajacych jego punkt poczatkowy i koncowy oraz spekliajaca
pozostate warunki 2) - 4) definiujace kopute. Oczywiscie, kopula jest szczegblnym przy-
padkiem podkopuly (gdyz caly zbidr jest z definicji swoim wlasnym podzbiorem). Ana-
logicznie definiuje sie podkopule dualng, co stanie sie jasne po wprowadzeniu w dalszej
czesci jej definicji.

Twierdzenie 1.1.3.1 (Sklara) Niech dane bedg dwie dystrybuanty marginalne Fy(x), Fs(y).
Wtedy, dla kazdego punktu (z,y) € R*:

i) jesli C jest podkopulq, ktdrej dziedzina zawiera iloczyn kartezjanski dziedzin czqstko-
wych (wspomnianych powyzej) dystrybuant marginalnych, wéwczas

F(z,y) = C(Fi(x), Fa(x)) (1.12)
jest dystrybuantq lgczng posiadajocg rozklady brzegowe wilasnie Fyi(z) oraz Fy(y).

ii) Odwrotnie, jezeli dysponujemy dystrybuantq dwuwymiarowg F(x,y), ktéra posiada
dystrybuanty brzegowe Fy(x) oraz Fy(y), wowczas istnieje jedyna podkopula okreslo-



Rysunek 1.6: Dystrybuanta taczna zbudowana na kopule Franka danej wzorem (1.10) dla
wartosci parametru o = —3 oraz potegowych dystrybuant brzegowych danych odpowied-
nimi wzorami w (1.9) dla tych samych wyktadnikow « i 3 jakie zostaly uzyte wczesdnie;j.

na na dziedzinie bedgce) tloczynem kartezjanskim dziedzin tych dystrybuant brzego-
wych taka, Ze

F(z,y) < C(Fi(2), Fy(x)). (1.13)

Co wiecej, jesli obie dystrybuanty brzegowe sq ciggle wtedy ta podkoputa jest takze
koputq. Natomiast, jesli tak nie jest to istnieje taka koputa K okreslona na dziedzinie
bedqgceg iloczynem kartezjanskim dziedzin wspomnianych dystrybuant brzegowych, Ze

K(v, z) =C(v, 2). (1.14)

Oczywiscie, z punktu widzenia odpowiedzi na pytanie o istnienie dystrybuanty lacznej
wyznaczonej za pomoca kopuly (a wiec odpowiedzi dotyczacej gtéwnego celu naszych
rozwazan), najwazniejszy jest punkt i) powyzszego twierdzenia (a nie sytuacja odwrotna
dana w punkcie ii)).

W niniejszym opracowaniu, oprocz twierdzenia Sklara, zostana zamieszczone jeszcze do-
datkowe twierdzenia i lematy, ale tylko takie, ktore sg niezbedne do zrozumienia zaréwno
typowych przyktadow zastosowania teorii koput w finansach, jak tez wykorzystujacych ta
teorie do symulacji komputerowych Monte Carlo w finansach.



Ograniczenia Frécheta

Ma miejsce nastepujace wazne twierdzenie, niezwykle utatwiajace prace z koputami i
podkoputami.

Twierdzenie 1.1.3.2 (Fréchet) Dowolna podkopula (a wiec i kopula) spelnia nastepu-
jaca, podwding (tepg) nieréuwnodé:

C™(v,2) =mazx(v+2z—1,0) < C(v,2) < C*(v,2) = min(v, 2) (1.15)

dla kazdego punktu (v,z) € A x B.

Mozna wykazaé, ze jezeli C jest koputa to wtedy C~, zwane dolnym ograniczeniem Frécheta,
oraz C*, zwane gérnym ograniczeniem Frécheta, tez sg koputami. Zwykle, gdy nie ma
zdecydowanych wskazan, zanim przystapi sie do poszukiwania kopul najlepiej
modelujacych dystrybuante laczng, sprawdza sie dystrybuanty laczne utwo-
rzone przez kopuly minimalng (rys.1.7), multiplikatywna (rys.1.1) oraz mak-
symalng (rys.1.8). Gdy zadna z nich nie spelnia wymagan stawianych przez dodatkowe
warunki (na przyklad, pochodzace z jakis, na ogbét wyrywkowych danych empirycznych)
wykorzystuje si¢ rodzine koput Frécheta, ktéra omawiamy ponizej.

Dodatkowo, korzystajac z twierdzenia Sklara, mozna nieréwnosci Frécheta (1.15) wyrazié
w postaci dobrze znanych i przydatnych nieréwnosci Frécheta-Hoeffdinga

mazx(Fy(z) + Fo(y) — 1,0) < F(z,y) < min(Fi(x), Fy(y)). (1.16)
Whniosek 1.1.3.1

Z twierdzenia Frécheta 1.1.3.2 wynika mozliwos¢ generowania poziomic przez dowolnie
wybrang kopute. Zatem, poziomica Py, (v, z) na wysokosci h nazywamy taki zbiér punktdéw
(v, z), dla ktérych spelniona jest réwnosé C(v, z) = h, gdzie h € 1. Przyktadowo, poziomice
dla (rozpatrywanych wezesniej) trzech koput bazowych rodziny koput Frécheta

v, z) & {(U,Z) €I’:C (v,2) = h},
v,z) < {(v,z) cI*:CHv,2) = h},
Pr(v,2) = {(v,2) € I*: C*(v,2) = h}, (1.17)

oraz dla koputy Franka
Pr(v,2) = {(v,2) € I*: C"(v,2) = h}, (1.18)

przedstawiliSmy w postaci graficznej na rysunkach, odpowiednio, 1.9, 1.10, 1.11 oraz 1.12.
Wydaje sie, tréjwymiarowej analizie za pomoca koput powinna zawsze towarzyszy¢ dwu-
wymiarowa analiza za pomoca poziomic. Tym bardziej, ze ksztalt poziomic oraz ich lo-
kalna gestosé na ptaszezyznie (v, z) (odzwierciedlajac postaé kopuly) utatwiaja wprowa-
dzenie dyskryminacji (progu, bariery) na prawdopodobienistwo, rozszerzajac tym samym



Rysunek 1.7: Koputa minimalna C~ (v, z) - zwr6émy uwage jak niewiele sie rézni od koputy
multiplikatywnej oraz kopuly Franka (zasadnicza réznica polega na jej znikaniu ponizej
antyprzekatnej w plaszczyznie (v, z)).

mozliwosci teorii kopul. Dopiero takie dualne podejécie stwarza mozliwos¢ lepszego wy-
dobycia réznic pomiedzy koputami. Na przyktad, wlasnie na poziomicy widaé¢ obszary, w
jakich koputa Franka bardziej upodabnia sie do multiplikatywnej a w jakich do koputy
minimalnej.

Dodajmy, ze rozréznianie kopul mozna sobie jeszcze ulatwi¢ poréwnujac ich grzbiety
(patrz rys.1.13)

Rodzina koput Frécheta

Dwuparametrows rodzine koput Frécheta definiuje sie za pomoca nastepujacej liniowej
kombinacji koput bazowych C~, C* oraz C*:

Cls(v,2) =BC (v,2) + (1 —a— B)CH(v,2) + aCt (v, 2), (1.19)

gdzie 0 < a, 3 < 1 oraz a + 8 < 1; koputy, dla ktorych parametry «, § # 0 nazywamy
koputami wewnetrznymi tej rodziny, pozostate nazywaé¢ bedziemy brzegowymi przy czym
koputy dla ktorych jeden z parametréow znika przy nieznikajacym drugim parametrze



Rysunek 1.8: Koputa maksymalna C* (v, 2) - zwr6¢my uwage na wyrazna réznice tej ko-
puty w stosunku do minimalnej, multiplikatywnej oraz koputy Franka, zwtaszcza wzdtuz
gtownej przekatne;j.

nazywamy dodatkowo mieszanymi; oczywiscie C~ = Cf,, O+ = C{y, C* = C{; sa kopu-
tami brzegowymi. Nawiasem méwiac, czesto wystarczy rozwazaé¢ dwie jednoparametrowe
podrodziny koput mieszanych Frécheta, dolng postaci

F - 1
Cp (’U, 2) = pC (’U, 2) + (1 - p)C (’U, 2)7 (120)
gdzie 0 < p < 1; jak widac Cf = Cq=0, 3=p, badzZ tez gérng postaci
F i
Cy (v,2) = (1= q)C™ (v, 2) +¢C7 (v, 2), (1.21)

gdzie 0 < ¢ < 1; jak widac Cf = Cu=q,p=0- Dopiero, gdy to nie pomaga bierze si¢ pod
uwage zupehie inne rodziny kopul (np. gussowskie, T-Studenta, Clytona lub Archime-
desa®). Do analizy rodziny koput Frécheta powrdcimy dopiero po rozwinieciu dalszych,
waznych elementow teorii koput.

Przyktad 1.1.3.2 (Wprowadzenie, ciag dalszy)

Teraz, mozemy juz kontynuowaé¢ nasze rozwazania dotyczace pomiaru ryzyka kredyto-
wego a poszukujgce odpowiedzi na pytanie o tgczne prawdopodobienstwo defaultu obu

6Ty rodzine kopul stosuje sie szeroko w naukach aktuarialnych.
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Rysunek 1.9: Poziomice dla koputy minimalnej C~.
wierzycieli. Zatem, najpierw musimy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo defaultu (we wspo-

mnianym terminie 7") kazdej z firm z osobna; korzystajac ze wzoru (1.11) mozna tatwo
obliczy¢, ze wynosi ono

P(J<Dy) — Fy(Dy) = /_IZDJ/J()) £ (n(J/Jo)) din(J/Jo) = \/%7 /-doo exp <_“;> du
= ®(d;(Dy)), J=V, Z, (1.22)

gdzie @ jest dystrybuanta rozktadu normalnego N (0, 1) natomiast

 In(Dy/Jo) = (r—03/2)T
d, = p—is =V Z (1.23)

Stad oraz na mocy twierdzenia Sklara (patrz rozdz.1.1.3 a tam wzér (1.12)) uzyskuje sie,
interesujace nas, taczne prawdopodobienstwo niewyptacalnosci obu firm (w chwili T') za
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Rysunek 1.10: Poziomice dla koputy multiplikatywnej C*.

pomocg wybranych koput,
P(V < Dv, Z < Dz) = F(Dv, Dz) = C(U = q)(dv(Dv)), Z = (b(dz(Dz))) (124)

Zilustrujemy to taczne prawdopodobienstwo:

1) wykorzystujac strategie wychodzaca poza model Blacka-Scholesa tzn. uwzglednia-
jac trzy charakterystyczne kopuly brzegowe C—, C*,Ct i (przyktadowo) jedna z
wewnetrznych koput nalezacych do rodziny Frécheta, czyli Cf/&l /3 (patrz wyrazenie
(1.19)) oraz dodatkowo popularna kopute Franka, oprécz tego

2) wykorzystujac kopute gaussowska (strategia modelu Blacka-Scholesa).

W obu przypadkach przyjmujemy te same wartosci parametréow: Vo = Zy =1, oy = 07 =
0.2, r=0%/2=0%/2=0.02, T =5.
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Rysunek 1.11: Poziomice dla kopuly maksymalnej C+.

Strategia wychodzaca poza model Blacka-Scholesa

Jak wida¢, prawdopodobienstwo taczne popadniecia obu firm w default, bazujace na kopu-
le minimalnej (patrz rys.1.14) znacznie odbiega swoim ksztaltem od pozostatych prawdo-
podobienstw (najblizsze jest mu to prawdopodobienistwo oparte na kopule Franka, ktora
daje posredni ksztalt powierzchni prawdopodobienstwa tacznego (patrz rys.1.16) pomie-
dzy tym bazujacym na kopule minimalnej a multiplikatywnej (patrz rys.1.15). Zauwazmy
jeszcze, ze zawsze najbardziej pesymistyczng odpowiedZ dostarcza prawdopodobienstwo
laczne oparte na kopule maksymalnej (patrz rys.1.17). Ponadto, wystepuja takze zauwa-
zalne (niewielkie) réznice pomiedzy prawdopodobiefistwem tgcznym opartym na kopule
multiplikatywnej (ktéra na ogét ma wygtadzona powierzchni¢) a pozostatymi prawdo-
podobienstwami (ktére moga nawet zawieraé obszary o znacznie rézniacym si¢ nachyle-
niu, jak np. obszar wokot centralnego fragmentu gtéwnej przekatnej koputy maksymalnej,
ktory jest widoczny nawet na kopule usrednione;j Cf/&l /3, batrz rys.1.18), co wskazuje na
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Rysunek 1.12: Poziomice dla kopuly Franka CF'.

mozliwos¢ istnienia niewielkich korelacji pomiedzy oboma wierzycielami.

Koputla gaussowska - strategia modelu Blacka-Scholesa

Koputa gaussowska jest najbardziej skomplikowang w stosunku do tych rozwaznych do-
tychczas, gdyz definiuje sie ja za pomoca catki podwdjnej:

C(v,2) = @, (27 (v), 7'(2)), (1.25)
gdzie

27l(w) 7N(2) 1 2p su — 52 — u?
3, (d ' (v),d 1(z)) & / / e — . (1.26
P ( (U)7 (Z)) oo oo 27T /71 — ,02 €Xp ) (1 _ p2) ( )

Stad, wyrazenie na prawdopodobienstwo tacznego defaultu przyjmuje postac:

F(D,,D;) = P(V<D, Z<Dy)




Rysunek 1.13: Poréwnanie krzywych grzbietowych dla czterech kopul: minimalnej (linia
lezaca najnizej), maksymalnej (linia lezaca najwyzej), multiplikatywnej (fragment para-
boli lezacy pomiedzy nimi) oraz Franka dla parametru a = —3 (krzywa lezaca ponizej
linii grzbietowej koputy multiplikatywnej).

dy(Dy) rdz(Dz) 1 2p su — 8% — u?
_ / / exp . (127)
NS —oo 27y/1 — p? 2(1—p?)

Na rys.1.19 przedstawiono fragment powierzchni opisujacej powyzsze prawdopodobien-
stwo taczne dla wspétezynnika korelacji pomiedzy zmiennymi losowymi In(V/Vy) 11n(Z/Zy)
wynoszacego p = 0.5. Jak wida¢, prawdopodobienstwo to jest wielce podobne do otrzyma-
nego na bazie koputy multiplikatywnej (patrz rys.1.15), chociaz niewielkie réznice mozna
dostrzec w poblizu antyprzekatnej na plaszezyznie (x,y) (prawdopodobiefistwo na rys.1.15
nieco szybciej tam zanika niz na rys.1.19).

Cwiczenie 1.1.3.1 (Laczne prawdopodobiefistwo defaultu)

Tytulem prostego ¢wiczenia, odpowiemy sobie teraz na pytanie: jak wyznaczy¢ taczne
prawdopodobiefistwo defaultu obu firm dla konkretnych wartosci ich dtugéw (przyktado-
wo) x(= Dy) = 0.5 oraz y(= Dz) = 0.7, co daje dy(Dy) = —1.55, dz(Dz) = —0.798.



Rysunek 1.14: Prawdopodobiefistwo taczne popadniecia obu firm w niewyplacalnosé (de-
fault) oparte na kopule minimalnej C~ (tutaj @ = Dy oraz y = Dy).

Oczywiscie, prawdopodobienstwo to moglibysmy odczyta¢ bezposrednio z wykreséw, nam
jednak chodzi o przesledzenie drogi prowadzenia obliczen - wykorzystamy w tym celu ko-
pute maksymalng C*. Nasze postepowania sklada sie z dwdch prostych krokéw:

1) w pierwszym znajdujemy (korzystajac np. z Matlaba lub oprogramowania Mathe-
matica), ze ®(dy(Dy = 0.5)) = 0.0605 oraz ®(dz(Dyz = 0.7)) = 0.2125

2) w drugim, korzystajac bezposrednio z réwnosci (1.24) otrzymujemy (wybierajac
konkretng kopute, np, maksymalna), ze poszukiwane prawdopodobienistwo tacznego
dafaultu wynosi P(V < 0.5, Z < 0.7) = C(0.0605, 0.2125) = C*(0.0605, 0.2125) =
0.0605; prosze sprawdzi¢, ze analogiczne prawdopodobienstwo zbudowane na kopule
multiplikatywnej C*+ wynosi 0.0129, na gaussowskiej 0.0354 a na kopule minimalne;
C™ jest réwne 0.

1.1.4 Rating w teorii koputl: inny sposéb liczenia prawdopodo-
bienstw lgcznych
Przyktad 1.1.4.1 (Rating)

Laczne prawdopodobienistwo popadniecia (przyktadowo) dwoch wierzycieli w default moz-
na obliczy¢ takze na innej drodze (niz ta podane w Przyktadzie 2) a mianowicie, wpro-



Rysunek 1.15: Prawdopodobienstwo taczne popadniecia obu firm w default oparte na
kopule multiplikatywnej Ct (tutaj x = Dy oraz y = Dy).

wadzajac do teorii kopul powszechnie stosowany empiryczny (archiwalny, historyczny)
rating firm, patrz tabela 1.1.4). Tabela ta przedstawia odsetek firm nalezacych do czte-
rech kategorii ratingowych, ktore popadty w default, dla réznych terminéw sptaty dtugdw.
Innymi stowy, kolumny od 2 do 4 przedstawiaja prawdopodobienstwo P;(t; < T') (podane
w procentach) popadniecia w default firmy z j-ej kategorii.

Precyzyjnie rzecz ujmujac, nasze zadanie brzmi nastepujaco: wyznaczy¢ (laczne) praw-
dopodobienstwo P(t; < T.t, < T), j # k = AAA, AA, A, BBB, lacznego popad-
niecia dwéch dowolnie wybranych wierzycieli w default (gdzie, jak zwykle, T jest
czasem splaty dtugu, ang. maturity time) uzywajac jakiej$ kopuly oraz zamieszczo-
nych w tabeli prawdopodobienstw. Rozwiazanie tego zadania jest natychmiastowe i
opiera si¢ na wykorzystaniu réwnosci (1.12), ktéra w jezyku tego zadania mozna przepisaé
nastepujaco:

F(T,T) = P(t; < T, t, < T) = C(Fy(T), Fu(T)), j # k = AAA, AA, A, BBB. (1.28)

Wezmy trzy pary firm, na przyktad jako pierwsza w kazdej parze niech bedzie firma o
najwyzszym ratingu AAA natomiast jako drugie firmy w kazdej parze wezmy kolejno te z
pozostatych kategorii, czyli AA, A oraz BBB dla wybranych lat T'= 1,5, 10, 15. Podsta-
wiajac do réwnosci (1.28) odpowiednie prawdopodobienstwa z tabeli 1.1.4 (z kolumn 2 - 5
oraz wierszy 1, 5, 10, 15) otrzymujemy, biorac przyktadowo kopute minimalng (pierwsza



Rysunek 1.16: Prawdopodobienstwo taczne P popadniecia obu firm w default oparte na
kopule Franka (tutaj x = Dy oraz y = Dy).

podkolumna w kazdej z kolumn 2 - 4), multiplikatywna (druga podkolumna) oraz mak-
symalng (trzecia podkolumna), wyniki ktére zestawiono w tabeli 1.1.4, Jak wida¢, wraz
ze wzrostem czasu realizacji T' prawdopodobienstwo tacznego defaultu rosnie; podobnie
rzecz sie ma z tym tacznym prawdopodobiefistwem (nie rosnie), gdy maleje rating (tutaj)
drugiej firmy w kazdej parze i to niezaleznie od stosowanych kopul. Dalsza, pogtebiona
analiza tego przyktadu moze by¢ zwigzana np. z analizg efektu, ktéry moznaby nazwaé
?wspélnym ruchem” (ang. movement together) zmiennych losowych potaczonych dana ko-
pula. Zwiazane to jest z interpretacja roli parametréw okreslajacych wybrang kopute (np.
parametru o w kopule Franka czy tez p w kopule Gaussa).

1.1.5 Ocena ryzyka rynkowego a probabilistyczna interpretacja
koputy

Przyktad 1.1.5.1 (VaR)

Za pomoca niniejszego przyktadu pokazemy w jaki sposd6b mozna znang metode
oceny ryzyka zwanag VaR (ang. Value at Risk), czyli metoda "Wielkosci Zagrozonej
(nadmiernym) Ryzykiem’ wyrazié¢ za pomoca teorii kopul w przypadku VaR (przy-



Tabela 1.1: Archiwalne prawdopodobienstwa defaultow (S&P, 2000)
Rating [%]
Termin splaty dtugu T'frok] | AAA| AA | A |BBB
1 0.00 | 0.01 | 0.04 | 0.22
0.00 | 0.04 | 0.11 | 0.50
0.03 | 0.09 | 0.19 | 0.79
0.06 | 0.16 | 0.32 | 1.30
0.10 | 0.25 1049 | 1.80
0.26 | 0.53 | 0.83 | 2.73
0.40 | 0.63 | 1.01 | 3.10
0.45 | 0.70 | 1.21 | 3.39
0.51 | 0.79 | 1.41 | 3.68
0.51 | 1.07 | 1.83 | 4.48
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Tabela 1.2: Prawdopodobiefistwa tacznych defaultéw wyznaczone ze wzoru (1.28) na pod-
stawie tabeli 1.1.4 w oparciu o koputy minimalng, multiplikatywna i maksymalna

| Tlrok] | F(T,T)aaanay | F(T,T)asaay | F(T,T)aaaep |
1 0.0, 0.0, 0.0 0.0, 0.0, 0.0 0.0, 0.0, 0.0
) 0.0, 0.0000025, 0.001 | 0.0, 0.0000049, 0.001 | 0.0, 0.000018, 0.001
10 0.0, 0.0000403, 0.0051 | 0.0, 0.000072, 0.0051 | 0.0, 0.00019, 0.0051
15 0.0, 0.000055, 0.0051 | 0.0, 0.000093, 0.0051 | 0.00, 0.00023, 0.0051




Rysunek 1.17: Prawdopodobienstwo taczne P popadniecia obu firm w niewyptacalnosé
oparte na kopule maksymalnej C* (tutaj x = Dy oraz y = Dy).

ktadowo) dwusktadnikowego portfela waloréw; umozliwia to modelowanie wprowadzonej
przez ta metode miary ryzyka. W tym celu musimy jednak najpierw oméwi¢ zagadnienie
warunkowania koput.

Dygresja 1.1.5.1 (Probabilistyczna interpretacja kopuly)

Z definicji koputy (patrz rozdz.1.1.2) wynika wprost, ze jest ona dystrybuanta taczna za-
lezng od zmiennych losowych, z ktorych kazda z osobna podlega rozktadowi jednorodnemu
na odcinku [0, 1], co mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposéb:

C(v,2) = P(Uy <v,Us < 2) (1.29)
gdzie Uy, Us sa wtasnie tymi zmiennymi podlegajacymi rozktadowi jednorodnemu. Za-

uwazmy, ze jednoczesnie sg one dystrybuantami okreslonymi na innych, bardziej funda-
mentalnych zmiennych losowych, odpowiednio X i Y, tzn.

Ulel(X), ’U:Fl(fl'), UQIFQ(Y), Z:Fg(y) (130)
Taka superponowana zalezno$é¢ jest typowa dla teorii kopul, pozwalajac na wyrazenie
réwnosci (1.29) w nastepujacych réwnowaznych postaciach
C(Fi(z), Fa(y)) = PU < Fi(2), Uz < Fa(y)) = P(FT(Uy) < 2, Fy 1(U) < )
= P(X<zY<Y)=F(z,y). (1.31)



Rysunek 1.18: Laczne prawdopodobienstwo P popadniecia obu firm w niewyptacalnosé
oparte na wewnetrznej kopule Cf/&l /3 nalezacej do rodziny Frécheta (tutaj x = Dy oraz

Yy = Dz)

Z réwnosci (1.29) oraz z definicji kopuly (rozdz.1.1.2) wynikaja wazne (latwe do wykaza-
nia) whasnosci, niezbedne m.in. do prowadzenia symulacji, taczace kopuly z dystrybuan-
tami warunkowymi

PU, <v,Uy > z) =v—C(v,2),
PU, >v,Us < z) =2z —C(v,2),

P(U1<U|U2<z):@7
P(U1<U|U2>z):%(z’z>7
Cip(v,2) E P(U, < v | Uy = 2) = %UZZ)
Con(v,2) € P(Ur =v | U2 < 2) = P(Ur <2 | Ur = v) = W- (1.32)
Co wigcej, z réownosci (1.29) wynika bezposrednio definicja gestosci kopuly
c(v,z) = oC(v, 2) (1.33)

ovdz



Rysunek 1.19: Prawdopodobienstwo taczne P popadnigcia obu firm w niewyptacalnosé
oparte na kopule gaussowskiej C¢ (tutaj x = Dy, y = Dy oraz p = 0.5).

ktéra jest nieujemna i okreslona na kwadracie 2. Gesto$é tg mozna powigzaé z gestoscig
f(z,y) rozktadu posiadajacego dystrybuante F'(z,y) w nastepujacy sposob

(Fr(2), Faly)) = - 0Y) (1.34)

B fl(x)f2(y).

Wszystkie powyzsze wlasnosci sg wykorzystywane w dalszych rozwazaniach.
Przyktad 1.1.5.1 (VaR, ciag dalszy)

Zatem, interesujemy sie strata (czyli ujemna wartoscia stopy zwrotu) Z (w ustalonej chwili
T') z portfela dwuwalorowego, przy zadanym poziomie ufnosci . Tzn. wprowadzony zostal
rozktad prawdopodobienstwa P w ramach, ktérego nasze zagadnienie mozna wyrazi¢ $cisle
w postaci nastepujacej rownosci:

Prar S F(VaR) = P(Z < VaR) = (1.35)

gdzie F' jest dystrybuanta zmiennej losowej Z, natomiast poszukiwana wielkos$é¢ progo-
wa (tutaj ujemna) VaR dopuszczalnej straty (ang. Vale at Risk, VaR, czyli "Wielkosé
Zagrozona Ryzykiem’) jest rozwigzaniem powyzszego réwnania, czyli VaR = F~(«).



Na ostatnig réwnosé w (1.35) mozna spojrzeé takze nieco inaczej a mianowicie poprzez
rownanie rownowazne postaci

P(=Z > —VaR) = «, (1.36)

gdzie teraz obie wielkosci —Z oraz —V aR sa nieujemne. Zatem, jezeli na strate spojrzymy
jak na wielko$¢ nieujemna to réwnanie (1.36) méwi nam, ze dla zadanego poziomu ufnosci
a straty nieakceptowalne, czyli nieakceptowalny poziom strat jest nie mniejszy od progo-
wej Wartosci Zagrozonej Ryzykiem VaR; ta progowa warto$¢ jest z definicji jednoznaczna
funkcja przyjetej oceny ryzyka Py yg.

Mozliwe jest jeszcze inne spojrzenie na strate (wciaz traktowana jak wielko$é nieujemna);
mianowicie, poprzez przeksztalcenie réwnania (1.36)

P(=Z > -VaR)+ P(—Z < =VaR) = l1+4a+ P(—Z < —VaR)
= 0% 1—a=P(-Z<—-VaR). (1.37)

Roéwnosé ta moéwi po prostu, ze straty akceptowalne zachodzg z prawdopodobienstwem
rownym #; niekiedy wtasnie # nazywa sie¢ poziomem ufnosci.

Stope zwrotu z portfela dwuwalorowego mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa stop
zwrotu na obu walorach X i Y, ezyli Z = X + (1 — )Y, gdzie 5 € [0,1] jest
wagg waloru X w portfelu zwang wspotczynnikiem alokacji. Zatem mozna napisaé, ze
P(Z <VaR) = P(BX + (1 - 0)Y < VaR) = P(X < {VaR — 2Y), przy czym to
ostatnie wyrazenie mozna przedstawi¢ w postaci zawierajacej potrzebne tutaj odpowied-
nie prawdopodobienstwo warunkowe:

1 - = 1 -
P(X<—VaR——ﬁY):/ P<X<—VaR——ﬂ

5 5 . 5 5 vlY= y) f2(y)dy,

(1.38)

gdzie fs jest gestoscig rozktadu zmiennej losowej Y. Zauwazmy, ze w réwnosci tej wielkosé
VaR jest ustalona a zmianie ulegaja zmienne losowe X i Y ale w taki sposéb aby spetniona
byta, znajdujaca sie tam, wewnetrzna nieréwnosé. Ostatecznie, dzigki przedostatniemu
wyrazeniu w (1.32), wzér (1.38) mozna zapisa¢ za pomoca koputy warunkowej

/_ZP(Xéw:%VaR—%y\Y:@fg(y)dy:
0 1 1-0
/_oo Cij2 <F1 <95 =3 VaR — T?J) ; F2(y)> f2(y)dy. (1.39)

Poniewaz kopute warunkowsg mozna juz tatwo wyrazi¢ poprzez odpowiednia pochodng
kopuly bezwarunkowej (patrz przedostatnie wyrazenie w (1.32)), wiec tym samym uzy-
skaliémy rownanie catkowe

/_O:O Cip2 (Fl <% VaR — %?O ; F2(?J)> f2(y)dy = a = Pyar, (1.40)

ktorego rozwigzaniem jest poszukiwana Wielkos¢ Narazona na Ryzyko, czyli VaR. Oczy-
wiscie, aby efektywnie rozwigza¢ powyzsze rownanie nalezy:



zdecydowaé sie na wybor zaréwno jakiejs koputy jak tez

rozkltadéw marginalnych a ponadto,

zdecydowad sie na jakas wielkos¢ wspotczynnika alokacji i wreszcie

ustali¢ «, czyli przyjaé¢ konkretng ocene ryzyka.

Przy okazji zauwazmy, ze wspotczynnik alokacji pozwala zdefiniowaé¢ wspotczynnik dy-
wersyfikacji w postaci

§=21p-1/2]-1/2], (1.41)

gdzie § przyjmuje warto$¢ minimalna 6 = 0 dla portfela catkowicie niezdywersyfikowanego
(czyli jednowalorowego, okreslonego przez 3 = 0 albo # = 1), natomiast osiaga wartosé
maksymalng 0 = 1 (czyli 8 = 1/2) dla portfela w pelni zdywersyfikowanego.

W ponizszym ¢wiczeniu wyznaczamy VaR dla réznych wartosci 3 korzystajac przykta-
dowo z kopuly multiplikatywnej i jednakowych rozktadéow brzegowych t-Studenta.

Cwiczenie 1.1.5.1 (VaR dla portfela dwuwalorowego)

Przedstawiamy teraz w postaci tabelarycznej (patrz tabela 1.3) wartosci VaR wyzna-
czone 7 réwnania calkowego (1.40) na drodze numerycznej, metoda kolejnych iteracji’,
przyktadowo

e dla koputy multiplikatywnej C* (v, z) = v 2, dla ktérej koputa warunkowa
Cip(v,2) =v = Fy(x) (1.42)
(patrz przedostatnie wyrazenie w (1.32)) oraz

e przyjmujac, ze zmienne losowe X i Y podlegaja rozktadowi t-Studenta odpowiednio
0 5 i 6 stopniach swobody, tzn.

Fi(z) = %/fw <1+%> du

B ir(s%%s? [1 +9;2/5 @ 1 +102/5> i 3\2/5 (g s <%>>1 |
1 1-p

T = 3 VaR — 5 Y,
_T(7/2) w2\ "
fly) = T3)vor (1 + E) : (1.43)

e dla poréwnania dla dwoch charakterystycznych poziomoéw ufnosci o = 0.050 i @ =
0.010 oraz

"Rozwigzywanie tego typu réwnan mozna dokonaé¢ w ramach Matlaba lub przy uzyciu oprogramowania
Mathematica.



Tabela 1.3: Zestaw wartosci VaR dla dwoch poziomow ufnosci i pieciu wartosci wspot-
czynnika alokacji obliczonych na bazie koputy multiplikatywnej i brzegowych rozktadach
t-Studenta.

v 0.1 0.25 0.50 0.75 0.90
a=0.050 || =1.762 | —1.552 | —1.425 | —1.595 | —1.824
a=0.010 || —2.840 | —2.463 | —2.226 | —2.602 | —3.038

e dla pieciu wybranych warto$ci wspotczynnika alokacji (.

Dodajmy, ze dla rozktadu t-Studenta udato sie wykonaé catkowanie w pierwszym wyraze-
niu (1.43) na drodze analitycznej; w przypadku wielu innych rozktadéw wykonanie tego
catkowania jest mozliwe jedynie na drodze numerycznej.

Jak wida¢, catkowita dywersyfikacja portfela (odpowiadajaca dla obu pozioméw
ufnosci § = 0.50) minimalizuje VaR, czyli daje szanse na wystapienie najmniej-
szych nieakceptowalnych strat z portfela. To znaczy, ze w takim przypadku straty
moga (ale nie musza) by¢ mniejsze od tych dla pozostatych przypadkéw. Zarazem jed-
nak, dywersyfikacja poszerza przedzial nieakceptowalnych strat - jest to cena
jaka za nia sie ptaci. Wniosek ten ma charakter ogélny, stuszny dla dowolnej koputy oraz
dowolnych rozktadow brzegowych.

Ponadto, wazne sa nastepujace dodatkowe cechy:

e ma miejsce niewielka asymetria VaR w zaleznosci od § tzn. VaR(B) < VaR(1 — )
co oznacza, ze walor Y (podlegajacy rozktadowi t-Studenta o wiekszej liczbie stopni
swobody niz analogiczny rozklad waloru X) jest nieco bardziej ryzykowny,

e mozna sprawdzi¢ (powtarzajac obliczenia analogiczne do powyzszych - mozemy je
przeprowadzi¢ o ile uznacie to Panstwo za celowe), ze zastapienie rozkltadéw t-
Studenta rozktadem normalnym daje (dla dowolnego § # 0 i mniejszej wartosci
«) wigksze wartosci VaR, co wynika z faktu, ze w pierwszym przypadku stosujemy
rozktady posiadajace pogrubione ogony. Dotyczy to tylko mniejszej wartosci o, gdyz
pogrubione ogony zaczynaja odgrywac role dopiero dla sytuacji asymptotycznych.

Cwiczenie 1.1.5.2 (Gestosci kopul rodziny Frécheta)

Korzystajac bezposrednio z definicji (1.34) mozna wykazaé, ze gesto$é dowolnej koputy
nalezacej do rodziny koput Frécheta jest postaci

Fv,2)=1-a-3, (1.44)

co wynika natychmiast z faktu, ze gestoéci kopul ograniczajacych C* znikaja, natomiast
gestosé¢ koputy multiplikatywnej C* jest réwna 1.

Pokaz 1.1.5.1 (Gestosé kopuly gaussowskiej oraz koputa gaussowska)



Dla ilustracji, przedstawiamy ponizej wykres gestosci bi-koputy gaussowskiej danej wzo-
rem

1 2 2 2 22
v, 2) = exp (x ty + pPrY—% — 4 ), (1.45)

VI=p? 2 2(1 — p2)

gdzie z = ¢~ (v) a y = ¢7!(z). Na podstawie tego wzoru wykonany zostal wykres na
rys.1.20, ktory wskazuje na istnienie ostrych lokalnych maksiméw (ale nie singularnosci)
w punkcie (v =0,z =0) oraz (v =1,z = 1). Natomiast sama koputa jest postaci

«©

Rysunek 1.20: Gesto$é koputy gaussowskiej danej wzorem (1.45) dla parametru p = 0.5.
Zauwazmy, ze oba ostre maksima zostaly Sciete na wysokosci réwnwj 10 celem lepszej
wizualizacji catej funkcji.

el v) rPT(2) 2pst — 5% — t*
CC(v,2) = ®, (@’1(1)),(1)’1(,2)) = /_Oo /_Oo exp (ﬂ) dsdt. (1.46)

Na wykresie na rys.1.21 przedstawiono ta kopule przyktadowo dla wspotczynnika linio-
wej korelacji p = 0.5 a na wykresie na rys.1.21 dla wspoétezynnika korelacji p = —0.5.
Dodatkowo, dla peliejszego poroéwnania na rys.1.23 przedstawiono kopute przy braku
liniowych korelacji (p = 0.0).



Rysunek 1.21: Wykres dwuwymiarowej koputly gaussowskiej danej wzorem (1.46) dla
wspotezynnika korelacji p = 0.5.

Pokaz 1.1.5.2 (Gestosé kopuly T-Studenta)

Dla poréwnania, analogiczne wykresy do zamieszczonych w Pokzie 1.1.5.2 przedstawiamy
dla gestosci koputy T-Studenta postaci

L PO T (5) (L =i

e

gdzie x = t;1(v) i 2 = t;!(z) oraz samej kopuly.

)—<v+2>/2

c,u(v,2) =p (1.47)

Do dalszych rozwazan bedziemy potrzebowali koputy dopetniajacej (dualnej, zwanej takze
kopula przetrwania, ang. survival copula) - jej znaczenie przedstawimy dalej na konkret-
nym przyktadzie (komplementarnym do omawianego na wstepie Przyktadu 1.1.1.1).

Definicja kopuly dualnej

Przyktad 1.1.5.2 (Koputa dualna)



Rysunek 1.22: Wykres dwuwymiarowej koputy gaussowskiej danej wzorem (1.46) dla
wspotezynnika korelacji p = —0.5.

Rozwazmy teraz (znowu zeby uniknaé abstrakcyjnego charakteru) cyfrowa opcje kupna
(ang. digital (binary) call option, DC) wystawiona, tak jak poprzednio, na dwa instrumen-
ty bazowe, czyli na kurs dolara i kurs euro. Opcja ta moze by¢ zrealizowana w ustalonym
czasie T o ile jest w cenie tzn. o ile kurs dolara = nie jest nizszy od ustalonego
kursu zysp a kurs euro y od ustalonego kursu ygyro.

Gléwnym elementem ceny takiej opcji (analogicznie jak dla opcji sprzedazy) jest (analo-
gicznie jak poporzednio, wolne od ryzyka) prawdopodobiefistwo potaczone zdyskontowane
na chwile biezaca, zalezne bezposrednio od tacznego, dwuwymiarowegp prawdopodobien-
stwa skumulowanego powyzej opisanych zdarzen - oznaczmy to prawdopodobienstwo przez

F(zysp, yruro). Zatem,
DCy = exp[—r(T — t)] F(zusp, yruro), (1.48)
gdzie
F(zysp, yeuro) def. F(zysp,ysvro) = 1— Pz < zysp,y < YrURO)
= P(z > wysp,y > Yevuro)- (1.49)

Podobnie jak poprzednio, wyznaczenie tego prawdopodobienstwa skumulowanego bezpo-
$rednio z danych empirycznych a ponadto, modelowanie go na drodze teoretycznej jest



QU
10 0.0

Rysunek 1.23: Wykres dwuwymiarowej kopuly gaussowskiej danej wzorem (1.46) dla zni-
kajacego wspotezynnika korelacji p = 0.0.

trudne. Jak sie okazuje, to co mozna zrobi¢ to skonstruowaé¢ wspomniane powyzej praw-
dopodobienstwo skumulowane korzystajac z brzegowych prawdopodobienstw skumulowa-
nych, zdefiniowanych analogiczne,

Fi(zysp) pE Fi(zysp) =1 — Pi(x < zysp) = Pi(x > zysp),

x
Fy(yeuro) - Fy(yguro) =1 — Py(y < yguro) = P2(y > yruro), (1.50)

wyznaczonych bezposrednio z danych empirycznych dostepnych osobno dla kazdej zmien-
nej losowej x iy .

Konkretniej méwiac, istnieje taka funkcja koputy C(v, z) dualna w stosunku do koputy C,
ktora czyni zados¢ rownosci

F(xvsp,yrvro) = C(Fi(zusp), Fo(yeuro)); (1.51)

mozna wykazacé, ze posiada ona nastepujaca pozyteczng wiasnoscé:

C(Fi(zusp), Fo(yruro)) = 1 — Fi(zusp) — Fa(yeuro) + C(Fi(zusp), Fo(Yeuro)),
(1.52)



usprawiedliwiajaca nazwe ”"koputa dualna”. Wtasnie powyzsze rownanie, ale zapisane w
postaci

Cv,2)=1—-v—2+4+Cv,2)=v+2+C(1—0,1—-2)—1, (1.53)

gdzie v =1 —wv oraz Z = 1 — 2 sg zmiennymi dualnymi odpowiednio do zmiennych v oraz
z, pozwala tatwo stwierdzi¢, ze np. koputa dualng do multiplikatywnej jest takze koputa
multiplikatywna ale przedstawiong w zmiennych dualnych.

Dodajmy jeszcze, ze réwnos$¢ (1.53) uniemozliwia (jak trzeba) powstanie arbitrazu. Warto
w tym miejscu podkresli¢, ze koputy rézne od gaussowskich uzywa si¢ zawsze wtedy, gdy
np. wyceniajac pochodne instrumenty finansowe, badZ tez oceniajac ryzyko (kredytowe
lub rynkowe) wychodzimy poza strategie Blacka-Scholesa.

Przyktad 1.1.5.3 (Default szokowy)

Oméwimy teraz szczegllnie aktualne zagadnienie tacznej niewyptlacalnoéci (lgcz-
nego popadniecia w default) dwéch podmiotéw gospodarczych (np. firm, kor-
poracji, branz lub sektoréw) na skutek dzialania jaki$ zewnetrsznych (egzoge-
nicznych) przyczyn (szokéw); o aktualnosci tego przyktadu nie trzeba chyba nikogo
przekonywac.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze pierwszym z tych podmiotéw jest jakis bank a drugim
jaka$ firma motoryzacyjna. Przypusémy dalej, ze na te podmioty dziataja trzy rodzaje
szokéw: po jednym na oba podmioty z osobna (tzn. szoki dedykowane zwiazane tylko z
danym podmiotem) i jeden wspélny (totalny) np. zwiazany z ogblnym stanem gospodarki.
Zaktadamy, ze szoki te sa od siebie niezalezne (brak jakichkolwiek korelacji krzyzowych
oraz autokorelacji), tzn. czasy pojawienia sie tych szokéw Sy, S i 512 podlegaja rozktadom
Poissona:

A1 exp(—A; Sh), w przypadku banku
g;(S;) = g exp(—Ag Ss), w przypadku firmy motoryzacyjnej (1.54)
A2 exp(—A12 S12), w przypadku banku i firmy motoryzacyjne;

gdzie )\j_l, 7 =1,2,12, jest srednim czasem pojawienia sie szoku j.
Jezeli czas popadnigcia podmiotu w default oznaczymy przez T;, j = 1,2, to zachodzi
relacja, ktorg mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

j} = min(Sj, 512), j = 1, 2. (155)

Co wiecej, mozemy okresli¢ prawdopodobienstwo przetrwania podmiotu przez czas dtuz-
szy od jakiego$ ustalonego czasu t;, j = 1, 2, mianowicie

Fi(tj) = P(T; > t;) = P(S; > t;, Siz2 > t;) = G1(t;)Gra(t;) = exp(=(A; + Ai2)ty),
(1.56)
gdzie G; = )\;1 95, ] = 1,2,12, jest dystrybuantg rozkladu Poissona a wykorzystana

tutaj faktoryzacja prawdopodobienstwa tacznego P(S; > t;, S12 > t;) wynika z przyjete;
niezaleznosci szokow.



Naszym posrednim, waznym celem jest obliczenie lgcznego prawdopodobien-
stwa skumulowanego F'(t1,t,), czyli prawdopodobienstwa przetrwania obu pod-
miotow
F(ti,ty) = P(Ty > t1, Ty > to) = P(min(T1, Ty2) > t1, min(Ty, Tyo) > t3)
= P(T1 >t1,T19 > 11, Ty > ty, T2 > 1)
= P(T1 > t1)P(Ty > t3) P(T19 > t1,T12 > o))
= P(T\ > t1)P(Ty > t2) P(T12 > maz(ty,ts))
= exp(—A; t1) exp(—Aa t2) exp(—A12 max(ty, ta))
= exp(—(A + A2)t1 — (Mg + Ai2)ta + Ao min(ty, ts)); (1.57)

wreszcie, wykorzystujac (1.56), otrzymujemy
F(tl, tg) = Fl (tl)Fg(tg)mm(eXp(Al Qtl), exp(/\1 2752)). (158)

Jak widaé, to wtasnie obecnos¢ totalnego szoku (czyli A\jo > 0) wprowadza sprzezenie
pomiedzy podmiotami, ktore przed pojawieniem sie tego szoku nie bytyw zaden sposob
ze soba powiazane®; brak takiego szoku (czyli A\j» = 0) prowadzi do faktoryzacji praw-
dopodobienstwa F(t1,t5) co oznacza, ze funkcja potaczenia bytaby w takiej sytuacji po
prostu koputa multiplikatywna. Zwr6émy uwage, ze sprzezenie to jest dodatnie, czyli ma
paradoksalny charakter, gdyz prowadzi do zwigkszenia taczego prawdopodobienstwa prze-
trwania a nie jego zmniejszenia, jak mogloby sie wydawac na pierwszy rzut oka.

Wyrazenie (1.58) dalej przeksztalcamy korzystajac z podstawienia

exp()\lgtl) = Fl(tl)im, eXp()\lth) = Fl(tg)in, (159)
gdzie wyktadniki

def. 12 def.  A12

_ e e A2 1.60
VTS VP VIS W (1.60)

Stad otrzymujemy prawdopodobienstwo przetrwania obu podmiotéw w postaci nastepu-
jacego wyrazenia
F(tl, tg) = Fl (tl)FQ (tg)mm [Fl (t1)7m7 FQ (t2)7n1|
= min |:F2(t2)p1 (t1)17m7 Fl (tl)FQ(tQ)lin}
— C_MO(Fl(tl),FQ(tQ)), (161)
gdzie CMO
pujaco:

jest koputla przetrwania (dualna) Marshalla-Olkina (MO) zdefiniowana naste-

CMO(v, 2) = min(v' ™™z, 02" =

1-m mo> N
{” = vz (1.62)

vz Tt o™ < 2

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy S$redni czas pojawienia sie totalnego szoku wzrasta nie-
ograniczenie (tzn. A1 dazy do zera co oznacza, ze m,n — 1), czyli szok totalny odsuwa

8 Analogonem tej systuacji w fizyce moze byé nagle magnesowanie si¢ prébki pod wplywem impulsu
w postaci silnego pola magnetycznego (czyli zorientowanie sie momentéw magnetycznych zgodnie z tym
polem). Sprawia to wrazenie jak gdyby momenty magnetyczne polaczylo jakie$ wzajemne oddzialywanie.



sie nieograniczenie w czasie, koputa CM© dazy jak trzeba do Ct i tym samym sprzezenie
zanika. Przy okazji przedstawiliémy droge (od dystrybuanty tacznej do kopuly) na jakiej
wprowadzono kopute MO.

Podkre$lmy, wyznaczenie parametréow A;, 7 = 1,2,12, a zwlaszcza A2, z danych empi-
rycznych jest trudne - w zwiazku z tym w rozdziale 3 powiemy nieco o kalibracji koput.

Z powyzszego wynika, ze na przyktad taczne prawdopodobienstwo przetrwania czas dtuz-
szy od t wynosi po prostu

F(t,t) = CYO(Fi(t), Fy(t)) =
(&)™, Bt Rt ] (1.63)

= mm{ () FL ()

W koncu mozemy precyzyjnie sformutowaé¢ nasz kluczowy cel a mianowicie wyzna-
czenie prawdopodobienstwa lgcznego defaultu dwéch podmiotéw, pierwszego
w czasie nieprzekraczajacym t; a drugiego ¢,. Od razu mozemy tez poda¢ odpowiedz
korzystajac z (1.53) oraz (1.61)

P(Ty < t1, Ty < ty) = CMO(Fy(t)), Fo(ty)) — Fi(ty) — Fy(ty) + 1 (1.64)
a w szczegdlnodei
P(Ty < ,T, < £) = CYO(Ry (), Fy(t)) — Fi(t) — Ba(t) + 1. (1.65)

PLatwo stwierdzi¢ (przez proste poréwnanie i wykonanie przeksztalcen algebraicznych),
ze powyzsze prawdopodobienstwa sg wieksze od analogicznych otrzymanych za pomoca
koputy multiplikatywnej. Innymi stowy, sprzezenie obu podmiotéw poprzez szok
totalny czyni je bardziej podatnymi na default.

Otrzymane wzory (1.61) - (1.65) bedziemy wykorzystywaé uzywajac konkretnych wartosci
A, g=1,2,12o0raz t;, j =1,2.

Cwiczenie 1.1.5.1 (Szoki egzogeniczne)

Wykonajmy na razie proste, chociaz nieco meczace ¢wiczenie polegajgce na porownaniu
prawdopodobiefistw tacznych w yrazonych za pomoca wzoréw (1.61), (1.63) - (1.65), czyli
w oparciu o kopute Marshalla-Olkina, z odpowiadajacymi im prawdopodobienstwami wy-
korzystujacymi kopute multiplikatywna a wiec dotyczaca sytuacji catkowicie niezaleznych
podmiotéw gospodarczych. Zatem, sa to:

1) taczne prawdopodobienistwo przetrwania P(T} > t1,Ty > t) dane wzorem (1.61),
gdzie przyjmujmy przyktadowo, ze t; wynosi jeden kwartal, czyli t; = 0.25 [rok| a
to wynosi trzy kwartaly, czyli to = 0.75 [rok| oraz jego szczegdlny przypadek, czyli

2) taczne prawdopodobienstwo jednoczesnego przetrwania P(T) > t, Ty > t) dane wzo-
rem (1.63), gdzie t = 0.5 [rok], nastepnie

3) laczne prawdopodobienstwo defaultu P(7 < t1,7, < t2) wyrazone wzorem (1.64)
dla danych z punktu 1) oraz



4) jego szczegdlny przypadek, czyli prawdopodobiefistwo jednoczesnego defaultu P(7T; <
t,T; < t) dane wzorem (1.65)

Przypu$émy teraz, ze najwczedniej pojawia sie szok uderzajacy w sektor bankowy co
oznacza, ze $redni czas A\[' jest najkrétszy - niech wynosi pét roku; wtedy A; jest naj-
wieksze i wynosi A\; = 2[rok™!]. Niech dalej A\;' bedzie wicksze i wynosi np. jeden rok
stad Ay = 1[rok™!], i wreszcie niech A7, bedzie najwicksze i wynosi dwa lata, czyli
A2 = 0.5[rok™!]. Stad (korzystajac ze wzoréw w (1.60)) otrzymujemy, ze m = 1/5 a
n=1/3.

Zanim przejdziemy do analizy poszczegdlnych punktéw 1) - 4) obliczmy jeszeze Fi(t) i
Fy(t3); na podstawie wzoru (1.56) otrzymujemy, ze

Fl(tl) = GXp(—(/\l + )\12)t1) = GXp(—2.5t1),

Fy(t2) = exp(—(Aa 4+ A12)te) = exp(—1.5t3), (1.66)

przy czym nie podstawiliSmy jeszcze (dla przejrzystosci dalszych obliczen) konkretnych
wartosci tg 1 to.
Co wiecej, wyznaczmy postaci obu koput dualnych
éMO(Fl (tl), Fg(t2)> = min [Fg(tg)pl (t1)4/5, Fl (tl)Fg(t2)2/3}
= min(exp(—2t; — 1.5t), exp(—2.5t; — t3))

. exp(—2t1 — 15t2), tl < t2
N { exp(—2.5t1 - tg),tl > tg (167>
oraz
C_J_(Fl(tl), Fg(tg)) = Fl(tl) Fg(tg) = exp(—2.5t1 — 15t2), (168)

gdzie przy wyprowadzeniu wzoru (1.68) skorzystalismy z wtasnosci (1.53) oraz definicji
kopuly multiplikatywnej (1.8).

Ad.1)
W tym przypadku

P(Tl >t = 025,TQ >ty = 075) = é(pl(tl), Fg(tg))
B { exp(—2t, — 1.5l) = exp(—0.5 — 1.125) = 0.1969,  dla CMO

exp(—2.5t — 1.5ts) — exp(—0.625 — 1.125) — 0.1738, dlact (109

czyli prawdopodobienstwo przetrwania jest w przypadku podmiotéw niezaleznych wy-
raznie mniejsze, co jest bezposrednig konsekwencja wzoru (1.58) - jest to wynik ogdlny;
nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze oba prawdopodobienstwa sg tutaj znaczgco mniejsze
od 1/2.

Ad.2)

Powyzszy wynik potwierdza niniejszy dla prawdopodobienstwo jednoczesnego przetrwa-
nia, przyktadowo dla ¢t = 0.5, ktéry wynika bezposrednio z rozgalezionej réwnosci w (1.69).



Mianowicie,

P(T1>t1:t:O.5,TQ>t2:t:O.5)

B exp(—(2 + 1.5)t) = exp(—3.5-0.5) = 0.1738, dla CM© (1.70)
7| exp(—(2.5 + 1.5)t) = exp(—4-0.5) = 0.1353, dla C*. '
przy czym, otrzymane prawdopodobienstwa sg tutaj mniejsze od odpowiadajacych im w
og6lniejszym przypadku (1.69).

Ad.3)

Wszystkie powyzsze taczne prawdopodobienstwa przetrwania sa tutaj wyraznie mniej-
sze od odpowiadajacych im tacznych prawdopodobienstw popadniecia w default, ktére
WYNosza

P(Ty <t; =0.25,Ty <ty = 0.75) = C(Fi(t1), Fa(t2)) — Fi(t1) — Fa(ty) + 1
B exp(—2t; — 1.5ty) — exp(—2.5t;) — exp(—1.5t5) + 1 = 0.5082, dla CM9 L7
| exp(—2.5t; — 1.5ty) — exp(—2.5¢;) — exp(—1.5t5) + 1 = 0.4818, dla C*. (1.71)
Jak widaé, tgczne prawdopodobienstwo popadniecia w default obu podmiotow dla koputy
MO jest wigksze niz dla koputy multiplikatywnej, co jest wynikiem ogdlnym i czego wlasnie
nalezalo sie spodziewaé w $wietle relacji (1.64).

Ad.4)

Analogiczna sytuacja ma miejsce dla tacznego prawdopodobienstwa jednoczesnego po-
padniecia w default obu podmiotéw, gdyz

B exp(—(2 + 1.5)t) — exp(—2.5t) — exp(—1.5t) + 1 = 0.4149, dla CM© (1.72)
| exp(—(2.5+ 1.5)t) — exp(—2.5t) — exp(—1.5t) + 1 = 0.3764, dla C*. '
co stanowi oczywiscie szczegblny przypadek sytuacji przedstawionej w punkcie Ad.3).
Otrzymane prawdopodobienstwa sg tutaj wyraznie mniejsze od odpowiadajacych im praw-
dopodobienstw niejednoczesnego popadniecia obu podmiotéw w default dane wyrazeniem

(1.71).

Zauwazmy, ze suma prawdopodobiestwa przetrwania i odpowiadajacych im prawdopodo-
bienstw popadniecia w default jest wyraznie mniejsza od jednosci co oznacza, ze suma
pozostatych prawdopodobienstw (czyli prawdopodobienistw krzyzowych) méwiacych, ze
jeden podmiot przetrwa a drugi popadnie w default jest warta doktadniejszej analizy.

Obliczenia te przeprowadzimy dla odmiany na drodze analitycznej , przekszatcajac naj-
pierw dwie pierwsze réwnosci w (1.32) do postaci,

PU,<v,Uy>2)=v—-C,2)=1—9—-C(v,2) =2 —C(v,2),
PU >v,Us<2)=2-C(v,2)=1—2—C(v,2) =v—C(,2), (1.73)

gdzie skorzystalismy dodatkowo z rownosci (1.53) taczacej dana kopute z odpowiadajaca,
jej koputa dualna. Stosujac powyzsze réwnosci do wspomnianych sytuacji otrzymujemy;,



VAS
P(Tl <t = 025,T2 >ty = 075) = Fg(tg) — é(pl(tl), (Fg(tg)) =

- B(t)[1 - A(t)], dacMo,
= Fg(tg)[l — Fl(t1)4/5], tl < tQ, dla CJ', (174)

skad bezposrednio wynika, iz rozwazane prawdopodobienstwo dla koputy multiplikatywnej
jest nie mniejsze od tego dla kopuly MO.

Analogicznie

P(Tl >t = 025,T2 Ly = 075) = Fl(tl) — é(pl(tl), (Fg(tg)) =
Fi(t1) — Fy(t) P Fy(ty), dla CMO

Fl(tl) - Fl(tl)FQ(tg), dla CJ', (175)

skad, podobnie jak poprzednio, wynika bezposrednio, iz rozwazane prawdopodobienstwo
dla koputy multiplikatywnej jest nie mniejsze od tego dla kopuly MO.

Whniosek 1.1.5.1 (Dodatnie sprzezenie poprzez egzogeniczny szok totalny)

Szok totalny prowadzi do dodatniego sprzezenia pomiedzy podmiotami gospo-
darczymi, ktére moga bezposrednio ze soba nie mie¢ nic wspodlnego.

Whniosek 1.1.5.2 (Sukcesywne popadanie w default)

Jak mozna byto oczekiwac, najbardziej prawdopodobng sytuacja jest sukcesywne
popadanie w default, tzn. najpierw popada w default podmiot o najkrotszym czasie
/\j_1 a potem kolejno o coraz dtuzszych. Wniosek ten jest stuszny dla obu rodzajéw koput,
przy czym dla kopulty MO tego typu sekwencja jest bardziej prawdopodobna.

1.1.6 Analiza zdarzen i proceséw skrajnych

Zdarzenia i procesy skrajne (a w tym np. ekstremalne) sa zwigzane przede wszystkim z
istnieniem splaszczenia (leptokurtycznosei) rozktadéw prawdopodobienstw a takze sko-
$nodci przejawiajacymi sie w istnieniu, odpowiednio, kurtozy zwanej tez (ekscesem) oraz
wspotezynnika asymetrii rozktadow, ktore moga by¢ zaréwno dadatnie jak tez ujemne.
Innymi stowy, wspomniane zdarzenia i procesy zwigzane sa z pogrubionymi ”ogonami”
(ang. fat tails) tych rozktadéw. Jestesmy zainteresowani zwlaszcza analiza ich wzajem-
nych powiazan (ang. tail dependence oraz market comovement) - tego typu analiza stanowi
jedno z wazniejszych zastosowan teorii koput. Dodajmy, ze tego typu analiza jest waznym
elementem ogodlniejszej dotyczacej stowarzyszenia (ang. assotiation) bazowych zmiennych
losowych. W jej sktad wchodza, oprocz wspomnianej analizy skrajnoéci, takze analiza
relacji zgodnosci, (ang. concordance), pozytywnwj kwadrantowe] zaleznosci (ang. positive
quadrant dependence) oraz badanie liniowych korelacji (ang. linear correlations). (Mozemy
je systematycznie oméwié o ile uznacie to Panstwo to za celowe)



Przyktad 1.1.6.1 (Dolny indeks powigzania skrajnosci)

Celem wydobycia, wspomnianych powyzej, zaleznosci pomiedzy zdarzeniami i procesami
skrajnymi postawimy teraz zasadnicze (konkretne) pytanie a mianowicie, jaka jest (pro-
centowa) szansa zrealizowania sie hipotezy mowiacej, ze zaobserwowany zosta-
nie krach, przyktadowo, na indeksie Nikkei 225 z prawdopodobienstwem nie wiekszym niz
v = 1% pod warunkiem wystapienia, takze z prawdopodobienstwem nie wigk-
szym niz 1%, krachu np. na indeksie S&P 5007 Szanse tg mozna wyrazi¢ za pomoca,
prawdopodobiefistwa warunkowego P(Qnky < v | Qsp < v), gdzie Q;, J = NKY, SP,
jest zmienna losowa z przedziatu [0, 1], czyli dystrybuanta okreslona na bardziej funda-
mentalnej, a tutaj ukrytej, zmiennej losowej X; (bedacej wartoscia samego indeksu J);
jak juz méwiliSmy, nie jest niczym dziwnym w teorii kopul, ze prawdopodobienstwo moze
by¢ jednoczeénie traktowane jak zmienna losowa.

Wyrazmy teraz wprowadzone powyzej prawdopodobienstwo warunkowe za pomoca kopu-
ty oraz zmiennej losowej v,

Mv) & P(Quiy <v|Qsp <v) = P(QN]I?(VQi;;ij - 6(1: 2, (1.76)

gdzie \(v) jest wielkoscig pozwalajaca na zmierzenie stopnia powiazania miedzy skrajnymi
realizacjami obu procesow (zdarzen) brzegowych (dodajmy, ze ostatnia réwnosé uzyskali-
$my wykorzystujac trzecia rownosé w (1.32)). W tym celu wprowadZmy tzw. ’dolny indeks
powiazania skrajnosci’ (niedostownie ang. lower tail index) dla znikajacej wartosci v (co
w potaczeniu z faktem analizy proceséw brzegowych usprawiedliwia wprowadzenie nazwy
'skrajnosé’),

AL A(w = 01) = lim C(U’U>.

v—0+ ()

(1.77)

Moéwigce troche niescidle ale obrazowo, granica ta jest prawdopodobienstwem jednoczesne-
go wystapienia krachu (czy ogdlniej sytuacji niekorzystnych) na obu rynkach dla oceny
skrajnej (v — 07).

Cwiczenie 1.1.6.1 (Przykladowe dolne wskazniki powigzania skrajnosci)

Wyznaczmy jeszcze wartosci tego indeksy dla kilku charakterystycznych koput,

(1.78)

0, dla koputy minimalnej oraz dla koputy multiplikatywnej
AL = .
1, dla koputy maksymalne;j.

Co wigcej, np. dla rodziny kopul gaussowskich (parametryzowanych wspétczynninkiem
korelacji p) ma miejsce tzw. pozytywne uporzadkowanie, tzn.

C_ - C;?:—l < C§1<p<1 < C{?ZO - Cl < C(?<p<1 < szl - C+, (179)

(gdzie powiazanie dwoch kopul za pomoca relacji mniejszosci (pozytywnego uporzadkowa-
nia) " <" oznacza, ze wartosci koputy (poprzedzajacej) stojacej po lewej stronie sa prawie



wszedzie mniejsze od odpowiadajacych im wartosci kopuly stojacej po prawej stronie tej
relacji badz tez réwne im) oraz

0, dlap<l1

AL = { 1, dla 5: 1. (1.80)
Jak widaé¢, wynik (1.80) dla rodziny kopul gaussowskich jest mocniejszy od ogdlnego
wyniku (1.79), gdyz stwierdza on po prostu, ze dla kopul gaussowskich o parametrze
p < 1 brak jest jakiegokolwiek powigzania skrajnosci. Przy okazji zauwazmy, ze podro-
dzina koput gaussowskich parametryzowanych wspotezynnikiem liniowych korelacji p > 0
spelnia tzw. 'wlasno$¢ zaleznosci kwadrantowej’ (ang. positive quadrant dependence), czyli
Ct < Cper-

Wtadnie tego typu wtasnosci czynia ten indeks wielce przydatnym do badania stopnia
powiazania dolnych skrajnosci, tym bardziej, ze jest to badanie komplementarne w sto-
sunku do badania stopnia liniowych korelacji, gdyz jak wida¢ istnienie liniowych korelacji
nie gwarantuje jeszcze nieznikania indeksu powiazania dolnych skrajnosci (analogiczna sy-
tuacja ma miejsce dla indeksu powigzania gornych skrajnosci, o czym jest mowa ponizej
w Przykltadzie 1.1.6.2).

Cwiczenie 1.1.6.1 (Dalsze wyjasnienia)

Aby lepiej zrozumie¢ dlaczego jest to indeks dolny przypusémy, ze v jest dystrybuanta
dana wyrazeniem analogicznym do pierwszego w (1.9), ale okreslonym na dwukrotnie
wiekszej dziedzinie dziedzinie x € [—o0, —1]U[1, 00|, zawierajacej takze, jak widaé, ujemne
wartosci bazowej zmiennej losowej,

v = F(z) = /_OO d' fo(z) = { X é (1.81)

gdzie skorzystalismy z definicji
(1.82)

Zatem, dazenie zmiennej v do zera od strony wielkosci wiekszych od zera jest rownowazne
dazeniu zmiennej ukrytej x do ujemnej nieskoriczonosci, gdzie ma ona rozktad potegowy z
wyktadnikiem «, czyli posiada tam pogrubiony ogon (patrz pierwsze wyrazenie w (1.81)).
Tym samym, nieznikanie dolnego indeksu powigzania oznacza powiazanie dolnych ogonéw
rozktadow.

Podkreslmy, ze dla kopul lezacych pomiedzy multiplikatywna a maksymalna (wliczajac w
to te ostatnig)? dolny indeks powigzania Ay moze by¢ wigkszy od zera i nie wigkszy od
jednosci co oznacza, ze istnieje dla nich powigzanie zdarzen skrajnych dla proceséw brze-
gowych. Efekt ten nie wystepuje zarowno dla koputy multiplikatywnej jak tez dla koput
lezacych ponizej niej. Utatwia to dobranie wlasciwej koputy, zawezajac obszar poszukiwan.

9Jak wiadomo, w zbiorze kopul mozna wprowadzié relacje uporzadkowania, czyli mozna powiedzieé
co to znaczy, ze dana koputa jest mniejsza od innej.



Przyktad 1.1.6.2 (Gérny indeks powigzania skrajnosci)

Mozna teraz wprowadzi¢ rownie wazne pojecie 'géornego indeksu powigzania skrajnosci’
(niedostownie ang. upper tail index) \y wykorzystujac pojecie kopuly dualnej. Pytanie
jakie teraz stawiamy jest komplementarne do postawionego w Przyktadzie 5a mianowicie,
jaka jest (procentowa) szansa zrealizowania si¢ hipotezy moéwiacej, ze zaobser-
wowany zostanie boom, przyktadowo, na indeksie Nikkei 225 z prawdopodobienstwem wiek-
szym niz v pod warunkiem wystapienia, takze z prawdopodobienstwem wiek-
szym niz v, boomu np. na indeksie S&P 5007 Poszukiwane prawdopodobienistwo
mozna wyrazi¢ nastepujaco,

(Qnky >v,Qsp >v)  1—=2v+C(v,v)
P(Qsp > v) B 1—wv ’

P(Qnky > v | Qsp >0v) = r (1.83)

gdzie druga rownosé uzyskalismy wykorzystujac kolejno (1.49), (1.51), (1.52), (1.53) a
nastepnie definicje koputy oraz unormowanie prawdopodobienstwa. Teraz mozemy juz
zdefiniowa¢ 'goérny indeks powiazania skrajnosci’ jako nastepujaca granice

1 -2 C
Ar % lim vt Cv,v)
v—1— 1 — v

(1.84)

Analogicznie jak dla indeksu Ay, granica ta jest prawdopodobienstwem jednoczesnego
wystapienia boomu (czy tez ogdlniej méwiac, sytuacji korzystnej) na obu rynkach dla
oceny skrajnej (v — 17).

Zauwazmy jeszcze, ze dysponujac obydwoma wskaznikami Ay oraz Ay mozna by nawet
pokusi¢ sie o prognoze odpowiadajaca na pytanie czy w danych warunkach bardziej praw-
dopodobny jest krach czy tez boom? Niestety, prognoza ta jest scisle zalezna od uzytej ko-
puty i czesto daje wynik remisowy. Na przyktad, dla rodziny koput gaussowskich Ay = Ay,
gdzie \p, jest dane wyrazeniem (1.80). Dla rodziny koput T-Studenta, dla skonczonej liczby
stopni swobody v, otrzymuje sie takze remis, mianowicie

_ >0, dlap>—-1
AL = /\U{ —0, dap=1. (1.85)

Fakt, ze dla rodziny koput T', dla prawie wszystkich wartosci wspotczynnika liniowych
korelacji p, dolny i gérny wskaznik nie znikaja, w przeciwienstwie do rodziny koput gaus-
sowskich, wynika z faktu, ze dla skonczonej liczby stopni swobody (v < oo) rozktad
t-Studenta posiada pogrubione ogony (dolny i gérny). Wynik ten pozwala lepiej zrozu-
mie¢ uwarunkowania w jakich wskazniki powiazania skrajnosci Ay i Ay (oraz dualne do
nich - patrz ponizej) uaktywniaja sie (nie znikaja).

Cwiczenie 1.1.6.2 (Koputa mieszana gérna)

Tytutem prostego ¢wiczenia sprawdzimy, ze koputa mieszana gérna C5>07 g0 = (1—a)Ct+
aCt posiada zaréwno dolny jak i gérny wskaznik powigzania skrajnosci wiekszy od zera



i oba wskazniki sa sobie réwne. Korzystajac bezposrednio z definicji (1.77) otrzymujemy,
ze dolny wskaznik powigzania skrajnosci wynosi
(1 —a)v® + amin(v,v)

CE o _o(v,v)
_ . aNG_O 9 _ . _ . . _
= vli%1+ — Uli%ﬁ - UILI(I)lJr(Oé + (1 —a)v) =a(>0).
(1.86)

Analogicznie, korzystajac z definicji (1.84) otrzymujemy, ze gérny wskaznik powiazania
skrajnodci przyjmuje wartoscé

1—2v0+CL s (v,0) Y 1—2v+ (1 —a)v*+amin(v,v)

/\U = lim = lm
v—1— 1—vw v—1~ I—w
1—(2- 1— 2
= lir{1 ( ozl)v 1= = lir{1 (1—(1—-a)v) =a (1.87)
v—1— — U v—1—

Nalezy podkresli¢, ze analogiczne obliczenia przeprowadzone dla koputy mieszanej dolnej
Clo 350 = BC™ + (1 — B)C* daja zerowe wartosci wskaznikéw powigzania skrajnosci.

Wszystkie powyzsze obliczenia sa prosta konsekwencja faktu, ze za istnienie powiazan
skrajnoéci odpowiedzialna jest tylko koputa C*, dla ktorej oba wskaZniki sg réwne 1; dla
pozostalych dwoch koput bazowych wskazniki te znikaja.

Wybrane wtasnosci indekséw powigzania skrajnosci

Podamy teraz dalsze, przydatne wlasnosci indekséw powigzania skrajnosci, przy czym "na
pierwszy ogien” pojda te zwigzane z faktem, ze zbiér wszystkich koput mozna roztozy¢ na
dwa podzbiory koput wzajemnie dualnych. Mianowicie, pomiedzy wskaznikami: A, Ay, A
i Ay, gdzie dwa ostatnie indeksy dotycza kopuly dualnej dodanej (sa one zdefiniowane
analogicznie do indekséw A i Ay, gdyz koputa dualna do danej jest takze kopula) istnieja
tatwe do wykazania relacje,

XL - )‘Uu
Ay o= AL (1.88)

1.1.7 Wskazniki Kendalla i Spearmana

Relacja zgodnosci a wskaznik Kendalla

Moéwiac niescisle ale obrazowo, relacja zgodnosci pomiedzy bazowymi zmiennymi losowymi
X 1Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy gdy prawdopodobienstwo tego, ze obie wielkosci
sg zgodne, czyli obie duze badz tez obie male jest wicksze od zdarzenia przeciwnego tzn.
gdy jedna z nich jest duza a druga mata. Intensywnos¢ tej relacji mierzy wspotczynnik
Kendalla, 7, zdefiniowany za pomocg réznicy prawdopodobienstw obu sytuacji,

T P((X) — Xo) (Y — Ya) > 0) — P((X) — Xa) (Y1 — Y3) < 0), (1.89)

gdzie zmienne wektorowe (Xi,Y7) oraz (Xo,Ys) sa od siebie statystycznie niezalezne i
posiadaja jednakowy rozktad prawdopodobienstwa.



Mozna wykazaé, ze wspolczynnik 7 daje sie wyrazi¢ za pomoca kopulty C w nastepujacu
sposob

ro= [ e e 2) - 1 = 40w, U) -1

e 9*C(v, 2) 1 r19C(v,2) 0C(v, 2)
= 4/0 /0 C(v,z)iavaz dvdz — 1 = 1—4/0 /o 5 o dvdz,
(1.90)

przy czym —1 < 7 < 1 oraz 7 = £ dla C = C*. Jak wida¢ wskaznik 7 ma charakter
globalny i jest niezalezny od rozktadéw marginalnych.

Aby uniezalezni¢ si¢ od rozktadéw marginalnych wprowadzono wskaznik globalny, nazy-
wan czasami (podobnie jak wskaznik 7 Kendalla) wskaznikiem nieparametrycznym Spe-
armana pg, ktéry zostat zdefiniowany nastepujaco

def Lol
ps % 12/ / C(v, 2)dvdz — 3. (1.91)
0 0

Termin 'nieparametryczne’ moze by¢ mylacy, gdyz np. w przypadku wskaznika pg oraz
dowolnej koputy z rodziny kopul Frécheta mozna tatwo wykazaé, ze zachodzi nastepujacy
zwiazek pomiedzy tym wspotczynnikiem a parametrami parametryzujacymi ta rodzine:
ps =a—f.



Rozdzial 2

Symulacje komputerowe

Generowanie wprost z rozkladu wielowymiarowego! wektorowych zmiennych losowych
stanowi wcigz problem otwarty - to co potrafimy zrobi¢ to np. obejs¢ go, redukujac do
zagadnienia jednowymiarowego a wiec juz rozwigzywalnego wprost. Mozliwo$c numerycz-
nego generowania takich zmiennych z dowolnego rozktadu prawdopodobienistwa (ciagtego
lub dyskretnego) stanowi podstawe i punkt wyjscia wszechstronnych zastosowan metod
Monte Carlo w szeroko rozumianych finansach a takze w innych dziedzinach (np. poza eko-
nomia - w naukach matematyczno-przyrodniczych). Dlatego, ponizej oméwimy ta metode
wskazujac na jej prostote i uniwersalnosé¢ a nastepnie zastosujemy ja np. do generowania
zmiennych losowych z przyktadowo wybranych koput.

Dodajmy jednak, ze w przypadku gdy gesto$¢ rozktadu prawdopodobienstwa oraz dzie-
dzina na ktérej jest okreslona sa ograniczone to istnieje prosta Metoda Eliminacji von
Neumanna [4] generowania wartosci wielowymiarowych zmiennych losowych - metode ta
omoéwimy na wstepie niniejszego rozdziatu wraz z jej uogoélnieniem oraz charakterystycz-
nymi przyktadami.

Wszystkie omawiane w niniejszym rozdziale metody sa niewrazliwe na to, ze zmienne
losowe moga by¢ statystycznie niezalezne. Umozliwia to traktowanie tych metod jako
pozwalajacych na generowanie ciggdéw skorelowanych zmiennych losowych.

2.1 Metoda Eliminacji von Neumanna

Zadaniem, jakie sobie stawiamy jest standardowe dla tego rozdziatu a mianowicie chodzi
losowanie wartosci wielowymiarowymiarowej zmiennej losowej x = (x1, 22, ..., &) €
z rozktadu posiadajacego zadana gesto$¢ f(x) < ¢, przy czym m-wymiarowa dziedzina
Q) jest ograniczona; ksztalt dziedziny nie odgrywa tutaj zadnej roli, przy czym im jest
prostszy tym metoda jest bardziej efektywna (na ogdl dziedzina jest zadana w postaci
wielowymiarowej kostki lub kuli). Metoda jest na tyle prosta, ze od razu przedstawimy ja,
w postaci algorytmu.

'Przez rozklad wielowymiarowy rozumiemy gestoéé prawdopodobienstwa okreélong na dziedzinie wie-
lowymiarowej.

o1



Algorytm 2.1.1 (Generowanie zmiennych losowych metoda von Neumanna)

Algorytm sktada sie tylko z trzech krokéw.

Krok 1

Losujemy kolejno wartosci sktadowych m-wymiarowej zmiennej losowej z rozktadu jedno-
rodnego. Jezeli dziedzina (2 jest kostka (a z taka ma sie najczesciej do czynienia), tzn. gdy
(—o0 <)aj < z; < bj(< 00), j=1,2,...,m, to wowczas po prostu z; = a; + (b; — a;)R;,
gdzie R; jest kolejna j-ta liczba przypadkowsa (doktadniej rzecz biorac, pseudolosows)
pobrang z generatora liczb losowych o rozktadzie jednorodnym okreslonym na odcinku
jednostkowym. W przypadku innych ksztaltow, zdefiniowanych za pomoca jakis dodatko-
wych warunkéw, nalezy za kazdym razem sprawdzaé, czy wylosowana sktadowa spetnia te
warunki - jezeli nie, to nalezy losowanie powtarzaé¢ az do skutku. Tutaj wtasnie pojawia
sie problem efektywnosci metody, ktora jak widac¢ jest dla kostki stuprocentowa.

Krok 2
Po wylosowaniu wszystkich sktadowych x; obliczamy gestos¢ prawdopodobienstwa, czyli
wyznaczamy liczbe f(x).

Krok 3
Nastepnie losujemy liczbe przypadkowa y = ¢ R, gdzie liczba przypadkowa R jest pobie-
rana z tego samego generatora co uzyskane wezesniej (R;, j = 1,2,...,m). Jezeli liczba

y < f(x) to warto$é zmiennej losowej x jest akceptowana, w przeciwnym razie kroki 1
- 2 nalezy powtarzy¢ az do skutku (tutaj ponownie pojawia sie problem efektywnosci
metody).

Oczywiscie, efektywno$¢ Metody Eliminacji pozostawia do zyczenia, jednakze niedogod-
nosé¢ ta jest czesciowo niwelowana prostotg metody umozliwiajacej skonstruowanie, jak
widaé, krétkiego 1 szybkiego (w realizacji pojedynczej petli algorytmu. Dodajmy, ze dla
dziedziny w postaci kuli, sfery albo sympleksu znane sg bardziej efektywne algorytmy
(patrz rozdz.4 w ksiazce [4]).

Zdarza sie, ze gestos¢ rozkladu mozna przedstawi¢ w postaci sfaktoryzowanej - pozwala
to na wykorzystanie dogodnej, Uogdlnionej Metody Eliminacji (UME).
2.1.1 Uogéblniona Metoda Eliminacji

Niech gestosé rozktadu p(x) da sie przedstawi¢ w postaci nastepujacego iloczynu:

p(x) = a f(x)g(x), (2.1)

gdzie a(> 0) jest stala, f gestoscig prawdopodobiefistwa natomiast funkcja g spetlnia wa-
runek 0 < ¢g(x) < 1. W takiej sytuacji mozna zaproponowaé nastepujacy prosty algorytm.

Algorytm 2.1.1.1 (Generowanie zmiennych losowych UME)

Algorytm sktada sie z nastepujacych krokow.



Krok 1
Generujemy wartosé¢ wektorowej zmiennej losowej x z rozktadu f(x) (np. za pomoca zwy-
ktej Metody Eliminacji).

Krok 2
Obliczamy ¢(x).

Krok 3

Losujemy liczbe przypadkowa R z rozktadu jednorodnego okreslonego na odcinku jed-
nostkowym. Jezeli R < g(x) wéwcezas wylosowana warto$é zmiennej losowej x jest akcep-
towana; w przeciwnym razie cata procedura jest powtarzana az do skutku.

Wykazemy, ze tak uzyskne wartosci wektorowej zmiennej losowej x posiadaja, jak trzeba,
rozklad p(x) - obliczmy w tym celu dystrybuante F(x). Mianowicie,

F(x) = P(x'<x) ¥ Px <x|R<g[))

e ex Jrege) f(X)dXdR
J Jregy FX)dXdR

= af ( [ dR) fee)ds = a [* fegbris = [Cpe)  (22)

gdzie nieréwno$¢ x’ < x nalezy rozumie¢ w sensie wektorowym, czyli dla kazdej wspotrzed-
nej wektoréow z osobna, natomiast definicja dystrybuanty w postaci prawdopodobienstwa
warunkowego zostata narzucona przez sam algorytm. Ponadto, wykorzystaliSmy réwnosé

I Jegeey FO)ACAR = | (fé’(x’dR) f(x)dx = [ f(x)g(x)dx" = 1/a, ktéra wynika
bezposrednio z warunku normalizacyjnego dla gestosci rozktadu p(x’). Zatem, algorytm
doprowadzit nas do dystrybuanty o, jak oczekiwalismy, wyjsciowej gestosci rozktadu.

Rozwazmy teraz uproszczenie powyzszego algorytmu, wielce przydatne w sytuacji, gdy
g(x’) jest dystrybuanta. Wtedy, nieréwnos$é¢ wykorzystywana w kroku 3 moze by¢ zapi-
sana w postaci: z = ¢~ !(R) < x; oczywiscie z ma rozklad o dystrybuancie g (co wynika
bezposrednio z metody odwracania dystrybuant). Stad, powyzszy algorytm przybiera na-
stepujacg postac.

Algorytm 2.1.1.2 (Uproszczona UME)

Krok 1

Bez zmian.

Krok 2
Generujemy wartos¢ wektorowej zmiennej losowej z z rozktadu posiadajacego dystrybu-
ante g. Jezeli warto$¢ ta jest mniejsza (w sensie wektorowym) od x to warto$¢ nalezy

zaakceptowad; w przeciwnym razie nalezy cate postepowanie powtorzy¢, i tak az do skut-
ku.

Algorytm ten (pomimo, ze bardzo prosty) podlegaé¢ bedzie dalszym modyfikacjom az do
powstania pokrewnego umozliwiajacego analityczne (a nie tylko numeryczne) odwracanie
dystrybuant. Modyfikacje te sa mozliwe w sytuacji gdy funkcje ¢g(x) daje si¢ przedstawié w
postaci superpozycji: g(x) = g(h(x), przy czym g(h) jest dystrybuanta. Stad, otrzymujemy
kolejng odmiane wyjsciowego algorytmu



2.2 Symulacje Monte Carlo zmiennych wielowymia-
rowych za pomoca koput

Przedstawiamy szeroko stosowang metode wykorzystujaca jednowymiarowe rozktady wa-
runkowe (ang. conditional sampling method) do losowania zmiennych wielowymiarowych
za pomoca koput. Omdwienie sktada sie z dwoch czesci:

1) w pierwszej (rozdz.2.2.1) przedstawiamy metode ogblng wraz z opierajacym sie na
niej algorytmem
2) a w drugiej (rozdz.2.2.2) wykorzystujemy ja uzywajac koput.

To ostatnie podejscie wymaga omowienia ze wzgledu na fakt istnienia bazujacego na nim
oprogramowania (patrz np. odpowiednie pakiety w Matlabie [6] lub R [?]).

2.2.1 Zasadnicze elementy metody

Idea metody jest zaskakujaco prosta [4] i polega na zauwazeniu, ze kazda gestos¢ taczna
rozkladu wielowymiarowego f(Zu, Tm-1,...,Z2, 1), gdzie m > 2, mozna sprowadzi¢ do
iloczynu odpowiednich, jednowymiarowych gestosci warunkowych w nastepujacy sposéb:

f(xmaxm—la .- ~a$2,$1) = f(xm | Lm—1,--- ,$2,$1)f($m—1, e 7$2,$1), (2-3)

gdzie f(xy, | Tm_1,...,%2,21) jest wlasnie wspomniana powyzej gestoscia warunkows,
(réwnos$¢ (2.3) nie wymaga dowodu, gdyz wynika bezposrednio z definicji gestosci wa-
runkowej). Analogicznie przedstawiamy kolejna gesto$é taczna okreslona na dziedzinie
zdarzen o jeden wymiar nizszej:

f@mo1, ... ,$2,$1) = f(zm- | Tm—2; -, T2, 951)f($m—27 R 372@1); (2-4)
ktéra podstawiamy do réwnania (2.4) otrzymujac:

f(xmaxmfb cee ax2>x1) = f(xm ’ Tm—1y---,22, xl)f(xmfl ’ Tm—2y .-+, 22, xl)
f(@mg, ... 22, 71). (2.5)

Kontynuujac to postepowanie otrzymujemy w koncu, ze

f(xma Tm—1y--- ,.1'2,.1'1) = f(ajm ‘ Tm—1y--- 7-1'27-1'1)][‘(1'17171 ‘ Ln—2y -+« x?;-rl)
f(l’m,Q ‘ Tm—3,...,T9, .1'1) e f(l’g ’ T, l’l)f(l'g ’ .Z'l)f(l'l),
(2.6)

czyli uzyskujemy jednoczastkowa (jednowymiarowa) faktoryzacje wyjsciowej wielowymia-
rowej gestosci. ROwnosé ta stanowi wystarczajaca podstawe ponizszego, szeroko wykorzy-
stywanego algorytmu, gdyz operuje juz tylko gestosciami jednowymiarowymi.

Zauwazmy jeszcze, ze faktoryzacja (2.6), a co zatym idzie metoda ta, jest niewrazliwa na
to czy zmienne sg czy tez nie sg skorelowane a wiec jest to metoda umozliwiajaca w



0go6lnosci generowanie skorelowanych liczb losowych. Wazne jest takze zagadnienie
odwrotne: wiedzgc jak wygladaja korelacje zbudowaé rozktad z ktorego losowany bytby
wektor przypadkowy. Tego typu problem dotyczacy korelacji dtugoterminowych zostat
rozwiazany stosunkowo niedawno za pomoca tzw. metody fourierowskiego filtrowania [?].

Oczywiscie, w przypadku niezaleznych zmiennych losowych wielowymiarowa gestosé fak-
toryzuje sie od samego poczatku i losowanie pojedynczych sktadowych wielowymiarowego
wektora przypadkowego mozna przeprowadzi¢ po prostu w oparciu o bezwarunkowe roz-
ktady jednowymiarowe.

Algorytm 2.2.1.1 (Generowanie wielowymiarowych zmiennych losowych)

Zaktadamy, ze potrafimy losowaé liczby przypadkowe z dowolnego rozktadu jednowymia-
rowego (tego typu losowanie oferuja np. wspomniane pakiety oprogramowania w Matlabie

i R).

Krok 1
Losujemy pierwsza liczbe przypadkowa x; ze znanego (bezwarunkowego) rozktadu jedno-
wymiarowego f(z1).

Krok 2
Tak wylosowana (ustalona) liczbe przypadkowa x; podstawiamy do jednowymiarowej ge-
stodci warunkowej f(zy | 21) a nastepnie losujemy za pomoca niej drugg liczbe przypad-
kowg 5.

Krok 3
Obie (ustalone) liczby z7 i x5 podstawiamy do jednowymiarowej gestosci warunkowe;
f(z3 | x2,21) 1 losujemy trzecia liczbe przypadkowa xs.

Podstawiajac tak uzyskane liczby przypadkowe do kolejnej gestosci generujemy kolejna
liczbe losowa, itd; wreszcie, dzialajac w ten sposéb losujemy ostatnig liczbe x,, z jed-
nowymiarowej gestosci f(x,, | Tm_1,...,22,71), kompletujac tym samym poszukiwang
wielowymiarowa liczbe losowa - oczywiscie, procedure ta mozna powtarzac tyle razy ile
tych liczb potrzebujemy.

Nalezy podkresli¢, ze jednym z prominentnych zastosowan omdéwionej powyzej
metody oraz algorytmu jest symulacja komputerowa proceséw stochastycz-
nych a na przyktad, dla proceséw Markowa ma nawet miejsce znaczne uproszczenie catego
podejscia [4].

2.2.2 Generowanie wielowymiarowych zmiennych losowych po-
przez koputy

Rozwazmy najpierw generowanie dwuwymiarowych zmiennych losowych przy uzyciu ja-
kiej$ dowolnie wybranej koputy C(v, 2), a wlasciwie jej pochodnych po zmiennych v oraz z
przy czym zaktadamy, ze te pochodne istnieja (patrz wyrazenia (1.32)). Oczywiscie, dane
sa takze dystrybuanty rozkladéw brzegowych zmiennych losowych X i Y odpowiednio
F(X =x) oraz F(Y =vy), gdzie x = F~'(v) ay = F1(z2).



Algorytm 2.2.2.1 (Generowanie poprzez kopuly)

Krok 1

Losujemy po prostu zmienna v z rozktadu jednorodnego okreslonego na odcinku [0, 1].
OczywiScie, mozna zamiast zmiennej v odlosowaé¢ zmienng z - tutaj zdecydowaliSmy sie
na tg pierwsza.

Krok 2
Podstawiamy ta wylosowana wartos¢ v do dystrybuanty warunkowej zmiennej z (zdefi-
niowanej za pomoca pochodnej z danej koputy C po v)

dC(v, z)

Fo(2) D P(U, < 2| Uy = v) = Cop (v, 2) = o

. (2.7)

Krok 3

Nastepnie losujemy liczbe przypadkowa rn za pomocg generatora liczb losowych o roz-
ktadzie jednorodnym okreslonym na odcinku [0, 1]. Odwracajac tak otrzymana jednowy-
miarowa dystrybuante warunkows, uzyskujemy wartosé¢ zmiennej losowej

z=F ' (rn), (2.8)
kompletujac tym samym poszukiwany dwuwymiarowy wektor losowy (v, 2).

Nalezy powiedzie¢, ze algorytm ten mozna bezposrednie rozszerzy¢ na wieksza liczbe wy-
miaréw - wtedy rzecz jasna korzysta sie z koput okreslonych na dziedzinie o odpowiednio
wiekszym wymiarze.

Cwiczenie 2.2.2.1 (Koputa Franka oraz brzegowe rozklady wykladnicze)

Aby zilustrowaé przedstawione podejscie rozwazmy kopute Franka oraz wyktadnicze roz-
ktady brzegowe. Z definicji koputy Franka (1.10) oraz ostatniej rownosci w (2.7) mozna,
tatwo uzyskaé (po zrézniczkowaniu) jawna postaé¢ kopuly warunkowej Franka

1 1 exp(—av)
Cip(v, 2) = — e lexp(—az) — 1]. (2.9)
| al+ % [exp(—az) — 1] exp(—a) — 1
Nastepnie, korzystajac z rownania
rn = Cyj2(v, 2) (2.10)

(przy wezesniej ustalonym v) wyznaczamy wartosé poszukiwanej zmiennej z w zaleznosci
od rn,

(2.11)

2= Fl(rn) = _é I {1 N expozrn lexp(—a) — 1] } '

(—av)(1 — arn) + arn

W ten sposéb otrzymujemy punkt (v, z). Dziatajac w petli programu komputerowego
mozemy symulowaé na tej drodze dowolnie zadana liczbe punktéw w ptaszezyznie (v, z).
Wtladnie na rys.2.1 przedstawiliémy otrzymany wynik dla 1000 punktow. Widoczne jest
zageszczenie punktow wokot antyprzekatnej. Wynika to z faktu, ze wtasnie w tym obszarze
krzywizna kopuly jest najwicksza (patrz dodatkowo rys.1.13)).
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Rysunek 2.1: Punkty na ptaszczyznie (v, z) odlosowane z koputy Franka. Widoczne jest
ich zageszczenie wokot antyprzekatne;j.






Rozdziat 3

Kalibracja kopul

Stosowanie kazdej teorii, a w tym interesujacej nas teorii koput, wymaga efektywnych
sposobow wyznaczania potrzebnych parametréw charakteryzujacych funkcje wchodzace
w sktad stosowanych formut, czyli kalibracji teorii. W naszym przypadku sg to:

e gestosci rozktadéw marginalnych,

e wybrane koputy.

Metoda, ktéra dobrze nadaje sie do realizacji tego typu zadania jest Metoda najwickszej
wiarygodnosci (MNW) (ang. Mazimum Likelihood Method) oraz jej rézne warianty.

3.1 Metoda Najwiekszej WiarygodnoSci

W niniejszym rozdziale oméwimy Metode Najwiekszej Wiarygodnosci. Sformutujemy ja
dla ogdlnej sytuacji wielu zmiennych (gdyz sformutowanie dla dwoch zmiennych jest nie-
mal identyczne). Metoda ta opiera sie na zalozeniu, ze parametry okreslajace
gestosci rozkladéw marginalnych oraz te definiujagce wybrana kopule sa od
siebie niezalezne.

Niech, zbiér wektoréw {z: 1, = {@14, Zos, ..., Tpi}l, jest zbiorem T serii niezaleznych
danych empirycznych, z ktérych kazda sktada sie z n elementéw (moga to byé np. mie-
sieczne dochody n > 2 firm podawane w okresie T miesiecy). Zakladamy, ze serie
danych empirycznych, czyli wektory z;,t = 1,2,...,7T, sa od siebie niezalez-
ne. Dzieki temu, gesto$¢ prawdopodobienstwa p okreslona na tych wektorach jako na
zmiennych wektorowych, daje sie sfaktoryzowac, tzn.

p(z1, T, ..., 27) = [[lf(ﬂ), (3.1)

gdzie f jest poszukiwang gestoscia laczng; wyznaczymy ja dopiero wtedy, gdy znale-
zione zostang warto$ci wspommnianych parametrow. Oczywiscie, gestos¢ ta przedstawi-
my za pomocy gestosci kopuly c¢(F(x1y), F(xay), ..., F(x,,)) oraz gestosci brzegowych
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fi, 7 =1,2,...,n, (jak zwykle, F; jest dystrybuanta rozktadu brzegowego o gestosci f;).
Uogolniajac relacje (1.34) na dowolna (skonczona) liczbe zmiennych n > 2, otrzymujemy

n

f(x) = f(x1e, T2ty ooy Tpt) = c(F(x14), Fxat), ..., F(Tnt) H fi(zje). (3.2)

Podstawiajac (3.2) do (3.1) otrzymujemy, ze gestosé

n

T
p(ﬁ,@, H xlt xgt),. wnt H wjt (33)

Teraz mozemy juz sformutowaé zasadniczy warunek na ktorym opiera sie metoda, zada-
my mianowicie aby gestos¢ p okreslona na dostepnych danych empirycznych
przyjmowala wartos¢ maksymalng ze wzgledu na wartosci okreslajacych ja
parametréow. Wygodniej jest zada¢ tego od logarytmu z p - zreszta mogtaby to by¢
kazda inna (dwukrotnie rézniczkowalna) funkcja jedno-jednoznaczna. Za warunkiem tym
stoi intuicja mowigca, ze skoro okreslone dane empiryczne zaistnialy tzn., ze sg bardziej
prawdopodobne od innych, czyli najbardziej prawdopodobne a wiec maksymalizujace p.

W dalszym ciagu logarytm naturalny z p nazywamy funkcja wiarygodnosci i oznaczamy
przez L; zatem, na mocy (3.3)

L(9) = Le(e°, 0") + L7 (¢7) (3.4)

gdzie

T
LC(QC7 Qf> = Zlnc xlt F('er)u"'7F(xnt))7

t=1

L'(#") = Zf: In fi (), (3.5)

t=1j

traktujemy jako czastowe funkcje wiarygodnoéci a 8 = (Qf ,0°) jest wektorem parametréw
przy czym 6/ = (Q{ , Qg ..., 07) jest wektorem parametréw, ktérego sktadowe (w ogdl-
nosci tez wektory) okreslaja gestosci rozktadéw brzegowych odpowiednio f1, fo, ..., fu,
natomiast §° parametryzuje kopute (ktérej gestoscia jest ¢). Dla prostoty oznaczen para-
metry uwidocznione zostalty tylko po lewej stronie obu réwnosci w (3.5).

Warunek, na ktorym opiera sie metoda mozna teraz wyrazi¢ nastepujaco:

Vo L(0) = (Vae L0, 87), Vs L°, 07) + Vyr LY (7)) =0 (3.6)

g ) jest nazywane operato-

gdzie rézniczkowanie czastkowe Vg = (Vgc ng) = ( agc, 50°¢

rem nabla lub gradientem.

Ponizej, w rozdz.3.1.1 przedstawiono prosty przyktad pokazujacy funkcjonowanie zaréwno
MNW jak tez jej uproszczonego wariantu.



3.1.1 Uproszczona Metoda Najwiekszej Wiarygodnosci

Szczegolnie popularna modyfikacja Metody Najwiekszej Wiarygodno$ci opiera sie na ob-
serwacji, ze znikanie gradientu czgstkowej funkcji wiarygodnosci zwigzanego z
gestosciami rozktadéw brzegowych V, L (Qf ) prowadzi do znikania analogicz-
nego gradientu czastkowej funkcji wiarygodnosci zwigzanego z gestosciag kopu-
ty Vyr L6(0°, 7). Wynika to z konstrukeji gestosci kopuly, ktéra stanowi superpozycje
dystrybuant brzegowych. Ze stwierdzenia tego mozna wywiesé¢ algorytm, ktéry przedsta-
wiamy ponizej.

Algorytm 3.1.1.1 (Uproszczona Metoda Najwiekszej Wiarygodnos$ci, UMNW)

Krok 1

Z réwnania (wektorowego)
Vor LI (07) =0 (3.7)

wyznaczamy estymate wektora parametrow ¢ Fw oparciu o dane empiryczne, tzn. estyma-

ta parametru 0; ,J=1,2,...,n,czyli Qf , jest funkcja odpowiednich danych empirycznych

{xjt}lev
s f 45T )
6]' :9j (l’jl,.TjQ,...,.CEjT), j:1,2,...,n. (38)

Dysponujac tymi estymatami mozna juz przejs¢ do drugiego kroku algorytmu.
Krok 2

Traktujac otrzymane w pierwszym kroku algorytmu estymaty jako ustalone, mozna roz-
wiaza¢ kolejne réwnanie (wektorowe)

Ve LE(0°, 07) =0, (3.9)
wyrazajac estymate wektora parametrow €€ za pomocg danych empirycznych oraz za
pomocy estymaty 67, tzn.

j (le,l'jg,...,l’jT;Qf), j:1,2,...,n. (310)

Jak wida¢, UMNW jest prostsza od MNW a uzyskane estymaty parametréw nie ustepuja
jakoscig analogicznym, otrzymanym w ramach tej ostatniej (bedzie jeszcze o tym mowa
ponizej).

Aby zobaczy¢ jak w praktyce dziala warunek (3.7) wykonajmy na poczatek proste ¢wi-

czenie polegajace na wyznaczeniu estymaty wartosci oczekiwanej i wariancji jednowymia-
rowego rozktadu Gaussa.

Cwiczenie 3.1.1 (Estymacja parametréw rozkladu normalnego)



Zatozmy, ze jednowymiarowa zmienna losowa x podlega rozktadowi Gaussa, wowczas
funkcja najwiekszej wiarygodnosci przyjmuje postaé

L'’ = —gln(%r) Tn(o

M ‘
—

sz (3.11)

gdyz w wyrazeniu (3.4) obecny jest tylko drugi sktadnik co oznacza, ze w tym przypadku
warunki (3.6) i (3.7) sa sobie réwnowazne a warunek (3.9) nie istnieje ponadto, 0/ =
(u, o). Korzystajac wlasnie z réwnania (3.6) lub (3.7), czyli przyréwnujac do zera pierwsze
pochodne czastkowe powyzszej funkcji wiarygodnosci po parametrach p i o, otrzymujemy
wyrazenia na estymaty tych parametrow

T T
i = TZ T, 6% = TZ (ze — R)°. (3.12)

Mozna wykazaé [8], ze tak otrzymany estymator wartoéci oczekiwanej jest nieobciazony.
Jezeli chodzi o estymator wariancji to sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz jest
on obciazony. Jej estymator nieobciazony zostal znaleziony na niezaleznej drodze - jest
postaci

%1;(% —ﬂ>2~ (3.13)

Jak wida¢, estymator otrzymany metodg MNW lub UMNW powinien zosta¢ polepszony
o czynnik T/(T — 1).
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