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Ç ®«¬´³�«« ÔÖÇ ®��¯³³²��¯ ¬�¬¸ « µ� � » «��³��³´«� °¯ «�«��ô � ³���¬ ³´³»�ó�«Ø² ���® ·��²� � »�  �·ò�«· �� �����Î Ä��Î ���¦¥ ÄÛÏ���¤ Ä�Ú �� ���©���� ����Ã§���������Î �¥��B¤ �Û� Ä§� ¦¨�Ä§¥¦���Î �¤ ��� ¦�� C §�� E �¥��¤ �Û� ����� ����Î Ã¦�Î ��§���B���¤ ¦�ÃÅ Â¥¤ E Ö³«�»�ò ³���¬� ³´³»�ó �«Ø² ���® ´�»�¸ Ø�� ³µ ��«� � ²³ °« �Ù¯ «·´ ³  °«��³� ¬Ø ���» «� �¾ ²³ °«Ø ��°��»Ø ô µ �¹ �¯ µ� �³µ� ¬���¸ �«�  �³ó��¬�¬¸ « °  «� � ³��°� «�²³ ° � ³�°Ø´�«�¯ �¬´¹��²³ � ñ «� ¯ ³ò� µ³» «�¯ °�� �� �× ô «ò¬´�·�´·�� »�»Ø´�° °«�� ¬°���²· �°�¬³»�²³ ¸ �¬´ �³´�·³»�� µ�° ò� �¸ °¯ «��³  �³�°Ø´�· ¬�¬¸ «  «� �¬´¹��²³ � ±µ� ·«�Ø× �³�� �«�«� ´�²³ µ �¹ · ô �³¬«� �� �� ��ò �²³ ���«°³»��²³ »��³�·  �� ´���´·¸ ¹ ¸ �� °�¬� È � ¬´�´�¬´��°�  « � õ�ß �� �®����´���¬´��« µ ¹ ¹ »��«�°� �  �� ¬°���²· �°�¬³»�²³ »�»Ø´�° ¸ � �²³  «� «·º�� «� � � ³ ´��«¯ °�¬�³�� ¬´�´�¬´��°�¯ ÷»�²« ���¯ �´È» ³¯È» «¹ »  ��¬°�¸ �°¹º�«´�²³ �³° °«� �· 	 �±��«°·¸ Ø�  �� ´��¬����¸ � ° ¸ � �²³  «� ���ò� °�·»�ò�× ô «ò � ³¬«� �¸ Ø ³����¯ �´� ÷´��¬���¸ �	 ô �´È�� «� ¬Ø «´���¬·¸ Ø�� ° �·�´· » « °�«�  ��¯ «�« »�ß»Ø´�° °«��¸ ô ¯ �« � ���ò�  ³ «�® °��«¬ �«��» ¬°�¸ ´��¬���¸ « »  ��¯  «· ô °�ß» «���¸ Ø�� ����«°��¸ ¹ » ¬°�¬´�«�® ³¶��´ ° �³ò³��® » �°�¬«� ��°�  ³´»���«�¯ � É�³¬Èµ����«°��¸ « ´��® ´��¬���¸ « ô °��«¬���® ¸ ��³ ¸ � � ���³�   ���® ô ¸ �¬´ °·�� �«� ³ ß¯ «�� ³  ¬� ³¬³µ· ����«°��¸ « �¬´¹�·¸ Ø���® �³ «�® ´��¬���¸ « » �°�¬«� ³´³»�ó�«Ø² ���® � Ê��¬���¸ � ³´»���«� �®����´���°·¸ Ø ¬«¹ °��°«� » «¹�¬°Ø °¯ «�³º�«Ø »�³�È»�«· °� °¯ «��¯ « ��� »�»Ø´�°  «� � ±µ� «� °�µ·�°�× ¬°���²· �°�¬³»�²³ ««� °«��¬°´� ��«× �³ó�³»�²³ »�«�· ô � ³¯ «¸ �¯ »  ��¬°�¸ ���«°«� » ¬°�¬´�«� ´��¬���¸ �³´»���«� �à �·²Ø ²�·�Ø ´��¬���¸ « ³ «�¯ �®����´��°� «ò ³´³»�«� �«Ø² �� ¬Ø ´��¬���¸ �� °�¯�«¹�«· ¬�¬¸ « « » �°�¬«�  ³²��»�« ô �´È�� ³ µ�»�¸ Ø ¬«¹ �³ ¬´� ��¸ ��«� °»��¸��Ø °�¯�«¹�«� � Ç °» «Ø°�· ° ´�¯ ô �È»«�ò ´� ´��¬���¸ � �³¯ «¸ �¯ »  ��¬°�¸ ���«°«� �½³��¸ Ø ���®Ø »�¯ �²�¸ Ø�Ø ·¸ � ³�«��«� ¸ �¬´  ³� �� ³º× ��³»�  ���® � Ý ««ß¯ ��� ¯³ò�«»� °¯ «�� ���
η
·��²� °¯ «�«� » °���ò³º�« ³  ��� »��³�· ô ¸ � ��
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» ���«°³»���® ��°��� ���® «² � «� µ� �� » «¹�¬°� ³ 
0.1

Ööñ « «� ¯«�¸ ¬°�«ò
0.01

Ööñ � Ç °» «Ø°�· ° ´�¯ ô  �� ��ò �¸ ¬�È ��« ³²��«�°¹ ¬«¹  ³ µ� �«�  ���®°  ³� �� ³º�«Ø �È»Ø ¯ ��¬�¯ ���¸ »��´³º�«
η
»�¬´¹�·¸ Ø��¸ » ´����«� ¸ �¸ ³´³»�ó �Ç¬°�¬´�«� ��� ´��¬����¸ � °³¬´�¸ Ø °�³��Ø²�³�  ³ ´�� °���°«³�¸ »��´³º�«

η
�à�� ·°�¬��� °� � ³¯³�Ø �³»�ò¬°�²³ � ³ �¸ º�«� ô ¯³²Ø µ�× ��°� ¬´�» «³� ô  ����ò �²³ ���«°³»��²³ »��³�· ô °� � ³¯³�Ø °�¬� ³ �· ¬´�´�¬´��°�²³ ¬� �� �¸ Ø��²³ ¬«¹°

dmax
 « � Ç ��ò �¯  «·

d = 1, 2, . . . , dmax
ô ¯ � ¯ «�¸ ¬��

nd + 1
´��¬���¸ « ô ��°��°�¯ «�® �«�°µ� ¸ �¬´ � ³²È � �Èò�  �� �Èò��®  « � Ö�°�°

rd,i
³°��°�¯� °¯ «�¹��� �³¯ «¹ °� ´��¬���¸ Ø

i+ 1
� ´��¬���¸ Ø

i
»  «·

d
ô �´³¯ «�¬´ ��°�°

td,i
ß ³���¬�°�¬· �³¯ «¹ °� ´�¯ « ´��¬���¸ �¯ « � å �á«·¸¯� ¸ �¬°�°� �°�¬ � ³¯ «¹ °� �«��» ¬°Ø �

i+ 1
´��¬���¸ Ø »  «·

d
�

§
d,k =

k
∑

i=1

td,i, k = 1, 2, . . . , nd,
÷� ��	

³��°   �·²³º×  «� ´��¬����¸ �²³ ÷¬�¬¸ «	
Td =

§
d,nd

� *�� » « �× ô   �·²³º×  «� ´��¬��ß��¸ �²³ ¯³ò� �·�´·³»�× � å �á«³»�� �³»�ò�¸ » «���³º�« ¬Ø »��³�°�¬´�� �³«ò�¸ ô» �³ �³° °«��� � �� �
Z OZ � R��TW�f ��RbVgUdbU ��d\V� b U���\�TQRUV� b

ST�^\��Vb c\�\��Q�� cgQTQ�� VgUc��Q��
Ö�°�¸¯ «¸¯�ô ò� �³¯ «¹ °�  » «�¯ � �³��¸ �¯ « ´��¬���¸ �¯ « ��� »��³�· ¬«¹ «� °¯ «�ß«� ô �´³¯ «�¬´ » �®» «�« �¬´¹��¸ ´��¬���¸ « °¯ «�«� ¬«¹ «�¬�³ó�°�«� ¬°�µ�³ � å�ß´�¯ ô ���«°³»�� ¬°���² �°�¬³»� ¸ �¬´ ��°�»Ø ¬�®³ �³»Ø ��� » ¶·��¸ « �°�¬· ß ¯È» «¬«¹ » ´� � ³ ¬�³�³»�¯ ¬°���²· �°�¬³»�¯ ÷��´�° ��¬·�� � ��	 � �®» «�³»� ��¹ �³º×´��«�²³ ��³��¬· » ¶·��¸ « �°�¬· ô �«�°³�²³ ³  �«��» ¬°�¸ ´��¬���¸ « »  «· ÷�°��« ³ � ³�°Ø´�·  «� ´��¬����¸ �²³ 	 ô ��°�¸¯·¸ � � ³¬´�× Þ

vd(τ) =

nd
∑

i=1

rd,i δ (
§
d,i − τ) ,

÷� ��	
² °«�

vd(τ)
¸ �¬´ » ��º«� �®» «�³»Ø ��¹ �³º�«Ø) »  «·

d
» �®» «�«

τ
ô �

δ
³°��°�  ��´¹à «���� � Ö�°� °� �³ò�«· ¬´��¸ ³��³º�« ¬°���²· �°�¬³»�²³ ô ¬� �� «�« �¬´�¯ �´³�� ¶·�ß�¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«6

Cd(t)
ô �«�°³�²³ ¸ ��³ º�� «� �·�®³¯ � ÷�°��« ¬�� ³��¯�°�¬³»�¯ ³ ¬°��³�³º�«

t
�³ �°�¬«�

τ
	 »  «·

d
ô ¯ ³ò� ��°� ¬´�» «× » �¬´¹�·¸ Ø��¸

�:��$ 0�� �. �� &���$�(-' %
i
�
i + 1

����-���� ��&��%
t  0 �$��% �#�( ;% -�-���(% # &��2��� �&�� �&�-���� ¡> ��&�� ��$& -��$ � 0���# $��'  �

i+1
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�³¬´��«

〈vd(τ) vd(τ + t)〉τ =
1

Td − t

Td−t
∫

0

vd(τ) vd(τ + t)dτ =

=
1

Td − t

Td−t
∫

0

nd
∑

j=1

rd,j δ (
§
d,j − τ)

nd
∑

i=1

rd,i δ (
§
d,i − τ − t) dτ =

=
1

Td − t

nd
∑

j=1

nd
∑

i=1

rd,i rd,j

Td−t
∫

0

δ (
§
d,j − τ) δ (

§
d,i − τ − t) dτ =

=
1

Td − t

nd
∑

j=1

nd
∑

i=1

rd,i rd,j δ (
§
d,i −

§
d,j − t) ,

÷� �¼	
��°� �°�¯

nd ≥ 2
ô
t ≤ Td

ô �´³¯ «�¬´ 〈. . .〉τ ³°��°� �¬´�¯ �´³� º�� «�¸ �³ �°�¬«�
τ
ô � �³� ´³

〈vd(τ + t)〉τ =
1

Td − t

Td−t
∫

0

vd(τ + t)dτ =
1

Td − t

Td−t
∫

0

nd
∑

i=1

rd,i δ (
§
d,i − τ − t) dτ =

=
1

Td − t

nd
∑

i=1

rd,i

Td−t
∫

0

δ (
§
d,i − τ − t) dτ =

1

Td − t

nd
∑

i=1

rd,i θ(
§
d,i − t)

÷� �Ó 	
³��°

〈vd(τ)〉τ =
1

Td − t

Td−t
∫

0

vd(τ)dτ =
1

Td − t

Td−t
∫

0

nd
∑

i=1

rd,iδ (
§
d,i − τ) dτ =

=
1

Td − t

nd
∑

i=1

rd,i

Td−t
∫

0

δ (
§
d,i − τ) dτ =

1

Td − t

nd
∑

i=1

rd,i θ(Td − t− §d,i),
÷� �Ü	

² °«�
θ
¸ �¬´ ¶·��¸ Ø ¬�³�³»Ø ¦ ��� «¬« � � � Ý³ò� °�·»�ò�× ô «ò ° �á«³»�� °� �³ß¯ ³�Ø �³»�ò¬°��® ¬� �� «�È» �¬´�¯ �´³� ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«§ »�«Øò °�ß» «��� ¬� �� «�« ��³�³��¸ ³���  ³  ��´� à «���� � ñ «� ³²³ ³º× ´¹  �¸ � ¬«¹ ·¬·Ø×� ³��°�° ·º�� «�«� ´�²³ �¬´�¯ �´³�� �³ ��È´�«¯ ��°� °«��� �°�¬· ³   �·²³º�«

∆t
»³ß�È � »�µ���¸ �®» «�« ô �°� �« � ³��°�° »��³»� °�«�  �á«�¸ «

Cd(t) =
1

∆t

t+∆t/2
∫

t−∆t/2

〈vd(τ) vd(τ + t′)〉τ − 〈vd(τ)〉τ 〈vd(τ + t′)〉τ dt′.
÷� �¾	
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Ê�� ° �á«³»�� �¬´�¯ �´³�  °«��¸ ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ¯³ò� ¸ ·ò °�ß�«¬�× » �³¬´��« ·¯³ò�«» «�¸ Ø��¸ ¸ �¸ µ �°� ³º�� «� »�°��°�«� �  �³ °� ·¯ ����°�¸
Cd(t) =

1

Td − t

nd
∑

j=1

nd
∑

i=1

rd,i rd,j

(

δ∆t (
§
d,i −

§
d,j − t)− θ∆t(

§
d,i − t)θ∆t(Td − t− §d,j)

Td − t

)

,

÷� �Õ	² °«�
δ∆t(x) =







0, , x < −∆t
2
,

1
∆t
, x ∈ [−∆t

2
, ∆t

2
[,

0, x ≥ ∆t
2

³��°
θ∆t(x) =







0, , x < −∆t
2
,

x
∆t

+ 1
2
, x ∈ [−∆t

2
, ∆t

2
[,

1, x ≥ ∆t
2
.Ç���ò�«� ÷� �Õ	  ³µ�°� � �¸ � ¬«¹  ³ «¯���¯ �´��¸ « ��²³��´¯ «�°�¸ ³ «�� ���» «  �³»³ ³µ«��°� ¬«¹ ��°� °«� � �°�¬·

∆t
� Ç ����� ��°�¸¯·¸ ¹

∆t = 1s
�± �´���´�»Ø ¯ �´³ Ø ³µ�«�°�«� ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« µ� �³µ� ¬´»³�°�ß«� ° �³¬«� ���®  ���® ¬°���²· �°�¬³»�²³ ³ ¬´� ��¯ ��³�· �°�¬³»�¯ « ³ °��³ß»��® ¬�³���® » ³���¬��® »��°��«»�«� � Ç��´³ °» �È �«× ·»�²¹ ô «ò ��²³��´¯ ³���´�� »°³�°� ÷� �Õ	 ¯� �«��� �®����´���¬´��°��® ô  ³²³ ��® ���® » �³�È»�«·  ³��²³��´¯È» °� ¬´� ��¯ ��³�«�¯ �°�¬³»�¯ Þ

• »�¯�²� ¯«�¸ ��¯ «¹�« � ��°��®³»�»�«� ¬°���²· �°�¬³»�²³ ô
• ¯³ò�  °«� ��× °  ³»³�Ø  ³� �� ³º�«Ø �°�¬³»Ø ô ² �ò ° �³ò³³º× ³µ�«�°�«³»� «»�¯ �²�� ��¯ «¹× � ��°��®³»�»�«� ¬°���²· ³  «�¸  «� °���òØ ô
•  ³�·¬°�°� ¯ ³ò�«»³º×  »È�® °¯ «� ��� » ´�¸ ¬�¯ �¸ �®» «�« �°�¬· ô ² �ò ¬·¯³ß»�«� �¬´¹�·¸ � � ³ ´��¬���¸ ��® ô � «� �³ �°�¬«� ô
• ¸ �¬´ »³�� ³  ��´�¶��´È» �³»³ ³»���® ��°�° ¬´� �� ��³� �°�¬³»�ô »��Èò«�ß¸ Ø�� ³ �³» «� �¸ Ø�Ø ¯· �°¹¬´³´�«»³º× ô
• �»�´ ��°� �¸ ��³¬´¬°�¸ «¯ ���¯ �´��¸ « »��³·¸ Ø��¸ n2

d

2

¬·¯³»�ó ¸ �¬´ ¬°�µ¬°�ô
³ «�� ¬� � �«³� ¸ �¬´ «��È»³º× n2

d

2
< Td

∆t

�
Ö�°��«¬·¸ Ø�  «³¯ ´��¬����¸ �¯ »�²« ��³� ³��¸ ³���  ³   �·²³º�«  ��²³  «�´��¬����¸ �²³

Td
ô �°� �«

wd =
Td

dmax
∑

i=1

Ti

,
÷� ��	

 �á«·¸ ¹ �¬´�¯ �´³� ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ³���´� � �� ��¯ ¬°���²· ô ³µ�«ß�°³� ¸ ��³ º�� «� �³ °�¬�³�� ¬´�´�¬´��°�¯  «

C(t) =
dmax
∑

d=1

wdCd(t) =

dmax
∑

d=1

Td Cd(t)

dmax
∑

d=1

Td

.
÷� �¡	

Ç°³�� ÷� �Õ	 ß ÷� �¡	 ´»³�°Ø ����´��°Ø �³ ¬´�»¹ ��²³��´¯· ·¯³ò�«» «�¸ Ø��²³ ·¯ �ß���°� »�°��°�«� ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« �
�Ü



Z O° ±�Ud�WRQ U���\�TQRUVW� dQ
Ö³¬«� �«� °�¬� ³ �· ¬´�´�¬´��°�²³ �³°»��� �È»«�ò � ¬°��³»�«� «¬´³´³º�« ·°�ß¬���²³ »�«�· µ�° °�� �� �«� � ³¬´��« ¸ ��«�²³�³�» «�� �³°� �� · � Ç ´�¯ ���· ¯ ³²¹»�°��°�× ³ �³» «� «�« �»�´� �«²  �á«·¸ Ø�

C α(t) = x(t) ⇔ α ≈ |{d : Cd(t) ≤ x(t)}|
dmax

,
÷� ��Ù	

² °«� |A| ³°��°� ´·´�¸ ¯ ³� °µ«³�· A ô �´³¯ «�¬´ 0 ≤ α ≤ 1
¸ �¬´ �°¹ �¯ �»�´����·´³�³»��«���¸ �²³ � *�� » « �× ô �°Ø  ´� ÷»  ��¬°�¯ �«Ø²· �³ �»�� » ��³��ß´��® 	 ¸ �¬´ ° �á«³»�� ¸ ��³ »°²�¹ � �«�°µ�  « ´��¬����¸ ��® ô  �� �´È���®  °«��¶·��¸ � �·´³�³»��«��¸ « ��¹ �³º�«

Cd(t)
ô ¸ �¬´ �È»� �·µ ¯«�¸ ¬°� ³ 

x
� å�´�¯ ô ·¬´�ß��¸ Ø� �°Ø 

α
ô ¯ ³ò�¯�  �� ��ò �¸ �®» «�« �°�¬· ³ �°�´�× ³ �³» «� �¸ Ø�Ø ¸ �¸ »��´³º×

x = x(t)
� Ê�� ³´�°�¯ �� ��°�µ«�²

x(t)
³°��°�¯�

C α(t)
« �°�»�¯� » ��º«� �»�ß´���¯ �·´³�³»��«���¸ �¯ �Ý�¸ Ø� � ·»� °� �Èò� �³°� �� � ¬�³�È» �� »��³�È» �³¬°�°�²È���® ¬�È ��� ô ���°�° ´³ �ÈòØ »��´³º×

C(0)
ô » «���³º�«Ø  �¸ Ø�Ø ¯³ò�«»³º× �³�È»�»�«� »�«�È» �� �Èò��® »��³�È» ¸ �¬´ ·³�¯³»�� ¶·��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«³ ô �°� �«

C n(t) =
C(t)

C(0)
,

÷� ���	
� ¬´Ø  ´��ò�

C α,n(t) =
C α(t)

C(0)
.

÷� ���	
Ç «���³º×  �Ø »���ò�«�¯ ÷� ���	 �°�»�¯� �»�´���¯ �·´³�³������¸ �¯ �°¹ ·

α
�ñ ���ò� °�°��°�× ô ò� »���ò�«� ÷� ���	  ³¬´���°� ³��²«���²³ ��°¹ °«� µ� �»�°�²³ ô«� »�¯�²�¸ Ø��²³ °�¸ ³¯³º�« �³¬´��« ¸ ��«�²³�³�» «�� �³°� �� · �±��«°¹ ��°¹ °«�¯ « ÷� ���	 « ÷� ���	 ��°���³»� °«��¯  �� ³º¯ «· ¬� È ��� ³ �¸»�òß¬°�¸ �«�°µ«� ´��¬���¸ « »�®³ °Ø���® » ¬� ��  « ��¬· Ç FÔ�Ù � ö«¬´� ¬�È ��� » ��° °�«�°µØ  « « �«�°µØ ���«°³»���® ´��¬���¸ « °³¬´� �� �³ �� » ´�µ��« � ��� ªµ�«�°³�� ³»�ò¬°Ø ¯�´³ Ø ¶·��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« » ��° ° �»�´���¯ « �·´³�³������¸ ß�¯ « �°¹ ·

α = 10%
«
α = 90%

°³¬´� �� ��°� ¬´�» «³� � ��¬·�· � �� � �ò�»�¸ Ø�¸ ��³ ¯ «��� � ³»�ò�¸ ° �á«³»���® �»�´��« �·´³�³������¸ ��® ¯³ò�¯� �³» «� °«�× ôò� � �³°«³¯ «� «¬´³´³º�«
10%

»�¬´¹� ³»�«� ·¸ �¯��® �·´³�³�����¸ « ¸ �¬´ °¸ �» «¬�«�¯«¬´³´�¯ �Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ô ò� �³»�ò¬°� ¯ «��� ·¶³º�« «� °�» «��� ò� ��® °� �³ò�ó�³  ³ �³°� �� · °¯ «� �� ô ° �´È���® ·°�¬�«»�³ �·´³�³�����¸ � � Ö³� ´³ ô ��°�¸¯·¸ �³� ¸ � �  °«�ó ´��¬����¸ � ¸ ��³ �´·���Ø ¸ � ³¬´�¹ � ³ °«� �· ¬°���²· �°�¬³»�²³ �
´�� � 0�# �� ��(� (#��&��� � �"�� ���#�1 �!&�(�#�����-�' ��� � 3µ, �(���� �&���  �0���� &% !�����#��% # ���(�/1 ����#� $�. �!&�(�����-' % > ��&�� ��$& 0��� !�����#����� �ª# � $�. � �!&�(�#�����-' � 3
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Ö³ °«� � ¬°���²· �   �·ò¬°� ³ �«�« ��³»� °«�µ� °���»�  ³ °�»¹ò�«� ��°� °«�ß�È» ·¶³º�« ô �°��« ��°�»� ²È�� «  ³�� ÷³°��°³� �« «�¯ « �«Ø² ��¯ « � ��¬·�·� ��	 °µ�«ò� ��µ� ¬«¹  ³ ¬«�µ«� � *� ��ò� ô °¯«�¸ ¬°� �³µ� ´³ �«�°�µ³º× °�¬�³ �· ¬´�´�ß¬´��°�²³ ô �³²��¬°�¸ Ø� ´�¯ ¬�¯�¯ ¬´�´�¬´��¹ ÷�« «� �«Ø² �� � ��¬·�· � �� µ� ��µ�µ�� °«�¸ 4�³¬°�����5 	 � å�´�¯ ô »�«� ´� ���ò� ´���´³»�× ¸ ��³ ³²��«�°�«� ²È�� ô´° � ·¸ �¯³º× �·´³�³�����¸ « ¯ ³ò� �È»«�ò »���°�× � «ò¬°�¯ �³°«³¯ «� «¬´³´³º�« �±��«°·¸ Ø� ��°� ¬´�» «³� � ��¬·�· � �� º�� «� �·´³�³�����¸ � ÷¯ ��� �°��� �»�ß ��´� 	 ô » « °«¯� ò� ¬Ø ³� »���æ«� ·¸ �¯� ��°�° µ�«¬�³ ¸ � Ø ¯ «·´¹ ô  ØòØ� ³   ³ �· ³ °��� �å�¬���·¸ Ø�Ø ³µ¬��»��¸ Ø ô ³µ ��Ø ¸ � �«�  �� �«¹�«· ¬� È ��� ÷õËâ ô ÔâÊ Fñ ô Öâß½±ª ô ÖÔñ FÔ ô Ö½ñªËöâñ 	 ô ¸ �¬´ »�¬´¹� ³»�«�  �� � �»��® �³¸ � ��°��® »��´³ßº�« �°�¬· ô »���æ«� °» «¹�¬°³�¸ �·´³�³�����¸ « ô  ³µ�°� » « ³ �°�¸ ¸ ��³ �°��� �»� ��´�°�¸  ·¸ Ø�� ¬«¹ � ³»�ò�¸ ´�� · � à³¬´�°�� ¯³ò� ô ò� �°�¬�  �� �´È���® »�¬´¹�·¸ � ´³°¸ �» «¬�³ ´³ » «��³��³´³º�« �Ü ¬��·  � »�È � � ´��«�²³ °��®³»�«� ¯³ò� ¬«¹  ³��ß´��»�× » ¶���«� «´�����¸ « ° « ��¬�¯ Ç FÔ�Ù ô �´È��²³ »��´³º× �·µ�«�³»�� ¸ �¬´ ³� �� «� �³ �Ü ¬��·  ��°� »��³�°�¬´�«· ��²³��´¯ «�°�²³ ®� �· ÷��³»� °³�²³��°�° �³¯�·´��� 	 �·µ ´�ò »  °«� ��«· ´°» � ¯����´ ¯ ����È»  ß «¬´�´·�¸ « ô �´È�� �°����«� ²«� � � �È»³»�òØ ���� �Ç  ��¬°�¸ �°¹º�« ����� » ����¯  ³ ³¯ �» «���® »�«�È» ��°� ¬´�» «³��® ���¬·�· � �� �

�Õ



-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

BRE

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

GETIN

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

KGHM

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

PEKAO

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

PGNIG

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

PKNORLEN

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

PKOBP

Srednia
10%
90%

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

TPSA

Srednia
10%
90%

hijklmn o po r ¼lyt} yzwlm {kln�� m wk~ynytm�w�� � �t�xny���
C n(t) ½} wvm �uwtlm nzwxtw~i ¾ztwu u nzwl~i�w} � wk~ynytm�w�i�li} �

C 0.1,n(t) ½ntuizw ���| vw � yl�¿m� nzwxtw~�z ¾ �
C 0.9,n(t) ½ntuizw ���| vw � yzi¿m� nzwxtw~�z ¾ x�w y�} �k �wxwli�� j� �vmn p À �w z juij~n����wxwli�� j� �vmn z ynyvy

90%
xl� zij~�� yzwvw k� m}lw wk~ynytm�w�� w p

��



ï�%�%'( # Á

Â (&�&',%& " #$�% &' !�)�* *
,%()' ,'$+ #-.

*�� ¸ ·ò » ¬� ³¯«� ��¯ » �³° °«��� �ô µ �Ø °�«� �³¬³»� » �°�¬«� �«Ø² ��¯ °³¬´� �³ »��³ß»� °³� » ����� 
�� ��°�° á°��È» Ý³´�³��� « Ç�«¬¬� � ªµ¬°��Ø �°¹º× ¯³³²��á�°Ø» ��° ° ³ ³º«��¯ « �«´���´·�³»�¯ « « ³ «�¬«�«�¯ «  ³ «¬�«�·¸ Ø��²³ ´� ¯³ �� ��¬ß� ���¯ �´· ô ¯ ³ò� °���æ× � � » �³°���» «�  ³�´³�¬�«�¸ 
Ü¼� � Ç �³«ò¬°�¯ �³° °«�����°� ¬´�» «�¯ °��³ò�«� « ³´��¸ ¹ ·ò�»�Ø »� » ¬�³¯«��¯ ¶³�¯ ��«°¯ «� � É´�³» «×´³ µ ¹ °«� µ�°¹  ³ ³��²«����® �³°¬°��°�ó ¯³ ��· °�»��´��® » �³��¸ ��® �³° °«� ���®««�¸ ¬°�¸ ������
Ë³°»�ò¯�ô �³°» «¸ �¸ Ø� ���¯ �´� ¯³ ��· ��°� ¬´�» «³� »� Ç��³»� °�«· ô ��³��¬¬´³�®�¬´��°�ô �´È��²³ �³¸ � ��°� ����«°��¸ � ¬� �� � ¬«¹ ° ³���¬È» »��°��«»�«� »´�¯ ¬�¯�¯ ¬´�«� « �´��®¯ «�¬´³»��® ��°�¬�³�È»  ³ «�²³ ¬´�· ÷��´�° ��¬·��¼ ��	 � à³�·¬°�°�¯�ô ò� ³���¬ »��°��«»�«� ¯ «¹ °� �³��¸ �¯ « °¯ «��¯ « ¬´�· ¸ �¬´

hijklmn Ã pqr stuin vwxyzi {tw|} ml~ ~tw� mn~yt�� jnynyzm|y � v�xuml�w �yjyzm|y z �uwj�m���| vi} ztwu um j~yjyzwli} � yulw�uml�w} � p ¶tui uwulw�uylm u} �wli zwt~y��� �ty �mjk
rn−2

�
rn−1

�
rn

� y�tumxuylm j� yntmjw} � zi�umn�zwl�w z ~i} jw}i} j~wl�m ½yulw�uylmyx� yz �mxl�y �tumu �uwji
tn−2

�
tn−1

�
tn

¾ p
�¡



°¯ «�Ø �³¬³»Ø � Ý³ò�¯� ´���° ° �á«³»�× ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� »�¬´Ø�«�ß«� �³���´�¸ ´��¸ ��´³�«« ô »��³»� °�¸ Ø� �¬´¹�·¸ Ø�Ø ô °�¬� «�°Ø » «���³º× �
ρ(rn, tn | rn−1, tn−1; rn−2, tn−2; . . . ; r2, t2; r1, t1)

ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�»�¬´Ø�«�«� �³��¸ �²³ ��°�¬�³�· ³
rn
ô � ³¸ �» «�¸ Ø��²³ ¬«¹ �³ ³���¬«� »��°�ß�«»�«�

tn
�«�°Ø� ³  �³��°� «�²³ ¬�³�· ô �³  »��·�«�¯ �� ��¸ ®«¬´³�«« ô �°� �«» ¬°�¬´�«�® »�°�º«�¸ ¬°��® ¬�³�È» « �°�¬È» »��°��«»�«� ô ¸ ��«� ¸ � �³��°� °� ��

(t1, r1; t2, r2; . . . ; tn−1, rn−1)
�

½�³«�°� ¯³ �� Ý³´�³��� « Ç�«¬¬� ¸ �¬´ ³���´� ³ °� �³ò�«� »���ò³� »°³��¯÷���	 ô �°� �« ��°�¸¯·¸ � »�¯ «�«³� ´�¯ ÷´·ò � ³  » ¬�³¯«��¯ »°³��¯ 	 °� �³ò�«�÷�	ß ÷¼	 � å� �³ò�«� ´� ²���·¸ Ø ´��¸ ��´³�«� ô �´È�� ¬Ø ¬´�´�¬´��°«� «�°¯ «�«�°� °�» °²�¹ · � ��°�¬·«¹�«� » �°�¬«�) ÷¬´��¸ ³���	 ³��° » ��°�¬´�°�« ¬´�È» ô �°��« »� ��« ¸ � ³�³ � �½³��¸ � ô ��°� ¬´�» «³� » ����� �³°¬°��°�«� ��³«�°�²³ �ÊËÇ ³�«���¸ Ø ¬«¹� °¯ «�«� » °³�· ÷���	 ô � ³��°�° »��³»� °�«� «�²³ �³ °�¸ · ��°�µ�«ò�«� �å�·»�ò¯�ô ò� ° ���«����¸ �²³ �·�´· » « °�«� �¸ µ�� °«�¸ ��°� �´�¯ ³�«¬�¯��³��¬· ¬´³ �®�¬´��°�²³ ¬Ø ¶·��¸ � �³°� �� · 
Ü�� � Ç ��°��� �· ��³��¬È» Ý���³»� ô» «���³º�«Ø »�¬´���°�¸ Ø�Ø  ³ �� ��²³ ³�«¬· ��³��¬· ÷�³��°�° ¶·��¸ � �³°� �� · 	 ¸ �¬´¸ �²³ ��³��²�´³�6
P (x2, t2 | x1, t1)

� *�¬´ ´³ ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� °���°«�«���³��¬· » ¬´�«�
x2
» �®» «�«

t2
ô � ³  »��·�«�¯ ò� » �®» «�«

t1
µ� � » ¬´�«�

x1
�à �� » ¬� ³¯«���® ��³ ��¬È» » ��º«� ° ´�²³ ��³��²�´³�� ¸ �¬´�º¯� » ¬´�«� ·°�¬��×» ¬°�¬´�«� ¶·��¸ � �³°� �� · 
Ü�� � à³ �´�³»³  �� ��³��¬È» ¬´��¸ ³����® « ´��¬��ß��¸ «� «�°¯ «�«�°��® ô �°��« » �� �« ¸ � ³�³ ��® ô °��®³ °« �È»³º×

P (x2 + x, t2 + τ | x1 + x, t1 + τ) = P (x2, t2 | x1, t1) ,
÷¼ ��	

��°�° �³ µ �° ¬´��´� ³²È�³º�« ô ��³ ��¬ ° �á«³»�� ¸ �¬´ � ³��°�° ��³��²�´³� ��°�ß¬·«¹´� » �°�¬«� « ��°�¬´�°�«
P (x2 − x1, t2 − t1 | 0, 0)

� à �� ·��³¬°�°�«� °��«¬· »««�¸ ¬°�¸ ����� µ ¹ ¹ ³°��°� � ´� ��³��²�´³� ��°�°
P (X, t)

ô ² °«�
X = x2 − x1³��°

t = t2 − t1
�Ç ��°��� �· µ �Ø °�«� �³¬³»�²³ » �°�¬«� �«Ø² ��¯ ô ��³��¬ ° ¸ ��«¯ ¯�¯�  ³ �°�ß«�«� «� ¸ �¬´ » ³²È�³º�« ��³��¬�¯ Ý���³»� � å ´�²³ � ³»³ · �� �� ³�«¬ ��³��¬·¯³ò� ·°�¬��×  ³�«��³ ��°�° � ³ �«� » ¬°�¬´�«�® ¶·��¸ « �³°� �� · � ñ� ¬°�°¹º�«� » «¹�ß¬°³º× «´���¬·¸ Ø���® « µ� ���® �®����´���¬´�� ��³ ��¬È» ¬´³ �®�¬´��°��® ô ¸ ��«� ¬Ø� ³�È»�»�� ° »�«��¯ « ��¬� ���¯�´È» ¬´�³» «Ø �®����´���¬´��«  �·²³�°¹ ³»� ô ³ ·°�¬��«� �´È���® »�¬´���°� ¬�¯ ��³��²�´³� ��»°²�¹ «�¸ Ø� ¬� ���á�°� �®����´�� ³�«¬�»��²³ ��³ ��¬· ¬�³�³»�²³ «  �� · ��ß´» «�«� °��«¬· »�¬´¹�·¸ Ø���® °���ò³º�« ô ·ò�»�¯� �Èò��® ��³��²�´³�È» ° �á«³ß»���® �³«ò�¸ � Ö�°�¸¯·¸ ¹ �¬´¹�·¸ Ø�� ³°��°�«� Þ

�Ä�$& &� 0��-���' � ��' $�� > # $&�$!�(!  � #0��#� ����' #� ,0��#� ��� �! >  �8��-' � 9.$&�/-�0��# �0� �2��$&#� #��!�(�#�9�
ρ
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P1|1 (x2, t2 | x1, t1)
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• P (X, t)
ß ¸ �� »�°�º«�¸ ô ¸ �¬´ ´³ ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� » �®» «�«

t��³��¬ µ ¹ °«� ¯ «� � »��´³º×
X
ô � ³  »��·�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º× �°�»�¯ ¯ «¹��«¯  ��³��²�´³��¯ �

• Q (X, t)
ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� » �®» «�«

t
��³��¬����ÄÛ� ¦�¥  ³ »��´³º�«

X
ô � ³  »��·�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³ �°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º× �°�»�¯ ³¬´��¯  ��³��²�´³��¯ « �³°»�ò�¯´���³  ��

t > 0
�

ËÈò«�� �³¯ «¹ °� ³¬´��¯ « ¯ «¹��«¯ ��³��²�´³��¯ ¸ �¬´ ´��� ô ò� » ��°��� �· ¯ «¹�ß�«�²³ ��³��²�´³�� ô ��³��¬ ¯ ³ò� ³¬«Ø²Ø× �³ó�³»Ø »��´³º×
X
»�°�º«�¸ ô ��°�  �®» «�Ø

t
« � ³°³¬´�× » �³ó�³»�¯ ¬´�«� ÷�°��« µ �° ��°�¬�³�· 	 �ò  ³ �®» «�«

t
� ñ �´³¯ «�¬´ ô   ��³¬´��²³ ��³��²�´³�� »��´³º×

X
³¬«Ø²�� ¸ �¬´  ³� �� «� » �®» «�«

t
�Ç��³»� æ¯� ´°» � ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»³ ��°�´�»�«� ÷�² � ¬³¸ ³·� ��³µ�µ«�«´� 	

Ψ(t) =

∞
∫

t

ψ(τ)dτ,
÷¼ ��	

 °«¹�« �°�¯· ¯³ò�¯� »���°«× °���ò³º× � ³¯ «¹ °� �³»�ò¬°�¯ «  »³¯ � ��³��²�´³ß��¯ « ÷¯ «¹��«¯ « ³¬´��¯ 	 �È»�«�¯

P (X, t) =

t
∫

0

[δ(X) +Q (X, τ)] Ψ(t− τ)dτ.
÷¼ �¼	

Ç �³»�ò¬°�¸ �����¸ « ¬� �� «� » �³¬´��«  ��´� à «���� � ³¸ �» «� ¬«¹ ô �µ� ·»°²�¹ «×���» ³�³ ³µ«�ó¬´»³ «�»��³�«� ò� �²³ ¬�³�· ��°�° �� �� ³���¬
t
�ñ�¬´¹�«� ô  ³�³·¸ �¯� �³ °«� �· ³¬´��²³  ��³��²�´³�� °� » °²�¹ · � �«�°µ ¹ »�ß�³���® ¬�³�È»  �á«·¸ Ø�

• Qn (X, t)
ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� � ¦¨� �©�

t
���B¦�Ä ����ÄÛ� ¦�¥  ³ »��´³º�«

X
�¥Û��ÏÎ Ã¦ ��Û Â����� �B§¥ ÄÛ�Û ô � ³  »�ß�·�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	 µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º×�È»«�ò µ ¹ ¹ �³°»�ò� � ´� ��³  ��

t > 0
�

å» «Ø°�� ¯ «¹ °�
Qn (X, t)

ô �
Q (X, t)

»���ò� ¬«¹ » °³��¯
Q (X, t) =

∞
∑

n=1

Qn (X, t) .
÷¼ �Ó 	

å� »°²�¹ · � »�¬´¹�·¸ Ø�� » ¶³�¯ ��«°¯ «� �ÊËÇ �È»�«� ³ �®����´��°� �³»³�·�¸ «÷¬��³´· 	 ô ·°�¬� «³�¯ ¸ �¬´ ¬´³¬³»�«� ´��¬¶³�¯ �´� ã³·�«����ö������ � ô  �á«³»�ß�¸ ÷��´�° �³«ò�¸ 	 � �  �� ¯ «¹��«�²³ ��³��²�´³��

P̃ (k, s) =

∞
∫

0

dte−st

∞
∫

−∞

dxeikxP (x, t) ;
÷¼ �Ü	

��



���³²«�°� ´��¬¶³�¯ ��¸ � ¯ �¸ Ø ¯ «�¸ ¬��  �� �³°³¬´� ���® ��³��²�´³�È» � å» �È×¯�·»�²¹ ô «ò ¬�¯µ³�
Ã
ô ��° µ ¹ °«� ³°��°� � ´��¬¶³�¯ �´¹ ã³·�«����ö������ � ¶·��¸ «

A÷» ��°��� �· ¶·��¸ «  »È�® °¯ «���® 	 ô ��° ´��¬¶³�¯ �´¹ ã³·�«��� ÷» ��°��� �·¶·��¸ « ¸ � �¸ °¯ «��¸ ³  ��²·¯�´· �°��°�» «¬´�²³ 	 ô � ��° ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ �÷» ��°��� �· ¶·��¸ « ¸ � �¸ °¯ «��¸ ³  ��²·¯�´· «�·¸ �¯�²³ 	 ��°� �°�¯ ô ¬´³¬³ß»�� ¸ �¬´ » ´��« ¬� ³¬Èµ ô �µ� «� ��³»� °«�  ³ �³� «�´· ³°��°�ó � Ö³ »��³»� °�«·´��® ´��¬¶³�¯ �´ °���ò³º× ÷¼ �¼	 ��°�¸¯·¸ � �³¬´�×
P̃ (k, s) = Ψ̃(s) + Ψ̃(s)Q̃(k, s),

÷¼ �¾	
² °«�

Ψ̃(s) =
1− ψ̃(s)

s
.

÷¼ �Õ	
ñ�´³¯ «�¬´ ° ·»�²« � �« «³»³º× ´��¬¶³�¯ �´� ã³·�«���ßö������ � ô °���ò³º× ÷¼ �Ó 	��´»³ ��°�� �� � ¬«¹ �

Q̃(k, s) =

∞
∑

n=1

Q̃n(k, s).
÷¼ ��	

Ö�°��®³ °«¯� ´���°  ³ »���³»� °�«� °���ò³º�« ô �´È�� � ³°»³�Ø �¯ � °���æ×��³��²�´³�� » �³¬´��« ¸ �»�¸ �
° ON ÉWST��U^gQdbQ � U� dQ� S�c�UVb ST�SU�U��TÊ�
å�·»�ò¯�ô ò� � ³¯ «¹ °�  »³¯ � ��³��²�´³��¯ « ³¬´��¯ « ´��·

Qn(X, t)
 �� �³��¸ ��®

n
°��®³ °« ÷ ��  ³»³��²³

h(rn)
	 °���ò³º× ���·����¸ � �³¬´��«

Qn(X, t) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn h(rn) Qn−1(X − rn, t− t′), n ≥ 2.
÷¼ �¡	

*�ò��« ��³ ��¬  ³� �� «� » �®» «�«
t
��°�¬���·¸ �  ³ »��´³º�«

X
»��³·¸ Ø�

n
ß´� ¬�³� ô´³ ¯·¬«� � »

n−1
¬�³���® » ��»�¸ �®» «�«

t−t′  ³´�°�×  ³ «�²³ ¯ «�¸ ¬�� X−rn
ô � ³�°�¯ �³ �°�¬«� »��°��«»�«�

t′
ô �°� �« » �®» «�«

t
ô »��³�× ¬�³�

rn
� ËÈ»�«� ÷¼ �¡	¸ �¬´ ·º�� «�«�¯ �³ » ¬°�¬´�«�® ¯³ò�«»��® »��´³º�«��®

t′
³��°

rn
»��° ° »�²�¯ «

ψ(t′)
³��°

h(rn)
�ËÈ»�«� ÷¼ �¡	 �³ ��°���³»� °�«· ´��¬¶³�¯ �´� ã³·�«���ßö������ � ��°�¸¯·¸ ���³¬´¬°Ø � ³¬´�×

Qn(k, s) = ψ̃(s)h̃(k)Qn−1(k, s), n ≥ 2.
÷¼ ��Ù	

Ç «� °Ø� ô ò� �³ �°Ø´�³»³
Q1(X, t) = ψ(t)h(X),

÷¼ ���	
��



�°��«
Q̃1(k, s) = ψ̃(s)h̃(k),

÷¼ ���	
��´»³ ¯³ò� »���³»� °«× ° �È»�«� ÷¼ ��Ù	 ³²È�� �³°» «Ø°�«�  ��  ³»³��²³

n ≥ 1

Q̃n (k, s | ξ) = ψ̃n(s)h̃n(k).
÷¼ ��¼	

Ö³  ³�³�«· ¬·¯³»�«� ÷¬°���²· ²�³¯�´���°�²³ 	 »�  �·² »°³�· ÷¼ ��	 « »��³�°�ß¬´�«· �³  �³ °� »���ò�«� ÷¼ ��¼	 ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃(k, s) =

ψ̃(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��Ó 	
É´Ø  ô � � ³ ¬´�» «� »���ò�ó ÷¼ �¾	 « ÷¼ �Õ	 ³´�°�¯·¸ �¯� ³¬´�´��°«�

P̃ (k, s) = Ψ̃(s) + Ψ̃(s)
ψ̃(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
=

Ψ̃(s)

1− h̃(k)ψ̃(s)
=

1

s

1− ψ̃(s)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.
÷¼ ��Ü	

*�� » « �× ô »�°��°�«� ��³��²�´³��
P
¬��³»� °� ¬«¹  ³ °�¸ ³¯ ³º�«  »È�® ²¹¬´³º�« ô��°�¬´�°��¸

h
« �°�¬³»�¸

ψ
ô ³�«¬·¸ Ø���® �³¸ � ��°� ��³� » ��³ ��¬«� ¬´³ �®�¬´��°ß�¯ � Ë�Ä§ §� Û©Ï¦���¥ �¥��Û �§� ����Î Ã¦¥ ¤�D ©���ìG ��Û������ Û����¦�B�¥¦¨ Ï�ÅA ©� ��è @��¤�©��¤Ï íMÌ� �

° OZ Í�UV� �dUTWgUV� U ��Tf URbgf� PÎÏÉ
å�·»�ò¯�ô ò� ��°� »���³»� °�«· »���ò�«� ÷¼ ��Ü	 ��°�¸ ¹�«º¯� °� �³ò�«� ô «ò �³°ß� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  �� �«��» ¬°�²³ ³���¬· »��°��«»�«� ô �³°� ³�°��¸ Ø��²³¬«¹ ³ 

t = 0
ô ¸ �¬´ « �´��°� ¸ �� » �³°³¬´� ���® ��°��� ���® � *�¬´ ´³ �È»³»�ò�°� �³ò�«· ô ò�  ³� �� «� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸

t = 0
¯«�� ¯ «�¸ ¬�� ¬�³�  ³ ¬´�·

X = 0
� �°�¬��� » ´� ¬� ³¬Èµ ��³��²�´³�� ¬Ø °» «Ø°�� »��·�«�¯ ³�«¬·¸ Ø��¯��³��¬ ô » �´È��¯  ³� �� «� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ �¬´Ø�«� ¬�³� ��³��¬·  ³ ¯ «�¸ ¬��� ³�°Ø´�³»�²³ � Ê�� »���³»� °³� ��³��²�´³� «� ¸ �¬´ ¬´��¸ ³���� É� ³¬³µ �¯ �¬´��¸ ³���°��¸ ¹ ��³��²�´³�� °���³�³³»��¯ ��°�° Ê·���� � 
Ó ô Ü� ¸ �¬´ °� �³ò�«�³¬³µ�²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�«�  �� �«��» ¬°�²³ ¬�³�· � ª�°�» «º�«� ô ¯ �´³ �´� ¸ �¬´ µ�� °³ ³²È�� « ¯³ò� µ�× °�¬´³¬³»�� «� ´���³  ³ ¬´��¸ ³���°��¸ « ô ��� �È»ß«�ò  ³ «��® °�²� «�ó 
¼¾ ô ÓÓ ô Ü¡ ô ¾Ù� ô ² �ò ¯ �¯� �� �Ø  ³»³�³º× °�� �� ��²³�³°� �� · �Ç ««�¸ ¬°�¸ ����� °�¸¯·¸ ¹ ¬«¹ ² �È»«� ��°��� �«�¯ ¬´��¸ ³���¯ ô » �´È��¯�³°� ��  �«��» ¬°�²³ ¬�³�· ¸ �¬´ ·º�� «³�¯ �³°� �� �¯ �³ »¬°�¬´�«�® ¯³ò�«»��®�®» «���® »�¬´Ø�«�«� ��°�¬�³�· ��°�  �®» «�Ø °��³ � å� �È»�«�¯ « ÷¼ �¼	 « ÷¼ �Ó 	 »����� 
¼¾� ��°�¸¯·¸ ¹ ô ò�

ψ1(t) =

∞
∫

0

dt′ψ(t+ t′)

∞
∫

0

dt′′
∞
∫

0

dt′ψ(t′ + t′′)

÷¼ ��¾	

�¼



³��°
Ψ1(t) =

∞
∫

t

ψ1(τ)dτ.
÷¼ ��Õ	

Ö³  ³�³�«· ´��¬¶³�¯ ��¸ « ö������ � ³´�°�¯·¸ � ¬«¹
ψ̃1(s) =

1

〈t〉
1− ψ̃(s)

s

÷¼ ���	
³��°

Ψ̃1(s) =
1− ψ̃1(s)

s
.

÷¼ ��¡	
å�´�¯ ô �µ� ¯³ò� µ� �³ »��³»� °«× ´�� ° �á«³»�� �³°� ��  �°�¬È» »��°��«»�ß«�  �� �«��» ¬°�²³ ¬�³�·

ψ1(t)
ô ¯·¬« «¬´ «�× º�� « �°�¬ »��°��«»�«� � ³°³¬´� ���®¬�³�È» ô �°� �«

〈t〉 =
∫ ∞

0

t ψ(t)dt <∞.
÷¼ ��Ù	

Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ô ò� ¸ � ��¯ �«Ø² ��¯ ��°��� �«�¯ �³°� �� ·  �� �´È��²³
ψ1(t) =

ψ(t)
ô ¸ �¬´ ��¬� ³��¸ ��� �³°� ��  �°�¬È» ³�°��«»�«� ��³��¬· Ö³«¬¬³� 
��� �Ç�  �·² 
¾�� ¸ �¬´ ´³ �È»«�ò »��·�� ¬ ��µ �¸ ��²³ ��°³º�« ��³��¬· � ± �²·¯�´·¯³ò�«» «�¸ Ø�� °�³°·¯ «�«� ´�²³ »��·�· ¸ �¬´ �¬´¹�·¸ Ø��� ±µ� º�� «� � ³ °�¬� ³��¯ ³² �� µ�× �È»� º�� «�¸ �³ �°�¬«� ô �°�¬ ·º�� «�«� ¯·¬« µ�× ³ �³» «� «³   �·²« �

*�º�« ·� ��  «� ¯ � �®����´���¬´��°�²³ ô ´° � º�� «�²³ �°�¬· ¯ «¹ °� ¬�³��¯ «ô ´³ ³»³�«�   �·²« �°�¬ ·º�� «�«� «² � «� µ ¹ °«� »�¬´���°�¸ Ø���Ç���³»� °�«� ��°� ¬´�» «³� » �³��°� «¯ ����²��á�  �¸ � ¬«¹ ��´»³ ·³²È�«×� �³»�ò�¸ ³�«¬�� ��°��� �� «�²³ ´���´³»�«� ¬�´·��¸ « � ³ �°Ø´�³»�¸ � å¯ «�«�·��²� »È»�°�¬ °���ò³º× ¯ «¹ °� ��³��²�´³��¯ « »���ò³� »°³��¯ ÷¼ �¼	 � ��°�¸¯·¸ �³� �³¬´�×

P (X, t) =

t
∫

0

[δ(X)Ψ1(t− τ) +Q (X, τ) Ψ(t− τ)] dτ
÷¼ �� �	

³��° ÷¼ �¾	
P̃ (k, s) = Ψ̃1(s) + Ψ̃(s)Q̃(k, s),

÷¼ ���	
��°� �°�¯ ��³��²�´³�

Q1(X, t)
ô ³µ ��� »� »°³�°� ÷¼ ���	 ô ��°�µ«��� � ³¬´�× Þ

Q1(X, t) = ψ1(t)h(X)
÷¼ ��¼	

³��°
Q̃1(k, s) = ψ̃1(s)h̃(k) .

÷¼ ��Ó	
�Ó



ñ�´³¯ «�¬´ °���ò³º× ���·����¸ � ÷¼ ��Ù	 «� ·��²� °¯ «�«� ô °�´�¯
Q̃n (k, s | ξ) = ψ̃1(s)ψ̃

n−1(s)h̃n(k).
÷¼ ��Ü	

Ö³  ³�³�«· ¬·¯³»�«� »�  �·² »°³�· ÷¼ ��	 ³��° »��³�°�¬´�«· »���ò�«� ÷¼ ��Ü	³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃(k; s) =

ψ̃1(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��¾	
É´Ø  ô ³��° � �³ ¬´�» «� ÷¼ ���	

P̃ (k, s) = Ψ̃1(s) + Ψ̃(s)
ψ̃1(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��Õ	
*�ò��« »��«��¸ �

µ2 =

∞
∫

−∞

dx x2 h(x)
÷¼ ���	

·ò�»��²³ �³°� �� · ¬�³�È» ¸ �¬´ ¬�³ó�°³� ô ´³ ·°�¬��� » ´� ¬�³¬Èµ » �� �« ¬´�ß�¸ ³��� ��³��²�´³�  �� »°³��¯ ÷¼ ��Õ	 ·¯³ò�«» «� �¯ »���³»� °�«�  �·²³�°¹ß ³»��® �®����´���¬´�� ��³��¬· » ¬°�°�²È�«�  ³²³ �¸ � ³¬´��« �å �á«·¸¯� ´���° °���òØ ³  �°�¬· »��«��¸ ¹ ÷º�� «� ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�	��³��¬·
m2(t) =

〈

X2(t)
〉

.
÷¼ ��¡	

Ý³ò�¯� ³´�°�¯�× ¸ �¸ ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ � �³��°�°  »·��³´� �Èò«�°�³»�«�¯ «¹��«�²³ ô ¬´��¸ ³���²³ ��³��²�´³�� ÷¼ ��Õ	 »���ò³�²³ » °¯ «���® ã³·�«���ßö������ �

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2

s2 〈t〉 ,
÷¼ �¼Ù	

² °«� �³  �³ °� ¬�³�°�¬´��«º¯� ° »���ò�ó ÷¼ �Õ	 ô ÷¼ ���	 ô ÷¼ ��¡	 ³��° ÷¼ ���	 � ª » ��ß��¸ Ø� ´¹ ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ � ô ³´�°�¯·¸ �¯�
m2(t) = 2D|t|, ÷¼ �¼ �	

�°��« �« «³»Ø °���ò³º× º�� «�²³ ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�²³ ³  �°�¬· ô �®����´�ß��¬´��°Ø  �� ��³��¬·  �¶·°¸ « ÷��³��¬· Ç «���� 
Ü��	 ô ² °«� » ¬�È ��°�«�  �¶·°¸ «
D = µ2

2〈t〉
> 0

� å�·»�ò¯�ô «ò »�«� ´� «� °���ò� ³  �³���´�¸ �³¬´��« �³°� �� È»
h(x)

³��°
ψ(t)

ô � ¸ � �«� ³  ¬�³ó�°³�¸ »��´³º�« º�� «�²³ �°�¬· »��°��«»�«� ÷¼ ��Ù	³��° ¬�³ó�°³�¸ »��«��¸ « �³°� �� · ¬�³�È» ÷¼ ���	 �
�Ü



À�©�Î �Ã ¦¨���Û§��¥Ä§¥ÛÃ ��ÏÅ���Ú���Ã C Ä§���� �Ã¦Ã Î ���� � Û©Ï¦��B�¥¦¨ �©�¤��§A� ���©��¥ ��������������Î � ��� ��Î Ä��Î ���¦¥C Î �Ä§ @Ï�Û¦Î ��Ï§�Û���©�¦Î � ��Ú�Û�ì¦� E å �á«·¸¯� �®» «�³»Ø ��¹ �³º× ��³ ��¬· ô ��°�°
v(t) =

dX(t)

dt
.

÷¼ �¼�	
ã·��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«   �� ��³��¬· ¬´��¸ ³���²³ ÷µ �°  ��¶· 	 ¸ �¬´ ¶·��¸ Ø¸ � �¸ °¯ «��¸ ÷´° � �Èò«�� �°�¬È» 	 ô ° �á«³»�Ø »°³��¯

C(t) = 〈v(0)v(t)〉 , ÷¼ �¼¼	
² °«� 〈. . .〉 ³°��°� ·º�� «�«� � ³ °�¬�³�� ¬´�´�¬´��°�¯ °�³ò³�¯ ° » «��· ����«ß°��¸ « ��³ ��¬· � ��� «� ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�

m2(t)
�Ø�°� ° ¶·��¸ Ø �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«

C(t)
°���ò³º× 
¾��

C(t) =
1

2

d2

dt2
m2(t),

÷¼ �¼Ó	
�³ » ��°�¬´�°�« ã³·�«���ßö������ �  �¸ � °» «Ø°��

C̃(s) =
s2

2
m̃2(s).

÷¼ �¼Ü	
å�´�¯ ô � ³ ¬´�» «�¸ Ø� ÷¼ �¼Ù	  ³ ÷¼ �¼Ü	 ³´�°�¯·¸ �¯�

C̃(s) =
µ2

2 〈t〉 ,
÷¼ �¼¾	

�³ �³ ³ » �È ��«· ´��¬¶³�¯ �´� ��³»� °«  ³
C(t) =

µ2

2 〈t〉 δ(t).
÷¼ �¼Õ	

*�� ���ò� �³ ³�°��«»�× ³´�°�¯ ��«º¯� »�«� �®����´���¬´��°�  �� ��³��¬·  �¶·°¸ « ô�°� �« �·´³�³�����¸ ¹ ��¹ �³º�« » �³¬´��«  ��´� à«���� ô » �´È��¸ ¬´� �� ��³� ³��¸ ³��ß³º�« ¸ �¬´ »��«��¸ Ø ��¹ �³º�« ��³��¬· � Ç�«� ´� ¯³ò� ´�ò ·°�¬��× �³ ¬´�» «�¸ Ø�µ �°�³º�� «³ »���ò�«� ÷¼ �¼ �	  ³ ÷¼ �¼Ó 	 « »��³�°�¬´·¸ Ø� ¶��´ ô ò� d
dt
m2(t)

¯� » �®» «�«
t = 0

¬�³� ° −µ2

〈t〉

 ³ µ2

〈t〉

�Ö³�È»·¸ Ø� »°È� ÷¼ �¼Õ	 ° ��°�µ«�²�¯ « �¯�«���°��® ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« ��°� ¬´�» «³�¯ « � ��¬·�· � �� ÷¯ ��� �°��� �»� ��´� 	 » « °«¯�ô ò� Û���B��¦��¥ @��¤�©��¤ íMÌ� ��� Î �Ä§ � Ä§���� ��§����¥G ÏÎ �¤��Î ¦�Úì¦� ����BÁ��ÅÏ ��Û�����Å� �� �¥Û��Ä�¦¨ EÇ�«�« ��°� ¬´�» «³� » �³»�ò¬°�¯ �³° °«��� ¬´�³» «Ø ¸ � �«� �·�´ ³ «�¬«�ß «�  ³ ·³²È�«�ó ¯³ ��· °���³�³³»���® »  ��¬°�¸ �°¹º�« ������

�¾
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Ó ON ÔQdQgU f �^QR�
Ö³��°� « �³° °«� � ¯ ³ò� �³ ¬·¯³»�× ¬´» «�� °�«�¯ ô ò� ��³«�°� ¶³�¯ ��«°¯�ÊËÇ ³���´� ³ »���ò�«� ÷���	 «� ¸ �¬´ »�¬´���°�¸ Ø��  ³ ³�«¬�«� ¬´³�®�¬´��°�¸ ��¯ «�« �� »��³�· ²«� � ³»�²³ � É´» «�� °�«� ´³ µ�°·¸ � � »�«���® ���«°� �¯�«ß���°�¸ ��°� ¬´�» «³��® � ��¬·�· � �� ô ² °«�  ³µ�°� » « ³ �°� ¬Ø ·¸ �¯� �·´³�³��ß���¸ � ÷��´�° ¯ ��� �°��� �»� ��´� 	 � Ö³� ´³ ô ¸ �� » ¬�³¯«� ��¯ ¸ ·ò »� Ç��³»� °�ß«·  ³ ««�¸ ¬°�¸ �³°���»�ô °¸ �» «¬�³ »�¬´¹� ³»�«� ¬«��¸ �³�����¸ «  »È�® �³��¸ ��®°¯ «� �� µ� �³ ¬°��³�³ ³¯�» «�� » �«´���´·�°� ��³³¯ �´���°�¸ 
�¾ ô ¼ �� � à³ �´ß�³»³ ô �³¸ �» «� �� ¬«¹ �³ �¸ º�«� ·»°²�¹ «�¸ Ø�� °���ò³º×  »È�® �³��¸ ��® ³���¬È»»��°��«»�«� ô ³���´� ² �È»«� � ¯³ ��· â²�� � « Ë·¬¬���� °»��¯ Õ ýûùÖ�× Ö�þþüØ�
Ùùú�üûüùú�� �ýÖ�ûüùú � 
¾¼� �Ç �³´��º�«� á�¬³»�¯ ô ��°�²��¸ � ° °� �³ò�ó ´�» «Ø���® · �³ ¬´�» »���ò�«�÷���	 ô µ ¹ Ø��²³ ¶· �¯�´�¯ ��³«�°�²³ �ÊËÇ ô �³¸ �» «�� ¬«¹ » ������® 
Ó� ô Ó¼� �Ç�  �·² �·´³�È» �³�����¸ � �³��¸ ��® ��°�¬�³�È» ¬Ø »���æ«� ¬«�«�¸ ¬°� ³  �³�����¸ «�°�¬È» »��°��«»�«� « ² �È»«� » ´��® �«��» ¬°��® ·��´�·¸ � ¬«¹ æ�È  �� «�°²³ ³º�«��°�» « �»�ó ��³«�°�²³ ¶³�¯ ��«°¯· �ÊËÇ °  ��¯ « �¯�«���°�¯ « � à ��´�²³ »�ß��ò�«� ÷���	 °³¬´� �³ °�¬´Ø�«³� ��°�° »���ò�«� ÷���	 � ñ ���ò� � ³ ���º�«× ô «ò » ¬»³«�®�³°»�ò�«��® 
¾Ó� �·´³�°� ��°�¸¯·¸ Ø ô ò� «¬´³´� »  ��¯ «�� ¬Ø ¸ � �«� °¯ «�� ��³ «�® �¸¯«�¸ ¬°Ø ¯³ò�«»Ø »��´³º× ô �°� �« ´°» � ´«�� � å�´�¯ ô » ����� 
Ó�� ��°�¸¯·¸ Ø ôò� �³°� ��  °¯ «� �� ��°�µ«��� � ³¬´��«� Þ  »·¬´�³»Ø

h(x) =
δ(x− c) + δ(x+ c)

2
,

÷Ó ��	
³°��°�¸ Ø�Ø ô ò�  �¬���´� »��´³º× ´«��· ±c ¸ �¬´ ³¬«Ø²�� ° ¸ � ��³»�¯ ���» ³�³ß ³µ«�ó¬´»�¯

1/2
��µ³ ´�°�¬´�³»Ø

h(x) =
1−Q

2
δ(x− c) +Qδ(x) +

1−Q

2
δ(x+ c).

÷Ó ��	
�Ú��( ' �$& 0�# $��-?��� �(-�0&�#���9� & ;!��-����� 3 , #����� & ;!��-����! ����-�� ;�2� &��!&���9��$�' �� �� �� #��!�(�#�-? -��$ª# � �. ��� ����� ��#�-? 3

�Õ



Ç ��°��� �· ´�°�¬´�³»�¯ ô °¯ «�� �³¬³»�
X
° ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯

Q
ô �´È��¸ �¬´ �³��¸ �¯ ����¯ �´��¯ �³°� �� · ô ��°�¸¯·¸ � »��´³º×

0
ô �´³¯ «�¬´  �¬���´� »�ß�³º× ´«��· ±c ¸ �¬´ ��°�¸¯³»�� ° �È»�¯ ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯ »�³¬°Ø��¯ (1−

Q)/2
�à �� ´��«�²³  »·ß �·µ ´�°�¬´�³»�²³ �³°� �� · ¬�³�È» ô �³°� ��  »��·�³»�

h(rn |
rn−1)

¬�³�·
rn
ô � ³  »��·�«�¯ ·¬´��³�¸ »��´³º�« ¬�³�· ²³ �³��°� °�¸ Ø��²³

rn−1
ô»���ò� ¬«¹ ³ �³» «� «³ ô ��°�° ¯ ��«��° ³ �³°¯ «��°� �� � ��µ³ ¼�¼ � à �� ´��® ¯ ��«��°�°���³�³³»�³ «�® ¸ �»Ø �³¬´�× ÷��´�° » °È� ÷¼ �	 » ����� 
Ó��	 � Ç ��¯��® ´��«�²³·¸ ¹�«� °µ� �³ ¸ � �«� º�� « �°�¬ ·�«��°�« ��� ° °� ��²³ ��°� °«� �· �Ç ����� 
Ó¼� �³°» ««¹´³ �³»�ò¬°� �³ �¸ º�«� » ��¯��® °� �³ò�«� ³ «¬´³´³º�«¸ � �«� �¸¯«�¸ ¬°��® °¯ «� ���� ±·´³�°� ´�¸ ����� � ³¬´·�·¸ Ø ³²È�«�¸ ¬°Ø �³¬´�×°���ò³º�«  »È�® �³��¸ ��® °¯ «� ��  ��  ³»³��²³ �³°� �� · �³¸ � ��°�²³ ¬�³�· )

h(rn | rn−1) = h(rn)(1 + ε
¬²

(rn)
¬²

(rn−1)),
÷Ó �¼	

² °«�
h(rn)

¸ �¬´ �³°� �� �¯ �³¸ � ��°�²³ ¬�³�· ô µ ¹ Ø��¯ ¶·��¸ Ø ���°�¬´Ø
h(rn) =

h(−rn)
� Ý³ò� °�·»�ò�× ô ò� »� »°³�°� ÷Ó �¼	 °���ò³º× ¯ «¹ °� �³��¸ �¯ « ¬�³��¯ «»�¬´¹�·¸ � ¸ � �«� � ³��°�° «�® °�� ô ² °«� ����¯�´�

ε ∈ [−1, 1]
¸ �¬´ ¯ «��Ø ´�¸ °���òß³º�« � à ��

ε > 0
¯�¯�  ³ �°�«�«� ° ·¸ �¯�¯ ¬��°¹ò�«�¯ °» �³´�¯ ô  ��

ε < 0
° ³ �´«¯ ¬��°¹ò�«�¯ °» �³´�¯ ô �´³¯ «�¬´  ��

ε = 0
�³��¸ � ¬�³�« ��� ¬Ø «�°�ß��ò� �±·´³�³¯ · � �³ ¬«¹ ·°�¬��× °�¯�«¹´Ø � ³¬´�× ��³��²�´³�� ��³ ��¬· ³���´�²³ ³»���ò�«� ÷���	 « ÷Ó �¼	 » »��¬¸ « «�¬´��¸ ³���¸ ³��° º�� «� ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�» ¶·��¸ « �°�¬· � *� ��ò� ô °� » °²�¹ · � «�¬´��¸ ³��³º× ·°�¬���²³ ��³��¬· ô «�¯ ³ò� µ� �³ ¬�³�°�¬´�× °� » °³�· ÷¼ �¼Ó 	 « »�°��°�× ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« �Ç �³«ò¬°�¯ �³° °«��� ��°� ¬´�» «�¯ «� ³  ¬´³¬³»��²³ » ����� 
Ó¼� ÷��°� ß¬´�» «³� » ����� 
ÓÜ�	 »���³»� °�«� °�¯�«¹´�¸ �³¬´��« ��³��²�´³�� ô �´È��  �¸ �¯ ³ò�«»³º× °�¬´³¬³»�«� ��³ �� ·�� ¬´��¸ ³���°��¸ « ¯ ³ ��· ³�«¬��¸ » �³ �³° °«���¼ �� � £��ÚÛ� Ï�¥ÄÛ���Ï �����Å�§��� � ���ÄÎ � Ä§�¦Î ������Î ¤�Å Â�¤ �¥�����B���G Î ���Ã ��Ä§�G @Ï�Û¦Î � �Ï§�Û���©�¦Î � ��Ú�Û�ì¦� E Í§���� � §� Î ���� � Û©ÏB¦���¥¦¨ �©�¤��§A� Ä§��§�Å�� � �Ä§Ú������� ���¥Î Ú§�Î � ��� ��Î Ä��Î ���¦¥E

Ó OZ ÛUf b�Ü � Q^d�\T�\��U � TUf UVe PÎÏÉ
Ë³°»�ò�¯ ´���° ¯³ �� �ÊËÇ ° ��¯ «¹�«Ø ¸ � ³��³�³»Ø ° �á«³»�Ø �³��°�° »���ßò�«� ÷���	 � É°·��¸ Ø� ³¬´��²³ ��³��²�´³�� ô ���ò� °» �È �«× ·»�²¹ �  »� �¬� ��´�� Ö³�«��» ¬°� ô ��³��²�´³��

Qn (X, t)
«� ¯ ³ò� ¸ ·ò �³ �Ø�°�× ° ��³��²�´³��¯

Qn−1 (X, t)°���ò³º�«Ø ÷¼ �¡	 ô ² �ò ��³��²�´³�
Qn−1 (X, t)

«� «�¬«� °� ¬³µØ «¶³�¯ ��¸ « ³ ³¬´�´ß«¯ ¬�³�· ô ³  �°�²³ °���ò� ��°��«�ò �³°� ��  �³��¸ �²³ ¬�³�· � Ö³  �·²«� ô «¬´³´� ¸ �¬´
+ Ý� ������� ��$&� ; &!&�' > # $&�$!�(!  � ���9��� ;! > ���( 0��� 0�����&���

ε
> -� 0� �(&�#���' �$& ��"��#�/-�% ;�&# ��' $��9� #�(������ �9� ��/-� � � ��! 0��� $&�# ����9� # &�� ��� ����� � ��¥ ���� �0�$���� # (���' ��� ��� ����� 3
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¸ ��« ¬�³� »��³� � ��³��¬ ��°�µ�»�¸ Ø�  ³
X = 0

» �®» «�«
t = 0

÷» »��¬¸ « ¬´��¸ ³ß���¸ ß ��°�  �®» «�Ø
t = 0

	 ô ² �ò ³  ´�²³ °���ò� �³°� ��  �«��» ¬°�²³ ¬�³�· � ±µ�·»°²�¹ «× ³µ� �³»�ò¬°� ¶��´�ô  �á«·¸ ¹ ³»� ��³��²�´³� � Ý «�³» «�«� Þ
• Qn (X, rn; t | ξ)

ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� � ¦¨� �©�
t��� ¦�Ä �¥Û��� �B§¥ ����ÄÛ�Û ° »��´³º�«

X−rn
 ³ »��´³º�«

X
÷»��³·¸ Ø�¬�³� ³

rn
	 ô � ³  »��·�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	 µ� � » °��°� ÷

X =

0
	 ô  ³ �´È��²³ ��°�µ� � »��³·¸ Ø� ÷��°� �³ �°Ø´�³»� 	 ¬�³�

ξ
� *�� �³��°� «³ ô«´���¬·¸ �¯� ¬«¹ ´·´�¸ �°�¬�¯

t > 0
�

Ê� ³»³ ° �á«³»�� ��³��²�´³� ¯³ò� �³ �Ø�°�× ° »�°�º«�¸ »��³»� °³�¯ ³¬´��¯��³��²�´³��¯ �³��°�° �����¸ ¹

Qn (X, t) =

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

dξ Qn (X, rn; t | ξ)h(ξ), n = 1, 2, . . . ,
÷Ó �Ó 	

µ ¹ Ø�Ø ·º�� «�«�¯ �³ ¬�³�·
ξ
� � ò�»�¯ ´�ò ·µ³ò¬°��® ��³��²�´³�È» °���ò��®´� ��³ ³  ¸ � �¸ ° »�¯ «�«³��® °¯ «���®

rn
��µ ³

ξ

Qn (X, t | ξ) =
∞
∫

−∞

drnQn (X, rn; t | ξ)
÷Ó �Ü	

³��°
Qn (X, rn; t) =

∞
∫

−∞

dξQn (X, rn; t | ξ)h(ξ),
÷Ó �¾	

² °«�
n = 1, 2, . . .

� à ��  ³»³��¸ � ³¬´��«
h(rn | rn−1)

ô ��°� ·ò��«· ³»³° �á«³»�ß�²³ ��³��²�´³�� ô ¯ ³²¹ °��«¬�× �È»�«� ���·����¸ � ô ���³²«�°�  ³ �È»�«�÷¼ �¡	 ô » �³¬´��«

Qn (X, rn; t | ξ) =
t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1)Qn−1 (X − rn, rn−1; t− t′ | ξ) ,

n =2, 3, . . . . ÷Ó �Õ	
Ê�� ¸ �� �³��°� «³ ô ¸ �ò��« ��³��¬  ³ �«���  ³ �·�´·

X
» �®» «�«

t
ô »��³·¸ Ø�

n
ß´�¬�³� ³

rn
ô ´³ °��°�ô ò�  ³ �·�´·

X − rn
 ³´�� � » �®» «�«

t − t′
»
n − 1

¬�³���® �Ö³»�ò¬°� �È»�«� ·»°²�¹ «� ¸ � �� » «¹��¸ «¶³�¯ ��¸ « ô � ¯ «�³» «�«� » ¬°�¬´�«�¯ ³ò�«»�   �·²³º�« ¬�³�·
rn−1

ô � ��°�° ´³ ³ �³» «� �¸ Ø�� «¯ »�¬°´�«� ¯³ò�«»� »��´³º�«
h(rn | rn−1)

� Ö³«�»�ò °¯ «�� » �³»�ò¬°�¯ �È»�«· ¯³²Ø µ�× �«Ø² �� ô °���ò³º×´� ¸ �¬´ ³²È�«�¸ ¬°� ³  ·ò�»���® » ������® 
¼¼�¼¾� » ��°��� �· µ �Ø °�ó �³¬³»��®� ¬«��«��® �
�¡



Ö�°���³»� °�¯� ´���° ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ � �³»�ò¬°�²³ �È»�«�

1

ψ̃(s)
Q̃n (X, rn; s | ξ) =

∞
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ��	

Ö³»�ò¬°� �È»�«� ÷Ó �Õ	 « ÷Ó ��	 ¯�¸ Ø �®����´�� ³²È��ô ´° � ¬Ø ���» °«»�  ��  ³ß»³��¸ �³¬´��«
h(rn | rn−1)

ô » °» «Ø°�· ° ´�¯ ô »�«�È» ´�²³ �³ �³° °«� �· ·ò�»�¯�È»«�ò » �³��¸ �¯ �³° °«��� Ü ô » �´È��¯ ��°� ¬´�» «�¯ �·´³�¬�« ¯³ �� ³ ��¯ «¹�«¸ � ³��³�³»�¸ �

Ó O° Ï�g� bÞgUdbQ f �^QR� c�UV� �dUTdQ��
ª²��«�°�¯ ¬«¹ ´���°  ³ �³¬´��«

h(rn | rn−1)
 ��¸ �È»�«�¯ ÷Ó �¼	 � Ç °���ò³º�« ´�¸ ô»�¬´���°�¸ Ø�Ø «¶³�¯ ��¸ Ø �³´�°�µØ  ³ °�¸ ³¯ ³º�« �³°� �� · �³��¸ �²³ ¬�³�· ¸ �¬´°» �³´ ¬�³�· �³��°� °�¸ Ø��²³ � å²³ «� ° ´�¯ ô  ³�³�¸¯� �¬´¹�·¸ Ø��²³ �³ °«� �·»���ò�«� ÷Ó ��	

1

ψ̃(s)

∞
∫

0

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

=

∞
∫

0

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+

∞
∫

0

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)
÷Ó �¡	

³��°

1

ψ̃(s)

0
∫

−∞

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

=

0
∫

−∞

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+

0
∫

−∞

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ��Ù	

¼Ù



à�� �³���´�¸ �³¬´��«
h(rn | rn−1)

 ��¸ ��°�° » ��ò�«� ÷Ó �¼	 ô � ³»�ò¬°� » °³����°�¸¯·¸ Ø � ³¬´�× ô ³ �³» «� «³
1

ψ̃(s)

∞
∫

0

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

= (1 + ε)

∞
∫

0

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+ (1− ε)

∞
∫

0

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)
÷Ó ���	

³��°
1

ψ̃(s)

0
∫

−∞

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

= (1− ε)

0
∫

−∞

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+ (1 + ε)

0
∫

−∞

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ���	

*�� » « �× ° � ³¬´��« °���ò³º�« ÷Ó ���	 « ÷Ó ���	 ��³��²�´³�
Q̃n (X, rn; s | ξ)

«�¬«� � ß¯ «��Ø «¶³�¯ ��¸ ¹ ô ² �ò �³ ³µ· ¬´�³��® �È»�«� »�¬´¹�·¸ � ³ ����³»�� �³°¯ «��¸
rn
»°  �·ò  ³ �´«�¸ ��µ ³ ·¸ �¯�¸ � È �³¬« �°��°�» «¬´�¸ � Ç�«�� ´³ »��³¬´ °¶��´· ô ò� » °���ò³º�«

h(rn | rn−1)
 ��¸ �È»�«�¯ ÷Ó �¼	 ô «¬´³´� ¸ �¬´ ¸ � �«� °���³��°� °�¸ Ø��²³ ¬�³�·

rn−1
�±µ� ·��³º�«× °��«¬ � ³»�ò¬°��® °���ò³º�« »��³»� °�¯ �³ �È»�³»Ø ´��¬¶³�¯ �´¹ã³·�«��� �³°� �� ·

h

H̃(k) =

∞
∫

0

dr eikrh(r), h̃(k) = H̃(k) + H̃(−k), ÷Ó ��¼	
� °�¯ «�¬´ ��³��²�´³��

Qn(X, rn; t | ξ)
»��³»� °�¯ ��³��²�´³��

Q±
n (X, t | ξ)

«³ß¬Ø�� ¸ � �«� «¶³�¯ ��¸ ¹ ³ °» �³ �«� ³¬´�´«�²³ »��³��²³ ¬�³�· ô ° �á«³»�� �È»ß�«�¯ «
Q+

n (X, t | ξ) =
∞
∫

0

drnQn (X, rn; t | ξ) ,
÷Ó ��Ó 	

Q−
n (X, t | ξ) =

0
∫

−∞

drnQn (X, rn; t | ξ) .
÷Ó ��Ü	

¼ �



Ö�°��®³ °Ø�  ³ °¯ «���® ã³·�«���ßö������ � ô ¯³ò�¯� �È»�«� ÷Ó ���	 ³��° ÷Ó ���	°��«¬�× » �³¬´��« ¯ ��«��°³»�¸  ��
n ≥ 2

(

Q̃+
n (k, s | ξ)

Q̃−
n (k, s | ξ)

)

= ψ̃(s)

(

H̃(k)(1 + ε) H̃(k)(1− ε)

H̃(−k)(1 − ε) H̃(−k)(1 + ε)

)(

Q̃+
n−1(k, s | ξ)

Q̃−
n−1(k, s | ξ)

)

. ÷Ó ��¾	
å�·»�ò¯�ô ò� ³¬´�� ��³��²�´³��  �� �«��» ¬°�²³ ��³�· ¯³ò� »���°«× » �³¬´��«

Q1(X, t | ξ) = h(X | ξ)ψ1(t)
÷Ó ��Õ	

³��°
Q1(X, r1; t | ξ) = δ(X − r1)h(X | ξ)ψ1(t).

÷Ó ���	
�º�� «�¸ Ø� �È»�«� ÷Ó ���	 �³

ξ
° »�²Ø

h(ξ)
÷»�  �·² »°³�· ÷Ó �¾		 ô � �¬´¹�«��³�°�¬´�¸ Ø� ° ÷Ó �¼	 ³´�°�¯·¸ ¹

Q1(X, r1; t) = δ(X − r1)h(X)ψ1(t).
÷Ó ��¡	

É´Ø 
Q̃+

1 (k, s) = ψ̃1(s)H̃(k),
÷Ó ��Ù	

Q̃−
1 (k, s) = ψ̃1(s)H̃(−k). ÷Ó �� �	

Ç��³»� æ¯� ´���° ¬·¯���¸ Ø �����°�´��¸ ¹
Q̃±(k, s) =

∞
∑

n=1

Q̃±
n (k, s).

÷Ó ���	
ß�´»³  ³¬´�°�� ô «ò ¬� � �«³� ¸ �¬´ �È»³º×

Q̃(k, s) = Q̃+(k, s) + Q̃−(k, s).
÷Ó ��¼	

à³�³�¸¯� ´���° ¬·¯³»�«� ¬´�³�¯ « �È»�«� ÷Ó ��¾	 �³
n
»��° ° ·º�� «�«�¯�³

ξ
»�  �·² »°³�· ÷Ó �¾	

(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

− ψ̃1(s)

(

H̃(k)

H̃(−k)

)

=

= ψ̃(s)

(

H̃(k)(1 + ε) H̃(k)(1− ε)

H̃(−k)(1− ε) H̃(−k)(1 + ε)

)(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

.
÷Ó ��Ó	

à³�³·¸ Ø� ���¯ �´����® ��°��¬°´� ���ó ��²�µ��«�°��® ·°�¬�·¸ �¯�
(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

=

=
1

ψ̃1(s)

(

1− ψ̃(s)H̃(k)(1 + ε) −ψ̃(s)H̃(k)(1− ε)

−ψ̃(s)H̃(−k)(1 − ε) 1− ψ̃(s)H̃(−k)(1 + ε)

)−1(
H̃(k)

H̃(−k)

)

,
÷Ó ��Ü	

¼�



² °«�
( a b
c d )

−1 ³°��°� ¯��«��° ³ » �³´Ø  ³
( a b
c d )
� å ´�¸ �³¬´��« ·°�¬�·¸ �¯� ¯ «¹��«��³��²�´³�

P̃ (k, s) = Ψ̃(s)
(

Q̃+(k, s) + Q̃−(k, s)
)

+ Ψ̃1(s) =

=
1− εh̃(k)ψ̃(s) +

(

ψ̃1(s)− ψ̃(s)
)(

h̃(k)− 4εH̃(k)H̃(−k)ψ̃(s)
)

1− h̃(k)(1 + ε)ψ̃(s) + 4εH̃(k)H̃(−k)ψ̃(s)2
Ψ̃(s)+

+
(

Ψ̃1(s)− Ψ̃(s)
)

.
÷Ó ��¾	

�°�¬��� » ´� ¬�³¬Èµ ��³��²�´³� ³�«��� ¬«¹ � °� �³ò�«· ô ò� �³°� ��  �°�¬È» »�ß�°��«»�«� ��°�  �«��» ¬°�¯ ¬�³�«�¯  �� ¸ �¬´ ��°�°
ψ1(t)

� å�´�¯ ô ° ´��®«�°�²³�·�´· » « °�«� ô �µ� ³ ´»³�°�× »�«� ·°�¬��� » 
Ó¼�  �� ��°��� �· «�¬´��¸ ³ß���²³ ô » �´È��¯ �«��» ¬°� ¬�³� �È»«�ò � ³ ��²� �³°� �� ³» «
ψ(t)

ô »�¬´���°� »�»°³�°� ÷Ó ��¾	 °�¯ «�«× �³ ��³¬´·
ψ1(t)

�
ψ(t)

�Ö³¬«� �¸ Ø� ¬´��¸ ³���ô ¯ «¹��« ��³��²�´³�  �� �È»�«�¯ ÷Ó ��¾	 ³��° �³�°�ß¬´�¸ Ø� ° ÷¼ �¼Ù	 ³µ�«�°�¯ ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ � °���ò�²³ ³  �°�¬· ô º�� «�²³ ��°�ß¬·«¹�«� �»� ��´³»�²³ � å�´�¯ ô

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2ψ̃1(s)

s(1− ψ̃(s))
+

2εµ2
1ψ̃(s)ψ̃1(s)

s(1− ψ̃(s))(1− εψ̃(s))
,

÷Ó ��Õ	
² °«�

µ2
 �� ¸ �¬´ » °³��¯ ÷¼ ���	 ô �´³¯ «�¬´

µ1 =

∞
∫

−∞

dx |x| h(x). ÷Ó ���	
Ç����¸ Ø� » �È»�«· ÷Ó ��Õ	  ³ ��°�¬´�°�« �°�¬· ·°�¬�·¸ �¯�

m2(t) =
µ2

〈t〉t+
2εµ2

1

〈t〉 L−1

{

ψ̃(s)

s2(1− εψ̃(s))

}

(t),
÷Ó ��¡	

² °«� L−1 ³°��°� ³ » �³´Ø ´��¬¶³�¯ �´¹ ö������ � � å�·»�ò¯�ô ò� ¸ �ò��« º�� «�°�¬ � ³¯ «¹ °� ¬�³��¯ « 〈t〉 ³��°  �·²« ¯³¯ �´ �³°� �� · ¬�³�È» µ2
«¬´«�¸ Ø ÷�°��« ¬Ø¬�³ó�°³�	 ô ´³ «�°���ò«� ³  �³¬´��«

ψ(t)
« »��´³º�«

ε
ô �¬�¯�´³´��°� °��®³»�«�º�� «�²³ ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�²³ ¸ �¬´  �¶·°�¸ � ô °� ¬´� �Ø  �¶·°¸ «

D =
µ2

2 〈t〉 ,
÷Ó �¼Ù	

´��Ø ¬�¯ Ø ¸ ��  �� ��³«�°�²³ ¯³ ��· �ÊËÇ �½¬°´� �´ ³ ¬´¹�¬´»� ³  °��®³»�«�  �¶·°�¸ �²³ ô °�»��´�²³ »  �·²«¯ ¬� �� «�· »»���ò�«· ÷Ó ��¡	 ô ¸ �¬´ �°Ø °³� �³°� �� �¯ �°�¬È» ³�°��«»�«�
ψ(t)

³��° ����¯�´��¯
ε
ô �´³¯ «�¬´ ¬���³»�� ¸ �¬´ ³³ ����¯ �´��¯ 2εµ2

1

〈t〉

�
¼¼



Ý³ò�¯� ´���° »�°��°�× ô   �� µ� ��²³ ��³ ��¬· ¬´³ �®�¬´��°�²³ ô ¶·��¸ ¹ �·´³ß�³�����¸ « ��¹ �³º�« �³�°�¬´�¸ Ø� °� » °³�· ÷¼ �¼Ó 	
C(t) =

µ2

2〈t〉δ(t) +
εµ2

1

〈t〉 L
−1

{

ψ̃(s)

1− εψ̃(s)

}

(t)
÷Ó �¼ �	

�·µ » �³¬´��« ·³�¯³»��¸
C n(t) = δ(t) +

µ2
1

µ2
2ε L−1

{

ψ̃(s)

1− εψ̃(s)

}

(t).
÷Ó �¼�	

Ö³ ³µ«� ¸ �� » ��°��� �· �È»�«� ÷Ó ��¡	 ô ´��ò� » �³»�ò¬°�¯ �È»�«· ¸ �¬´³µ ���  �·²« ¬� �� «� ô ³ �Èò«�¸ Ø�� »���ò�«� ÷Ó �¼�	 ³  �³¬´��« �°�¬´³  �¶·°�¸ ß�¸ � Ý³ò� ��°��·¬°�°�× ô ò� ¯È² �µ� ³ ³ ´»��°�× °��®³»�«� ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«  ��
t > 0

ô � ³��°�� � ��¬·�· � �� � Ö³�È»�«� »�«�È» �¯�«���°��®° ��°�» « �»�«�¯ « »°³�· ÷Ó �¼�	 ô ¸ �� �È»«�ò ° ��°�» « �»�«�¯ « »��³»� °³�²³�³��¸ �²³ ¯³ ��· ¯ ³¸ �²³ �·´³�¬´»� ô ��°� ¬´�» «³� ¸ �¬´ » �¬´¹��¯ �³° °«��� «ß «�¸ ¬°�¸ ������

¼Ó



ï�%�%'( # à

�� ! % /(. '0,'$ Ñ  �&�56�5�*$

Ç ««�¸ ¬°�¯ �³° °«��� ��°� ¬´�» «�¯ ¸·ò » ��¬� ¯³ �� ³���´� � ¶³�¯ ��«°¯ «� �ÊËÇ �Ý³ �� ´� �³°» «Ø ��¯ » ³����«· ³ °� �³ò�«� ô �´È�� ��² �� · �³ ¬´�» �È»�«� ÷���	« ·ò�»�� µ� �� » ������® 
Ó� ô Ó¼� � ñ ���ò� �³ ���º�«× ô «ò ¯ ³ �� ´� �È»«�ò � ³¬«� ���¯ «¹× ¸ � ³��³�³»Ø � É¶³�¯· �³»�«� ´��«�²³ ¯³ ��· ô   ��  ³»³��²³ �³°� �� · �³ß¸ � ��°�²³ ¬�³�·
h(rn)

«  ³»³��²³ �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�«�
ψ(t)

ô ¬��³»� °�¬«¹ ô » «¬´³�«� �°��°�ô  ³ °�� ³¬´·�³»�«� �³°� �� · »��·�³»�²³
h(rn | rn−1)

ô �°� �«°���ò³º�« »�¬´¹�·¸ Ø��¸ ¯ «¹ °�  »³¯� �³��¸ �¯ « °¯ «��¯ « ���� Ý³´�»��¸ Ø  ³¬´»³�°�«� ´�²³ ¯³ ��· ¬Ø °��È»³  �� �¯�«���°� ô ¸ �� ´�ò ��°�¬ ���« ´�³��´��°�ß ³¯ �» «�¯ ¸ � ¬�¬´�¯ �´��°«� �³«ò�¸ �
á ON â ��W�UV� U Qf SbTWVgdU f �^QR�
Ö³ ¬´�»Ø �¯�«���°Ø �³°»�ò�ó °�»��´��® » ´�¯ �³° °«��� ¬Ø �·µ�«�°«�  ³¬´¹�� �� ´��¬����¸ � »�¬³�«�¸ �°¹¬´³´�«»³º�«   �� ¬�È ��� ³´³»���® � »��¬°�» ¬�«�¸Ô «� � °«� Ö��«��È» Ç��´³º�«³»��® � å³¬´� �� ³� ³�«¬�� » �³° °«��� � ��� à�¬�³·¸ Ø� ��¯ « ´�²³ ´��· ô ¯ ³ò�¯� ¬�³�°Ø °«× ¯ �« �  »·»�¯ «��³»� ®«¬´³²��¯ �¯�«���°� »È�® �¬´¹�·¸ Ø���® µ �°�³º�� «³ � ³ ¬³µ«� °¯ «� �� ô �³ ��°� ¬´�» «³³ � ��ß¬·�· Ü ��� ª ¬´¹� �°�¬· �³¯ «¹ °� ´�¯ « °¯ «��¯ « ³�°�» «º�«� �·�´··¸ � « «� ¸ �¬´³µ��°³»�� � ´�¯ ®«¬´³²��¯ «� � à°«¹�« °� �³ò�«³¯ ´�» «Ø��¯ » »���ò�«· ÷���	 ô® «¬´³²��¯ ´� �³» ««� µ�× ¬´�´�¬´��°Ø ����«°��¸ Ø �³°� �� ·

h(rn, rn−1)
� É´�³» « ³�¯�«���°Ø «¬�«���¸ ¹ �³°»���¸ Ø�Ø °���³�³³»�× ¶·���¸ Ø � ³¬´�× �³°� �� · »��·ß�³»�²³

h(rn | rn−1)
�Ë�¬·�� Ü �� �³��°·¸ � ô ò� �¯�«���°� ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  »È�® �³��¸ ß��® °¯ «� ��

h(rn, rn−1)
°µ· ³»�� ¸ �¬´ °  »È�® ² �È»��® ¬� �� «�È» Þ

÷«	 ° ��´����²³ ��°�ò� ° �á«³»��²³ ��°�° �·�´�
(rn−1, 0)

«
(0, rn)

ô �³ � ³ß´» «�� °� ´� ��³ �³» ¬°��®Ø ³µ¬��»��¸ ¹ ô ò� �³ �¸¯«�¸ ¸ � � °  »È�® �³��¸ ��®´��¬���¸ « ¯ ³ò� � ³¸ �» «× ¬«¹ µ �° °¯ «�� ���ô
÷««	 ° �·�´È»

(rn−1, rn = −rn−1 ± η)
���òØ���®  ³ �´� «�²³��« ô �´È���® °µ«È� �á«·¸ � » ��°�µ�«ò�«· ¬� �� «� ��³�³��¸ ³���  ³  ��´� à«����

δ(rn−1+ rn)
�

¼Ü



à��´� ´� ³°��°� ô ò�  »� �³��¸ � ¬�³�« ¯ �¸ Ø ��°��«»� °» �³´� ���° » ��°�ßµ�«ò�«· ´Ø ¬�¯ Ø   �·²³º× ô ² �ò
η
¸ �¬´ ¯ ��� � � Ê��Ø °���ò³º× � ³¯ «¹ °�  »³¯��³��¸ �¯ « ¬�³��¯ « �°�»�¯� ³¬´�Ø �³�����¸ Ø �³» �³´Ø � Ç ¬°�°�²È�³º�« ¯ �´³ ¯ «�¸ ¬��  �� »��´³º�« ¬�³�È» °��°«� » «¹�¬°��® ³  »��´³º�« � ³¸ � ��°�²³´«��· � Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ô ò� ���³²«�°� ®«¬´³²��¯ »��³��  �� ¬´È�°» �³´· �·µ �³²���´¯ «�°��® ¬´È� °» �³´· ¸ �¬´ µ�� °«�¸ �³°¯�´�ô �³ ·«�¯³òß�«» «� ·ò��«� ÷»�²³ �¸ »  ��¬°��® ³µ�«�°�«��® 	  ��´� à «���� �

Ö «��» ¬°� ³µ¬��»��¸ � ÷«	 ¸ �¬´ µ �°� ³º�� «Ø �³¬��»��¸ Ø � ³¸ �» «�«� ¬«¹  ·ò�¸�«�°µ� ´��¬���¸ « µ �° °¯ «�� ���� ªµ¬��»��¸ � ´� «� º» «� �°� ³ ò� �¸ °���ò³º�«� ³¯ «¹ °�  »³¯ � �³��¸ �¯ « ¬�³��¯ «ô ² �ò »�¬´¹�³»���µ� ³� �È»«�ò » ��°��� �·² �µ�  » «� �³��¸ � °¯ «�� ��� µ� �� �� ��³» «�«� «�°���ò� �à �·²� ³µ¬��»��¸ � ÷««	 ¸ �¬´ ��¯ ««¬���¸ Ø � �³°«³¯ «� ¯ «��³¬�³�³»�¯ ���³²³·��²· �� ö� �®�´��«���ßõ��·� ô ¸ ��«¯ ¸ �¬´ ´·´�¸ °¸ �» «¬�³ µ« ß�¬� µ³·�� � å¸ �» «¬�³´³ ³°��°� ô ¯ È» «Ø� » ·��³¬°�°�«· ô ³ µ«¸ �«� ¬«¹ ��� ´��¬����¸ �¸ ³   ³��¸  ³²È��¸ ²��«�� µ« ß�¬� ¬���� · « ° �³» �³´�¯ � Ö³»´��°� ¬«¹ ´³ » «��³��³´«� » �°�¬«� ô² � ¬�¯ µ« ß�¬� ¬����  �·�´··¸ � � Ç ¬´³¬·�·  ³ ��°��� �· «�°���ò��® ¬�³�È» ô°¸ �» «¬�³ ´³ ¬�·´�·¸ � °» «¹�¬°³�¯ �Ø�°�¯ ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯  »È�® �³��¸ ��®¬�³�È» ³ ��°��«»��® °» �³´��® ô ��� �È»�¸ �·µ ���» «� �È»�¸   �·²³º�« � Ý ��®�«°¯´�²³ °¸ �» «¬�� «� ¸ �¬´ µ �°�³º�� «³ » « ³�°� � �³°«³¯ «� �� ´��¬����¸ ��® ô ² °«�³µ¬��»³»�× ¯³ò�¯� ¸ � �«� ¸ �²³ ¬�·´�« ô ���°  ³�«��³ � �³°«³¯ «� �¬«¹²« °����ó �ñ «�¬´�´�ô  �� ° �¬«¹²« °����ó ·¯³ò�«» «�¸ Ø�� µ �°�³º�� «Ø ³µ¬��»��¸ ¹ °¸ �» «¬�� µ« ß�¬� µ ³·�� «� ¬Ø  �� »��¬°�» ¬�«�¸ Ô «� � � Ö��«��È» Ç��´³º�«³»��® ²�³¯ � °³� � Ç�³��¸ �¯ �³ �³° °«��� ³�«¬·¸ ¹ ¯ ��®�«°¯ �³» ¬´�»�«� ´�²³ °¸ �» «¬�� �

�, ���(�/1
η
 �8��!' � ���� ��� (#� ��&ª# # � � -���-? # &�� ��$!�(! ¯ 3ã3

¼¾
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rn
ô � ³  »��·�«�¯ ¬�³�· ²³ �³��°� °�¸ Ø��²³

rn−1
ô �°� �«

h(rn | rn−1)
� Ç �¬´¹��¯ �³ �³° °«��� Ü �¼ ��³�³·¸ ¹ ³��²«��Ø ¶³�¯· �¹ ·»°²�¹ ß«�¸ Ø�Ø �³»�ò�¸ ³�«¬�� °��®³»�«� �

á O° ôQõdbV� U f �^QR�
±��«°�  ���® �¯�«���°��® °�»��´� » �³ �³° °«��� Ü ��ô � ·» « ³�°«³� � ��ß¬·�· Ü �� ³��° �³°»�ò�«� ´�³��´��°� ��°� ¬´�» «³� » �³ �³° °«��� Ü �� ô � ³°»³ß�« �� ¯ « °���³�³³»�× ³��²«��Ø ¶³�¯ ¹ »��·�³»�¸ ²¹¬´³º�« ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�
h(rn | rn−1)

� Ý «�³» «�«� ô
h(rn | rn−1)

def.
= (1− ε) h(rn) + ε δ(rn + rn−1).

÷Ü ��	
Ç�¬´¹�·¸ Ø�� ´·´�¸ �³°� �� 

h(rn)
¸ �¬´ «�°���òØ ³  ����¯ �´�·

ε
¶·��¸ Ø ���°�¬´Ø¬»³¸ �²³ ��²·¯�´· �³ ³°��°� ô ò� » ´�¯ ¯³ ��· «� ·»°²�¹ «�¯�  ��¶· � Ö���¯�´�

0 ≤ ε ≤ 1
¸ �¬´ ¬´� �Ø »�²Ø ô �°Ø °Ø�Ø ¬´³�«�¯ �³�����¸ «  »È�® �³��¸ ��® ¬�³�È» � Ç��°��«» «�ó¬´» «�  ³ ¯³ ��· Ý³´��³ « Ý �¬³�«���� ô » �´È��¯ ²¹¬´³º×

h(rn | rn−1)
 ��¸ �¬´ » °³��¯ ÷Ó �¼	 ô ´·´�¸ �³°»�ò�¯� ¸ � �«� ·¸ �¯� �³�����¸ � ¬´��³»��  ³ �´«¯����¯ �´��¯

ε
�±��«°·¸ Ø� �È»�«� ÷Ü ��	 ¯³ò� °�·»�ò�× ô «ò ¬� �� � ¬«¹ ³³ °  »È�® »�ò³ß��® ¬� �� «�È» � Ö«��» ¬°�ô �³¬«� �¸ Ø�� »�²¹

1 − ε
³ �³» «� � ¬�´·��¸ « ô » �´È��¸�³��¸ � ¬�³� ¸ �¬´ «�°���ò� ³  �³��°� «�²³ « �³¬³»�� ° �³°� �� ·

h(rn)
� à�·²«¬� �� «� ô � ³¸ �» «�¸ Ø�� ¬«¹ ° ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯

ε
ô ³ �³» «� � �³» �³´³» « ���  ³�³��°� «�¸ »��´³º�« ô �°��« ³¬´��¸ �³�����¸ « � ³» �³´�¸ ��³»� °Ø��¸  ³ �³»´È�°�«�� ³��°� «�²³ ¬�³�· ô ��� °� °¯ «�«³�¯ °»�³´�¯ �Ý³òØ� �È»�«� ÷Ü ��	 ¬´�³�¯ « ��°�°

h(rn−1)
ô ��´»³ ·°�¬�·¸ �¯�

h(rn, rn−1)
ô�°� �« �Ø�°� �³°� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  »È�® �³��¸ ��® ¬�³�È» � Ê���° ô  �¬� ³ß·¸ Ø� �¯�«���°�¯ �³°� �� �¯ ÷·³�¯³»��¯ ®«¬´³²��¯ �¯ 	 �³¸ � ��°�²³ ¬�³�·

h(rn)
·°�¬���¯ °  ���® �¯�«���°��® ³�«¬���® » �³ �³° °«��� � �� ³��° ����ß¯ �´��¯
ε
ô �´È��²³ �¬´�¯ ��¸ � ¸ �¬´ ³�«¬�� »  ��¬°�¸ �°¹º�« �����ô ¯³²¹ °µ· ³»�×´�³��´��°� ³ �³» «� «� »����¬È» ��°� ¬´�» «³��® � ��¬·�· Ü �� � °�¯ «�º�«��¯²³ � ��¬·�· Ü �¼ �Ç��·�³»� ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  �� »°³��¯ ÷Ü ��	 ô ��� «�¸ ³�«¬·¸ �  ³ß¬´¹��  �� �¯�«���°� «ò ´� ô °���³� ³³»�� » ����� 
Ó¼� ��°�° Ý³´��³ « Ý �ß¬³�«���� ô  �� » ««�¸ ¬°�¸ ����� �È»�«�¯ ÷Ó �¼	 � ã��´ ´� »�«�� ° «¬´«�«� »�

Ó �



»°³�°� ÷Ü ��	 ¬� �� «�� °�» «���¸ Ø��²³  ��´¹ à «���� ô �´È�� ¶�»³��°·¸ � ¬�³�« �³» �³´�³µ��°³»�� ��°�° �´� «�²³��¹ »���æ«� » « ³ �°Ø � ³µ· ��¬·���® Ü �� « Ü �¼ �å�·»�ò¯�ô ò�  ��
ε 6= 0

°���³�³³»�� ��°�°� ¯«� ¯ ³ �� ³��° ¯³ �� Ý³´��³ «Ý �¬³�«���� �³���»�¸ Ø ¬«¹ ´� ��³  �� ¬°�°�²È��²³ ��°��� �· � Ý «�³» «�«� ô ¯ � ´³ ¯ «�¸ ß¬�� ´� ��³ »´� �ô ² � ²¹¬´³º× �³°� �� · �³¸ � ��°�²³ ¬�³�·  �� ¸ �¬´ ��°�° �³°� �� ÷Ó ��	 � ª�«¬·¸ � ³ «�����«¬´��°Ø ¬�´·��¸ ¹  »·¬´�³»Ø  �� °¯ «�� ��� ´��¬����¸ ß�¸ � ª�°�» «º�«� » ��°��� �·
ε = 0

³µ«� »��·�³»� ²¹¬´³º�« �³°� �� · ¬�³�È»  ���È»�«�¯ « ÷Ü ��	 « ÷Ó �¼	 ¬´�¸ Ø ¬«¹ « �´��°�¯ «ô µ �°»��·�³»�¯ « �³°� �� �¯ « � ³¸ �ß ��°�²³ ¬�³�· ����ñ� °��³ó�°�«� ´�²³ � ³ �³° °«� �· ¬���» æ¯�ô ò� »��·�³»� ²¹¬´³º× ���» ³�³ß ³µ«�ó¬´»� ÷Ü ��	 ¬� � �«� »��·�« ¬�¯³°²³ ³º�«
h(rn) =

∫ ∞

−∞

h(rn | rn−1)h(rn−1)drn−1,

h(rn−1) =

∫ ∞

−∞

h(rn | rn−1)h(rn−1)drn.
÷Ü ��	

ª�«���¸ Ø� ¬«¹ ´���° � »���ò�«· ÷���	 ô ¯ ³ò�¯� ÷·ò�»�¸ Ø� ¶³�¯ ��«°¯· �ÊËÇ 	 ��°�ß¬´Ø�«×  ³ »���³»� °�«� ¸ �»�¸ �³¬´��« ��³��²�´³�� ��³ ��¬· ° ��¯ «¹�«Ø ¸ � ³��³ß�³»Ø �

Ó�
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á OÓ ÉWST��U^gQdbQ � U� dQ� S�c�UVb ST�SU�U��TÊ�
Ë³°»�ò�� » µ«�òØ��¯ �³° °«��� ¯³ �� ô � ³ ³µ«� ¸ �� ¯³ �� Ý³´��³ « Ý�¬³�«���� ô¸ �¬´ ¯³ ���¯ ³ ��¯ «¹�« ¸ � ³��³�³»�¸ � å�´�¯ ô °�¬´³¬³»�«� ¯ �¸ Ø ³°��°�«� »��³ß»� °³� ��°�°� ¯«� » �³ �³° °«��� Ó �� ô � ��°� � » ¬°�¬´�«¯ °�¬� «�°� °���ò³º×���·����¸ � �³¯ «¹ °� ��³��²�´³��¯ «  �� �È»�«�¯ ÷Ó �Õ	 � Ç¬´�» «�¸ Ø� �³¬´�×
h(rn | rn−1)

ô  �Ø »���ò�«�¯ ÷Ü ��	 ô  ³ �È»�«� ÷Ó �Õ	 « »��³·¸ Ø� ´��¬¶³�¯ �´¹ã³·�«���ßö������ � ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃n (k, rn; s | ξ) = ψ̃(s) eikrn×

×
∞
∫

−∞

drn−1 [(1− ε) h(rn) + ε δ(rn + rn−1)] Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) .
÷Ü �¼	

Ö³»�ò¬°� �È»�«� ¸ �¬´ » ¯³«¯ ¯³ ��· �È»�«�¯ µ�°³»�¯ ô ¬�·òØ��¯ »���³»�ß °�«· ¸ �»�¸ � ³¬´��« ��³��²�´³�� ��³��¬· ��� ��·¸ Ø� ´���° �È»�«� ÷Ü �¼	 ¬´�³�¯ « � ³
rn
³´�°�¯·¸ �¯�

Q̃n (k; s | ξ)
ψ̃(s)

= (1− ε) h̃(k)Q̃n−1 (k; s | ξ) + ε

∞
∫

−∞

drn−1e
ik(−rn−1) Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) .

÷Ü �Ó 	����� »�¬´¹�·¸ Ø�� »  �·²«¯ ¬� �� «�· �³ ���»�¸ ¬´�³«� �³»�ò¬°�²³ �È»�«� ô¯ ³ò� µ�× � ³³»«� ³µ�«�°³� ° �È»�«� µ�°³»�²³ ÷Ü �¼	 ÷�³ °�¯ «�«� « ��¬·
n
�

n− 1
« � ³¯³ò�«· ³µ· ¬´�³ �È»�«� ��°�°

eik(−rn−1)
	

∞
∫

−∞

drn−1e
ik(−rn−1)Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) =

= ψ̃(s)

∞
∫

−∞

drn−1

∞
∫

−∞

drn−2 [(1− ε) h(rn−1) + ε δ(rn−1 + rn−2)] Q̃n−2 (k, rn−2; s | ξ) =

= ψ̃(s)

∞
∫

−∞

drn−2 Q̃n−2 (k, rn−2; s | ξ) = ψ̃(s)Q̃n−2 (k; s | ξ) .
÷Ü �Ü	

ª¬´�´��°«� ³´�°�¯·¸ �¯� °���ò³º× ���·����¸ Ø » °¯ «���® ã³·�«���ßö������ � ��
n ≥ 3

» �³¬´��«
Q̃n (k; s | ξ) = (1− ε) h̃(k)ψ̃(s)Q̃n−1 (k; s | ξ) + εψ̃2(s)Q̃n−2 (k; s | ξ) .

÷Ü �¾	
à³�³·¸ Ø� ¬·¯³»�«� �³»�ò¬°�²³ �È»�«� � ³

n
³ 

3
 ³ «�¬�³ó�°³³º�« ³��°·°·� ��«�¸ Ø� ¸ � ³ �³» «� «³ ³ » «���³º�«

Q̃1 (k, s | ξ)
«
Q̃2 (k, s | ξ)

³´�°�¯·¸ �¯�ô �³���¯ �´����® ��°��¬°´� ���«��® ��²�µ��«�°��®
Q̃ (k; s | ξ) = Q̃2 (k; s | ξ) + Q̃1 (k; s | ξ) (1− h̃(k)(1− ε)ψ̃(s))

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü �Õ	
ÓÓ



±µ� ·°�¬��× ¸ �»Ø �³¬´�× ��³��²�´³�� � ³´�°�µ·¸ �¯� ¸ �¬°�°� �«��» ¬°��®  »È�®³¬´���® ��³��²�´³�È» ô �°��«
Q̃1 (k, s | ξ)

«
Q̃2 (k, s | ξ)

� Ç «���³º�« ´� ¯ ³ò�¯� »�°�ß�°�× µ �°�³º�� «³ °  �á«�¸ « � É�®�¯ �´ «�® »���³»� °�«� ô   ��  ³»³��²³ �³°� �� ·
h(rn, rn−1)

ô ��°� ¬´�» «� ��¬·�� Ü �Ó �

hijklmn ä p÷ r è��m} w~i�ulw ��kj~tw�� w zi�tyzwxuml�w ½w¾ ��mtz jum|y yj~tm|y �ty�w|w~ytw
Q1 (X, t | ξ)

� ½� ¾ xtk|�m|y yj~tm|y �ty�w|w~ytw
Q2 (X, t | ξ)

x�w �tui�wxnk �w} ���� � mxlyéntynyzm� p ¸ y�k �tui�wxnw�� ��wtwn~mtij~i�ulm jmnzml�� m jnyn�z � �uwj�z zi�umn�zwl�wyulw�uylm j� lwz �wjw} � n�w} tyzi} � � �tui n~�ti�� � yxwlw � mj~ yx� yz �mxl�w |�j~y�æ tyuén vwxk � u n~�tm|y xwlw z �m�ny�æ � mj~ �yjyzwlw p sylwx~y � uwulw�uyli � mj~ jnyn
ξ

}w� ��i} �m� j�m �tumx ��z ��� � y �u�~nyz�
t = 0

p
å�´�¯ ô » ¬� ³¯«�� ��³��²�´³�� ��°�¸¯·¸ Ø �¬´¹�·¸ Ø�� �³¬´��«�

Q1 (X, t | ξ) = ψ1(t)h(X | ξ), ÷Ü ��	
Q2 (X, t | ξ) =

t
∫

0

dt1 ψ1(t1) ψ(t− t1)

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1) h(r1 | ξ).
÷Ü �¡	

Ö�°�¸  æ¯� ´���°  ³ °¯ «���® ã³·�«���ßö������ � ÷»�«Øò  ��  ³»³��²³ �³°� �� ·»��·�³»�²³
h(rn | rn−1)

	

Q̃1 (k; s | ξ) = ψ̃1(s)

∞
∫

−∞

dXeikXh(X | ξ), ÷Ü ��Ù	

Q̃2 (k; s | ξ) = ψ̃1(s)ψ̃(s)

∞
∫

−∞

dXeikX
∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1).
÷Ü ���	

ÓÜ



à���¸ ô � ³ ¬´�» «�¸ Ø� °���ò³º×  �Ø �È»�«�¯ ÷Ü ��	 ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃1 (k; s | ξ)
ψ̃1(s)

=

∞
∫

−∞

dXeikX [(1− ε) h(X) + ε δ(X + ξ)] =
[

(1− ε)h̃(k) + εeik(−ξ)
]

÷Ü ���	³��°
Q̃2 (k; s | ξ)
ψ̃1(s)ψ̃(s)

=

=

∞
∫

−∞

dXeikX
∞
∫

−∞

dr1 [(1− ε)h(r1) + εδ(r1 + ξ)] [(1− ε)h(X − r1) + εδ(X)]

= (1− ε)2h̃2(k) + ε (1− ε) + ε (1− ε)h̃(k)eik(−ξ) + ε2.
÷Ü ��¼	

Ç¬´�» «�¸ Ø� � ³»�ò¬°� �È»�«�  ³ ÷Ü �Õ	 ³´�°�¯·¸ �¯� ¸ ·ò ¸ �»Ø �³¬´�× ³¬´��²³ ��³ß��²�´³�� ô �³  »��·�«�¯ ¬�³�·
ξ
�³��°� °�¸ Ø��²³ �®» «�¹

t = 0
ô » �³¬´��«

Q̃ (k; s | ξ) = ψ̃1(s)
(1− ε)h̃(k) + ε

(

eik(−ξ) + ψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü ��Ó	
à³�³·¸ �¯� ´���° ·º�� «�«� � ³»�ò¬°�²³ �È»�«� �³

ξ

Q̃(k; s) =

∞
∫

−∞

dξQ̃ (k, s | ξ)h(ξ) = ψ̃1(s)
(1− ε)h̃(k) + ε

(

h̃(k) + ψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
=

= ψ̃1(s)
h̃(k) + εψ̃(s)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü ��Ü	
*�� » « �× ô �³���´� �³¬´�× ³¬´��²³ ��³��²�´³�� °���ò� ³   »È�® �³°� �� È» �°�¬È»»��°��«»�«�

ψ(t)
«
ψ1(t)

ô ¸ � �²³ �³°� �� · �³¸ � ��°�²³ ¬�³�·
h(x)

³��° ����¯ �ß´�·
ε
� å�·»�ò¯�ô ò� � ³ ¬´�» «�¸ Ø� » �È»�«· ÷Ü ��Ü	

ε = 0
³´�°�¯·¸ �¯�ô ´�� ¸ �� ´³µ�× �³» «³ ô �È»�«� ÷¼ ��¾	 ô �°� �« »�«�  �� ��°��� �· «�°���ò��® °¯ «� ����

ø �©�D¥ ���Û��ì©�G C D� ��A� I� E�� J Ä§���� � Î ���� � ��A¦¨ Y ©��A� �����Î Ä��Î���¦¥E à°«¹�« «�¯· ¯³ò�«»� µ ¹ °«� »���³»� °�«� «´���¬·¸ Ø���® �¬ �®����´���ß¬´��  �·²³�°¹ ³»��® �
á Oá ÉUTbUdV� U b ��d\V� U U���\�TQRUV� b ST�^\��Vb
±µ� °���æ× ¯ «¹��« ��³��²�´³� ô � ³¬«� �¸ Ø� ��³��²�´³� ³¬´��  �� �È»�«�¯ ÷Ü ��Ü	 ô¬�³�°�¬´�¯ ° °���ò³º�« ÷¼ ���	 � Ç  ��¬°�¯ �«Ø²· «´���¬³»�× �¬ µ ¹ °«� ¸ � �«� ��°�ß�� �� ¬´��¸ ³���� å�´�¯ ô ¯ ³ò�¯� »��³�°�¬´�× ¸ �»Ø �³¬´�×

ψ̃1(s)
 �Ø �È»�«�¯÷¼ ���	 � Ç È»�°�¬ ·°�¬�·¸ � ¬«¹

P̃ (k, s) =
1

s
− 1− ψ̃(s)

〈t〉 s2 +
1

〈t〉 s2

(

1− ψ̃(s)
)2 (

h̃(k) + εψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
,

÷Ü ��¾	
Ó¾



² °«�  »� �«��» ¬°� ¬� �� «�« ¬·¯� ¬´�³» «Ø ���¯ �´
Ψ̃1(s)

³µ��� » �È»�«· ÷¼ ���	� ·°�¬��� °� »°³�È» ÷¼ ���	 « ÷¼ ��¡	 � ËÈ»�«� ÷Ü ��¾	 «� °���ò� ¸ ·ò ¸ �»«� ³ �³°� �� ·
ψ̃1(s)

ô ² �ò °³¬´� � ³ »���ò³� ��°�° �³°� �� 
ψ̃(s)

� É´Ø  ô ³��° � �³ ¬´�» «�» °³�· ÷¼ �¼Ù	 ô ³´�°�¯·¸ �¯� º�� «� ��°�¬·«¹�«� �»� ��´³»�
m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2

s2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)
,

÷Ü ��Õ	
� ° ÷¼ �¼Ü	 ¶·��¸ ¹ �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«

C̃(s) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

÷Ü ���	
» °¯ «��¸ ö������ � � à³�³�¸¯� ´���° ³ » �³´�¸ ´��¬¶³�¯ �´� ö������ � »���ò�ß«� ÷Ü ���	

C(t) =
µ2

2 〈t〉 δ(t)− ε
µ2

〈t〉 L
−1
t

{

ψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

}

,
÷Ü ��¡	

² °«� L−1
t {. . .} ¸ �¬´ ³ » �³´Ø ´��¬¶³�¯ �´Ø ö������ �  ³ °¯ «��¸ �°�¬³»�¸ � Ö³ß ³µ«� ¸ �� » �³��°� «¯ �³° °«��� ô  ³�³·¸ Ø� ³�¯ ��«°��¸ « ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«  ³  ��´� à «���� » °��°� ³´�°�¯·¸ �¯�

C n(t) = δ(t)− 2εL−1
t

{

ψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

}

.
÷Ü ��Ù	

Ç�òØ » ��¬³º�«Ø �È»�«� ÷Ü ��Ù	 ¸ �¬´ ¸ �²³ «�°���ò³º× ³  �³°� �� · �³¸ � �ß�°�²³ ¬�³�· ÷«� »�¬´¹�·¸ Ø �« ¯³¯ �´
µ1
�«

µ2
	 » ��°��«» «�ó¬´» «�  ³ ���³²«�°ß�²³ �È»�«� ÷Ó �¼�	  �� ¯ ³ ��· Ý³´��³ « Ý �¬³�«���� � Ç ´�¯  �·²«¯ ��°��� �·�·´³�³�����¸ � ÷� ³°�  ��´Ø à «���� » °��°�	 ¸ �¬´ ¬���³»�� ��°�° �°�«�

µ2
1/µ2

� *��» ¬�³¯«� ��¯ »�°�º«�¸ ô   �� �³°� �� · �³¸ � ��°�²³ ¬�³�·  ��²³ ��°�° ÷Ó ��	 ³µ�¯³ ��� ¬Ø ¬³µ«� �È»³»�ò� ô � »È»�°�¬ �°�«� ¬���·¸ Ø��
µ2
1/µ2 = 1

ô ¸ �� ���ò� �³³ �°��«»�× �Ç ·°�¬���¯ ´·´�¸ ¯ ³ ��· �¬°´� �´ ·³�¯³»��¸ ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«÷Ü ��Ù	 °���ò� ¸ � �«� ³  �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�«�
ψ(t)

³��° ����¯ �´�·
ε
� ñ���ò�� ³ ���º�«× ô ò� °���ò³º× ³  ����¯ �´�·

ε
«� ¸ �¬´ ¸ � �«� ��³¬´�¯ ¬���³»�«�¯ ô ² �ò»�¬´¹�·¸ � ³ �È»«�ò » ¯ «�³»«�· �È»�«� ÷Ü ��Ù	 ��°�° �³ ô ¸ �²³ »� ��» � »�«�«¸ �¬´ »���æ«� «��« «³»��

á Où Û�TÊ� dUdbQ g ^UdWf b Qf SbTWVgdWf b
å�¬� «�°�¯ ����¯ ««�¸ ¬°�²³ �³ �³° °«� �· ¸ �¬´ �³�È»�«� ��°�» « �»�ó °���ò³ßº�« �°�¬³»�¸ ´�³��´��°�¸ ÷·³�¯ ³»��¸ 	 ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ° »�«��¯ «�¯�«���°�¯ « ��°� ¬´�» «³�¯ « � ��¬·�· � �� ÷¯ ��� �°��� �»� ��´� 	 � Ö³�È»�«�

ÓÕ



´��«� ��°���³»� °�¯ °��È»³  �� ¯³ ��· Ý³´��³ « Ý�¬³�«���� ô » �´È��¯ ¶·��¸ ��·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ³�«¬�� ¸ �¬´ �È»�«�¯ ÷Ó �¼�	 ô ¸ �� «  �� ¯ ³ ��· ³�«¬��²³» ««�¸ ¬°�¯ �³° °«��� ô ² °«� ·³�¯³»�� ¶·��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«  �� ¸ �¬´��°�° »���ò�«� ÷Ü ��Ù	 �
*�� �³ ���º�« ��¯ » �³��°� «¯ �³ �³° °«��� ô �¬°´� �´ ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« »���³»� °³�¸ » ��¯ ��® �³°» ««¹´�²³ ��°�°� ¯«� ¯³ ��· °���ò� ¸ � �«� ³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�«�

ψ(t)
³��° ����¯ �´�·

ε
� Ç ¬´��¸ ³���°³»��¯ ��°�°�¯«� ¯³ ��· Ý³´��³ « Ý �¬³�«���� «¬´³´� ¸ �¬´ �È»«�ò ¬´³¬·�� ¯³¯�´È»

µ2
1/µ2

�ÉØ ´³ ¸ � �� ����¯ �´��ô �´È�� ���ò� �¬´�¯ ³»�× � µ�°«� � ³¬«� ���®  ���® �¯�«ß���°��® � å�·»�ò¯�ô ò�  ³ ·°�¬��«� ��ò �²³ ° ´��® ����¯ �´�È» ô «� �³´�°�µ·¸ �¯��� �³º�«  ���® ô ¬� �� �¸ Ø���® ¬«¹ °� °¯ «� ��� « �°�¬È» �³¯ «¹ °� ´�¯ « °¯ «��¯ « �à³ ·°�¬��«� ����¯ �´�·
ε
�³´�°�µ� ¸ �¬´ ¸ � �«� ¬°���² �³��¸ ��® °¯ «� ���ô �´³ß¯ «�¬´  ³ ·°�¬��«� �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�«� ß ¬°���² �³��¸ ��® �°�¬È» »��°��«ß»�«� � Ö³� ´³ ô »  �·²«¯ ��°��� �· «´���¬·¸ �¯� ¬«¹ ¸ � �«� ®«¬´³²��¯�¯ �°�¬È»»��°��«»�«� °�´�¯ ô «�® �³��¸ ³º× » ¬°���²· �°�¬³»�¯ «� ¯ � °��°�«� � Ö³»�òß¬°� ³µ¬��»��¸ � ¬Ø «¬´³´� ô ² �ò ò� � ° ����¯ �´È» ³µ ����® » �È»�«· ÷Ü ��Ù	«� °�» «��� » ¬³µ«� ¬´�·�´·�� �°�¬³»³� ��³»�¸ ô �´È�� » °·� ��³º�« ³���º�³� ¸ �¬´°� �³ò�«�¯ « ¬´³¬³»��²³ ¯³ ��· � Ç �«��» ¬°�¸ �³��¸ ³º�« ³�«¬·¸ ¹ ¯ �´³ ¹ �¬´�¯ ��¸ «����¯ �´�·

ε
�

ú Kû Kü ý RVQþ Nÿ� N GNHNþ XVHU εå�·»�ò¯�ô ò� ��°�¸¯·¸ Ø� °���ò³º× � ³¯ «¹ °�  »³¯� �³��¸ �¯ « ¬�³��¯ «  �Ø ��°�°»���ò�«� ÷Ü ��	 ô ³´�°�¯·¸ ¹ �³�����¸ ¹  »È�® �³��¸ ��® ¬�³�È»

〈 rn rn−1〉 =
∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1 rn rn−1 h(rn, rn−1) =

=

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1rnrn−1 [(1− ε)h(rn)h(rn−1) + εh(rn)δ(rn + rn−1)] =

=ε

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1rnrn−1h(rn)δ(rn + rn−1) = −ε
∞
∫

−∞

drn r
2
n h(rn) =

=− ε µ2, ÷Ü �� �	
¬´Ø 

ε = −〈 rn rn−1〉
µ2

.
÷Ü ���	

Ç �³»�ò¬°��® »���ò�«��® µ��� ¸ �¬´ «�³ �°�· º�� «�® 〈rn〉 〈rn−1〉
ô ² �ò ° ���°�ß¬´³º�« �³°� �� · ¬�³�È» »�«�� °«��«� «�® º�� «�¸   �·²³º�« � Ê� ��³¬´� �¬´�¯ ��¸ �

Ó�



����¯ �´�·
ε
��°�° �³�����¸ ¹ ¸ �¬´ �³ ³µ�  ³ °��¸ ¯³¯ �´³»�¸ ¯ �´³ � �¬´�¯ �ß�¸ « �³°� �� È» 
¾Ü� � Ç ���«°³»��¸ ��°�°� ¯«� ¬�´·��¸ « ¯ �´³ � ³���´� � »°³�°�÷Ü ���	 ¯� ¸ � �� «¬´³´� »� �ô ³ �°�¯ ¯³»� �³«ò�¸ �

*�� »�«�� ° ³µ¬��»��¸ « � ³�°�«³��® » ´����«� ���«°� ��¬·�· Ü �� ÷» �³ ß�³° °«��� Ü ��	 ô �³°� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� �³¸ � ��°�²³ ¬�³�· °�» «��� °��°Ø�Ø�«�°µ ¹ ¬�³�È» ³   �·²³º�« °��³ ÷«�¯ �� ÜÙ
%

	 ô ³  �³» «� �¸ Ø���® ´��¬���¸ ³¯ µ�°°¯ «�� ���� Ç �¯�«���°�¯ �³°� �� °«�  »È�® �³��¸ ��® ¬�³�È» ·» « ��°«� ¬«¹´³ ÷� ´�¯ ��¬·�· 	 » �³¬´��« ��´����²³ ��°�ò� � ÉØ ´³ ¬�´·��¸ � ô ² � �³ �¸ ß¯ «�¸ ¸ � � °  »È�® �³��¸ ��® °¯ «� �� ¸ �¬´ �È»� °��· � å�·»�ò¯�ô ò� » ´��«¯��°��� �· «�  �¸ Ø ³� »� �� ·  ³ �¬´�¯ �´³�� �³�����¸ « � Ç�°��°³� �¬´�¯ �´³��³�����¸ « µ�°·¸ � »� �Ø�°«� � ��°�¬�³���® �³°� ��´����¯ ��°�ò�¯ ÷µ�«¬�³ �Ü
%��°��� �È» 	 ô �³ » µ� ��¸ ¬�´·��¸ «  «�  �¸ � »�¬´���°�¸ Ø�³  ³µ��¸ ¬´�´�¬´��« �Ç °» «Ø°�· ° � ³»�ò¬°�¯ ô »��³�°�¬´·¸ ¹ ¯ �´³ ¹ �¬´�¯ ��¸ « µ�°·¸ Ø�Ø � ¯��«��°�¼�¼ ·ò�´Ø °��È»³ ��°�° Ê¬�� � 
�¾� ¸ �� « ��°�° Ý³´��³ « Ý �¬³�«���� 
Ó�� � å²³ «�° ´Ø ¯ �´³ Ø ¬�³�«  °«��³� ¬Ø � ·¸ �¯� ÷ß �	 ô °��³»� ÷Ù	 «  ³ �´«� ÷�	 ô � ���¯ �´�¯ ��«��°³»�

hi,j
ô ² °«�

i, j = −1, 0, 1
ô �����°�´·¸ Ø ·³�¯ ³»�� ®«¬´³²��¯  »È�®�³��¸ ��® ÷´�²³ ´��· 	 ¬�³�È» � å¬�¯ �´��°³»�� ®«¬´³²��¯ �³¸ � ��°�²³ ¬�³�· ³°�ß�°�¯ ��°�°

hi
ô ² °«�

i = −1, 0, 1
÷
h−1 = h1

	 � õ�°·¸ Ø� � »���ò�«· ÷Ü ��	 ô ´�³��´��°�³ �³» «� «� �¯�«���°�¸ ¯ ��«��°� ³´�°�¯·¸ ¹ » �³¬´��«
hteori,j ( ε ) = (1− ε) hi hj + ε δi,−jhi,

÷Ü ��¼	
² °«�

δ
³°��°� ´���°  ��´¹ ½�³������ � Ý ��¬�¯��«°·¸ Ø� ¶·��¸ ³� �

L[ ε ] =
1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

hi,j log
(

hteori,j

)

,
÷Ü ��Ó 	

°� » °²�¹ · �
ε
³´�°�¯·¸ �¯� �¬´�¯ �´³� ¯ �´³ Ø �¸» «¹�¬°�¸ » «���²³ ³º�« 
¾Ü� �ñ �´³¯ «�¬´ ô ¯ ««¯ ��«°·¸ Ø� ¶·��¸ ³� �

S[ ε ] =
1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

(

hteori,j − hi,j
)2 ÷Ü ��Ü	

³´�°�¯·¸ �¯� �¬´�¯ �´³� ¯ �´³ Ø �¸¯«�¸ ¬°��® �»� ��´È» 
¾Ü� � ñ·¯����°� ³�´�ß¯ ��«°��¸ � ô   ��  »È�® » ¬�³¯«���® �³»�ò�¸ ¯ �´³  ô °³¬´� �� ��°���³»� °³� ¯�ß´³ Ø ° �³´�²³ �³ °«� �· 
¾¾� ô � ¸ �¸ »�«�« » ��° ° �¬´�¯ ��¸ Ø ����¯�´�·
ε
¯�´³ Ø �³��ß����¸ Ø ÷ �� �³�È»�«�	 ��°� ¬´�» «³³ » ´�µ��« Ü ��å�·»�ò¯� ÷�³�·¯�  �·²� « ´�°��«� ´�µ ��« Ü ��	 ô ò�  �� » «¹�¬°³º�« µ� ���® »�ß�³�È» ³´�°�¯�� »��´³º× ����¯�´�·

ε
¯«�º�« ¬«¹ » ��°� °«��� Ù �� ß Ù �¼ � ñ�´³¯ «�¬´�Èò«�� � ³¯ «¹ °� »�«��¯ « ·°�¬���¯ «  �� ��ò �¸ ¬�È ��« ° ³¬³µ� ¯ �´³ Ø �¸ ß» «¹�¬°�¸ » «���²³ ³º�« ³��° �¸¯«�¸ ¬°��® �»� ��´È» ¯ «�º�« ¬«¹ » �����´³»����®²��«���® �Ù

%
� Ç��´³º�« ����¯�´�·

ε
·°�¬��� �³»�ò¬°�¯ «  »³¯� ¯ �´³ �¯ « ¬Ø ³ ¬«�µ«� °µ�«ò³� ô �´³¯ «�¬´ »��´³º�« ����¯�´�·

ε
³´�°�¯ �� °� �³¯³�Ø �³�����¸ « »È�® �³��¸ ��® ¬�³�È» ¬Ø »���æ«� » «¹�¬°� � Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ´��ò� � ´³ ô ò�
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¶w����w ä pqr ¸il�n� mj~i} w�� � �wtw} m~tk
ε
x�w �wxwli�� j� �vmn u ¸ ¹ºo� p ¸ xtk|�m� nyé�k}l�m �tumxj~wz �yly zil�n� kuijnwlm } m~yx� lw�z ��njum� z �wti|yxly��� ½} wnji} w��uw�� �{kln�� ylwvk ½ä po÷ ¾¾ � z ~tum��m� ny�k}l�m � zil�n� kuijnwlm } m~yx� lw�}l�m� jui�� nzwxtwé~�z ½} �l�} w��uw�� � {kln�� ylwvk ½ä poä¾¾ � lw~y} �wj~ z �uzwt~m� � }m~yx� nytm�w�i� l� ½y�wt~�y t�zlwl�m ½ä poo¾¾ pÉ��È´ �°»� ¬� È ��«

ε
Þ ¯ ��¸» �» «���² �

ε
Þ ¯ ��¸¯ ��»� ��´È»

ε
Þ �³�����¸ �õËâ Ù ���Ù Ù ���� Ù �¼ÙÓÔâÊ Fñ Ù �¼ �� Ù �¼ �Õ Ù ���¼½Ô¦Ý Ù��Ó¡ Ù ���� Ù �ÓÙ�Öâ½±ª Ù ��¡� Ù ��¡¾ Ù �¼Ó �ÖÔñ FÔ Ù ���¡ Ù ��Ü� Ù �Ó �ÙÖ½ñªËöâñ Ù ��¡Ù Ù ��Õ� Ù �¼ÜÓÖ½ªõÖ Ù �¼ �¼ Ù �¼Ù¼ Ù �¼Õ�ÊÖÉ± Ù �¼�� Ù �¼Ü¾ Ù �Ó¾Ù
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¾Õ� � å ��°� ¬´�» «³��® » ´�¸ ����� µ� �ó »�«�� ô«ò �³ �³ °«���«· ¬°���²È» �°�¬³»��® ÷ �� ��ò �¸ ¬� È ��«	 � �³¬°�°�²È�� ��´� ³��°��°���³»� °�«· �¬´�¯ ��¸ «   �� ��ò �²³ �³�· ³  °«�� «� ô  «� ³µ¬��»·¸ � ¬«¹ «¬´³´��®�Èò«� �³¯ «¹ °� ³´�°�¯ ��¯ « »�«��¯ «� Ç ����� ´�¸  ³�³�³ �È»«�ò �¬´�¯ �ß�¸ « ����¯�´�·
ε
»  »È�® ��°��� ���® ô ´° � ² � ³ ��² �³º× �°�¬³»� ¯ «¹ °� °¯ «�ß�¯ « ��� µ� �� » «¹�¬°� « ¯«�¸ ¬°� ³  º�� «�²³ �°�¬· �³¯ «¹ °� °¯ «��¯ « � Ô ��°�¬� �³¯ «¹ °� ¬�³��¯ « µ� ��   �·ò¬°� »�¬´Ø�«�� «�°��°� ´� ��¸ � ��³»� °Ø�� ³ °¯«�¸ ¬°�«� »��´³º�« ����¯�´�·

ε
� Ý³ò� ´³ ¬·²��³»�× �³«��°³º× �³°»�ò�«�» ��°�¬° �³º�« µ�� °«�¸ »���á³»���® ¯³ ��« ô » �´È���® ¬�³� ��� « �°�¬ ¯ «¹ °�¬�³��¯ « ¬Ø ³  ¬«�µ«� °���ò� �

ú Kû K� PIS� �NL ÿSNR�� �QÿSX���NW �N
½³��¸ �¯ ���¯ �´�¯ ô �´È�� ���ò� »�°��°�× °  ���® �¯�«���°��® ¸ �¬´ �³°� �� �°�¬È» »��°��«»�«� � Ç ´��«¯ ��°��� �· ¯�¯�  ³ �°�«�«� ° �¬´�¯³»�«�¯¶·��¸ « ô �´È��¸ ��²·¯ �´�¯ ¸ �¬´ ��°� °«� � �°�¬· � ±µ� ·°�¬��× ���«´��°Ø ô °�¯�«¹´Ø� ³¬´�× ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ô ���ò� ¯ ³ ��³»�× � ³¬«� �� �³°� ��  �¯�«ß���°� ��°�° ³ �³» «� «³  ³µ��Ø ¶·��¸ ¹ ���«´��°Ø �±��«°� ¬´�·�´·�� �°�¬È» ¯ «¹ °�´��¬����¸ ��® µ� �� ¸ ·ò ¬°��³�³ µ� �� 
¾�� ô¬´�³» «Ø� � � ¸ � � ° ² �È»��® ���È» µ� �»�°��® �³°���»�  ³�´³�¬�«�¸ 
Ü¼� ÷² °«�°�¯ «�¬°�°³³ ³µ¬°��Ø �«¬´¹ ³ ³º«�È» �«´���´·�³»��® � ´� ´�¯ �´	 � à³´��®�°�¬· � �³ ¬«¹ °���³�³³»�× �«��� � ³¬´��« ¶·��¸ « ô �´È�� ° �«�¯ �·´³�È»  ³µ�°� ³�«ß

ÜÙ



¬·¸ Ø  �� ³ �³» «� �¸ Ø�� �³°� �� ³» « �°�¬È» »��°��«»�«� � É°�°�²È�«� �³�·����¬Ø Þ ¶·��¸ � �³°�«Ø²«¹´�²³ ��¬�³�¬� ô ¶·��¸ � Ç�«´� � « ¶·��¸ � Ý «´´�²ßö�	 ��� 
¾�� �
*� �� » ««�¸ ¬°�¸ �����ô »�¯ �²�«� ¬´�» «�� �³¬´��« ¶·���¸ �¸ ¬Ø ¬� ���á�°� Þ
÷�	 �³°� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� �°�¬È» »��°��«»�«� �³» ««� � ³¬«� �× ´��¬ß¶³�¯ �´¹ ö������ � » �³¬´��« °�¯�«¹´�¸ ô � �³� ´³
÷�	 ¶·��¸ ³�� »�¯ «��� ²¹¬´³º�« �³°� �� · » ��°�¬´�°�« ö������ � ÷��´�° » °È�÷Ü ��Ù		 �³» ««� ·¯³ò�«» «�×  ³�³�«� ´��¬¶³�¯ �´� �³» �³´�¸  ³ °¯ «��¸�°�¬³»�¸ » �³¬´��« ���«´��°�¸ �
Ê³  �·²«� °� �³ò�«� ¬·²��·¸ � ô «ò ¬�¯ � ´��¬¶³�¯ �´� ö������ � �³°� �� · �³» «� µ�×¶·��¸ Ø »�¯ «��Ø ����¯�´�·

s
� Ö³«ò�¸ ��°� ¬´�» «�¯ ´���³  »� ¬°�°²È�«� ��³¬´���°��� �« �


ÛÄ�����¦Î �©�¥ ���Û Â�� ¦��ÄA� �¥¦��Û������ E *�¬´ ´³ �¸ �°¹º�«�¸ ¬´³¬³»��» á°��� �³°� ��  �°�¬È» ¯ «¹ °�° ��°�«³»��® ô �®����´���¬´��°�  �� ��³ ��¬· Ö³«¬ß¬³� ô  �� »°³��¯
ψ(t) =

1

〈t〉e
−t/〈t〉,

÷Ü ��¾	
² °«� 〈t〉 ¸ �¬´ º�� «¯ �°�¬�¯ ¯ «¹ °�° ��°�«³»�¯ � Ç °¯ «��¸ ö������ � �³°� �� ´� ��°�¸¯·¸ � �³¬´�×

ψ̃(s) =
1

〈t〉 s+ 1
.

÷Ü ��Õ	
Ö�°��³¯«¸¯�ô «ò ¸ �¬´ ´³ ¸ � �� ��°��� �� �³°� �� · �«Ø² ��²³ ô  �� �´È��²³

ψ1(t) =

ψ(t)
ô � ��³«�°� µ �Ø °�«� �³¬³»� » �°�¬«� �«Ø² ��¯ ¸ �¬´ ��³ ��¬�¯ Ý���³»� � Ö³ß«�»�ò �³°� ��  ��¬�³��¸ ��� ¬�®����´���°³»�� ¸ �¬´ ¸ � �¯ ����¯�´��¯ ô °�´�¯�¸ ��³¬´¬°�¯ ¬�³¬³µ�¯ ¸ �²³ �¬´�¯ ��¸ « ¸ �¬´ ¯ �´³ � ¯³¯�´³»� ô �°��« ·ò��«� �¬´�ß¯ �´³�� º�� «�¸ �

ò���AÎ � �� �ÛÄ�����¦Î �©�¥ ���Û Â�� ¦��ÄA� �¥¦��Û������ C �°��« » �³¬´��«»�ò³�¸ ¬·¯�  »È�® �³°� �� È» ��¬�³��¸ ����® � õ�� °«�¸ ����«¬´��°� ô � °���°�¯¯³ò�«»�  ³ ���«´��°�²³ �³´���´³»�«� ¸ �¬´ ¯ ³ ��³»�«� �³°� �� · �°�¬È» »��°�ß� «»�«� �³��°�° �³°� ��  µ¹ Ø�� »�ò³Ø ¬·¯Ø  »È�® �³°� �� È»  ���® »°³��¯÷Ü ��¾	 � Ë³°� ��  ´��« ¯ � �³¬´�×
ψ(t) =

w

τ1
e−t/τ1 +

1− w

τ2
e−t/τ2 ,

÷Ü ���	
² °«�

0 ≤ w ≤ 1
¸ �¬´ »�²Ø ô �

τ1
«
τ2
�°Ø¬´�³»�¯ « �°�¬�¯ « �����¬��¸ « � Ç °¯ «��¸ö������ � �³°� ��  ´� ��°�¸¯·¸ � �³¬´�×

ψ̃(s) =
w

1 + sτ1
+

1− w

1 + sτ2
.

÷Ü ��¡	
Ü�



Ö³»�ò¬°� �³°� ��  �³¬«� � ´�°� ����¯ �´��ô �´È�� ���ò� »�°��°�× ¯�´³ Ø  ³��¬³ß»�«� ÷á´³»�«�	 �³°� �� ·  ³ ®«¬´³²��¯· �¯�«���°�²³ � ±µ� ·°²³ «× ´³ á´³»�ß«� ° »�«�«�¯ ³´�°�¯ ��¯  �� � ³¸ � ��°�²³ �³°� �� · ��¬�³��¸ ���²³ ô � ��°� �» ¬°�¬´�«¯ °¯«�¸ ¬°�× �«�°µ ¹  ³��¬³»�»���® ����¯�´�È» ° ´�°��® ÷
w, τ1, τ2

	  ³ »È�® ÷
τ1, τ2

	 ô �³�°�¬´�¯ ° ��³¬´�¸ °���ò³º�«
〈t〉 = wτ1 + (1− w)τ2.

÷Ü �¼Ù	
à°«¹�« ´�¯· ô °�¸ Ø� ¸ ·ò º�� « �°�¬ 〈t〉 ÷³µ�«�°³� °  ���® �¯�«���°��® ¸ ��³ º�� ß«� ���´¯ �´��°� » ¬°�¬´�«�® �°�¬È» ¯ «¹ °�´��¬����¸ ��® 	 ¯³ò�¯� ·°�¬��× � �»�²¹

w
¸ ��³ ¶·��¸ ¹

τ1
«
τ2
� Ç�µÈ�  »È�® ° ´�°��®  ³��¬³»�»���® ����¯ �´�È»¸ �¬´ ³�°�» «º�«�  ³»³��ô ¸ � ��  ³��¬³»�»�«� ����¯ �´�È» ´�²³ ¬�¯ �²³ �³ °�¸ · «���òØ���®  ³ ´�²³ ¬�¯ �²³ ��°� °«� �· ÷³  °���  ³ «�¬�³ó�°³³º�«	 · ��´» «� °���ß°«�«� �¸ ���¬°�²³  ³��¬³»�«� ô ��°�° �³ »�µ��«� ����

τ1, τ2
»� �¸ � ¬«¹ µ�� °«�¸�´·���� �à³ �¬´�¯ ��¸ « ����¯�´�È» ·ò� ��¯ ¯�´³ � �¸¯«�¸ ¬°��® �»� ��´È» »��° ° ¯ �ß´³ Ø ³�´�¯��«°��¸ « ñ�� ����Ý�� � 
¾¡� ÷°»�Ø �È»«�ò ¯ �´³ Ø ¬�¯����¬³»Ø	 ô »«¯���¯ �´��¸ « � ³ ��¸ » �¬«Øò�� 
¾¾� � å� » °²�¹ · � µ���« »  ���® �¯�«���°��® ³´��°Ø�� ´��¬���¸ « °�»��´��® » ��¯ ��® �³¸ � ��°�¸ ¬��· � °�²��³»�¸ ¯·¬«� ��¯·°�× ô «ò »��´³º× ®«¬´³²��¯·  �� »��´³º�« �°�¬·

t = 0
«� ¸ �¬´ ¯ «��³ �¸ � � å�·»�ò�×¯ ³ò� �È»«�ò ô «ò  �� �°�¬·

t = 1
»�¬´¹�·¸ � ¬�¬´�¯ �´��°� ³ �®���«� ³  ��²·���ß³º�« » « ³�°�¸  �� �³��¸ ��® �®» «� �°�¬· ô �´È�� ¯ ³ò� µ�× �È»«�ò ¬� ³»³ ³»��°�³��Ø²��«�¯ �°�¬· ´��¬���¸ «  ³ ¸ � �¸ ¬��· � »  ���® �¯�«���°��® � Ö³«�ß»�ò �¬°´� �´ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�«�  �� ����´�»«�   �·ò¬°��® �°�¬È» «� ¸ �¬´��·�°³»�  ��  ��¯ «�« » �¸ ��È´¬°�¸ ¬���« �°�¬· ô °����¬�¯  ³��¬³»�»�«� ³µ�¸ ¹´³��°� °«� �

t ∈ [2, 100]
� � °�¬��� ����¯�´��  �� ³µ· ��³� ³³»���® �³°� �� È» ��°� ß¬´�» «� ´�µ ��� Ü �� � ñ�´³¯ «�¬´ ®«¬´³²��¯� »��° ° �¬´�¯ ³»��¯ « �³°� �� �¯ « �³��°�³� ��¬·�· Ü �Ü �

¶w����w ä po r ¸il�n� mj~i} w�� � �wtw} m~t�z tyun vwx�z }yxm�k� ��i�� tyun vwx �uwj�z zié�umn�zwl�w x�w �wxwli�� j� �vmn u ¸ ¹ºo� p ¸ xtk|�m� ny�k}l�m uw} �mju�uyly �tmxl� �uwj} ��xui~twljwn�i�li k¿izwli z tyun vwxu�m ½ä poö¾ � z ~tum��m� � �uzwt~m� ny�k}l�m ulw� xk� �j�� �u�j~nyzm �uwji tm�wnjw�� �
τ1

�
τ2

tyun vwxk � yxz��l�m mnj� ylml�� w�lm|y ½ä po�¾ � lw~yé} �wj~ z ny�k}l�m ���~m� zw|w
w
pÉ��È´ �°»� ¬�È ��« 〈t〉 τ1 τ2 wõËâ �Ù¡ ��Õ� ���Õ �� �Õ¡ �Ó¼� Ù �Ó �ÜÔâÊ Fñ �Ü �Ù¾Ó �� ��¡� �¼Õ �¡Õ¾ Ù �Ó��½Ô¦Ý ¼Ù �¼ �� ¾ �� �¡ Õ� ���� Ù �¾Ó �Öâ½±ª ÜÜ ���� ¡ ���� �Ù� �¼ÙÓ Ù �Ó¡¡ÖÔñ FÔ Ó¡ �ÙÕ� � ���¡ ÕÜ �Ü�Ó Ù �¼¡ÕÖ½ñªËöâñ Ó� �Ü¡¾ ¡ �Ù�� Õ¾ �Ó¼ � Ù �ÜÙ�Ö½ªõÖ �¾ ��¾¾ ¾ �Õ�Ù ÜÙ �¾� � Ù �ÜÜÜÊÖÉ± ¼Ó �¡Õ¡ � �ÙÓ� ¾¾ �Õ �Ó Ù �ÜÓ �

Ü�



Ç��´³ °» �È �«× ·»�²¹ ô ò� °µ�«ò³�  ³ ��°� ¬´�» «³��® » ´�µ ��« Ü �� »��´³º�« º�� ß«� �°�¬È» ¯ «¹ °�´��¬����¸ ��® ³´�°�¯ �³ » ����� 
Ó��  �� �«��· ¬� È ��� ³´³»�ß��® � ñ� Éâ 6 » ��´��® �¡¡Üß �¡¡� �
à�·²Ø ³µ¬��»��¸ Ø ô �´È�Ø ¯³ò�¯� �³�°�«× ¸ �¬´ �³° °«���«� ¬��� �°�¬³»��® ô ² �ò�¬´�¯ �´�

τ1
«
τ2
�Èò«Ø ¬«¹ ³ �°Ø  » «���³º�« � Ö³°»��� ´³ ´���´³»�× ¸ � ¸ ��³ �°Ø¬´�³»��°�¬� �����¬��¸ « �  »È�® �Èò��® ¬�����® �

ñ� ��¬·�· Ü �Ü » « ³�°� ¸ �¬´ » ¬���« � È �ß�³²���´¯ «�°�¸ ô «�» «��� «� ¬�¬´�¯ �ß´��°� ³ ¬´¹�¬´»³ ��°�» « �»�ó ´�³��´��°��® ô ³�«¬���® �³°� �� �¯ �³ »È¸ «� ��¬ß� ³��¸ ���¯ ô ³   ���® �¯�«���°��® � Ý «¯ ³ ô «ò � �¬°´� �´ ¶·��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�« ÷»���ò³�¸ » °³��¯ ÷Ü ��Ù		 ¯� »� ��» ´��¬¶³�¯ �´� ö������ � �³°� �� · ô°���ò� ³  »��´³º�« �³°� �� ·  �� » ¬°�¬´�«�® �°�¬È» ¯ «¹ °�´��¬����¸ ��® ô ´³ ¯³ò���°��·¬°�°�× ô «ò �³�� » ¬� ³¯«��²³ ³ ¬´¹�¬´»� » �³°� �� °«�  ��   �·ò¬°��® �°�¬È»¯ � ¬´³¬·�³»³ «�» «���« »� ��» � �Èò«�� � ³¯ «¹ °� ´�³��´��°Ø « �¯�«���°Ø ¶·�ß�¸ Ø �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«   �� ��È´�«�® �°�¬È» �
� §�� Ä��ÄAÁ �Å��¤����©�ì¤¥ Î ÏD � Ä�¥Ä§Û �� �� @��¤�¦Î � ����Á Ú��� �����A������ ����� ��¥��è §����§¥¦��¥¦¨ �����D��¥¦¨ ¤���©� � �¤���¥¦��Ã

@Ï�Û¦Î Ã �Ï§�Û���©�¦Î � ��Ú�Û�ì¦� ¦��¥E ò��A������ §� Ä§���� � Î ���� � ��Î B��D���Î Ä�¥¦¨ �©�¤��§A� �����Î Ä��Î ���¦¥E

ú Kû K �UW�ÿ� N NUVI�IHX �Nÿ� � GH�L�I�ÿ �
Ç���³»� °�¯� ´���° °�¯�«¹´� ¶³�¯· �� � ·³�¯ ³»�Ø ¶·��¸ ¹ �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« ô ��°�¸¯·¸ Ø� �³°� �� � �°�¬È» »��°��«»�«� » �³¬´��«��® ÷Ü ��¾	 « ÷Ü ���	 °���³ß� ³³»���® » �³��°� «¯ �³ �³° °«��� Ü �¾ �� �
Ç¬´�» «�¸ Ø� �È»�«� ÷Ü ��Õ	  ³ ÷Ü ��Ù	 ô  ³�³·¸ �¯� ³ » �³´�¸ ´��¬¶³�¯ �´� ö�ß����� � ·°�¬�·¸ Ø�

C n(t) = δ(t)− 2ε

〈t〉e
−(1+ε)t/〈t〉.

÷Ü �¼ �	
*�� �³��°� «³ ô   �� ¬´��¸ ³���°³»��²³ ¯³ ��· Ý³´��³ « Ý�¬³�«���� ���ò� ·°·ß� � �«× �³»�ò¬°� �È»�«� ³ �°�«�

µ2
1/µ2

��°�   �·²«¯ ¬� �� «�«�¯ �³ ���»�¸¬´�³«� �È»�«� �
à �� � ³ »È¸ «� ��¬�³�¬¸ ���²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�«� ¯ ³ò�¯� �³ ß¬´�» «× ÷Ü ��¡	  ³ ÷Ü ��Ù	 ô �³ ��³»� °«  ³

C n(t) = δ(t)− 2ε
(

A1e
−ν1t + A2e

−ν2t
)

,
÷Ü �¼�	

7î��� &� �(����� ��9���$(��' ���#� î�# ���( �&� -( ��-?��9� ¥ 9�� ; � �� ,��� �&���& #î�#�� Ä��(! 3
Ü¼



² °«�
ωj = 1/τj, j = 1, 2,

υ = w ω1 + (1− w) ω2,

ν1,2 =
1

2

[

ω1 + ω2 + ευ ±
√

(ω1 + ω2 + ευ)2 − 4ω1ω2(1 + ε)

]

,

Aj = (−1)jω1ω2
1− νjυ

ν1 − ν2
, j = 1, 2.

÷Ü �¼¼	
Ç��´³º�« » ¬� È ��°�«�È»

1/ν1, 1/ν2, A1, A2
¶·��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ³���º�³ß�¸ �È»�«�¯ ÷Ü �¼�	  �� ����¯�´�È» ·°�¬����® ¯ �´³ �¯ « ³�«¬��¯ « » �³ �³°ß °«� ���® Ü �¾ �� « Ü �¾ �� » ��° ° »��´³º�«Ø » ¬� È ��°�«��

µ2
1/µ2

ô ��°� ¬´�» «³³ » ´�µ��«Ü �¼ �
¶w����w ä pÃ r ¸wt~y��� �wtw} m~t�z

1/ν1
�
1/ν2

�
A1

�
A2

� ~mytm~i�ulm� {kln�� � wk~ynytm�w�� ��t�xny��� y��jwlm� t�zlwl�m} ½ä pÃo¾ y�} �k �wxwli�� j� �vmn z��yxu��i�� z jn vwx �lxmnjk¸ ¹ºo� p swtw} m~ti ziulw�uyly zmx vk| zuyt�z ½ä pÃÃ¾ � �wuk� �� lw mj~i} yzwli�� �wtwé} m~tw�� � n~�ti�� zwt~y��� � yxwly z ~w� m�w�� ä pq ½} m~yxw lw�z ��njum� z �wti|yxly���¾ �ä po p ¸ yj~w~l�m� ny�k}l�m � yxwly t�zl�m¿ zwt~y�æ z j� �v�uill�nw
µ21/µ2

zij~��k� ��m|y zj~w�� ylwtiuyzwli} }yxm�k ìyl~mty � ì wjy���mtw ½÷ pÃo¾ pÉ��È´ �°»� ¬�È ��«
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¦,8C5D21 05/ ?9.6C 3 / 5>E 85-.D0,uG <, 76=A9./ 82 9501 <.01 =81:>=/ .21 C 65B2 5<@ 2,7.-= ,?9:1C50.A, C ?,?68.7092 6,87895-. w<81-9 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,B>6,>,CEz 3 ,?9.65/ E<.A, :9F 05 85J,D.095<@ -.DE<1<@ = ?,7:;5C C165D.095 w�H�z H�>,0:;6==/21 6,8> J57 ;68.<@ 05:;F?=/ E<1<@ ?, :,49. 82 950 <.01H �681 85 J,D.09=

85-.D0,u<9 7C�<@ >,-./ 01<@ :>,>�C 750./ C165D.09.2 wx H�z 3 ,;6812=/ F
h(rn, rn−1, rn−2) = h(rn | rn−1, rn−2) h(rn−1, rn−2) =

= h(rn | rn−1) h(rn−1, rn−2) = h(rn | rn−1) h(rn−1 | rn−2)h(rn−2) =

= [(1− ε)h(rn) + ε δ(rn + rn−1)] [(1− ε)h(rn−1) + ε δ(rn−1 + rn−2)]h(rn−2) =

=
[

(1− ε)2h(rn)h(rn−1) + (1− ε) ε h(rn)δ(rn−1 + rn−2)+

+(1− ε) ε δ(rn + rn−1)h(rn−1) + ε2 δ(rn + rn−1)δ(rn−1 + rn−2)
]

h(rn−2). wy H�z
t5=C5D213 D. 9:;09.09. ?52 9F<9 / .70,>6,>,C./ 8,:;5 J, C1>,681:;50. C 76=A92 C 9.6B:8= 3 A789. 6,8> J57 C56=0>,C1 h(rn | rn−1, rn−2)

8,:;5 J 85:;E?9,01 ?68.8 =?6,:8<8,01
6,8> J57 C56=0>,C1 h(rn | rn−1)

H
y§



�1:?,0=/ E< ?,C1D:812 6,8> J57.2 ;6�/ .-.2 .0;,C12 3 2,D.21 / =D 87.¤09,C5GAF:;,uG 6,8> J57= <, 76=A9.A, :>,>= ¨
h2(rn, rn−2)

h2(rn, rn−2) =

∞
∫

−∞

drn−1h(rn, rn−1, rn−2),
wy H�z

� -5 6,8> J57=
h(rn, rn−1, rn−2)

750.A, C8,6.2 wy H�z C165D.09. wy H�z :?6,C5785 :9F7, ? ,:;5<9

h2(rn, rn−2) =
[

(1− ε)2h(rn) + (1− ε) ε h(rn)+

+(1− ε) ε h(−rn) + ε2 δ(rn − rn−2)
]

h(rn−2) =

= (1− ε2)h(rn)h(rn−2) + ε2 δ(rn − rn−2)h(rn−2).
wy H©z

�,C1D:8E 85-.D0,uG ?68.:;5C 952 C ?,:;5<9 C1>6.:= w?5;68 61:=0.> y H©z 3 505-,A9<8B09. 7, C1>6.:= 05 61:=0>= x H© H },D05 85=C5D1G 3 D. V� UT�L�`a ª« c¬ �S]���V�
]M U\� b TSLZ V S�® Y¯ ��TYLMY¯ L� �MP[L\[ « c° W�VT\Z]LMY¯ w795A,05-9 9 50B
;1795A,05-9z H �,057;, 3 8 6�C05095 wy H©z 2,D05 J5;C, 7,C 9.uG w505-,A9<809. 7, C1B?6,C578.095 C 8,6= wx H��zz 3 D. C 6525<@ 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE >,6.-5</ 5<, 76=A9./ 82 9501 <.01 ?68149.65 ?,:;5G

〈 rn rn−2〉
µ2

= ε2,
wy H�z

5 C 9F< 09. 809>5 3 C ?68.<9C 9.v:;C 9. 7, ;.A, <, C109>5 8 7501<@ .2?961<801<@ H t5;.2 3
W�VT� OSM��LO� N �STU[ V W�NOXYOZ b TSL�\��\��Z PZ LOT�MP]��YV�b ZYT S��WOP[ S�LMY¯ TNWO�MYVLMY¯ c
¥.0,2.0,-,A9<805 505-985 61:=0>= y H� 3 505-,A9<805 7, ?68.7:;5C 9,0./ C 6,8B7895-. x H�3 7,?=:8<85 05:;F?=/ E<. 3 K,62 5-0. =,A�-09.09. C165D.095 wy H©z 3 ,7;C5685B/ E<. w/ 5> 8,45<8121z 9:;09.09. 795A,05-9 9 50;1795A,05-9

h2(rn, rn−2) =(1− 2ζ)h(rn)h(rn−2) + ζ δ(rn − rn−2)h(rn−2)+

+ ζ δ(rn + rn−2)h(rn−2).

wy Hxz

� <.-= =81:>5095 K,62 5-0./ 8A,70,u<9 ?5652.;6=
ε2
8 6�C05095 wy H©z 8 ?5652 .;6.2 ζ8 6�C05095 wy Hxz C1:;56<81 ?, ?6,:;= ? , J,D1G ζ = ε2
H � -5;.A, 3 05 6589. ?,8,:;5/ .21

?681 ,A�-09./ :812 :K,62= J,C509= 3 <81-9 C165D.09= wy Hxz H�? ,68E78521 ;.658 C1>6.: 505-98,C50./ 85-.D0,u<9 4 F7E<1 ,7?,C 9.709>9.2 C1B>6.:�C 05 61:=0>5<@ x H© 9 y H© H �,:;=-,C505 ?68.8 C165D.09. wy Hxz ? ,:;5G 85-.D0,u<9<, 76=A9./ 82 9501 <.01 ?68.7:;5C 9,05 / .:; 05 61:=0>= y H� H� 975G 3 D. 6�C0509. wy Hxz ,7;C5685 856�C0, 79A,05-F ?68.C 971C50E / =D C<8.u09./6�C0509.2 wy H©z / 5> 6�C09.D 50;1795A,05-F 3 >;�6./ 465>,C5J, 05 61:=0>= y H© H ¥5>;
±²³´µ¶·¶¸¹º »¼´½¾¿

h
³¸À¹¶¸¹Á½Â ÃÄº´³Å¶¼ ¼ Æ¹¾ÇÀÈ³Æ½ ÃÄº´³Å¶¼ É¾¹ÆÊ³É³Ê³Ë¼½Ìº´Æ¹ Í Æ È´Î¾µ¶·¹¾ÃÇÂ ½À´µ Ëµ Áµ È³»½Ï ÀµÂ ¼ Í Æµº´ÄÉÇÏ ¿¶µÂ ¼ Ë½¸É³Å¾½ÊÀ¼³ É³ º³Ë¼½ ¸Â ¼¹À¹Â ¼ ¶½Àµ ÐÆ È³»½Ï À³Å¶¼³ÊÆ¾³´À½Ï Ê³ ¶·¾³À³»³Ã¼¶¸À½Ï Í Ï ½Ñ½»¼ Ëµ Á³ ´³ ¼º´³´À½Ò Ó ÔÇ´¹Ï ÊÆ¹ ¹¾ÃÇÂ ½À´µ ÕÇÀÈ¶Ï ¼ À ¼½ º¿ È³»½Ï ÀµÂ ¼¸Â ¼¹À¹Â ¼ ¶½ÀµÍ Æ ¼Ä¶ ¹Ëµ ÇÀ¼ÈÀ¿Ö È³À×¼È´Ç ³¸À¹¶¸½Ì ÆÉ¾³Æ¹Ê¸¹Â À³Æ¿ ÕÇÀÈ¶Ï Ä

h2
Ó

y �



;.0 / .:; :? ,C,7,C501 ?,/ 5C 9.09.2 :9F C C165D.09= wy Hxz :> J5709>5 85C 9.65/ E<.A,
δ(rn + rn−2)

H �> J5709> ;.0 ,7?,C 9575 :1;=5</ 9 3 A71 5>;=5-01 :>,> rn 3 2 5 8C 6,;?68.<9C01 7, ?68.7,:;5;09.A, rn−2

3 5-. 97.0;1<80E 7 J=A,uG H

� ���Ø Ù� �Ú �ÛÜ� Ý��Þ�ÛÜ Ý ����� � �ßàá������ 
âTãäT]MYVLT [VåPåSLOTLOT æMäå�TLOå ª« cç æMLO\å V �åäSVOTb PVYVT_® QãæTb
åLåUOVM NTY¯åLOVN[ �OS^åP\ �ã[LYT æ P]ãP[L\[ Sã WäVTWäãæåSVãLTb æ
äãVSVOåUT ç c° c �,C 65<5/ E< 7, C :?,209501<@ 6,8C5D5v 3 6,8C 9/ 521 852 9.:8<8,01;52 ?,7?=0>; w5z H
�68.C 971C5-9u21 ;52 3 D. ? , ?,/ 5C 9.09= :9F C1>,050./ ,K.6;1 >=?05 3 >,-./ 01w76=A9z :>,> <.013 C1C, J501 ;.A, ;1?= ,K.6;E 3 4 F789. 7,75;09 9 0 9.85-.D01 ,7 ?,B?68.709.A, H ~ 9. 90;.6.:,C5 J, 05: / .705> <81 05:;F?=/ E<1 ?, 092 w;68.<9z :>,> <.0185-.D1 ,7 >;�6.A,>,-C 9.> 8 ? ,?68.785/ E<1<@ H t5=C5D213 D. C ;./ :1;=5</ 9 -.C5 >65B

CF7è 497B5:> :?6.57= ?,8,:;5 J5 09.82 9.09,05 H t5;.2 3 => J57 C<9ED ?68.<@,C=/ . ?5B2 9FG , ?68.7,:;5;09./ 82 9509. <.01H ¢05-,A9<809. 7, 6,8C5D5v ?68.7:;5C 9,01<@ / =D C?,76,87895-. x H� 3 ? , C1>,0509= ? ,/ .710<8.A, 3 <5 J>,C 9<9. 09.85-.D0.A, :>,>= 3 8 09.B809>5/ E<12 ?65C7,?,7,49.v:;C.2 3 <.05 ?,C 6� <9 7, -.C./ >65CF789 497B5:> :?6.7= 3? ,>5850.A, 05 61:=0>= x H�< H
t5=C5D213 D. C :? ,209501 09.85-.D01 w76=A9z :>,> 4F789. 09.=/ .201H � 7,B

75;>= 3 541 85-.D0,uG <, 76=A9./ 82 9501 <.01 2,D05 41 J, ?6814-9D1G ?68.8
δ(rn +

rn−2)
3 :>,> ;.0 ?,C 909.0 41G 09.C 9.->9./ 7 J=A,u<9 H |.705> 3 541 85-.D0,u<9 :>,>�C C?565<@ w
rn, rn−1

z 9 w
rn−1, rn−2

z 41 J1 97.0;1<80. 3 2=:921 ?681/ EG 3 9D u6,7>,C13 09.85B-.D01 :>,>
rn−1

3 05:;F?=/ E<1 ? ,2 9F781 7C,2 5 :>,6.-,C5012 9 =/ .209. 3 / .:; -,:,C5018 6,8> J57=
h(rn−1)

H
¦,8C5D5095 ?68.7:;5C 9,0. C 0909./ :812 ?,76,87895-. y H� :;50,C 9E 85:5709<8E2 ,;1C5</ F 7, :>,0:;6=,C5095 ?68.8. 209. ,61A905-0.A, 2,7.-= 3 C >;�612 >,-./ 01:>,> <.01 / .:; 85-.D01 ,7 7C�<@ ?,?68.785/ E<1<@ A, 82 950 <.01H },7.- ;5>9 >,0B:;6==/ F ? ,?68.8 ?,7509. AF:;,u<9 ?65C7,?,7,49.v:;C5 ;68.<@ >,-./ 01<@ :>,>�C <.0 3?681 85 J,D.09= 09.85-.D0,u<9 <85:�C C1<8.>9C5095 H �,:;5G ;./ AF:;,u<9 ?68.7:;5C 952

C 05:;F?012 ?,76,87895-. H

y�
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d e� � q !"mn l ohpqrs

�68.<@,78921 ;.658 7, :>,0:;6=,C5095 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE H �681? ,B209/21 05/ ?9.6C / 5> C1A-E75 85-.D0,uG ;68.<@ >,-./ 01<@ :>,>�C C 652 5<@ 2,7.-=8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 ,?56;E 05 6�C0509= wx H�z H � ;12 <.-= C1:;56<81 ?68.?9:5G6�C0509. wy H�z 3 852 9.095/ E< w7-5 =?6,:8<8.095z 82 9.00. wrn, rn−1, rn−2

z 05 w
r3, r2, r1

z
,658 ?,789.-9G / . ,4=:;6,009. ?68.8

h(r1)

h(r3, r2 | r1) = (1− ε)2h(r3)h(r2) + ε2 δ(r3 + r2)δ(r2 + r1)

+(1− ε) ε δ(r3 + r2)h(r2) + (1− ε) ε h(r3)δ(r2 + r1).
wy Hyz

�;6812505 C ;.0 :?,:�4 AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 C56=0>,C.A, 7C�<@ >,-./ B01<@ :>,>�C r3, r2 3 ? ,7 C56=0>9.2 :>,>= / . ? ,?68.785/ E<.A, r1 3 :> J575 :9F 8 C5D,0./:=21 <8;.6.<@ .-.2 .0;�C H +5D71 8 09<@ ,?9:=/ . 900E :1;=5</ F H +,-./ 0, £

• :> J5709> 85C 9.65/ E<1 9-, <810 AF:;,u<9 h(r3)h(r2) ,7?,C 9575 85 7C5 09.85-.D0.:>,>9
r2
9
r3
3

• 76=A9 :> J5709> 85C 9.65/ E<1 δ(r3+ r2)δ(r2+ r1)
,?9:=/ . ?681?57.> ?,C;�68.095?68.8 :>,>

r2
:>,>=

r1
8 ?68.<9C012 8C6,;.2 3 ? , <812 ?,C;�68.095 ?68.8:>,>

r3
:>,>=

r2
6�C09.D 8. 82 950E 8C 6,;= 3

• :> J5709> 85C 9.65/ E<1 9-, <810 δ(r3+r2)h(r2) ,7?,C 9575 85 C1>,0509. 09.85-.DB0.A, :>,>=
r2
3 5 05:;F?09. ? ,C;�68.09. ?68.8 :>,> r3 :>,>= r2 8 ?68.<9C0128C6,;.2 3

• ,:;5;09 :> J5709> 85C 9.65/ E<1 9-, <810 h(r3)δ(r2+r1) ,?,C 9575 85 ?681?57.> ?,BC;�68.095 ?68.8 :>,> r2 :>,>= r1 8. 82 9.09,012 8C6,;.2 3 ? , <812 C1>,0509509.85-.D0.A, :>,>=
r3
H

|5> ? ,>5850, C ?,?68.7092 ?,76,87895-. 3 85 J,D.095 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,B>6,>,CE :E 09.C1:;56<85/ E<. 7, ,?9:= 85-.D0,u<9 ;68.<@ >,-./ 01<@ :>,>�C H } 950,C 9B<9. 3 ? ,:;=-,C505 C 6�C0509= wy Hxz K.0,2.0,-,A9<805 ?,:;5G 85-.D0,u<9 <, 76=A9.A,:>,>= 3 C :?56;5 56A=2.0;.2 C1C,78E<12 :9F 8 505-981 497B5:> :?6.57= 3 85C 9.65 J5:> J5709> ?6,? ,6</ ,05-01 7,
δ(r3+r1)

w<81-9
δ(rn+rn−2)

C165D,01 C. C :?,209501<@?,C1D./ 0,C1<@ ,805<8.095<@z 5 465>=/ E<1 C C165D.09= wy Hyz H t5;.2 3 C 0,C12 36,8C 9/ 5012 ;=;5/ 2,7.-= AF:;,uG C56=0>,C5 h(r3, r2 | r1)
?,C 9005 3 7,75;>,C, C:;,:=0>= 7, wy Hyz 3 ? ,:9575G

• :> J5709> 85C 9.65/ E<1 9-, <810 δ(r3+r1)h(r2) ,7?,C 9.7895-01 85 C1>,0509. 09.B85-.D0.A, :>,>=
r2
3 5 05:;F?09. ?,C;�68.09. ?68.8 :>,> r3 :>,>= r1 8 ?68.<9C B012 8C6,;.2 H

y#



I.658 2 ,D05 / =D 85?6,?,0,C5G 05:;F?=/ E<E 3 456789./ ,A�-0E ? ,:;5G AF:;,u<9 ?65CB7,?,7,49.v:;C5 C56=0>,C.A, ;68.<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 £

h(r3, r2 | r1) = (1− 2ε)h(r3)h(r2) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1) +

+(ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2) + (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3) +

+ζδ(r3 + r1)h(r2),
wy H#z

A789. 7-5
ζ = ε2

76=A9 3 ;68.<9 9 <8C56;1 :> J5709> ,7;C5685/ E :C,/ . ,7?,C 9.709>9
C C165D.09= wy Hyz 3 05;,2 95:; ?9E;1 :> J5709 8,:;5 J 7,7501 >,:8;.2 C5A9 :> J5709>5?9.6C :8.A, H�<81C 9u<9. 3 2 0,DE< 6�C0509. wy H#z ?68.8 h(r1) ,;6812=/ .21 JE<80E ;6�/ :>,>,CEAF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 w;68.<@ 82 9.001<@z

h(r3, r2, r1) = (1− 2ε)h(r3)h(r2)h(r1) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1) +

+(ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1) + (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) +

+ζδ(r3 + r1)h(r2)h(r1).
wy H$z

�5A9 C 6�C05095<@ wy H#z 9 wy H$z 8,:;5 J1 ;5> 7,4650. 3 D.41 0,C1 2,7.- 41 J 8A,7018 ?,?68.7092 3 / .70,>6,>,C12 C ;5>92 :.0:9. 3 541 7-5 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01,7;C5685 J 85-.D0,uG wx H�z H },D05 ;, :?65C789G ,4-9<85/ E< 05 ?,7:;5C 9. wy H$z 3 05:;FB?=/ E<. 3 JE<80. 7C=:>,>,C. AF:;,u<9 ?65C7,?,7,49.v:;C5 w7C�<@ 82 9.001<@z

h(r2, r1) =

∞
∫

−∞

dr3h(r3, r2, r1) = (1− ε) h(r2)h(r1) + ε δ(r2 + r1)h(r1)
wy H�z

,658

h(r3, r2) =

∞
∫

−∞

dr1h(r3, r2, r1) = (1− ε) h(r3)h(r2) + ε δ(r3 + r2)h(r2).
wy H�§z

�,057;, 3 8 wy H$z ,;6812=/ .21 85-.D0,uG <, 76=A9.A, :>,>= 750E ?68.8

h2(r3, r1) =

∞
∫

−∞

dr2h(r3, r2, r1) = (1− 2ζ) h(r3)h(r1) +

+ζ δ(r3 + r1)h(r1) + ζ δ(r3 − r1)h(r1),
wy H��z

<81 -9 7,> J5709. w/ 5> ;68.45z ? ,:;5G K.0,2 .0,-,A9<80./ 85-.D0,u<9 ,?9:50./ 6�C0509.2wy Hxz H
~5-.D1 ? ,7>6.u-9G 3 D. 8A,70,uG ,4= 2,7.-9 2 5 2 9./ :<. / .7109. 05 ?,89,2 9. 6,8B

> J57�C 7C=:>,>,C1<@ w7C�<@ 82 9.001<@z 3 <81-9 7C�<@ 05:;F?=/ E<1<@ 4 .8?,u6.709,? , :,49. :>,>�C H ~5 ?,89,2 9. ;6�/ :>,>,C12 9 85-.D0,u<9 <, 76=A9.A, :>,>= 3 2,7.- 8?52 9F<9E 7C=>6,>,CE C?6,C5785 0,CE 09.6.7=>,C5-0E / 5>,uG H � ,A�-0,u<9 3 ,805B
<85 ;, 09.6.7=>,C5-0,uG C165D.095 wy H#z 7, wy Hyz H

y$



¦.7=>,C5-0,uG K,62 5-0E 2,D05 85?.C09G 3 C?6,C5785/ E< C C165D.09= wy H$z ;68.<9 3K,62 5-01 ?5652 .;6
θ
H � ;.71 ?68149.65 ,0, ?,:;5G £

h(r3, r2, r1) =(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3)+

+ ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1) + (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)

+ (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1).

wy H��z

� 975G 3 D. 7-5
θ = 0 C165D.09. wy H��z 6.7=>=/ . :9F 7, ?,:;5<9 wy H$z H�681 6,8C 9E81C509= 2,7.-= w<81-9 C1?6,C578.09= / 5C0./ ?,:;5<9 ?6,?5A5;,65z09.84 F70. / .:; 71:?,0,C509. C / 5C0./ ?,:;5<9 C165D.09.2 05 AF:;,uG ?65C7,?,B7,49.v:;C5 ,:;5;09.A, :>,>= r3 3 ? ,7 C56=0>9.2 ?,?68.785/ E<1<@ A, 7C�<@ :>,>�C

r2, r1
3 <81 -9

h(r3 | r2, r1)
H �:?,20950E C 9.->,uG 2 ,D.21 =81:>5G 789.-E< h(r3, r2, r1)?68.8

h(r2, r1)
H |.705> 3 05?,;1>521 C�C<85: 05 >,2?-9>5</ F ;.<@09<80E 789.-.095?68.8 6,8> J57 85C 9.65/ E<1 :> J5709> ?6,?,6</ ,05-01 7, 7.-;1 � 965<5 H �89.-.09. ;5>9./ .:; 2 ,D-9C. 7, C1>,05095 3 / .705> C109> ,?6�<8 7.-; � 965<5 4 F789. 85C 9.65 J 6�C09.D7.-;1 +6,0.<>.65 H

�?6,C5785/ E< 7-5 =?6,:8<8.095 85?9:= 82 9.00.

A =

(

1− 2ε+ θ

1− ε

)

,
wy H�©z

B =

(

ζ − θ

1− ε

)

,
wy H��z

C =

(

ε− ζ

1− ε

)

,
wy H�xz

D =

(

ε− ζ

ε

)

,
wy H�yz

E =

(

ζ

ε

)

,
wy H�#z

2 ,D.21 C56=0>,CE AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 h(r3 | r2, r1) C16589G C ?,:;5<9
h(r3 | r2, r1) = (1− δr2,−r1) [Ah(r3) +Bδ(r3 + r1) + Cδ(r3 + r2)] +

+δr2,−r1 [Dh(r3) + Eδ(r3 + r2)] .
wy H�$z

|5> C 975G 3 A71 :>,> r2 = −r1
;, C C165D.09= ;12 ,4.<05 / .:; ;1 ->, <8FuG 85C56;5

C 76=A92 05C 95:9. >C5765;,C12 H ~5;,2 95:; 3 A71 r2 6= −r1
;, 2 521 7, <8109.095

;1 ->, 8 <8Fu<9E 85C56;E C ?9.6C :812 05C 95:9. >C5765;,C12 H�,?65C0,uG K,62= J1 wy H�$z 2,D05 :?65C789G 3 0? H 20,DE< / E ?68.8 h(r2, r1) <, 3>,681:;5/ E< 8 85-.D0,u<9
(1− δr2,−r1) δ(r2 + r1) = 0,

wy H��z
δr2,−r1δ(r2 + r1) = δ(r2 + r1),

wy H�§z
75/ . w/ 5> ;68.45z C109> ,?9:501 ?68.8 C165D.09. wy H��z H ¢41 =<@C1<9G 6,-F ?5652.B;6=

θ
85=C5D213 D. 7-5 θ = 0

,;6812=/ .21 2,7.- 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 05;,2 95:;? ,7:;5C 95/ E< ζ = θ = ε2
,;6812=/ .21 2,7.- 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 ,?9:501 C?,?68.7092 6,87895-. H

y�



d e% &lo "'( pks)*h)hkl k *lolm+ ,-./
� ?,76,87895-. � H� 3 6,8C5D5/ E< K,62 5-982 �I¦� 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 8C 6�B<9J.2 =C5AF 9D 09. 2 ,D05 ?, JE<81G 85-.D0,u<9E 6.>=6.0<1/ 0E ,:;6.A, ?6,?5A5;,65
Qn (X, t)

8 ,:;612 ?6,?5A5;,6.2
Qn−1 (X, t)

H �109>5 ;, 8 K5>;= 3 D. ?6,?5A5;,6
Qn−1 (X, t)

09. 09.:9. 90K,62 5</ 9 , ,:;5;092 :>,>= 3 ,7 >;�6.A, 85-.D1 ?68.<9.D 6,8B
> J57 >,-./ 0.A, :>,>= H � <.-= 6,8C 9E85095 ;.A, ?6,4-.2= C. C :?,2095012 ?,76,8B7895-. 8,:;5 J5 C?6,C578,05 ?,2,<09<85 3 456789./ 8 J,D,05 C 9.->,uG Qn (X, rn; t | ξ)

H
�>585 J, :9F ;, C1:;56<85/ E<. 3 5-. ;1 ->, 7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE H� ?681?57>= 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 C 9.->,uG Qn (X, rn; t | ξ)

/ .:;
C<9ED 09.C1:;56<85/ E<5 7, C?6,C578.095 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ ,?56;./ , C56=0B>,CE AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 h(rn | rn−1, rn−2)

H } 950,C 9<9. 3 ,:;61 ?6,?5A5;,6
Qn−1 (X, rn−1; t | ξ)

09.:9. 90K,62 5</ . / .7109. , :>,>=
rn−1

?,7<85: 3 A71 >,-./ 01 :>,>
rn
85-.D1 ;.658 ,7 7C�<@ ?,?68.785/ E<1<@ A, :>,>�C rn−1

9
rn−2

H �.-.2 =81:>5095
C J5u<9C./ 3 0,C./ 458,C./ 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ C?6,C57852 456789./ 8 J,D,01
,:;61 ?6,?5A5;,6

• Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1)
B AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 ;.A, 3 D. Sã\ QåSLOT

æ Y¯æ OUO
t
Wäã YTP æM\ãLå

n0 ]M WäVTP\ã\ 8 C56;,u<9 X−rn
7, C56;,u<9 XwC1>,0=/ E< :>,> , rnz 5 C 7,C,-0./ C<8.u09./ :8./ <@C 9-9 C1>,05J n − 1

:>,>
8 C56;,u<9 X − rn − rn−1

7, C56;,u<9 X − rn
wC1>,0=/ E< :>,> , rn−1

z ? ,7
C56=0>9.2 3 D. C <@C 9-9 ? , <8E;>,C./ wt = 0

z 41 J C 8.68. wX = 0
z 3 7, >;�6.A,

?68141 J C1>,0=/ E< >,-./ 0, :>,>9 ξ−1

,658
ξ0
H

I.0 0,C,87.¤09,C5013 ,:;61 ?6,?5A5;,6 C 9EDE 8 C<8.u09./ C?6,C578,012 ,:;612?6,?5A5;,6.2 05:;F?=/ E<. 85-.D0,u<9

Qn (X, rn, rn−1; t) =

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dξ−1 Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1) h(ξ0, ξ−1)
wy H� �z

,658

Qn (X, t) =

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1 Qn (X, rn, rn−1; t) .
wy H��z

� -5 7,C,-0./ ?,:;5<9 h(rn | rn−1, rn−2)
3 ?681 =D1<9= 0,C,87.¤09,C50.A, ?6,?5A5B;,65 3 2 ,AF C?6,C5789G 85:5709<8. 6�C0509. 6.>=6.0<1/ 0. w505-,A9<80. 7, 6�C05vw© H�z 9 w� H#zz C ?,:;5<9

Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)×

×Qn−1 (X − rn, rn−1, rn−2; t− t′ | ξ0, ξ−1) ,

n = 3, 4, . . .
wy H�©z

#§



|.D.-9 ?6, <.: 7,<9.65 7, ?=0>;=
X C <@C 9-9 t 3 C1>,0=/ E< nB;1 :>,> , rn 9 ?52 9F;5/ E<? ,?68.785/ E<1 :>,>

rn−1

3 ,805<85 ;, 3 D. 7, ?=0>;=
X − rn

7,;56 J C n − 1
:>,B

>5<@ 3 C1>,0=/ E< :>,> , rn−1

H ¦�C0509. wy H�©z =C8A-F7095 C :81:;>9. 2 ,D-9C. :>,>9
rn−2

?,?68.785/ E<. :>,>
rn−1

,658 K5>; 3 D. AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 C1:;E?9.095,:;5;09.A, :>,>=
rn
/ .:; =C56=0>,C505 7C,25 ?,?68.785/ E<12 9 :>,>52 93 <81-9 rn−19

rn−2

H
¦,8C 9E8509. ? ,C1D:8.A, 6�C05095 wy H�©z 7-5 ? ,:;5<9 K=0></ 9 h(rn | rn−1, rn−2)750./ 6�C0509.2 wy H�$z / .:; 805<809. ;6=709./ :8. 09D C ?681?57>= / .70,>6,>,C129 C125A5 C 9.-= =<9ED-9C1<@ ?68.>:8;5 J<.v H t05-.89.09. u<9: J./ ? ,:;5<9 ,:;6.A, ?6,B?5A5;,65 C ?,:;5<9 852>09F;./ 41 J, 2,D-9C. 3 / .705> 8. C8A-F7= 05 :C,/ E 8 J,D,0,uG8,:;5 J, ,0, ?68.09.:9,0. 7, 7,75;>= ¢ H � J5u09. ;5 ;6=70,uG 41 J5 2 H90 H ?,C,7.2;.A, 3 D. 7,?9.6, C 0909./ :8./ ?65<1 85A5709.09. 4 JE78.095 -,:,C.A, C <85:9. <9EA J128 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 8,:;5 J, u<9u-. 6,8C 9E850. H� 05:;F?012 ?,76,87895-. ,2 5C 952 C56950</ F 9 K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9?6,<.:= 3 458=/ E< 05 C109>= =81:>5012 C 7,75;>= ¢ H

d e1 /l*"l!mn l " 2s!)mn l lsih)h*qrlmn " 3*'p)h4m"
�68.7:;5C 9,0. ?,09D./ C109>9 ,?9.65/ E :9F 05 805/ ,2,u<9 / 5C0./ ?,:;5<9 ?6,?5A5;,657-5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE H �;68125J.2 A, 8 6�C05095 6.>=6.0<1/ 0.A,wy H�©z ,658 85-.D0,u<9 C56=0>,C./ ;68.<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 750./ 6�C0509.2wy H�$z H �1?6,C578.09. ?68.7:;5C 9,0, C 7,75;>= ¢ H 5 81:>50, ;52 u<9: JE ? ,:;5G
?6,?5A5;,65

Q̃ (k, s)
750E 6�C0509.2 w¢ Hxyz H �;E7 05 2,<1 6�C05095 w© H��z 3 C1B805<81 J.2 2 9F>>9 ?6,?5A5;,6

P̃ (k, s)
H ~ 5:;F?09. 3 >,681:;5/ E< 8 w© H©§z 3 C1805<852;650:K,62 5;F 65?-5<. 5 85-.D0./ ,7 <85:= C56950</ 9

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

= − µ2
s2 〈t〉×

× ψ̃3
(

ζ − ε2
)

(ζ − θ) + (ε− 1)2ψ̃
(

2ε2 − ζ
)

+ εψ̃2(2(ε − 1)ε− ζ + 1)(ζ − θ)− (ε− 1)2ε

ψ̃3 (ζ − ε2) (ζ − θ) + εψ̃2(−2ε+ ζ + 1)(ζ − θ) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
,

�ð ñ��

A789. ,<81C 9u<9. ψ̃ = ψ̃(s)

3 05;,2 95:; ? ,8,:;5 J. C 9.->,u<9 :E ?5652 .;652 9 9 09.85-.DE ,7
s
H ~ 5 ?,:;5C 9. w© H©xz ,;6812=/ .21 ;650:K,62 5;F 65?-5<. 5 K=0></ 9 5=;,B>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6, <.:= 3 C >;�6./ =C8A-F709521 85-.D0,uG K=0></ 9 ,7 ?5652.;6�C

ζ
9
θ

C(s, ζ, θ) = − µ2
2 〈t〉×

× ψ̃3
(

ζ − ε2
)

(ζ − θ) + (ε− 1)2ψ̃
(

2ε2 − ζ
)

+ εψ̃2(2(ε − 1)ε− ζ + 1)(ζ − θ)− (ε− 1)2ε

ψ̃3 (ζ − ε2) (ζ − θ) + εψ̃2(−2ε+ ζ + 1)(ζ − θ) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
.

�ð ñ��

#�



�681?,2 9052 3 D. 7-5
ζ = θ = ε2

2,7.- 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE ,7;C5685 C109>92 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE w?5;68 6,87895 J xz H t5;.2 3 7-5 ;5>9<@ :8<8.A�-01<@
C56;,u<9 ?5652.;6�C ,;6812=/ F

C(s, ζ = ε2, θ = ε2) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)
,

wy H�yz

<81 -9 C109> 7501 C<8.u09./ 6�C0509.2 wx H�$z H¢41 =81:>5G K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 7 -5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 87.¤09,B
C50.A, 85-.D0,u<9E wy H#z 3 C1:;56<81 ?681/ EG C56;,uG ?5652 .;6= θ = 0

C(s, ζ, θ = 0) =
µ2

2 〈t〉 ×

×ζψ̃
3 (ε2 − ζ)− (ε− 1)2ψ̃ (2ε2 − ζ) + εζψ̃2(−2(ε− 1)ε+ ζ − 1) + (ε− 1)2ε

ζψ̃3 (ζ − ε2) + εζψ̃2(−2ε+ ζ + 1) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
.

wy H�#z
|5> C 975G ?,C1D:81 C109> 2 5 7,:1G :>,2?-9>,C50E ?,:;5G H t ;.A, ? ,C,7= ?68.?6,B
C578.09. ,7C 6,;0./ ;650:K,62 5;1 65?-5<. 5 7-5 ?681?57>= ?,7C�/ 09. .>:?,0.0</ 5-B0.A, 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 w750.A, C8,6.2 wx H�$zz / .:; ;6=70. 7, ?68.B
?6,C578.095 H ¢41 =?6,u<9G ;, 857509. 9 ?,8,:;5G C ,4:8568. u<9: J1<@ 6,8C 9E85v 385:;,:=/ F C :?,20950. C<8.u09./ ?6814-9D.09. ζ = ε2

w71:>=;,C50. C ?,76,87895-.y H�z H �6814-9D.09. ;, ?6,C5789 7,

C(s) = C(s, ζ = ε2, θ = 0) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

(

1 + εψ̃(s)
)

1 + εψ̃(s)
(

1 + εψ̃(s)
) .

wy H�$z

�,C1D:8. C165D.09. 2 ,D05 / .:8<8. =?6,u<9G 6,8> J575/ E< = J52 .> C1:;F?=/ E<1 ?, / .A,?65C./ :;6,09. 05 = J52>9 ?6,:;.

C(s) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)− ε2ψ̃2(s)

1 + εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)
=

µ2

2 〈t〉

(

1− 2
εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)

1 + εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)

)

=

=
µ2

2 〈t〉

(

1− 2
εψ̃(s)(εψ̃(s) + 1)

(εψ̃(s)− j)(εψ̃(s)− j̄)

)

=

=
µ2

2 〈t〉

[

1− 2

(

j

j − 1

εψ̃(s)

εψ̃(s)− j
+

−1

j − 1

εψ̃(s)

εψ̃(s)− j̄

)]

,
wy H��z

A789.

j = −1

2
+ i

√
3

2
,

wy H©§z
j3 = 1,

wy H© �z
j2 = j̄ =

1

j
.

wy H©�z

#�



�681 <812
j̄
,805<85 C 9.->,uG :?68FD,0E 7, j H t5=C5D213 D.

j

j − 1
=

1

2
− i

√
3

6
= λ,

wy H©©z

−1

j − 1
=

1

2
+ i

√
3

6
= λ̄,

wy H©�z
789F>9 <8.2= 2,D.21 85?9:5G =0,62,C50E K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6,<.:=
C ,:;5;.<80./ ? ,:;5<9

C n(t) = δ(t)− 2ε

(

λL−1
t

{

ψ̃(s)

εψ̃(s)− j

}

+ λ̄L−1
t

{

ψ̃(s)

εψ̃(s)− j̄

})

.
wy H©xz

t5:>5>=/ E<12 2,D. C175C5G :9F K5>; 3 9D 805<809. 456789./ :>,2?-9>,C501 2,7.- 3>;�6.A, 6,8C 9E8509. / .:; 456789./ 8 J,D,0. w?5;68 7,75;.> ¢ z ?6,C5789 7, ?,:;5<9=0,62 ,C50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ;1 ->, 09.<, 456789./ :>,2?-9>,C50./
C :;,:=0>= 7, ?681?57>= / .70,>6,>,C.A, 3 750.A, 6�C0509.2 wx H�§z H �,057;, 3 C6,8C5D5012 ?6814-9D.09= w

ζ = ε2
z >:8;5 J; K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 85-.D1

7,> J5709. ,7 ;1<@ :521<@ ?5652.;6�C <, C ?681?57>= / .70,>6,>,C12 H |.:; ,085;.2 87.;.62 90,C501 6,8> J57.2 <85:�C C1<8.>9C5095 ψ̃(s) ,658 ?5652.;6.2 ε
H

d e7 &h*8k!l!"q 9 pl!jo " qo3"*jm9!jo "
5 81:>509. =0,62,C50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6, <.:= 3 C ?,:;5<9 750./
C 8,6.2 wy H©xz 3 =2,D-9C 95 ?68.?6,C578.09. ?,6�C05095 ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@?68.7:;5C 950.A, 2,7.-= 8 ,7?,C 9.7092 9 75012 9 .2?961<8012 9 H |5> 85=C5D,0, C?,?68.7092 ?,76,87895-. 3 K=0></ 5 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=B>6,>,CE 3 85-.D1 ,7 ;1<@ :521<@ ?5652.;6�C <, C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE H� ?,76,87895-. x Hy ,2 �C 9J.2 / =D 2.;,7F C1805<85095 8 7501<@ .2?961<801<@ 3 ,?9B:501<@ C ?,76,87895-. � H�3 ?5652.;6= ε ,658 85?6,?,0,C5J.2 K=0></ . 2,7.-=/ E<.6,8> J57 <85:�C C1<8.>9C5095 H � -5;.A, C 75-:8./ <8Fu<9 505-981 ,?9.652 :9F / =D 05;1<@ 6.8=-;5;5<@ H tC 6� G21 =C5AF 3 D. =81:>50. 8 7501<@ .2?961<801<@ C 9.->,u<9 0 9.85-.DE ,7 -9<841 >6,>�C ?52 9F<9 6,8?5;61C50./ C 2,7.-= H � 75-:81<@ 6,8C5D5095<@?,2 9/ 52 2,7.-,C509. 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 6,8> J57.2 .>:? ,0.0</ 5-012 375012 C8,6.2 wx H�yz 3 A71D 05C.; C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE ,>585 J :9F ,009.C1:;56<85/ E<1 7, C J5u<9C.A, ,7;C,68.095 ?68.49.A= .2?961<80./ K=0></ 9 5=;,>,B6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 w?5;68 61:=0.> x Hyz H
¦,8?5;6821 ;.658 ?,:;5G 6�C05095 wy H©xz 7-5 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 4 FB7E<.A, C5D,0E :=2 E 7C�<@ 6,8> J57�C .>:?,0.0</ 5-01<@ 3 750.A, C8,6.2 wx H�$z H

�,7:;5C 95/ E< wx H��z 7, wy H©xz 9 7,>,0=/ E< ,7C 6,;0./ ;650:K,62 5;1 65?-5<. 5 =81B:>=/ .21

C(t) = δ(t)− 2ε
[

λ
(

A1(j) e
−ν1(j) t + A2(j) e

−ν2(j) t
)

+

+ λ̄
(

A1(j̄) e
−ν1(j̄) t + A2(j̄) e

−ν2(j̄) t
) ]

,
wy H©yz

#©



A789.

ν1,2(j) =
1

2j

[

jω1 + jω2 + ευ ±
√

(jω1 + jω2 + ευ)2 − 4jω1ω2(j + ε)

]

,

A1(j) =
ω1ω2 − ν1υ

j (ν2 − ν1)
,

A2(j) =
ω1ω2 − ν2υ

j (ν1 − ν2)
,

ω1 = 1/τ1,

ω2 = 1/τ2,

υ = w ω1 + (1− w) ω2.
wy H©#z

|5> C 975G ?,7,49.v:;C, 6�C05v wx H�§z 7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 9 wy H©xz7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 ?,<9EA5 85 :,4E ?,7,49.v:;C, 6,8C 9E85v wx H©�z9 wy Hxz 3 5 05C.; ?5652.;6�C ;1<@ 6,8C 9E85v wx H©©z 9 wy H©#z H ~5-.D1 / .705> 8C 6�<9G=C5AF 3 D. C ,4.<012 ?681?57>= ?5652.;61 ν1, ν2, A1, A2
?681/2=/ E C56;,u<9 8.:?,B-,0. <, >,2?-9>=/ . 9<@ 90;.6?6.;5</ . H {58=/ E< 05 C56;,u<95<@ ?5652 .;6= ε ?,7501<@C 76=A9./ >,-=209. ;54 .-9 x H� 9 ?5652 .;65<@ 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 8 ;54 .-9x H� 2,D.21 C1>6.u-9G 3 7 -5 C :81:;>9<@ 457501<@ :? � J.> 3 ;.,6.;1<80E K=0></ F 5=;,>,B6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 H �,6�C0509. ? ,C1D:8./ K=0></ 9 8 75012 9 .2?961<8012 9 ,658 ?68.B

C 971C50952 9 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE w7-5 ;.A, :52.A, 6,8> J57= <85:�C
C1<8.>9C5095 750.A, C8,6.2 wx H�$zz ?68.7:;5C 95 61:=0.> y Hx H~5 61:=0>= ;12 2,D.21 85,4:.6C,C5G ?,?65CF ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@ 0,B
C.A, 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 C :;,:=0>= 7, 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,B>,CE H � 9-. C56;,uG 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 7 -5 C56;,u<9 <85:= 4-9:>9./ 8.6= wt < 5

z
,658 7-5 7 J=D:81<@ <85:�C wt > 40

z 09.2 5- 09. =-.A J5 82 9509. 3 ;, 7-5 ?,u6.709<@
<85:�C wt ∈ [5, 40]

z Såb T POX Vå[æå�Ma WãUTWPVTLOT R YVM UO V� UO�TLOT WäVTæ OSM^
æå: ]TãäT]MYVLMY¯ Sã SåLMY¯ TNWOäMYVLMY¯ R VNLOTb PVåb ZYT ]MN PåNMN
PMP]TNå]MYVLT ãSP]XWP]æã ã�PTäæãæåLT æ WäVMWåS\[ NãSTU[ V WåN OXYOZ
b TSLã\äã\ãæZ c

#�
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BRE

Dane empiryczne
Model 1 krok 
Model 2 kroki

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0  20  40  60  80  100

A
ut

ok
or

el
ac

ja

Czas [s]

GETIN

Dane empiryczne
Model 1 krok 
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KGHM

Dane empiryczne
Model 1 krok 
Model 2 kroki
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PEKAO

Dane empiryczne
Model 1 krok 
Model 2 kroki
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Dane empiryczne
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Dane empiryczne
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TPSA

Dane empiryczne
Model 1 krok 
Model 2 kroki

éêëìíîï ð ñ� ó ôíõö÷ õøùíù úìíïûü ù ùìýõïõöîþùûü ÿ �ö��ïõ�ûÿ ûîíê ó î÷� ÿöêû�íù �û�ùöíî ïøù��öùýê 
 � øêöù�õíù ø �õöî÷ �� ñ��
 � þù ÷ õ�îþì � �ù÷ ÿ�ûÿ� ü î�íõïõöõïõø� �þÿí ÿù �ö�îöêøùíù
ÿ øêöù�õíù ø �õöî÷ �ð ñ�
 � þù ÷ õ�îþì � �ù÷ ÿ�ûÿ� �øìïöõïõø� �þÿí ÿù ûÿ�� �ù
 ñ ��ù ÷ õ�îþîýîõöîýêû�íî õ� ÿîöùü � ëÿ� íù � õ�ø	ü í ÿî îïë� õíîíûü ùþíê÷ öõ�ï �ù�� ÿî û�ùë	ø øêû�îïÿøùíÿù�ùíê÷ ø �õöî÷ �� ñ�;
 ñ �ùöù÷ îýöê ïö�êøêû� ýîõöîýêû�íêû� �õëýù �ê õýö�ê÷ ùíî õëõ�íê÷ ÿ
÷ îýõ�ù÷ ÿ îëýê÷ ùûü ÿ ñ <ùýî÷ � �ö�î�ëýùø ÿõíî ïö�êøî ì�êëïùíõ � î� � õýö�î�ê �õ�ùëõøêøùíÿù�= ýõøùíÿù
 ü ùïÿî�õïõþø ÿîï �ùöù÷ îýöì �õ �ùíêû� î÷� ÿöêû�íêû� ñ
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>?@A@ �� � B

C�)?D%@ E � 

F ef &hpGsohkl!"q s9jG)l!jm+ kj!")8k
� 0909./ :812 ?,76,87895-. 7,>,0=/ F ?,7:=2,C5095 =81:>501<@ C 6,8?65C 9. C109B>�C H �> J575/ E :9F 05 09. C?6,C578,0. 2.;,71 9 2 ,7.-. ,658 7,>,050. ? ,6�C05095?68.C 971C5v ;1<@ 2,7.-9 8 75012 9 .2?961<8012 9 H� 6,87895-. � 3 ? ,85 ,?9:.2 505-98,C501<@ C 6,8?65C 9. 7501<@ .2?961<801<@w?,76,87895 J � H�z 3 ?68.7:;5C 9J.2 C J5:0E 2.;,7F ,4-9<85095 .2?961<80./ K=0></ 9 5=B;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 7 -5 :>,>,C1<@ :8.6.A�C <85:,C1<@ H �. C:?,20950./ 2 .;,789..:;12 5;,6 K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 C165D5 :9F C 8,6.2 w� H#z H } .;,75 ;5 ? ,B
:9575 3 C ?,6�C0509= 8 2 .;,752 9 71:>6.;18=/ E<12 9 :8.6.A <85:,C1 8. :;5 J12 >6,B>9.2 3 >9->5 =D1;.<801<@ <.<@ H �681?,20F 3 D. A J�C0. 8 09<@ ;, £

• 2,D-9C,uG 7895 J5095 8 7,C,-0E 6,8789.-<8,u<9E <85:,CE 3

• 7,?=:8<8.09. 2,D-9C,u<9 7C�<@ 82 950 C56;,u<9 ?6, <.:= C / .70./ <@C 9-9 <85:= 3

• 465> 56;.K5>;�C ?,C,7,C501<@ ?68.8 :;5 J1 >6,> <85:,C13 <81-9 C16�D09.09.<8F:;,;-9C,u<9 ,7?,C 9575/ E<./ =:;5-,0.2= >6,>,C 9 <85:,C.2= ,658

• 209./ :8. 85? ,;68.4,C509. 05 ?52 9FG ,? .65<1/ 0E H
� ?,76,87895-. � H© C?6,C5789J.2 ,61A905-0. 0568F789. 7, 4575095 9:;,;0,u<9 =81B:>50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 3 >;�6. 058C5 J.2 >C50;1-.2 5=;,>,6.-5<1/ 012 H t5-.;E
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T?A�U ) V

W"*?'XA@ EY "*?"XZXU?*X A !X
# ?A !( @ "X# Y$% Y& A'()*?)?'&

�1?6,C578.09. ,:;6.A, ?6,?5A5;,65 7-5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE w87.¤09,B
C50E ?,?68.8 C165D.09. w�H©zz / .:; >,0;10=5</ E 6,8C5D5v ?68.?6,C578,01<@ C ?,7B6,87895-. y H© H �68.7:;5C 9,0. / .:; ;=;5/ 6,8C 9E8509. 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ 750./
C165D.09.2 wy H�©z 7-5 ?681?57>= :;5</ ,0560.A, ,658 C56=0>,C./ AF:;,u<9 ?65C7,?B7,49.v:;C5 h(r3 | r2, r1) 750./ C165D.09.2 wy H�$z H~5/ ?9.6C 85?9:=/ F 458,C. 6�C0509. wy H�©z 7-5 ,:;6.A, ?6,?5A5;,65 3 87.¤09,C5B0.A, 6�C0509.2 wy H� �z 3 C ?,:;5<9

Qn (X, rn, rn−1; t) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)×

×Qn−1 (X − rn, rn−1, rn−2; t− t′) ,
w¢ H�z

A789. ,49. :;6,01 6�C0509. ?,20,D,0, ?68.8 h(ξ0, ξ−1)
,658 C1>,050, <5 J>,C509.? , 82 9.001<@

ξ0
9
ξ−1

H � -5 :>6� <.095 85?9:= =D1C5G 4F7F 05:;F?=/ E<.A, ,805<8.095

Q̃n (rn, rn−1) ≡
∞
∫

0

dt

∞
∫

−∞

dXeikX e−stQn (X, rn, rn−1; t) ,
w¢ H�z

? ,2 9/ 5/ E<.A, / 5C0E 85-.D0,uG ,:;61<@ ?6,?5A5;,6�C ,7 82 9.001<@ k 9 s H�165D52 ;.658 6�C0509. w¢ H�z C 82 9.001<@ ¥,=69.65S65?-5<. 5 3 =D1C5/ E< C?6,B
C578,0./ ?,C1D./ 0,;5</ 9

Q̃n (rn, rn−1) = ψ̃(s)eikrn
∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)Q̃n−1 (rn−1, rn−2) ,
w¢ H©z

<, 852 9.095/ E< 82 9.00. 3 / 5> ;, 86,49,0, C ?,76,87895-. y H� 3 ;80 H wrn, rn−1, rn−2
z 05

w
r3, r2, r1

z 3 75/ .

1

ψ̃(s)
Q̃n (r3, r2) = eikr3

∞
∫

−∞

dr1 h(r3 | r2, r1)Q̃n−1 (r2, r1) .
w¢ H�z

$©



+-=<8,CE ,?.65</ E 3 =2,D-9C 95/ E<E 6,8C 9E8509. 6�C05095 w¢ H�z 7-5 45750./ C 2,7.-=? ,:;5<9
h(r3 | r2, r1)

750./ C165D.09.2 wy H�$z 3 / .:; 6,8 J,D.09. ,:;6.A, ?6,?5A5;,65
Q̃n (r3, r2)

05 7C 9. <8Fu<9 3 6.A=-560E 9 ,:,4-9CE w:90A=-560Ez 3 87.¤09,C50. ,7?,C 9.7B09, ?68.8

Q̃R
n (r2, r1) = (1− δr2,−r1) Q̃n (r2, r1) ,

w¢ Hxz

Q̃S
n (r2) =

∞
∫

−∞

dr1δr2,−r1Q̃n (r2, r1) .
w¢ Hyz

t ;5> 87.¤09,C501<@ ?6,?5A5;,6�C 2,D05 ,7;C,681G Q̃n (r3, r2)
3 >,681:;5/ E< 8 6�CB05095

Q̃n (r2, r1) = Q̃R
n (r2, r1) + δ(r2 + r1)Q̃

S
n (r2) .

w¢ H#z
�68.>:8;5 J<521 ;.658 6�C0509. w¢ H�z 3 ? ,7:;5C 95/ E< ? ,:;5G C165D.095 wy H�$z ,658>,681:;5/ E< 8 7.¤09</ 9 w¢ Hxz 9 w¢ Hyz 3 7, ?,:;5<9

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) [Dh(r3) + Eδ(r3 + r2)]+

+BQ̃R
n−1 (r2,−r3) +

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) [Ah(r3) + Cδ(r3 + r2)] .

w¢ H$z

�, ?65C./ :;6,09. 6�C05095 w¢ H$z C1:;F?=/ E / =D ;1 ->, ?6,?5A5;,61 6.A=-560. 9 ,:,B4-9C. 3 / .705> ?, -.C./ :;6,09. 2 521 C<9ED :=2561<801 ?6,?5A5;,6 Q̃n (r3, r2)
H �EB

D121 7, =81:>5095 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ 7-5 ?6,?5A5;,6�C 6.A=-5601<@ 9 ,:,4-9B
C1<@ H¦,8J�D21 85;.2 ?,C1D:8. 6�C0509. 05 7C 9. <8Fu<9 H ~5/ ?9.6C ?,20�D21 ,49.:;6,01 6�C05095 ?68.8 (1− δr3,−r2)

e−ikr3
1

ψ̃(s)
(1− δr3,−r2) Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) (1− δr3,−r2)Dh(r3)+

+B (1− δr3,−r2) Q̃
R
n−1 (r2,−r3) + (1− δr3,−r2)Ah(r3)

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) ,

w¢ H�z

?681 <812 3 C16581 85C 9.65/ E<. (1− δr3,−r2) δ(r3+r2)
809>5/ E H ~5:;F?09. 3 ? ,20�D21

,49. :;6,01 6�C05095 ?68.8 δr3,−r2

3 <, 75/ .

e−ikr3
1

ψ̃(s)
δr3,−r2Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) [Dδr3,−r2h(r3) + Eδ(r3 + r2)] +

+Bδr3,−r2Q̃
R
n−1 (r2,−r3) +

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) [Aδr3,−r2h(r3) + Cδ(r3 + r2)] .

w¢ H�§z

$�



�68.?9:=/ F 6�C05095 w¢ H�z 9 w¢ H�§z C 0,C1<@ 82 9.001<@ 3 <5 J>=/ E< 76=A9. 8 6�CB05v ?, 82 9.00./
r2
8 ?,2 909F<9.2 849,6�C 2 9561 8.6, ¨

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃R

n (r3, r2) = Dh(r3)Q̃
S
n−1 (r2) +BQ̃R

n−1 (r2,−r3) +

+ Ah(r3)

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1)

w¢ H��z

,658

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃S

n (r3) = EQ̃S
n−1 (−r3) + C

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (−r3, r1) .

w¢ H��z

� ;.0 ,;, :?,:�4 =81:>5-9u21 => J57 6�C05v 6.>=6.0<1/ 01<@ 05 ,:;6. ?6,?5A5;,616.A=-560. 9 ,:,4-9C. H
� <.-= 6,8C 9E85095 ;.A, => J57= 6�C05v C?6,C578521 7,75;>,C. 82 9.00.

[
n(b, a) = <

∞
∫

−∞

dr3e
ibkr3

∞
∫

−∞

dr2e
iakr2 Q̃R

n (r3, r2) ,
w¢ H�©z

\
n(a) = <

∞
∫

−∞

dreiakr Q̃S
n (r) ,

w¢ H��z

H(a) = <
∞
∫

−∞

dxeiakx h(x),
w¢ H�xz

A789. ,? .65;,6 < 8C 65<5 <8FuG 68.<81C 9:;E -9<841 8.:? ,-,0./ H t5=C5D213 D. 789F>9;12 7.¤09</ ,2 85<@,78E 05:;F?=/ E<. 6�C0,u<9
[

n(b, a) =
[

n(−b, a) =
[

n(b,−a) =
[

n(−b,−a),\
n(a) =

\
n(−a),

H(a) =H(−a),

w¢ H�yz

<81-9 9:;,;01 / .:; ;=;5/ / .7109. 2 ,7= J 56A=2.0;�C ?,C1D:81<@ K=0></ 9 H
�895 J5/ E< 05 6�C0509. w¢ H��z ,4=:;6,009. ,? .65;,6.2 <

∞
∫

−∞

dr3e
ibkr3

∞
∫

−∞

dr2e
iakr2

3
5 05 6�C0509. w¢ H��z ,? .65;,6.2 <

∞
∫

−∞

dr3e
iakr3

,658 =D1C5/ E< 87.¤09,C501<@ C1B

±]¹È Á¹Ê¹Âµ ´Ç´¹Ï Í Ñ½ ¾³¸È Á¹Ê
h(x)

À¼½ Â ¹ ¶¸ Á³ÀÎÆ É¾³É³¾¶Ï ³À¹»Àµ¶· Ê³ Ê½»´ ² ¼¾¹¶¹ Ó ^½Ñ½»¼ ´¹È¼½¶¸ Á³Àµ Æµº´ÄÉÇÏ ¿ Í À¹»½Ñµ Ç¸µºÈ¹Ö ÆµÀ¼È É¾¸½¸ É¾¸½Ï Å¶¼½ Ã¾¹À¼¶¸À½ Ê³ ¾³¸È Á¹ÊÇ ¸ ³º³Ë»¼Æ³Å¶¼¹Â ¼É¾¸½¸ ¾³¸È Á¹Êµ Ë½¸ ³º³Ë »¼Æ³Å¶¼ Ó
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65D.0952 9 w¢ H�©z 9 w¢ H��z 82 9.001<@ 3 =81:>=/ .21

1

ψ̃(s)

[
n(b− 1, a) = D H(b)

\
n−1(a) +B

[
n−1(a,−b) + A H(b)

[
n−1(a, 0),

w¢ H�#z
1

ψ̃(s)

\
n(b− 1) = E

\
n−1(−b) + C

[
n−1(−b, 0).

w¢ H�$z

t5=C5D213 D. 05 ?,7:;5C 9. C165D.095 wy H��z C 82 9.001<@ ¥,=69.65S65?-5<. 5 3
C165D.095 w¢ H#z ,658 7.¤09</ 9 w¢ H�©z 3w¢ H��z 3 85<@,789

Q̃n (k, s) =

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr1 Q̃n (k, r2, r1; s) =

=

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n (r2, r1) +

∞
∫

−∞

dr2Q̃
S
n (r2) =

[
n(0, 0) +

\
n(0).

w¢ H��z

t5;.2 :8=>5013 ,:;61 ?6,?5A5;,6
Q̃n (k, s)

/ .:;.u21 / =D C :;509. C16589G ? ,?68.8K=0></ . [
n
9 \

n
8. C :81:;>92 9 56A=2.0;52 9 6�C012 9 8.6= H �;E7 3 7ED121 7, ;5>9.A,?68.>:8;5 J<.095 C165D.v w¢ H�#z 9 w¢ H�$z 541 C1:;F?,C5J1 C 09<@ ?,C1D:8. K=0></ ./ .7109. ,7 56A=2.0;�C 6�C01<@ 8.6= H

t5<809/21 ,7 6,8C5D.095 6�C05095 w¢ H�#z C <8;.6.<@ ?681?57>5<@ 3 >,681:;5/ E<8 C J5:0,u<9 w¢ H�yz

(

a = 0
b = 0

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(1, 0) = D H(0)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 0) + A H(0)

[
n−1(0, 0),

(

a = 0
b = 1

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(0, 0) = D H(1)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 1) + A H(1)

[
n−1(0, 0),

(

a = 1
b = 0

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(1, 1) = D H(0)

\
n−1(1) +B

[
n−1(1, 0) + A H(0)

[
n−1(1, 0),

(

a = 1
b = 1

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(0, 1) = D H(1)

\
n−1(1) +B

[
n−1(1, 1) + A H(1)

[
n−1(1, 0).

w¢ H�§z

� ;12 2 9./ :<= =85:5709,012 / .:; ?68.7.¤09,C509. C :?� J<81009>�C A,B,C,D,E

$y



;5> 3 541 85C 9.65 J1 <81009> ψ̃(s) 3 <81 -9

A =ψ̃(s)

(

1− 2ε+ θ

1− ε

)

,

B =ψ̃(s)

(

ζ − θ

1− ε

)

,

C =ψ̃(s)

(

ε− ζ

1− ε

)

,

D =ψ̃(s)

(

ε− ζ

ε

)

,

E =ψ̃(s)

(

ζ

ε

)

.

w¢ H��z

t52 9.09521 ;.658 0=2.65</ F C => J5789. 6�C05v w¢ H�§z 3 2 0,DE< 7,75;>,C, ?9.6CB:8. 3 ;68.<9. 9 <8C56;. 6�C0509. ?68.8 ,7?,C 9.709, 7,4650. C :?� J<81009>9

B3[
n−3(1, 0) = B3D H(0)

\
n−4(0) +B4 [

n−4(0, 0) +B3A H(0)
[

n−4(0, 0),[
n(0, 0) = D H(1)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 1) + A H(1)

[
n−1(0, 0),

B2[
n−2(1, 1) = B2D H(0)

\
n−3(1) +B3 [

n−3(1, 0) +B2A H(0)
[

n−3(1, 0),

B
[

n−1(0, 1) = BD H(1)
\
n−2(1) +B2 [

n−2(1, 1) +BA H(1)
[

n−2(1, 0).w¢ H��z
�=2=/ E< ? ,C1D:8. 6�C05095 :;6,052 9 =81:>=/ .21
[

n(0, 0) =B
3D H(0)

\
n−4(0) +B4 [

n−4(0, 0) +B3A H(0)
[

n−4(0, 0)+

+D H(1)
\
n−1(0) + A H(1)

[
n−1(0, 0)+

+B2D H(0)
\
n−3(1) +B2A H(0)

[
n−3(1, 0)

+BD H(1)
\
n−2(1) +BA H(1)

[
n−2(1, 0).

w¢ H�©z

|5> C 975G C :? � J<81009>9 C1:;F?=/ E<. C C165D.095<@ w¢ H�§z 3 ?68.8 >;�6. ?,20,D1B-9u21 ?,C1D:8. 6�C05095 3 8,:;5 J1 ;5> 7,4650. 3 541 ,7?,C 9.709. :> J5709>9 85C 9.B65/ E<. K=0></ F [ ,7 56A=2 .0;�C 6�D01<@ ,7 8.65 =-.A J1 :>6� <.09= H � ,:;5;09<@
7C�<@ C 9.6:85<@ C165D.095 w¢ H�©z ?,8,:;5 J1 / .:8<8. 7C5 ;5>9. :> J5709>9 w85C 9.65B/ E<. [

n−3(1, 0)
,658 [

n−2(1, 0)
z 3 >;�6. ?,C;�609. 2 ,D.21 C16589G 3 >,681:;5/ E< 8w¢ H�§z 3 ?,?68.8

B2A H(0)
[

n−3(1, 0) = AB2D H2(0)
\
n−4(0) + AB3 H(0)

[
n−4(0, 0)+

+ A2B2 H2(0)
[

n−4(0, 0)
w¢ H��z

,658

BA H(1)
[

n−2(1, 0) = ABD H(0) H(1)
\
n−3(0) + AB2 H(1)

[
n−3(0, 0)+

+ A2B H(0) H(1)
[

n−3(0, 0).
w¢ H�xz

$#



t5=C5D213 D. 8 K5>;= 9D H(0) = 1
,658 ?,7:;5C 9.095 ?,C1D:81<@ C165D.v 7, w¢ H�©z 3

C109>5 3 D.
[

n(0, 0) = B4 [
n−4(0, 0) + AB3 [

n−4(0, 0) + A H(1)
[

n−1(0, 0)+

+B3D
\
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0) +B2D

\
n−3(1) +BD H(1)

\
n−2(1)+

+ AB3[
n−4(0, 0) + A2B2 [

n−4(0, 0) + AB2D
\
n−4(0)+

+ AB2 H(1)
[

n−3(0, 0) + A2B H(1)
[

n−3(0, 0) + ABD H(1)
\
n−3(0),w¢ H�yz

<81 -9 ? ,:;5G 6�C05095 3 C >;�6./ K=0></ 5 [ C1:;F?=/ . / =D ;1->, ,7 8.6,C1<@ C56;,u<956A=2 .0;�C H �, =?,68E7>,C509= ?,7,401<@ :> J5709>�C 3 =81:>=/ .21 £
[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +B2(A+B)2
[

n−4(0, 0)+

+ AB(A +B) H(1)
[

n−3(0, 0)+

+ AB2D
\
n−4(0) + ABD H(1)

\
n−3(0)+

+DB3 \
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0)+

+DB2 \
n−3(1) +DB H(1)

\
n−2(1).

w¢ H�#z

�,C1D:85 ?,:;5G 85C 9.65 / .:8<8. :> J5709>9 ?6,? ,6</ ,05-0. 7, K=0></ 9 \ ,7 56A=2 .0;=6�C0.A, �H },D.21 / . 905<8./ C16589G =D1C5/ E< 6�C05095 w¢ H�$z 7-5 b = 0
w8 0,C12 9

C :?� J<81009>52 9 87.¤09,C5012 9 C165D.09.2 w¢ H��zz 3 <81-9
\
n(1) = E

\
n−1(0) + C

[
n−1(0, 0).

w¢ H�$z
t5;.2

DB2\
n−3(1) = DB2E

\
n−4(0) +DB2C

[
n−4(0, 0),

w¢ H��z
DB H(1)

\
n−2(1) = DBE H(1)

\
n−3(0) +DBC H(1)

[
n−3(0, 0),

w¢ H©§z
<, ?, ?,7:;5C 9.09= 7, C165D.095 w¢ H�#z 75/ .

[
n(0, 0) = + A H(1)

[
n−1(0, 0) +B2(A+B)2

[
n−4(0, 0)+

+ AB(A +B) H(1)
[

n−3(0, 0)+

+ AB2D
\
n−4(0) + ABD H(1)

\
n−3(0)+

+DB3 \
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0)+

+DB2E
\
n−4(0) +DB2C

[
n−4(0, 0)+

+DBE H(1)
\
n−3(0) +DBC H(1)

[
n−3(0, 0).

w¢ H©�z

�,C;�60. =?,68E7>,C509. ?,7,401<@ :> J5709>�C ?6,C5789 7,
[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +D H(1)
\
n−1(0)

+
[

B2(A+B)2 +DB2C
][

n−4(0, 0)+

+ [AB(A +B) +DBC] H(1)
[

n−3(0, 0)+

+DB2 (A+B + E)
\
n−4(0) +BD (A+ E)H(1)

\
n−3(0),

w¢ H©�z

$$



<81-9 7, DE750./ ?,:;5<9 3 C >;�6./ C :81:;>9. K=0></ . [ 9 \ C1:;F?=/ E / .7109. ,78.6,C1<@ 56A=2 .0;�C H
¢41 C1?6,C5789G 76=A9. 3 0 9.84 F70. 6�C0509. 6.>=6.0<1/ 0. 3 ?68.?9:=/ F 85-.D0,uGw¢ H�$z w8 0,C, 87.¤09,C5012 9 C :?� J<81009>52 9z C ?,:;5<9

\
n(b− 1) = E

\
n−1(−b) + C

[
n−1(−b, 0).

w¢ H©©z
� -5

b = 1
75/ . ;,

\
n(0) = E

\
n−1(1) + C

[
n−1(1, 0),

w¢ H©�z
A789. :> J5709> 85C 9.65/ E<1 \

n−1(1)
=81:>=/ .201 8 C165D.095 w¢ H�$z H �6,C5789 ;, 37, C165D.095

\
n(0) = E (E

\
n−2(0) + C

[
n−2(0, 0)) + C

[
n−1(1, 0).

w¢ H©xz
�> J5709> 85C 9.65/ E<1 [

n−1(1, 0)
3 / 5> ?,?68.709, 3 2 ,D.21 C1805<81G 8 C165D.095w¢ H�§z

[
n−1(1, 0) = D

\
n−2(0) + (B + A)

[
n−2(0, 0),

w¢ H©yz
<, ?6,C5789 7, ,:;5;.<80./ ?,:;5<9 76=A9.A, 3 465>=/ E<.A, 6�C05095 6.>=6.0<1/ 0.A,
\
n(0) = E (E

\
n−2(0) + C

[
n−2(0, 0)) + C (D

\
n−2(0) + (B + A)

[
n−2(0, 0)) .w¢ H©#z

575 J, :9F 85;.2 =81:>5G ,:;5;.<801 => J57 7C�<@ 6�C05v 6.>=6.0<1/ 01<@ 3 C >;�B61<@ C :81:;>9. K=0></ . [ 9 \ C1:;F?=/ E / .7109. ,7 8.6,C1<@ 56A=2.0;�C 3 5 2 950,B
C 9<9.

\
n(0) =(E2 + CD)

\
n−2(0) + C(A +B + E)

[
n−2(0, 0),[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +D H(1)
\
n−1(0)

+
[

B2(A+ B)2 +DB2C
][

n−4(0, 0)+

+ [AB(A +B) +DBC] H(1)
[

n−3(0, 0)+

+DB2 (A+B + E)
\
n−4(0) +BD (A+ E)H(1)

\
n−3(0).

w¢ H©$z

�5-./ 3 C?6,C578521 =?65:8<85/ E<. ,805<8.095
\
n ≡ \

n(0),
w¢ H©�z

[
n ≡ [

n(0, 0),
w¢ H�§z

\
=

∞
∑

n=1

\
n,

w¢ H� �z

[
=

∞
∑

n=1

[
n,

w¢ H��z

$�



,658 ?68.?6,C578521 :=2,C509. :;6,052 9 => J57= 6�C05v w¢ H©$z 3 C >;�612 ?9.6CB:8. 6�C0509. :=2=/ .21 ,7 n = 3
7, ∞ 3 05;,2 95:; 76=A9. ,7 n = 5

7, ∞ H 5 81:>=B/ .21
(
\ − \

1 −
\
2) =(E2 + CD)

\
+ C(A+B + E)

[
,

(
[ − [

1 −
[

2 −
[

3 −
[

4) = + A H(1) (
[ − [

1 −
[

2 −
[

3)+

+D H(1) (
\ − \

1 −
\
2 −

\
3)

+
[

B2(A+B)2 +DB2C
][

+

+ [AB(A+B) +DBC] H(1) (
[ − [

1)+

+DB2 (A+B + E)
\
+BD (A + E)H(1) (

\ − \
1) .w¢ H�©z

�, =?,68E7>,C509= 9 C?6,C578.09= h̃ = h̃(k) = H(1)
=81:>=/ .21 => J57 7C�<@6�C05v C ?,:;5<9

0 =
\
1 +

\
2 + (E2 + CD − 1)

\
+ C(A+B + E)

[
,

0 =
[ [−1 + A h̃+B2(A +B)2 +DB2C + (AB(A+B) +DBC) h̃

]

+

+
\ [
D h̃+DB2 (A+B + E) +BD (A+ E) h̃

]

+

+
[

1 +
[

2 +
[

3 +
[

4+

+ A (−[ 1 −
[

2 −
[

3) h̃ + [AB(A+B) +DBC] (−[ 1) h̃+

+D (−\1 − \
2 −

\
3) h̃+BD (A+ E) (−\1) h̃.

w¢ H��z

�1805<85/ E< C ?,:;5<9 / 5C0./ 09.C 957,2 . C 9.->,u<9 [
1,
[

2,
[

3,
[

4,
\
1,
\
2,
\
3
C1B:;F?=/ E<. C ?,C1D:812 6�C0509= 3 :?6,C578521 805-.89.09. ?6,?5A5;,65 7, 6,8C 9EB85095 => J57= 7C�<@ 6�C05v 8 7C 9.2 5 09.C 957,212 9 [ 9 \ H� ;12 <.-= 3 0 9.84 F705 / .:; 805/ ,2,uG ?9.6C :81<@ <8;.6.<@ ,:;61<@ ?6,?5A5;,B6�C H ¢05-,A9<809. 7, ?9.6C :81<@ 7C�<@ ?6,?5A5;,6�C ,:;61<@ C1?6,C578,01<@ C?,76,87895-. x H� w458=/ E< 05 :<@.2 5<9. ?68.7:;5C 9,012 05 61:=0>= x H�z 3 75/ E :9F,0. C16589G C ?68.:;68.09 65?-5<. 5 3 ?,?68.8

Q̃1 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)h(X | ξ0, ξ−1),

Q̃2 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃(s)

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1),

Q̃3 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃
2(s)

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1 | r2, r1)×

× h(r2 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1),

Q̃4 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃
3(s)

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)×

× h(r3 | r2, r1)h(r2 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1). w¢ H�xz
�§



5 u6.709521 ;.658 ? ,C1D:81 => J57 6�C05v ?, :>,>5<@ ?,?68.785/ E<1<@ <@C 9-F t = 0
3

<81 -9
ξ0
9
ξ−1

H � 6,C5789 ;, 3 7,

Q̃1 (X, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0 h(X, ξ0, ξ−1),

Q̃2 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1),

Q̃3 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1 | r2, r1)×

× h(r2 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1),

Q̃4 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)×

× h(r3 | r2, r1)h(r2 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1). w¢ H�yz

�, C1>,0509= 09.>;�61<@ <5 J.> =81:>=/ .21 ?,09D:8E ? ,:;5G

Q̃1 (X, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0h(X, ξ0),

Q̃2 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1, r1),

Q̃3 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1, r2, r1),

Q̃4 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)h(r3, r2, r1).

w¢ H�#z

� �



�5-./ 3 ?68.<@,78E< 7, 82 9.00./ ¥,=69.65 ,;6812=/ .21

Q̃1 (k, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXh(X, ξ0),

Q̃2 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1 h(X, r1),

Q̃3 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2 h(X, r2, r1),

Q̃4 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3 h(X | r3, r2)h(r3, r2, r1),
w¢ H�$z

<, 75/ . 052 ?,:;5G =2,D-9C 95/ E<E 3 ,4-9<8.09. :8=>501<@ [
1,
[

2,
[

3,
[

4,
\
1,
\
2,
\
3

H
~ 5 ?,7:;5C 9. w¢ H©�z 9 w¢ H�§z 3 w¢ H�©z 9 w¢ H��z 3 w¢ Hxz 9 w¢ Hyz ,658 w¢ H�z 3 C165D5/ E:9F ,0. >,-./ 0, ?68.8

\
1

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXδX,−ξ0 h(X, ξ0) =

=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXεδ(X + ξ0)h(ξ0) = ε

∞
∫

−∞

dXeikXh(−X) = εh̃,

w¢ H��z

[
1

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikX(1− δX,−ξ0) h(X, ξ0) =

=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikX(1− ε)h(X)h(ξ0) = (1− ε)h̃,

w¢ Hx§z

��



\
2

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1δX,−r1 h(X, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1εδ(X + r1)h(r1) =

=ε

∞
∫

−∞

dr1e
ik(−r1)eikr1h(r1) = ε,

w¢ Hx�z

[
2

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1(1− δX,−r1) h(X, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1(1− ε)h(X)h(r1) = (1− ε)h̃2,

w¢ Hx�z

\
3

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2δX,−r2 h(X, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2

[ζδ(X + r2)δ(r2 + r1)h(r1) + (ε− ζ)δ(X + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2e
ikr1 [ζδ(r2 + r1)h(r1) + (ε− ζ)h(r2)h(r1)] = εh̃,

w¢ Hx©z

[
3

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2(1− δX,−r2) h(X, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2 [(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(X)+

(ζ − θ)δ(X + r1)h(r2)h(r1) + (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(X)h(r1)] =

=(1− 2ε+ θ)h̃3 + (ζ − θ)h̃+ (ε− ζ)h̃ = (1− 2ε+ θ)h̃3 + (ε− θ)h̃,w¢ Hx�z

�©



[
4

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

(1− δX,−r3) h(X | r3, r2) h(r3, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3(1− δX,−r3)

{(1− δr3,−r2) [Ah(X) +Bδ(X + r2) + Cδ(X + r3)] +

+δr3,−r2 [Dh(X) + Eδ(X + r3)]}
[(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+(ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

{(1− δr3,−r2) [Ah(X) +Bδ(X + r2)] + δr3,−r2 [Dh(X)]}
[(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+(ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

{[Ah(X) +Bδ(X + r2)] (1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3)+

+ [Dh(X)] ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ [Ah(X) +Bδ(X + r2)] (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+ [Ah(X) +Bδ(X + r2)] (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+ [Dh(X)] (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)} =

��



=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

[A(1− 2ε+ θ)h(X)h(r1)h(r2)h(r3)+

+B(1− 2ε+ θ)δ(X + r2)h(r1)h(r2)h(r3)+

+Dζh(X)δ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ A(ζ − θ)h(X)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+B(ζ − θ)δ(X + r2)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+ A(ε− ζ)h(X)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+B(ε− ζ)δ(X + r2)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+ D(ε− ζ)h(X)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

= A(1− 2ε+ θ)h̃4 +B(1− 2ε+ θ)h̃2 +Dζh̃2 + A(ζ − θ)h̃2+

+B(ζ − θ) + A(ε− ζ)h̃2 +B(ε− ζ)h̃2 +D(ε− ζ)h̃2 =

= A(1− 2ε+ θ)h̃4 +B(ζ − θ)+

h̃2 [B(1− 2ε+ θ) +Dζ + A(ζ − θ) + (A +B +D)(ε− ζ)] .

w¢ Hxxz

�,7:;5C 95/ E< =81:>50. C 9.->,uG 7, => J57= 6�C05v w¢ H��z 9 C :?,25A5/ E< :9F?681 6,8C 9E8509= ?6,A652.2 }5;@.25;9<5 3 ,;6812=/ F 3 05 ?,7:;5C 9. w© H$z 3 w¢ H��z,658 w¢ H��z 9 w¢ H� �z

Q̃(k, s) =
[

+
\
=

= ψ̃1

[

−(ε− 1)ψ̃3(ζ − θ)
(

h̃2
(

ε2 − ζ
) (

ε2(ζ − θ + 1)− ζ
)

− (ε− 1)2ε2(ζ − θ)
)

+

+ (ε− 1)3ε2ψ̃
((

h̃2 − 1
)

ε2 + h̃2(−θ) + ε
)

− h̃(ε− 1)3ψ̃2
(

ε2(θ − 2ζ) + ζ2
)

+

h̃(ε− 1)4ε2 − h̃ψ̃4
(

ε2 − ζ
)

(ζ − θ)
(

ε3 + ε2(−ζ + θ − 1) + εζ(ζ − θ − 1) + ζ
)

+

+ψ̃5
(

ε2 − ζ
)2

(ζ − θ)2
]

[

h̃(ε− 1)ψ̃5
(

ε2 − ζ
)

(ζ − θ)
(

ε2 + ζ(ζ − θ − 1)
)

+ h̃(ε− 1)3ε2ψ̃(2ε− θ − 1)

−h̃(ε− 1)ψ̃3
(

ε4(3ζ − 2θ) + 2ε3
(

ζ2 − 2ζ(θ + 1) + θ2 + θ
)

+

−ε2
(

(ζ + 1)θ2 − 2ζ(ζ + 2)θ + ζ(ζ(ζ + 4)− 2) + θ
)

+ 2εζ2 + ζ2(ζ − θ − 1)
)

+

−ψ̃6
(

ε2 − ζ
)2

(ζ − θ)2 − (ε− 1)4ε2 + εψ̃4
(

3ε3 − ε2(2ζ + 3) + ε+ ζ2
)

(ζ − θ)2+

−(ε− 1)3ψ̃2
(

ε3 − 2ε2ζ + ζ2
)

]−1

. w¢ Hxyz
t5=C5D213 D. C 6�C0509= w¢ Hxyz 85-.D0,uG ,7 56A=2 .0;= s C1:;F?=/ . / .7109. ? ,B?68.8

ψ̃ = ψ̃(s)
9
ψ̃1 = ψ̃1(s)

3 05;,2 95:; 85-.D0,uG ,7 56A=2 .0;=
k
?,?68.8

h̃ = h̃(k)
H
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