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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Niniejsza praca lezy w nurcie badan nad procesami o charakterze probabilistycznym,
w ktorych czas jest traktowany w sposob ciaggly. Rozwazane w pracy modele naleza
do tej kategorii tego nurtu, dla ktoérej czasy pomiedzy kolejnymi zdarzeniami moga
ulega¢ zmianie. Kanonicznym przedstawicielem tej kategorii jest Model Btadzenia
Losowego w Czasie Ciaglym (ang. Continuous-Time Random Walk, CTRW).

Model CTRW zostal wprowadzony przez fizykow Montrolla i Weissa w roku 1965
[1], jako uogolnienie klasycznego bladzenia losowego, w ktoérym czas pomiedzy ko-
lejnymi skokami procesu stochastycznego jest zmienna losowa. Model ten (zwany
dalej kanonicznym) zostal po raz pierwszy zastosowany przez Schera i Laxa w 1973
roku [2| oraz niezaleznie, rok pozniej, przez Moore’a [3] do opisu anomalnej relak-
sacji fotopradu w ciatlach amorficznych; prad ten przejawial relaksacje potegowa,
a nie wykltadnicza. Uzyskane wyniki zapoczatkowaly rozw6j wspomnianej kategorii
procesow stochastycznych. Przyktadowo, prawie dekade pozniej Tunaley [4, 5] roz-
szerzyt kanoniczny formalizm! CTRW na stacjonarny model CTRW, wprowadzajac
odrebny rozktad czaséw wyczekiwania dla pierwszego skoku. Pozwolito to, m.in. na
uniezaleznienie charakterystyki procesu od warunkéw poczatkowych.

Kanoniczny CTRW znalazt szereg zastosowan takich jak np. opis starzenia sie
szkiel [6, 7], transport w nieuporzadkowanych przewodnikach jonowych [8], w mo-
delowaniu zagadnien hydrologicznych [9, 10] czy tez trzesien ziemi [11].

Co wiecej, formalizm CTRW mozna rozpatrywac jako przyklad stochastycznego
procesu odnowy [12, 13|, w ktérym odstepy czasu pomiedzy skokami sa zmienna
losowa, charakteryzowana przez dowolny rozktad prawdopodobienistwa (a nie tylko
rozklad Poissona). Teoria procesow odnowy (ang. renewal theory), zwanych tez pro-
cesami polmarkowa (ang. semi-markov model), pojawila sie¢ w okresie pézniejszym
(w stosunku do prac [1, 2]) w §rodowisku matematycznym. Ponadto, w srodowisku
tym rozwijano tzw. ukryte modele pétmarkowa (ang. hidden semi-markov model).
Znalazty one zastosowanie w wielu dziedzinach od biologii poprzez telekomunika-
cje po ubezpieczenia i finanse [14-27|, wlaczajac w to ekonomie [28], a zwlaszcza
ekonometrie [29]. W pierwszej dekadzie obecnego stulecia obserwuje sie wzrost za-

!Terminy ’formalizm’ i 'model’ uzywane sg tutaj jako synonimy



interesowania zastosowaniami CTRW w szeroko rozumianych finansach [20-22].
Aby wskaza¢ kierunek rozwazan prowadzonych w niniejszej pracy zauwazmy, ze
w ramach skokowego? formalizmu CTRW pojedyncza trajektorie, bedacy realizacja
btadzenia losowego, mozna przedstawi¢ jako ciag skokéw kolejno o ry, 7o, ... 7, ..,
poprzedzonych okresami wyczekiwania w tym samym stanie, reprezentowanymi od-
powiednio przez czasy ti,ts,...,t,,.... Prawdopodobienstwo wystapienia konkret-
nej trajektorii mozna sprowadzi¢ do gestosci prawdopodobienstwa [12] wystapienia
pary (rp,t,), pod warunkiem calej historii (r,_1,tn_1;7n_2,tn_2; .. .; r2,ta;71,1).
W kanonicznym modelu Montrolla i Weissa przyjmuje sie nastepujace uproszczenie

P(Tnstn [Tt tn 15 Tn2, tn2; - 52, b1, t) & p(rn,tn) =~ h(ra) ¢(ta). (1.1)
Oznacza to, ze przyjmuje sie ponizsze zatozenia:

(1) dlugosé skoku r,, oraz czas wyczekiwania ¢, poprzedzajacy ten skok sa nieza-
lezne, a ponadto

(2) nie zalezg od wezesniejszych dlugosci skokow i czasow wyczekiwania, co wiecej

(3) rozktady wszystkich skokow sa jednakowe, podobnie jak rozklady wszystkich
czaséw wyczekiwania.

Zalozenia te wyniknety z analizy danych do§wiadczalnych otrzymanych w ramach
wspomnianego wcze$niej eksperymentu, w ktérym mierzono relaksacje fotopradu.
Analiza ta pozwolita stwierdzié¢, ze migrujacy nos$nik pradu przebywa w pojedynczym
minimum potencjalu przez czas znacznie dluzszy od okresu termalizacji, przez co
wszelka pamie¢ o poprzednich skokach jest gubiona.

Modele bladzenia losowego w czasie cigglym z pamiecig, wprowadzone i uzy-
wane w mojej rozprawie (rozdzialy 5 i 6), roéznia sie od kanonicznego modelu tym,
ze opieraja sie na ogodlniejszym zaltozeniu. Jest to podyktowane innym charakterem
danych empirycznych (patrz ponizej). W mozliwie najprostszym przypadku (roz-
dzial 5) modyfikuje zalozenie (2) przyjmujac, ze kolejny skok moze zaleze¢ od skoku
poprzedzajacego, czyli:

P, tn | Tt b1 T, tnas o 572, o 11, 1) &

= Pyt | Ta1) & B(ry [ ra—1) ¥(t,). (1.2)

W wiekszoéci uktadéw spotykanych dotychczas w przyrodzie jak i w uktadach
badanych w ramach ekono- i socjofizyki wspomniana powyzej zalezno$¢, o ile wy-
stepuje, ma charakter ujemnego sprzezenia zwrotnego. Sprzezenie to jest efektem
dzialania uktadu, gléwnie przeciwko zewnetrznym czynnikom. Efekt ten stara sie
przywrdci¢ pierwotny stan uktadu. Tego typu zachowanie uktadoéw fizycznych, znaj-
dujacych sie w stanie rownowagi lub w poblizu stanu réwnowagi, jest opisane przez

2W dalszej czesci pracy opuszczaé bede termin “skokowy’.



regute Le Chateliera — Brauna zwana rowniez regula przekory [30]. Znanym przykla-
dem rozszerzenia tej reguly na sfere finanséw jest zasada eliminacji arbitrazu przez
wolny rynek [31, 32].

Prawie trzy dekady temu ujemne sprzezenie zwrotne, w postaci korelacji powrot-
nych, bylo rozpatrywane w pracach [33-36] (i referencje tamze) w kontekscie btadzen
losowych w gazach sieciowych. Korelacje te prowadzily nawet do znacznego zmniej-
szenia wspoOtczynnika samodyfuzji. Bylo to szczegélnie widoczne dla dyfuzji przy
skrajnie matej koncentracji wakancji [37], np. w przewodnictwie statych elektrolitow
[38], a zwlaszcza w dyfuzji wodoru w metalach przejSciowych, gdzie koncentracja
moze by¢ nawet “dowolna” [34]. Ponadto, tunelowanie wspomagane fononowo two-
rzace polaron, moze by¢ kolejnym interesujacym przykltadem korelacji powrotnej
[37, 39-41].

W przypadku dyfuzji wodoru w metalach przej$ciowych korelacje powrotne po-
jawiaja sie w analizie dwoch kolejnych przeskokéw atomu znaczonego pomiedzy po-
lozeniami miedzyweztowymi. Atom wykonujgc skok zostawia za soba wolne miejsce,
co skutkuje zwiekszonym prawdopodobieristwem jego powrotu do wyjsciowego po-
lozenia. Tendencja ta stabnie z uptywem czasu pomiedzy skokami. W celu opisania
tego typu dynamiki stochastycznej, w ramach modelu gazu sieciowego, w pracy |34]
rozszerzono kanoniczny formalizm CTRW, tak aby uwzgledniat korelacje powrotne.

Ostatnio, problem powrotnych, czyli ujemnych korelacji pojawil sie w innym,
finansowym kontekscie [42-45| (i referencje tamze). W finansowych szeregach cza-
sowych wysokiej czestotliwoéci, jak np. cena pojedynczej akcji w funkcji czasu, po-
wszechnie obserwowane byly ujemne korelacje dwoch kolejnych skokow [26], nato-
miast korelacje poprzez trzy lub wiecej skokow byly praktycznie nieobecne. Ponadto,
silna zalezno$¢ pomiedzy dwoma kolejnymi skokami ceny, obserwowanymi na rynku
finansowym, moze dominowa¢ nad obserwowana, stabsza, statystyczna zaleznoscia
kolejnych czaséw oczekiwania pomiedzy transakcjami.

Wspomniana powyzej silna zalezno§¢ pomiedzy kolejnymi skokami ceny ma swoje
7zrodto w mikrostrukturze rynku i moze by¢ lepiej zrozumiana dopiero po przeprowa-
dzeniu analizy tzw. ksiegi zlecen, ktora jest podstawa mechanizmu dziatania gietdy.

Aby usystematyzowac rynek oparty na podwdjnej aukcji [46-48] jakim jest gielda,
wprowadza sie pojecie ksiegi zlecen, czyli zbioru wszystkich zlecen kupna i sprze-
dazy uporzadkowanego wzgledem ceny i rodzaju. Szczegoblnie interesujaca wlasnosciag
podwojnej aukeji jest wystepowanie tzw. zjawiska 'bid-ask spread’ [26]. Jest to prze-
dzial pomiedzy ceng oferty kupna o najwyzszym dostepnym limicie (ang. bid) a ceng
oferty sprzedazy o najnizszym dostepnym limicie (ang. ask). Bid-ask spread stojacy
za obserwowang dynamikg cen transakcyjnych prowadzi do zjawiska znanego jako
'bid-ask bounce’ [26, 49|. Zjawisko to polega na “odbijaniu sie” ceny transakcyjnej
pomiedzy goérng i dolng granicg bid-ask spreadu, co skutkuje wyrazng antykorelacja

3Termin ’spread’ w kontekscie finansowym nie ma swojego odpowiednika w jezyku polskim.
Czasami ttumaczy sie go jako “rozwarcie” lub “rozpieto$¢”, lecz ttumaczenie to nie jest powszechnie
stosowane.



kolejnych zmian cen.

Mechanizm powstawania skokéw powrotnych w dynamice cen akcji jest analo-
giczny do mechanizmu generujacego korelacje powrotne we wspomnianej juz samo-
dyfuzji atomu wodoru w metalach przejsciowych. Podobnie jak we wspomnianym
przyktadzie, zmieniajaca si¢ cena pozostawia za soba wolne miejsce w ksiedze zle-
cen. Skutkuje to tendencja powrotng ceny do jej wartoSci wyjsciowej. Zatem, mamy
tutaj do czynienia nie tylko z formalnym podobienstwem wzoréw opisu-
jacych dynamike, ale tez z faktycznym podobiennstwem mechanizméw.

W kolejnej czesci mojej pracy (rozdzial 6) w znacznie bardziej ogolny sposob
zmieniam zalozenie (2). Dopuszczam mozliwos¢ istnienia zaleznosci (nie myli¢ z ko-
relacja) pomiedzy kolejnym skokiem a dwoma wczesniejszymi skokami bezposrednio
go poprzedzajacymi, co mozna zapisaé jako

P(Tm tn | T'n—1, tn—l; rn—Zatn—Z; -5 T, t27 Tlatl) ~

~ P(Tn, tn | T'n—1, Tn—Q) ~ h(Tn | T'n—1, rn—Z) ¢(tn) (13)

Innymi stowy, rozszerzam zalozenie o istnieniu pamieci jednokrokowej na pamie¢
dwukrokowsa. Nalezy podkresli¢, ze modele tego typu nie byty dotychczas rozwijane.
Takie zatozenie znajduje swoje uzasadnienie w omawianych dalej faktach empirycz-
nych oraz w efekcie bid-ask bounce dzialajacym z opdznieniem. W takiej sytuacji
efekt skoku powrotnego pojawia sie dopiero po wykonaniu przez cene jednego skoku
niezaleznego, pomiedzy skokami o ujemnej korelacji.

W pracy rozwazam systematycznie trzy modele oparte na formalizmie
bladzenia losowego w czasie cigglym. Dwa z nich zawieraja pamieé jed-
nokrokows: jeden (rozdzial 4) bedacy wlasnym uogolnieniem istniejacego
modelu opisanego w pracy [45] oraz drugi (rozdzial 5) w pelni autor-
ski [50]. Trzeci z przedstawionych modeli (rozdzial 6) jest nowatorskim
modelem zawierajacym pamieé dwukrokowsa [51].

1.1 Cel pracy

Ogoélnym celem mojej rozprawy doktorskiej jest Sciste i analityczne mo-
delowanie, na poziomie cen transakcyjnych, mechanizmu rzadzacego dy-
namika cen w skali mikroskopowej, czyli pojedynczych zlecein. Opisywane
w pracy modele bladzen losowych w czasie ciaglym z pamiecia majg na
celu jak najdokladniejszy opis dynamiki rynku finansowego w najkrot-
szej mozliwej skali czasowej, bazujac na danych empirycznych wysokiej
czestosci (typu tick-by-tick). Modele opisywane w mojej rozprawie doktorskie;
opieraja sie przede wszystkim na pracach [45, 50| i pracy przygotowywanej do druku
[51].

W pracy [45] dokonane zostalo uogélnienie modelu zaproponowanego przez Mon-
tero i Masolivera [42, 43|. Wprowadzono, podobnie jak w pracy Tunaley’a [4, 5],
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nowy rozklad czaséow oczekiwania dla pierwszego skoku. Pozwolito to na stacjona-
ryzacje uzywanych w modelu wielkosci. Zmiana ta umozliwita réwniez poréwnanie
teoretycznej i empirycznej funkcji autokorelacji predkosci procesu.

Model zaproponowany w pracach [42, 43| okazal sie jednak zbyt przyblizony, aby
jego uogolnienie w pracy [45] moglo daé satysfakcjonujaca zgodnosé z danymi empi-
rycznymi. Zatem, w pracy [50] rozwiniety zostal bardziej ztozony model z pamiecia
jednokrokowa zainspirowany statystyka empiryczng. W tym modelu zgodnosé wy-
nikéw teoretycznych z empirycznymi byta juz zadowalajaca, jednak nie wszystkie
dostepne fakty empiryczne byly przez model odtwarzane.

Aby poprawié¢ zgodno$§é z danymi empirycznymi i uwzglednié¢ np. ob-
serwowany empirycznie brak korelacji miedzy co druga zmiang ceny, roz-
szerzylem w niniejszej pracy powyzszy model do pamieci dwukrokowej.

Ponadto, w pracy analizuje wplyw obserwowanego dziennego trendu [52-54] (i re-
ferencje tamze) na ksztalt empirycznej funkeji autokorelacji, a posrednio na stacjo-
narno$¢ analizowanych danych.

1.2 Uklad pracy

Niniejsza rozprawa sktada sie z pieciu uzupekiajacych sie czesci:

e w pierwszej czesci opisuje analizowane dane empiryczne (rozdzial 2), wprowa-
dzam stosowane metody (rozdzialy 2 i 3) oraz stosowany formalizm (rozdzial
3),

e w drugiej uwzgledniam wplyw pamieci jednokrokowej na dynamike ceny, sta-
cjonaryzujac model Montero i Masolivera (rozdziat 4) i budujac w pelni au-
torski model (rozdzial 5),

w trzeciej czedci rozszerzam podejscie do pamieci dwukrokowej, wprowadzajac
kolejny oryginalny model (rozdzial 6),

w czwartej podsumowuje uzyskane w rozprawie wyniki, dokonuje ich oceny i
przedstawiam konkluzje (rozdzial 7),

natomiast w dodatkach do niniejszej rozprawy (stanowigcych piata czesc)
przedstawiam $ciste wyprowadzenie propagatora dla modelu z pamiecig dwu-
krokowa (dodatek A), analizuje wplyw obserwowanego dziennego trendu na
dynamike ceny waloru gieldowego (dodatek B) oraz badam autokorelacje znaku
predkosci ceny (dodatek C).
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Rozdziat 2

Dane empiryczne 1 metoda ich
analizy

2.1 Opis danych empirycznych

Cze$¢ empiryczna niniejszej rozprawy opiera sie na publicznie dostepnych, transak-
cyjnych danych wysokiej czestotliwosci pochodzacych z warszawskiej Gietdy Papie-
row Wartosciowych (patrz rysunek 2.1).

155.8

155.6
%‘ 155.4
T .
g
[} 155.2 1
@)

155 1
154-8 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Czas od pierwszej transakcji [s]

Rysunek 2.1: Przykladowy fragment szeregu czasowego wysokiej czestotliwosci dla spotki
PEKAQO z 29 lipca 2011 r. Punkty oznaczajg chwilowe ceny transakcyjne. Cienkie linie
tacza te punkty na sposoéb skokowy. Na osi pionowej wykreslona jest cena, natomiast na
poziomej czas liczony od chwili pierwszej transakcji w dniu.

Zostaly one udostepnione przez Bank Ochrony Srodowiska SA [55]. Dane zarchi-
wizowane sg w formacie plikow programu komputerowego Metastock [56] i obejmuja
okres od rozpoczecia dziatania systemu komputerowego WARSET [57], czyli 17 li-
stopada 2000 r. do 29 lipca 2011 r. Doktadno$¢ cenowa powyzszych danych jest
maksymalna, tzn. odpowiada zawsze minimalnej mozliwej zmianie ceny (ang. tick).
Niestety, dostepne dane empiryczne sa rejestrowane z dokladnoscia do jednej se-

11



kundy. Dlatego kilku transakcjom zrealizowanym w ciggu jednej sekundy zegarowe;j
odpowiada jeden rekord danych.

Od dnia 1 stycznia 2011 harmonogram sesji na warszawskiej Gieldzie Papieréow
Wartosciowych wyglada nastepujaco:

8.00-9.00 przyjmowanie zlecen na otwarcie,
9.00 otwarcie (okreslenie kursu na otwarciu),
9.00-17.20 notowania ciagle,
17.20-17.30 przyjmowanie zlecenn na zamkniecie,
17.30 zamkniecie (okreslenie kursu na zamknieciu),

17.30-17.35 dogrywka.

W historii GPW harmonogram sesji byt wielokrotnie zmieniany, a okres notowan
cigglych ulegal wydtuzeniu.

W niniejszej pracy skupiam sie na analizie wewnatrzdziennej dyna-
miki stochastycznej zmian cen, tzn. dynamiki odpowiadajacej notowa-
niom cigglym. Poniewaz okresy notowan ciggtych trwajace obecnie 8 godzin 20
minut oddzielone sg prawie 16 godzinng przerwa, bledem byloby ’sklejanie’ konica
sesji z dnia poprzedniego z poczatkiem nastepnego. Nie mozna bowiem zakladaé, iz
struktura wewnatrzdzienna szeregu czasowego jest kontynuowana bez zadnej zmiany
od poczatku sesji dnia nastepnego. Aby unikngé¢ popelnienia tego btedu, posiadane
dla kazdego analizowanego waloru dane traktuje jak zespoét statystyczny dni. Ba-
dane charakterystyki bede wyliczal dla szeregu czasowego wewnatrz jednego dnia i
usrednial po takim zespole statystycznym (wagi elementéw omowie w dalszej czesci
tego rozdziatu).

Analizujac dane transakcyjne z jednego dnia nalezy zauwazy¢, iz posiadaja one
elementy (transakcje), ktore nie sa interesujace z punktu widzenia dynamiki we-
wnatrzdziennej, m.in. nalezy do nich zapis pierwszej transakcji w danym dniu, za-
wierajacy realizacje wszystkich ofert ztozonych w czasie przed otwarciem. Sposob
realizacji tych transakcji, zapisanych jako jeden rekord danych, jest zupelnie od-
mienny od sposobu realizacji nastepujacych po nich transakcji w czasie notowan
cigglych. Transakcje otwarcia charakteryzuja sie znacznie wieksza zmiennoScig w
poréwnaniu ze zmianami ceny wewnatrz dnia. Aby nie zaburzy¢ szeregu czasowego i
nie znieksztalci¢ koncowego wyniku, pomijam w dalszej analizie wszystkie transakcje
otwarcia.

Druga grupa transakcji o innym charakterze niz notowania ciggte sa transakcje
na zamknieciu sesji i w czasie dogrywki, ktore odbywaja sie po stalej cenie zwanej
ceng zamkniecia. W zwigzku z tym, rowniez te transakcje pomijam w dalszej analizie.

Kolejng cechg wymagajaca ujednolicenia jest doktadnosé cenowa danych. Mini-
malna mozliwa zmiana ceny 7 ulega zmianie w zalezno$ci od ceny waloru, jednak
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w analizowanych przypadkach nigdy nie byta wieksza od 0.1 PLN i nie mniejsza
niz 0.01 PLN. W zwigzku z tym, dla kazdej spotki ogranicze sie do badania danych
z doktadno$cig réwnag maksymalnej wartosci n wystepujacej w trakcie jej notowar.
Wszystkie ceny transakcyjne zostaja zaokraglone do tak znalezionej wartosci 7.

Dane uzyskane za pomoca powyzszego podejscia, moga by¢ przedstawione, dla
kazdego analizowanego waloru, za pomoca zespotu statystycznego sktadajacego sie
Z A dni. W kazdym dniu d = 1,2,..., dnq:, ma miejsce ng + 1 transakcji, przy
czym ich liczba jest na og6t rézna dla réznych dni. Przez ry; oznaczamy zmiane
ceny pomiedzy transakcja 7 + 1 a transakcja ¢ w dniu d, natomiast przez t,; - okres
czasu pomiedzy tymi transakcjami. Zdefiniujmy jeszcze czas pomiedzy pierwszag a
i+ 1 transakcja w dniu d*

k
td,k = th,i7 k= 1727"'7nd7 (21)
=1

oraz dlugo$¢ dnia transakcyjnego (sesji) Ty = tq,,. Jak widaé, dtugosé¢ dnia transak-
cyjnego moze fluktuowaé. Zdefiniowane powyzej wielkosci sg wykorzystane ponizej,
w podrozdziale 2.2.

2.2 Algorytm obliczania funkcji autokorelacji
predkosci skokowego szeregu czasowego

Przyjmijmy, ze pomiedzy dwiema kolejnymi transakcjami cena waloru sie nie zmie-
nia, natomiast w chwili nastepnej transakcji zmienia sie nieskoniczenie szybko. Za-
tem, analizowany szereg czasowy jest krzywa schodkowg ceny w funkcji czasu - méwi
sie wtedy o skokowym szeregu czasowym (patrz rysunek 2.1). Chwilowa predkos¢
takiego procesu w funkcji czasu, liczonego od pierwszej transakcji w dniu (czyli od
poczatku dnia transakcyjnego), przyjmuje postac:

va(T) = Z'f’d,i O (ta;— 1), (2.2)

gdzie vy(7) jest wlasnie chwilowa predkoscia® w dniu d w chwili 7, a § oznacza delte
Diraca. Przy zalozeniu stacjonarnosci szeregu czasowego, sktadniki estymatora funk-
cji autokorelacji predkosci® Cy(t), liczonego jako srednia ruchoma (czyli skan oknem
czasowym o szeroko$ci ¢ po czasie 7) w dniu d, mozna przedstawi¢ w nastepujacej

LCzas pomiedzy transakcja i a i + 1 oznaczamy litera ¢ (pisana zwykla czcionka w trybie
matematycznym), natomiast czas od pierwszej do i+ 1 transakcji oznaczamy przez t, czyli czcionka
pogrubiong.

2Dokladnie rzecz biorac jest to pseudopredkosé, gdyz ma charakter dystrybucyjny.

3Uzywana tutaj nieunormowana funkcja autokorelacji nosi w ekonometrii nazwe autokowarian-
cji.
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postaci

Ty—t
1
(va(T) va(T +1)), = va(7) va(T + t)dr =
Ty—1t
0
Ty—t
1 . na
d o J=1 i=1
Ty—t
=7 _tZZmz'f’dJ / (tay —7) 8 (bay — 7 — 1) dr =
d 7j=1 =1 0
ng ng
- d_tzzrdlrdj (ta; — tay — 1), (2.3)
7j=1 =1

przy czym ng > 2,t < T,;, natomiast (...)_ oznacza estymator $redniej po czasie
7, a ponadto

Ty—t Ty—
1
(va(r + 1)), = T 1 /vd(7'+t)d7' Td— / Z: §(tg; — 7 —t)dr =
0 0 =
L Ty—t
= i | St —T—1)d Oty
Td—t-zlm / (bas = Td—tzrd (bas =
= 0
(2.4)
oraz
. Ty—t . Tat
(va(m)), = T, / va(T)dT = T, / Zrd’ié (tg;, —7)dr =
0 0 i=1
e T
Td—t;m’ O/ (tg; —7)dr Td—t;m’ (T, i)
(2.5)

gdzie 6 jest funkcjg skokowa Heaviside’a. Mozna zauwazy¢, iz zdefiniowany za po-
mocy powyzszych sktadnikéw estymator funkcji autokorelacji predkosci* wcigz za-
wiera sktadniki proporcjonalne do delty Diraca. Niedogodnosé te daje sie usunaé
poprzez usrednienie tego estymatora po krotkim przedziale czasu o dtugosci At wo-
kot wybranej chwili, czyli poprzez wprowadzenie definicji

t+AL/2
Calt) =57 [ {wal)valr + 00, = ), sl + 0, . (26)
t—At/2

4Mowa tutaj o estymatorze bedacym réznica pomiedzy wyrazeniem (2.3) a iloczynem wyrazen
(2.4) i (2.5).
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Tak zdefiniowany estymator dziennej funkcji autokorelacji predkosci mozna juz za-
pisa¢ w postaci umozliwiajacej jej bezposrednie wyznaczenie na drodze numerycznej

RS One(ta; — 1)0a:(Ty — t — tay)
Cq(t) = T Z Zm,z‘ Td,j <5At (ta; —ta; — 1) — T, ¢t ) ;

7j=1 =1
(2.7)
gdzie
07 7x<_%7 0, ,x<—%,
one(z) = ﬁ, x € [—%,%[, oraz  Oai(x) = ¢ A7 + %, = [_%’%[’
0 r= 5 1, x> 4L,

Wyrazenie (2.7) dobrze nadaje sie do implementacji algorytmicznej o ile prawidtowo
dobierze sie przedzial czasu At. W pracy przyjmuje At = 1s.

Alternatywng metoda obliczenia funkcji autokorelacji predkosci bytoby stworze-
nie z posiadanych danych szeregu czasowego o stalym kroku czasowym i o zero-
wych skokach w okresach wyczekiwania. Warto zwroci¢ uwage, iz algorytm oparty
na wzorze (2.7) ma kilka charakterystycznych, dogodnych cech w poréwnaniu do
algorytmow ze stalym krokiem czasowym:

e wymaga mniej pamieci na przechowywanie szeregu czasowego,

e moze dziala¢ z dowolng doktadnoscig czasowa, gdyz ztozonosé obliczeniowa i
wymagana pamieé¢ na przechowywanie szeregu od niej nie zaleza,

e dopuszcza mozliwo§é dwoch zmian ceny w tej samej chwili czasu, gdyz sumo-
wanie nastepuje po transakcjach, a nie po czasie,

e jest wolny od artefaktow powodowanych przez staly krok czasowy, wyrdznia-
jacy odpowiadajacg mu czestotliwosé,

2
g

5L sumowari jest szybszy,

e nawet przy najprostszej implementacji wykonujacej
2
o ile spelniona jest nieré6wnosé % < i—‘i )
Przypisujac dniom transakcyjnym wagi proporcjonalne do dtugoéci danego dnia
transakcyjnego 1y, czyli

, (2.8)

i=1
definiuje estymator funkcji autokorelacji predkosci oparty na calym szeregu, obli-
czony jako $rednia po zespole statystycznym dni

dmax

dimas >, Ty Calt)
Ct) =) waClt) = —r. (2.9)
d=1 ﬁx T,
d=1
Wzory (2.7) - (2.9) tworza praktyczng podstawe algorytmu umozliwiajacego nume-
ryczne wyznaczenie funkcji autokorelacji predkosci.
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2.3 Kwantyle autokorelacyjne

Posiadanie zespolu statystycznego pozwala réwniez na szacowanie istotnosci uzy-
skanego wyniku bez zakladania postaci jakiegokolwiek rozkladu. W tym celu moge
wyznaczyé¢ odpowiedniki kwantyli® definiujac
d:Cy(t) < x(t
Ct)y=z(t) Sar~ [{d: Calt) < ()H, (2.10)

dmam

gdzie |A| oznacza tutaj moc zbioru A, natomiast 0 < o < 1 jest rzedem kwantyla
autokowariancyjnego. Jak wida¢, rzad ten (w dalszym ciagu podawany w procen-
tach) jest zdefiniowany jako wzgledna liczba dni transakcyjnych, dla ktorych dzienna
funkcja autokowariancji predkosci Cy(t), jest rowna lub mniejsza od z. Zatem, usta-
lajac rzad o, mozemy dla kazdej chwili czasu odczyta¢ odpowiadajaca jej wartosé
x = x(t). Tak otrzymany przebieg x(t) oznaczamy C*(t) i nazywamy wlasnie kwan-
tylem autokowariancyjnym.

Majac na uwadze rézne rozktady skokéw cen waloréw poszczegolnych spotek, a
przez to rozna wartosé C'(0), wielkoScig dajaca mozliwo$é poréwnywania wynikow
dla réznych waloréw jest unormowana funkcja autokorelacji predkosci®, czyli

o (t) = %, (2.11)
a stad takze
con(t) = %‘Zé? (2.12)

Wielkos$¢ dang wyrazeniem (2.12) nazywamy kwantylem autokorelacyjnym rzedu o.
Nalezy zaznaczy¢, ze wyrazenie (2.12) dostarcza oryginalnego narzedzia badawczego,
nie wymagajacego znajomosci postaci jakiegokolwiek rozktadu.

Analize narzedziami (2.11) i (2.12) przeprowadzitem dla o$miu spoétek o najwyz-
szej liczbie transakcji wchodzacych w sklad indeksu WIG20. Lista spotek wraz z
liczba dni i liczba analizowanych transakcji zostala podana w tabeli 2.1. Obliczone
powyzsza metoda funkcje autokorelacji predkosci wraz z kwantylami autokorelacyj-
nymi rzedu o = 10% i a = 90% zostaly przedstawione na rysunku 2.2. Uzywajac
jako miary powyzej zdefiniowanych kwantyli autokorelacyjnych mozemy powiedziec,
ze na poziomie istotnosci 10% wystepowanie ujemnych autokorelacji jest zjawiskiem
istotnym.

Warto zwrocié uwage, ze powyzsza miara ufnosci nie zawiera zadnych zaltozen
co do rozktadu zmian cen, z ktorych uzyskiwano autokorelacje. Ponadto, przyjmuje
ona jeden dzien transakcyjny jako naturalng jednostke podzialu szeregu czasowego.

5Te odpowiedniki kwantyli mozna nazwaé autokowariancyjnymi.
W ekonometrii dopiero ta unormowang wielko$§¢ nazywa sie autokorelacja, natomiast przed
unormowaniem moéwi sie o autokowariancji.
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Tablica 2.1: Lista o$émiu badanych spéltek wchodzgcych w sktad indeksu WIG20 wraz z
liczba dni i transakcji.

Skrot nazwy Pelna nazwa Dni | Transakcje
BRE BRE Bank 2684 550722
GETIN Getin Holding 2559 653627
KGHM KGHM Polska Miedz 2686 2163814
PEKAO Bank Pekao 2686 1167810
PGNIG Polskie Gornictwo Naftowe i Gazownictwo | 1450 772398
PKNORLEN PKN Orlen 2686 1539947
PKOBP PKO Bank Polski 1688 1651724
TPSA Telekomunikacja Polska 2686 1874336

Podzial szeregu na dluzsze odcinki prowadzitby zapewne do zawezenia przedzia-
low ufnosci, czyli krzywe gorne i dolne (oznaczone liniami cigglymi na rysunku
2.2) zblizylyby sie do siebie. Jednakze, zmniejszyloby to liczebnos¢ zespotu staty-
stycznego, pogarszajac tym samym statystyke (linie ciggle na rysunku 2.2 bylyby
bardziej “poszarpane”). Zatem, wynik ten nalezy traktowa¢ jako ograniczenie gorne,
tzn. ujemnos¢ autokorelacji mozna réwniez wykazaé na nizszym poziomie istotnosci.
Analizujac przedstawione na rysunku 2.2 §rednie autokorelacje (mate czarne kwa-
draty), widzimy ze sa one wyraznie ujemne przez blisko jedna minute, dazac od dotu
do zera.

Zaskakujaca obserwacja, obecng jedynie dla pieciu spotek (BRE, GETIN, PE-
KAO, PGNIG, PKNORLEN), jest wystepowanie dla pewnych pojedynczych warto-
Sci czasu, wyraznie zwiekszonej autokorelacji, dobrze widocznej jako czarne kwadraty
znajdujace sie powyzej trendu. Dostrzec mozna, ze czasy dla ktorych wystepuje to
zjawisko to wielokrotnosci 15 sekund. Zroédel takiego zachowania mozna sie dopa-
trywaé¢ w fakcie interakcji z indeksem WIG20, ktérego wartosé publikowana jest
doktadnie co 15 sekund przy wykorzystaniu algorytmicznego handlu (prowadzonego
przez komputery) lub tez w dzialaniu tzw. 'market maker6w’ - instytucji, ktére na
zlecenie gieldy réwnowaza rynek.

W dalszej czesSci pracy wracam do omawianych wynikéw przedstawionych na
rysunku 2.2.
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Rysunek 2.2: Unormowane funkcje autokorelacji predkosci C'"(¢) (mate czarne kwadraty)
wraz z kwantylami autokorelacyjnymi C%17(t) (krzywa ciagla ponizej kwadratéw) i
CO9n(t) (krzywa ciggla powyzej kwadratow) dla oémiu badanych spotek. Dla wszystkich
badanych spotek w okoto 90% dni wystepowata ujemna autokorelacja.
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Rozdzial 3

Kanoniczne bladzenie losowe w
czasie cigglym

Jak juz wspomniatem w rozdziale 1, btadzenie losowe w czasie cigglym zostato wpro-
wadzone w pracy [1] przez fizykow Montrolla i Weissa. Obszerng czes¢ monograficzng
wraz z odno$nikami literaturowymi i odniesieniami do inspirujacego ten model eks-
perymentu, mozna znalezé np. w rozprawie doktorskiej [53]. W ponizszym rozdziale
przedstawiam zalozenia i notacje uzywang we wspomnianym formalizmie. Stanowi¢
to bedzie baze do oryginalnych rozszerzenn modelu zawartych w kolejnych rozdziatach
niniejszej pracy.

Rozwazmy, rozwijajac elementy modelu przedstawione we Wprowadzeniu, proces
stochastyczny, ktorego pojedyncza realizacja sktada sie z okresow wyczekiwania w
tym samym stanie i natychmiastowych przeskokéw do innego stanu (patrz rysunek
3.1). Dopuszczamy, ze okres wyczekiwania miedzy kolejnymi zmianami stanu jest

tn-2

T n-2

1 1 L ».

n-2 n-1 n Czas .

Rysunek 3.1: Przykladowy fragment trajektorii skokowego btadzenia losowego w czasie
ciaglym wraz ze stosowanymi oznaczeniami. Trzy zaznaczone zmiany wartosci procesu
Tn—2, Tn—1 1 1, poprzedzone sa okresami wyczekiwania w tym samym stanie (oznaczone
odpowiednio przez czasy t,—o, tn—1 1 ty,).
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zmienng losowa. Mozemy teraz zdefiniowa¢ gestos¢ prawdopodobienistwa wystapie-
nia konkretnej trajektorii, wprowadzajac nastepujaca, zasadniczg wielko$¢?

P(Tny o | Tn1, tn1; T2, tn_o; ... ;72,195 71, t1) - gesto§¢ prawdopodobienstwa
wystapienia kolejnego przeskoku o r,, pojawiajacego sie po okresie wycze-
kiwania ¢,, liczac od poprzedniego skoku, pod warunkiem catej historii, czyli
wszystkich wczesniejszych skokow i czasow wyczekiwania, jakie je poprzedzaty

(tl,Tl;tQ,Tg; .. .;tnfl,’f’nfl).

Kanoniczny model Montrolla i Weissa jest oparty o zalozenie wyrazone wzorem
(1.1), czyli przyjmuje wymienione tam (tuz pod wspomnianym wzorem) zalozenia
(1)-(3). Zalozenia te generuja trajektorie, ktore sg statystycznie niezmiennicze ze
wzgledu na przesuniecia w czasie? (stacjonarne) oraz w przestrzeni stanow, czyli w
pelni jednorodne.

Kolejne, przedstawione w pracy rozszerzenia kanonicznego CTRW opieraja sie
na zmianie wzoru (1.1), poprzez wprowadzenie innego rodzaju przyblizenia.

Zauwazmy, ze z aplikacyjnego punktu widzenia najbardziej przydatnym opisem
procesu stochastycznego sa funkcje rozktadu [58]. W przypadku procesow Markowa,
wielkoscia wystarczajaca do pelnego opisu procesu (poprzez funkcje rozkladu) jest
jego propagator® P (xa,ty | 71,11). Jest to gestoé¢ prawdopodobienistwa znalezienia
procesu w stanie x5 w chwili ¢, pod warunkiem ze w chwili ¢; byl w stanie x;.
Dla wspomnianych proceséw wlasdnie z tego propagatora jesteSmy w stanie uzyskaé
wszystkie funkcje rozktadu [58]. Dodatkowo dla proceséw stacjonarnych i transla-
cyjnie niezmienniczych, czyli w pelni jednorodnych, zachodzi réwnosé

P(xo+x,to+7 |2 +a,t1+7)=P(v2,t2 | 1,t1), (3.1)

przez co bez straty ogdlnosci, proces zdefiniowany jest poprzez propagator prze-
suniety w czasie i przestrzeni P (zo — 1,12 — t; | 0,0). Dla uproszczenia zapisu w
niniejszej pracy bede oznaczal ten propagator przez P (X, t), gdzie X = x5 — 21
oraz t =ty — t;.

W przypadku btadzenia losowego w czasie cigglym, proces z jakim mamy do czy-
nienia nie jest w og6lnoéci procesem Markowa. Z tego powodu peten opis procesu
mozna uzyskaé¢ dopiero przez podanie wszystkich funkcji rozktadu. Na szczescie wiek-
szo$¢ interesujacych i badanych charakterystyk proceséw stochastycznych, jakie sa
poréwnywane z wynikami eksperymentow stanowig charakterystyki drugorzedowe,
do uzyskania ktérych wystarczy sam propagator.

Uwzgledniajac specyficzny charakter opisywanego procesu skokowego i dla uta-
twienia zapisu wystepujacych zaleznosci, uzywamy réznych propagatoréw zdefinio-
wanych ponizej. Przyjmuje nastepujace oznaczenia:

1Jest to precyzyjniejsza, w stosunku do wprowadzonej we Wprowadzeniu, definicja gestoéci
prawdopodobienistwa warunkowego p.

2Przy dodatkowym zalozeniu o istnieniu §redniego czasu wyczekiwania.

3W szeroko cytowanej ksigzce [58] wielko§¢ ta jest oznaczana jako Py (22,2 | 21,t1).
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e P (X,t)-jak wczesniej, jest to gestosé prawdopodobieristwa tego, ze w chwili ¢
proces bedzie mial wartosé X, pod warunkiem, ze w chwili poczatkowej (¢ = 0)
byt w zerze (X = 0). Te wielkos¢ nazywam 'miekkim’ propagatorem.

e () (X,t) - gestos¢ prawdopodobienstwa tego, ze doktadnie w chwili ¢ proces
przeskoczy do wartosci X, pod warunkiem, ze w chwili poczatkowej (¢ = 0)
byt w zerze (X = 0). Te wielko§¢ nazywam ’ostrym’ propagatorem i rozwazam
tylko dla ¢ > 0.

Roznica pomiedzy ostrym i miekkim propagatorem jest taka, ze w przypadku miek-
kiego propagatora, proces moze osiggnaé¢ koncowa wartos¢ X wczesniej, przed chwilg
t i pozosta¢ w koricowym stanie (czyli bez przeskoku) az do chwili ¢. Natomiast, dla
ostrego propagatora wartos¢ X osiggana jest dokladnie w chwili £.

Wprowadzmy tzw. prawdopodobieristwo przetrwania (ang. sojourn probability)

U(t) = /lp(T)dT, (3.2)

dzieki czemu mozemy wyrazié¢ zalezno§¢ pomiedzy powyzszymi dwoma propagato-
rami (miekkim i ostrym) réwnaniem

P(X.1) = / B(X) + Q (X, 7)] U(t — 7)dr. (3.3)

0

W powyzszej relacji sktadnik w postaci delty Diraca pojawia sie, aby uwzglednié¢
prawdopodobienstwo niewykonania zadnego skoku przez calty okres ¢.

Nastepnie, dokonujemy podziatu ’ostrego’ propagatora ze wzgledu na liczbe wy-
konanych skokéw definiujac

o 0, (X,1) - gestos¢ prawdopodobieristwa tego, ze dokladnie w chwili ¢ pro-
ces przeskoczy do wartosci X wykonujac dokladnie n-ty skok, pod wa-
runkiem, ze w chwili poczatkowej (t = 0) byl w zerze (X = 0). Te wielkos¢
réwniez bede rozwazal tylko dla ¢ > 0.

Zwiazek miedzy @, (X,t), a Q (X,t) wyraza sie wzorem

QX =3 Qu(X.1). (3.4)

Ze wzgledu na wystepujace w formalizmie CTRW réwnania o charakterze konwolucji
(splotu), uzasadnionym jest stosowanie transformaty Fouriera—Laplace’a, definiowa-
nej (patrz ponizej) np. dla miekkiego propagatora

P(k,s)= /dte“ / dxe™ P (x,t); (3.5)
0 —o0
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analogiczne transformacje maja miejsce dla pozostatych propagatoréow. Zwrdémy
uwage, iz symbol A, raz bedzie oznaczal transformate Fouriera—Laplace’a funkcji A
(w przypadku funkcji dwoch zmiennych), raz transformate Fouriera (w przypadku
funkcji jednej zmiennej od argumentu rzeczywistego), a raz transformate Laplace’a
(w przypadku funkeji jednej zmiennej od argumentu nieujemnego) przy czym, stoso-
wany jest w taki sposob, aby nie prowadzit do konfliktu oznaczeri. Po wprowadzeniu
tych transformat zaleznosé (3.3) przyjmuje postac

P(k,s) = U(s) 4+ ¥(s)Q(k, s), (3.6)
gdzie
T(s) = %W (3.7)

Natomiast z uwagi na liniowo$¢ transformaty Fouriera-Laplace’a, zaleznosé¢ (3.4)
tatwo przeklada sie na

Q(k,s) = Qulk,s). (3.8)

Przechodzimy teraz do wyprowadzenia zaleznoéci, ktére pozwola nam na znalezé
propagatory w postaci jawnej.

3.1 Wyprowadzenie jawnej postaci propagatorow

Zauwazmy, ze pomiedzy dwoma propagatorami ostrymi typu @Q,, (X, ¢) dla kolejnych
n zachodzi (dla dowolnego h(r,)) zalezno$¢ rekurencyjna postaci

Qn(X,t) = /dt’w(t’) /d’r’n h(ry) Qna(X —rp,t—1t), n>2. (3.9)
0 —00

Jezeli proces doktadnie w chwili ¢ przeskakuje do wartosci X wykonujac n-ty skok,
to musial w n— 1 skokach w pewnej chwili t —t' dotrze¢ do innego miejsca X —r,, po
czym po czasie wyczekiwania t'; czyli w chwili ¢, wykona¢ skok r,. Rownanie (3.9)
jest usrednieniem po wszystkich mozliwych wartosciach ¢’ oraz r, wraz z wagami
W(t") oraz h(r,).

Rownanie (3.9) po przeprowadzeniu transformaty Fouriera-Laplace’a przyjmuje
prostsza postac

Qn(k,s) = V(s)h(k)Qn_1(k,s), n>2. (3.10)

Wiedzac, ze poczatkowo
Q1(X, 1) = ¥()h(X), (3.11)
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czyli

Q1(k, s) = ¥(s)h(k), (3.12)
latwo mozna wyprowadzi¢ z rownania (3.10) ogo6lne rozwigzania dla dowolnego n > 1
Qu (k,51€) = 0 (s)h" (k). (3.13)

Po dokonaniu sumowania (szeregu geometrycznego) wedtug wzoru (3.8) i wykorzy-
staniu po drodze wyrazenia (3.13) otrzymujemy

- _ (s)h(k)
Q(k,s) = i) (3.14)
Stad, na podstawie wyrazen (3.6) i (3.7) otrzymujemy ostatecznie
Plh.s) = B(s) 1 B(s)L@IE) W) 1 1-00) g

L—h(k)y(s) 1—h(k)v(s) 51— h(k)p(s)
Jak wida¢, wyznaczenie propagatora P sprowadza si¢ do znajomo$ci dwoch gestodci,
przestrzennej h i czasowej ¢, opisujacych pojedynczy krok w procesie stochastycz-
nym. Jest to kluczowy wynik otwierajacy mozliwosé dokonania koniecz-
nych uogdélnien formalizmu CTRW.

3.2 Stacjonaryzacja formalizmu CTRW

Zauwazmy, ze przy wyprowadzeniu wyrazenia (3.15) przyjeliSmy zalozenie, iz roz-
ktad prawdopodobienistwa dla pierwszego okresu wyczekiwania, rozpoczynajacego
sie od t = 0, jest identyczny jak w pozostalych przypadkach. Jest to réwnowazne
zalozeniu, ze doktadnie w chwili poczatkowej ¢ = 0 mial miejsce skok do stanu
X = 0. Uzyskane w ten sposéb propagatory sa zwigzane warunkiem opisujacym
proces, w ktorym dokladnie w chwili poczatkowej nastapit skok procesu do miejsca
poczatkowego. Tak wyprowadzony propagator nie jest stacjonarny. Sposobem na
stacjonaryzacje propagatora zaproponowanym przez Tunaley’a [4, 5| jest zalozZenie
osobnego rozkladu czaséw wyczekiwania dla pierwszego skoku. Oczywiscie, metoda
ta jest bardzo ogblna i moze by¢ zastosowana nie tylko do stacjonaryzacji, ale row-
niez do innych zagadnien |36, 44, 59, 60|, gdyz mamy pelng dowolnosé zaktadanego
rozktadu.

W niniejszej pracy zajmuje sie gtéwnie przypadkiem stacjonarnym, w ktérym
rozktad pierwszego skoku jest usrednionym rozkltadem po wszystkich mozliwych
chwilach wystapienia przeskoku przed chwilg zero. Za réwnaniami (3.3) i (3.4) w
pracy [36] przyjmuje, ze

T et + 1)
i) = 5= (3.16)
[dt" [ dtp(t +t")
0 0
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@ﬁ%i/%ﬁﬂr (3.17)

Po dokonaniu transformacji Laplace’a otrzymuje sie

- 1 1=49(s)

Yi(s) = B s (3.18)

oraz

@gg:llgﬁl (3.19)

Zatem, aby mozna bylo wprowadzi¢ tak zdefiniowany rozktad czaséw wyczekiwa-
nia dla pierwszego skoku (), musi istnie¢ $redni czas wyczekiwania pozostalych
skokow, czyli

<w:/2¢@m<m. (3.20)

Warto zwroci¢ uwage, ze jedynym ciagltym przypadkiem rozkladu dla ktorego ¢ (t) =
(t), jest eksponencjalny rozklad czasow oczekiwania procesu Poissona [12].

Wedlug [61] jest to rowniez warunek stabej ergodycznosci procesu. Argument
umozliwiajacy zrozumienie tego warunku jest nastepujacy. Aby érednia po zespole
mogta by¢ rowna Sredniej po czasie, czas usredniania musi by¢ odpowiednio dlugi.
Jesli uktad nie ma charakterystycznego, tzn. §redniego czasu miedzy skokami, to
dowolnie dtugi czas usredniania nigdy nie bedzie wystarczajacy.

Wyprowadzenie przedstawione w poprzednim paragrafie daje sie tatwo uogdélnié
na powyzej opisany przypadek innego traktowania sytuacji poczatkowej. Zmianie
ulega wowczas zalezno$é miedzy propagatorami wyrazona wzorem (3.3); przyjmuje
ona postac

P@ny:/wumm@—ﬂ+Q@xﬂwu—ﬂmf (3.21)

oraz (3.6)
P(k,s) = Uy(s) + U(s)Q(k, s), (3.22)
przy czym propagator Q1(X,t), obecny we wzorze (3.11), przybiera postac:
Q1(X, 1) = ¢1(t)h(X) (3.23)

oraz

Q1(k,s) = (s)h(k). (3.24)
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Natomiast zalezno$¢ rekurencyjna (3.10) nie ulega zmianie, zatem

Qn (k,51€) = di ()" ()" (k). (3.25)

Po dokonaniu sumowania wedtug wzoru (3.8) oraz wykorzystaniu wyrazenia (3.25)
otrzymujemy

Q(k;s) = —=——". (3.26)

Stad, oraz na podstawie (3.22)

: o R

P(k,s) =Wy(s) + ‘~Il(s)1 BVATSSIN (3.27)
Jezeli wariancja
Ly = / dx x* h(z) (3.28)

uzywanego rozktadu skokéw jest skoriczona, to uzyskany w ten spos6b w pelni sta-
cjonarny propagator dany wzorem (3.27) umozliwia nam wyprowadzenie drugorze-
dowych charakterystyk procesu w szczeg6lnie dogodnej postaci.

Zdefiniujmy teraz zalezna od czasu wariancje (Srednie przesuniecie kwadratowe)
procesu

ma(t) = (X3(1)) . (3.29)

Mozemy otrzymaé jej transformate Laplace’a poprzez dwukrotne rézniczkowanie
miekkiego, stacjonarnego propagatora (3.27) wyrazonego w zmiennych Fouriera-
Laplace’a

. a2ﬁ(k78) _ He
ok? TR

g (s) = (3.30)
gdzie po drodze skorzystaliSmy z wyrazen (3.7), (3.18), (3.19) oraz (3.28). Odwra-
cajac te transformate Laplace’a, otrzymujemy

mo(t) = 2Dt (3.31)

czyli liniowa zalezno$¢ $redniego przesuniecia kwadratowego od czasu, charakte-
rystyczng dla procesu dyfuzji (procesu Wienera [58]), gdzie wspotczynnik dyfuzji
D = 2‘2—; > (. Zauwazmy, iz wynik ten nie zalezy od konkretnej postaci rozktadow
h(z) oraz 1(t), a jedynie od skoriczonej warto$ci Sredniego czasu wyczekiwania (3.20)
oraz skorczonej wariancji rozktadu skokow (3.28).
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Kolejna charakterystyka drugorzedowsg, stanowigca jeden z kluczo-
wych elementéw analizy przeprowadzonej w niniejszej pracy, jest funkcja
autokorelacji predkosci. Zdefiniujmy chwilowa predko$¢ procesu, przez

_ax(

o(t) = == (3.32)

Funkcja autokorelacji predkosci dla procesu stacjonarnego (bez dryfu) jest funkcja
jednej zmiennej (tzn. réznicy czasow), zdefiniowana wzorem

C(t) = (v(0)v(t)), (3.33)

gdzie (...) oznacza u$rednianie po zespole statystycznym zlozonym z wielu reali-
zacji procesu. Srednie przesuniecie kwadratowe my(t) taczy z funkcja autokorelacji
predkosci C(t) zaleznosé [62]

O(1) = 5 o mald), (3.34

co w przestrzeni Fouriera-Laplace’a daje zwigzek

é@:%mﬁy (3.35)

Zatem, podstawiajac (3.30) do (3.35) otrzymujemy

@®=ﬁ% (3.36)

co po odwrbceniu transformaty prowadzi do

M2
C(t) = m a(t). (3.37)
Jak nalezalto oczekiwaé otrzymaliSmy wynik charakterystyczny dla procesu dyfuzji,
czyli autokorelacje predkosci w postaci delty Diraca, w ktérej stata proporcjonal-
no$ci jest wariancja predkosci procesu. Wynik ten mozna tez uzyska¢ podstawiajac
bezposrednio wyrazenie (3.31) do (3.34) i wykorzystujac fakt, ze %mQ (t) ma w chwili
t = 0 skok z —% do %

Poréwnujac wzor (3.37) z przebiegami empirycznych funkeji autokorelacji pred-
kosci przedstawionymi na rysunku 2.2 (male czarne kwadraty) widzimy, ze kano-
niczny formalizm CTRW nie jest w stanie odtworzy¢ ujemnej czesci prze-
biegu pokazanego na wykresach.

Wyniki przedstawione w powyzszym rozdziale stanowig jedynie punkt odniesie-
nia do uogo6lniern modelu zaproponowanych w dalszej czesci pracy.
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Rozdziat 4

Stacjonaryzacja modelu Montero i
Masolivera

4.1 Geneza modelu

Poprzedni rozdzial mozna podsumowaé stwierdzeniem, ze kanoniczny formalizm
CTRW oparty o wyrazenie (1.1) nie jest wystarczajacy do opisania stochastycznej
dynamiki cen waloru gietdowego. Stwierdzenie to bazuje na wynikach analizy empi-
rycznej przedstawionych na rysunku 2.2, gdzie dobrze widoczne sa ujemne autokore-
lacje (patrz mate czarne kwadraty). Ponadto, jak wspomniatem juz we Wprowadze-
niu do niniejszej rozprawy, zjawisko wystepowania silnej korelacji dwoch kolejnych
zmian cen bylo szeroko omawiane w literaturze ekonometrycznej [26, 31]. Dodat-
kowo, pojawialy sie podejscia uwzgledniajace zalezno$¢ dwoch kolejnych okreséw
wyczekiwania, oparte gtéwnie na modelu Engle’a i Russella zwanym Autoregressive
conditional duration' [63].

W kontekécie finansowym, rezygnacja z zalozen tkwigcych u podstaw wyrazenia
(1.1), bedacego fundamentem kanonicznego CTRW, pojawita sie w pracach [42, 43].
Wedhug autoréw korelacje kolejnych przeskokéw sa wyraznie silniejsze od korelacji
czasOw wyczekiwania i gtoéwnie w tych pierwszych upatruje sie zZrédta niezgodnosci
przewidywan kanonicznego formalizmu CTRW z danymi empirycznymi. Dlatego wy-
razenie (1.1) zostalo zastgpione przez wyrazenie (1.2). Nalezy podkresli¢, iz w swoich
rozwazaniach [64] autorzy przyjmuja, ze istotne w dynamice sa jedynie zmiany cen
o ich najmniejsza mozliwa wartosé, czyli tzw. tick. Zatem, w pracy [42] przyjmuja,
ze rozktad zmian cen przybiera postacie: dwustanowsg

h(x)zé(x—c)—gé(x—l—c)’ (4.1)

oznaczajaca, ze dyskretna warto$¢ ticku 4-c jest osiggana z jednakowym prawdopo-

dobienistwem 1/2 albo trzystanowa

hz) = %5@ — o)+ Q8(x) + %5@ +o). (4.2)

!Brak jest powszechnie akceptowanego ttumaczenia. W wolnym ttumaczeniu oznaczatoby to
autoregresyjny model warunkowych czaséw miedzyzdarzeniowych.
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W przypadku trzystanowym, zmienna losowa X z prawdopodobienistwem (), ktore
jest kolejnym parametrem rozktadu, przyjmuje wartosé 0, natomiast dyskretna wa-
ro$¢ ticku +c jest przyjmowana z réwnym prawdopodobienstwem wynoszacym (1 —
Q)/2.

Dla takiego dwu- lub trzystanowego rozktadu skokow, rozktad warunkowy A(r,, |
rn—1) skoku 7,, pod warunkiem ustalonej wartosci skoku go poprzedzajacego 7,1,
wyraza si¢ odpowiednio, przez macierz o rozmiarze 2x2 albo 3x3. Dla tych macierzy
zaproponowano ich jawna posta¢ (patrz wzor (31) w pracy [42]). W ramach takiego
ujecia zbadano jedynie Sredni czas ucieczki ceny z zadanego przedziatu.

W pracy [43| rozwinieto powyzsze podejScie w ramach zalozenia o istotnosci
jedynie najmniejszych zmian ceny. Autorzy tej pracy postuluja ogélniejsza postac
zaleznosci dwoch kolejnych zmian cen dla dowolnego rozktadu pojedynczego skoku?

h(ry | rn_1) = h(ry,)(1 + esgn(r,) sgn(r,_1)), (4.3)

gdzie h(r,) jest rozkladem pojedynczego skoku, bedacym funkcjg parzysta h(r,) =
h(—ry,). Mozna zauwazy¢, ze we wzorze (4.3) zalezno$¢ miedzy kolejnymi skokami
wystepuje jedynie poprzez ich znak, gdzie parametr € € [—1, 1] jest miarg te]j zalez-
no$ci. Dla € > 0 mamy do czynienia z ujemnym sprzezeniem zwrotnym, dla e < 0 z
dodatnim sprzezeniem zwrotnym, natomiast dla ¢ = 0 kolejne skoki ceny sg nieza-
lezne.

Autorom udalo sie uzyska¢ zamknieta posta¢ propagatora procesu opartego o
wyrazenie (1.2) i (4.3) w wersji niestacjonarnej oraz $rednie przesuniecie kwadratowe
w funkcji czasu. Jednakze, ze wzgledu na niestacjonarnosé uzyskanego procesu, nie
mozna bylo skorzysta¢ ze wzoru (3.34) i wyznaczy¢ funkcji autokorelacji predkosci.

W ponizszym rozdziale przedstawiam inne od stosowanego w pracy [43] (przed-
stawione w pracy [45]) wyprowadzenie zamknietej postaci propagatora, ktore daje
mozliwos¢ zastosowania procedury stacjonaryzacji modelu opisanej w podrozdziale
3.2. Dzieki uzyskaniu propagatora w wersji stacjonarnej moglem wyprowa-
dzi¢ jawng postaé funkcji autokorelacji predkosci. Stanowi to jeden z klu-
czowych elementéw strategii postepowania przyjetej w niniejszej pracy.

4.2 Pamieé¢ jednokrokowa w ramach CTRW

Rozwazam teraz model CTRW z pamiecig jednokrokowa zdefiniowang poprzez wyra-
zenie (1.2). Szukajac ostrego propagatora, nalezy zwroci¢ uwage na dwa aspekty. Po
pierwsze, propagatora ), (X, t) nie mozna juz poltaczy¢ z propagatorem @, (X, )
zaleznoscia (3.9), gdyz propagator @,,_1 (X, ¢) nie niesie ze sobg informacji o ostat-
nim skoku, od czego zalezy przeciez rozktad kolejnego skoku. Po drugie, istotne jest

2Zmieniony zostal tutaj, w stosunku do oryginatu, znak przed parametrem e, co podyktowane
jest mozliwos$cia tatwiejszego wykazania zgodno$ci modelu przedstawionego w tym rozdziale z mo-
delem opisanym w kolejnym rozdziale.
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jaki skok wykonal proces przybywajac do X = 0 w chwili ¢t = 0 (w wersji stacjo-
narnej - przed chwilag ¢ = 0), gdyz od tego zalezy rozklad pierwszego skoku. Aby
uwzglednié¢ oba powyzsze fakty, definiuje nowy propagator. Mianowicie:

e Q,(X,ry;t] &) - gestos¢ prawdopodobienstwa tego, ze doktadnie w chwili ¢
proces wykona n-ty przeskok z wartosci X —r, do wartosci X (wykonujac
skok o 7,), pod warunkiem, ze w chwili poczatkowej (¢t = 0) byl w zerze (X =
0), do ktorego przybyl wykonujac (przedpoczatkowy) skok &. Jak poprzednio,
interesujemy sie tutaj czasem ¢ > 0.

Ten nowo zdefiniowany propagator mozna potaczy¢ z wezesniej wprowadzonym ostrym
propagatorem poprzez relacje

Qu (X, 1) = /drn/dwn<x,rn;t|é>h<5>, n=12.. (4.4)

bedaca usrednieniem po skoku &. Uzywam tez ubozszych propagatoréw zaleznych
tylko od jednej z wymienionych zmiennych r, albo &

(Xt 19 = [ dnQu(Xrit]©) (15)

oraz
@ (Xorit) = [ d6Qu (Kot [ (), (46)
gdzie n = 1,2,... . Dla dowolnej postaci h(r, |r,_1), przy uzyciu nowozdefiniowa-

nego propagatora, moge zapisa¢ réwnanie rekurencyjne, analogiczne do réwnania
(3.9), w postaci

t o]
Qn (X7 Tn; t | 5) = / dt/¢(t/) / drn—l h(rn | rn—l) Qn—l (X — Tny Tn—1; t— t, | 5) )
0 —00
n=23....

(4.7)

Tak jak poprzednio, jezeli proces dociera do punktu X w chwili ¢, wykonujac n-ty
skok o r,, to znaczy, ze do punktu X — r, dotarl w chwili ¢t — ¢ w n — 1 skokach.
Powyzsze réwnanie uwzglednia jednak wiecej informacji, a mianowicie wszystkie
mozliwe dhugosci skoku r,,_1, a przez to odpowiadajace im wysztkie mozliwe wartosci
h(ry | rn—1). Poniewaz zmienne w powyzszym réwnaniu moga byé ciagte, zaleznosé
ta jest ogolniejsza od uzywanych w pracach [33-36] w przypadku btadzen losowych
na sieciach.
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Przeprowadzamy teraz transformate Laplace’a powyzszego rownania

[e.e]

@;meﬁmﬂazifmhumhwno@nmx—mmmlwm» (48)

—00

Powyzsze rownania (4.7) i (4.8) maja charakter ogélny, tzn. sa prawdziwe dla do-
wolnej postaci h(r, |r,-1), w zwiazku z tym, wynikéw tego podrozdziatu uzywam
rowniez w kolejnym rozdziale 5, w ktérym przedstawiam autorski model o pamieci
jednokrokowe;j.

4.3 Rozwiazanie modelu stacjonarnego

Ograniczam si¢ teraz do postaci h(r, | 7,_1) danej rownaniem (4.3). W zaleznosci tej,
wystarczajacag informacja potrzebng do znajomosci rozktadu kolejnego skoku jest
zwrot, skoku poprzedzajacego. Zgodnie z tym, dokonajmy nastepujacego podziatu
wyrazenia (4.8)

o0

/drn@n (X,rn;s|€) =

0

W(s)

:/drn/drn 1 hrn|rn 1) Qn 1<X_Tn77,n71;8|§)+
0 0

+/m¢/m”hmmma©nmx—mmlwm (4.9)
0 —00

oraz

0 0o
/drn/drn 1hrn|rn 1)Qn 1( _Tnarn—1;3|§)‘|“

0

0
0
+ / dr,, / dryp—1 h(rp | Tho1) Qn—l (X —rp,rno1;8]€) . (4.10)
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Dla konkretnej postaci h(r, | 7,-1) danej przez wrazenie (4.3), powyzsze wzory
przyjmuja posta¢, odpowiednio

T
= d ndn Xa ns -
w<s>0/ (Koo 10
1+ / dr, / Ay () Qoo (X = 1 rari5|€) +
[e%) 0
1—6 dTn dTn 1 h Tn Qn 1( Tnarn—1;5|€) (411)
o]
oraz
1 0
1/,}((9) /drnQn (Xarnﬂ$|€):

—00

0 00
]- —€ / drn/drn—l h(Tn) C’?n—l (X —Tn;Tn—1;$S | g) +
—00 0

0 0

+ (1+¢) / dry, / drp—1 h(ry) Qn-1 (X —rp,mn_1;5]€). (4.12)

Jak wida¢ z postaci zaleznosci (4.11) i (4.12) propagator Q,, (X, 7; s | €) niesie nad-
mierng informacje, gdyz po obu stronach réwnania wystepuje on catkowany po
zmiennej r, wzdtuz dodatniej albo ujemnej potosi rzeczywistej. Wynika to wprost z
faktu, ze w zaleznosci h(r, | r,_1) danej rownaniem (4.3), istotny jest jedynie znak
poprzedzajacego skoku r,_;.

Aby uproscié¢ zapis powyzszych zaleznosci wprowadzam poléwkowsg transformate
Fouriera rozktadu h

(k) :/dreﬂﬂ"h(r), h(k) = H(k) + H(—Fk), (4.13)

a zamiast propagatora Q,(X,r,;t | £) wprowadzam propagatory Q= (X, ¢ | £) nio-
sace jedynie informacje o zwrocie ostatniego wykonanego skoku, zdefiniowane row-

naniami
QF (X t]€) = / draQn (X, it | €), (4.14)
00
Qs (Xt]€) = / draQn (X, 1t | €). (4.15)
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Przechodzac do zmiennych Fouriera-Laplace’a, mozemy rownania (4.11) oraz (4.12)
zapisa¢ w postaci macierzowej dla n > 2

(Qi(k,ﬂf)) — J(s) ( H(k)(1+¢€)  Hk)(1—e) ) (:Zl(k‘,sm))

Q, (k,s1€) H(~k)(1—¢) H(=k)(1+e)) \Q,_(k;s]€))"

(4.16)
Zauwazmy, ze ostre propagatory dla pierwszego kroku mozna wyrazi¢ w postaci
QX[ &) = h(X [ )yu(t) (4.17)
oraz
Qu(X, it [ &) = 6(X = r)h(X [ )y (D). (4.18)

Usredniajac rownanie (4.18) po & z waga h(¢) (wedlug wzoru (4.6)), a nastepnie
korzystajac z (4.3) otrzymuje

Stad
~©1+(/<«‘, s) = (8)~ (k), (4.20)
Qy (k. 5) = Un(s)H(—F). (4.21)
Wprowadzmy teraz sumacyjng reprezentacje
i QE(k,s) (4.22)

Latwo dostrzec, iz spetniona jest rownosé
Q(k,s) = QF(k,s) + Q (k, s). (4.23)

Dokonajmy teraz sumowania stronami réwnania (4.16) po n wraz z usrednieniem
po & wedtug wzoru (4.6)

() -2 (ac'h) -

o HE) (46 Hk)(L—e)\ (QF(k,s)
= () (ﬁ[(—k)u—e) F[(—k)(1+e)) (@—@’8)). (4.24)

Dokonujac elementarnych przeksztalcen algebraicznych uzyskujemy

L (AR AR \ [ HE)
( ( (o) ) (H(—k))’ (4.25)



gdzie (¢ 3)71 oznacza macierz odwrotna do (¢ %). Z tej postaci uzyskujemy miekki
propagator

Pk, s) = (s) (Q" (k,5) + Q" (k,5)) + W (s) =
1= eh(k)6(s) + (dals) = (s)) (k) — 4 (k) H (- ws))@( .
B 1— h(k)(1 + €)(s) + 4eH (k) H(—k)i(s)2

v (\ifl(s) - \if(s)) . (4.26)

Uzyskany w ten sposob propagator opiera sie na zalozeniu, ze rozktad czaséow wy-
czekiwania przed pierwszym skokiem dany jest przez i (t). Zatem, z technicznego
punktu widzenia, aby odtworzy¢ wynik uzyskany w [43] dla przypadku niestacjo-
narnego, w ktorym pierwszy skok rowniez podlega rozkladowi v (t), wystarczy we
wzorze (4.26) zamieni¢ po prostu ¢y (t) na (t).

Posiadajac stacjonarny, miekki propagator dany rownaniem (4.26) oraz korzy-
stajac z (3.30) obliczam transformate Laplace’a zaleznego od czasu, $redniego prze-
suniecia kwadratowego. Zatem,

Fia(s) = — 32]5(1{77 s) _ M21/~11E5) 25@%1;(5)1/;1(51 4.97
=T | T s s -y

gdzie s dane jest wzorem (3.28), natomiast
[y = / dz |o| h(z). (4.28)

Wracajac w rownaniu (4.27) do przestrzeni czasu uzyskujemy

ma(t) = LI QEM%E_l {%} (t), (4.29)

& () 2(1 — ey(s

gdzie £7! oznacza odwrotng transformate Laplace’a. Zauwazmy, ze jezeli $redni
czas pomiedzy skokami (t) oraz drugi moment rozktadu skokow po istnieja (czyli sa
skoriczone), to niezaleznie od postaci ¥ (t) i wartoSci €, asymptotyczne zachowanie
sredniego przesuniecia kwadratowego jest dyfuzyjne, ze staty dyfuzji

_
D= 0L (4.30)

taka sama jak dla kanonicznego modelu CTRW.
Ksztalt odstepstwa od zachowania dyfuzyjnego, zawartego w drugim sktadniku w
wyrazeniu (4.29), jest rzadzony rozkltadem czasow oczekiwania 1 (t) oraz parametrem

2
¢, natomiast skalowane jest ono parametrem z’;l
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Mozemy teraz wyznaczy¢, dla badanego procesu stochastycznego, funkcje auto-
korelacji predkosci korzystajac ze wzoru (3.34)

2(t) {t) 1 — et

lub w postaci unormowane;j

o) = L2 5(t) + Ui o {%} (t) (4.31)

C™(t) =6(t) + Z—i 2¢ L7 {%} (). (4.32)

Podobnie jak w przypadku réwnania (4.29), takze w powyzszym réwnaniu jest
obecny drugi sktadnik, odrozniajacy wyrazenie (4.32) od postaci czysto dyfuzyj-
nej. Mozna przypuszczaé, ze mogtby on odtwarza¢ zachowanie funkcji autokorelacji
predkosci dla t > 0, pokazane na rysunku 2.2. Poréwnanie wynikéw empirycznych
z przewidywaniami wzoru (4.32), jak rowniez z przewidywaniami wprowadzonego
kolejnego modelu mojego autorstwa, przedstawione jest w nastepnym rozdziale ni-
niejszej pracy.
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Rozdzial 5

Model z pamiecia jednokrokows

W niniejszym rozdziale przedstawiam juz wlasny model oparty na formalizmie CTRW.
Model ten rozwinalem w oparciu o zalozenia, ktore legly u podstaw réwnania (1.2)

i uzywane byly w pracach [42, 43|. Nalezy podkresli¢, iz model ten réwniez posiada
pamieé jednokrokows. Sformutowanie takiego modelu, dla dowolnego rozktadu po-
jedynczego skoku h(r,) i dowolnego rozktadu czaséw oczekiwania v (t), sprowadza
sie, w istocie rzeczy, do zapostulowania rozkladu warunkowego h(r, | r,_1), czyli
zaleznoSci wystepujacej miedzy dwoma kolejnymi zmianami ceny. Motywacja do
stworzenia tego modelu sg zar6wno dane empiryczne, jak tez przestanki teoretyczne
- omawiam je systematycznie ponize;.

5.1 Motywacja empiryczna modelu

Podstawa empiryczng rozwazan zawartych w tym rozdziale sa publicznie dostepne
dane transakcyjne wysokiej czestotliwosci dla spotek notowanych na warszawskiej
Gieldzie Papierow Wartosciowych. Zostaly one opisane w rozdziale 2.1. Dysponujac
danymi tego typu, mozemy sporzadzi¢ m.in. dwuwymiarowy histogram empiryczny
dwoch nastepujacych bezposrednio po sobie zmian cen, co przedstawiono na ry-
sunku 5.1. Odstep czasu pomiedzy tymi zmianami oczywiscie fluktuuje i nie jest
obrazowany na tym histogramie. Dzieki zalozeniom tkwigcym w wyrazeniu (1.2),
histogram ten powinien by¢ statystyczng realizacja rozktadu h(r,,r,_1). Stanowi on
empiryczng inspiracje pozwalajaca zaproponowaé funkcyjna postaé¢ rozktadu warun-
kowego h(ry, | rn—1).

Rysunek 5.1 pokazuje, ze empiryczna gesto$¢ prawdopodobienistwa dwoch kolej-
nych zmian cen h(r,,r,_1) zbudowana jest z dwoch gtownych sktadnikow:

(i) z centralnego krzyza zdefiniowanego przez punkty (r,_1,0) i (0,7,), co po-
twierdza tylko powszechng obserwacje, ze co najmniej jedna z dwoch kolejnych
transakcji moze pojawié sie bez zmiany ceny,

(ii) z punktéw (r,_1,7, = —rn,_1 £ 1) nalezacych do antydiagonali, ktérych zbior
definiuje w przyblizeniu sktadnik proporcjonalny do delty Diraca §(r,_1 +175,).
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Delta ta oznacza, ze dwa kolejne skoki maja przeciwne zwroty lecz w przy-
blizeniu ta sama dtugosé, gdyz n jest matel. Taka zalezno$¢ pomiedzy dwoma
kolejnymi skokami nazywamy ostrg korelacja powrotng. W szczeg6lnosci ma
to miejsce dla wartosci skokéw znacznie wiekszych od wartosci pojedynczego
ticku. Warto zwréci¢ uwage, ze analogiczny histogram wykonany dla stop
zwrotu lub logarytmicznych stop zwrotu jest bardziej rozmyty, co uniemoz-
liwia uzycie (wygodnej w dalszych obliczeniach) delty Diraca.

Pierwsza obserwacja (i) jest bezposrednig konsekwencja pojawiania sie duzej
liczby transakcji bez zmiany ceny. Obserwacja ta nie §wiadczy o zadnej zalezno$ci
pomiedzy dwoma kolejnymi skokami, gdyz wystepowalaby ona réwniez w przypadku
gdyby dwie kolejne zmiany ceny byty catkowicie niezalezne.

Druga obserwacja (ii) jest reminiscencja na poziomie mikroskopowym analogonu
reguty Le Chateliera-Brauna, jakim jest tutaj zjawisko bid-ask bounce. Zjawisko
to oznacza, mowigc w uproszczeniu, odbijanie sie ceny transakcyjnej od dolnej do
gornej granicy bid-ask spreadu i z powrotem. Powtarza sie to wielokrotnie w czasie,
gdy sam bid-ask spread fluktuuje. W stosunku do przypadku niezaleznych skokdéw,
zjawisko to skutkuje zwiekszonym lacznym prawdopodobieristwem dwoch kolejnych
skokéw o przeciwnych zwrotach, ale rownej lub prawie rownej dlugosci. Mechanizm
tego zjawiska nie jest bezpos$rednio widoczny na poziomie cen transakcyjnych, gdzie
obserwowa¢ mozemy jedynie jego skutki, lecz dopiero na poziomie ksiegi zlecen.
Niestety, dane z ksiegi zlecen umozliwiajace bezposrednia obserwacje zjawiska bid-
ask bounce nie sg dla warszawskiej Gieldy Papier6w Wartoéciowych gromadzone. W
kolejnym podrozdziale opisuje mechanizm powstawania tego zjawiska.

'Wielko$¢ n definiuje rozmiar kwadratéw widocznych w tle rysunku 5.1.
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Rysunek 5.1: Histogramy empiryczne dwédch kolejnych zmian ceny dla o§miu badanych
spotek. Wielkosci skokéw oznaczone sg na osiach, natomiast odcieniem szarogci oznaczona
jest czestotliwos¢ wystapienia danej pary (ciemniejszy odcien szarosci odpowiada wyzszej
czestotliwosci). Skala szarosci na rysunku jest logarytmiczna, zatem aby usunaé problem
osobliwosci w zerze wszystkie czestotliwosci zwiekszono o staly wartos¢é 10~°. Dobrze wi-
doczne sa dwa charakterystyczne elementy: centralny krzyz i antydiagonala, rézniace sie
jednak natezeniem (czestotliwoécia wystepowania danej pary skokow).
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5.2 Motywacja teoretyczna: zjawisko bid-ask bounce
i jego mechanizm

Rozwazamy teraz przykltad, ktory ilustruje sposdéb dziala mechanizmu
bid-ask bounce. Jest to przyklad kluczowy dla niniejszej pracy. Pozwoli
on na wskazanie, jaka sekwencja zlecen prowadzi do korelacji powrotnych kolejnych
skokéw ceny danego waloru.

Zalézmy, ze poczatkowo mamy do czynienia z ksiega zlecen zawierajaca réznego
typu zlecenia, przedstawiong na rysunku 5.2a. Zal6zmy dalej, ze ostatnia cena trans-

Bid-ask spread

(a)

Sprz.
— N W

1 > » e+ >
—e
—e
A

Kup.
W N~

(b)

Sprz.
— N W

Kup.
W N =

(©)

Sprz.
—_ N W

1 2
T

Kup.
W N~

Rysunek 5.2: Schematyczna ilustracja ksiegi zleceri w trzech kolejnych fazach (a), (b),
(c), przedstawiajaca mechanizm zjawiska bid-ask bounce. Na kazdym z trzech schematow
zlecenia kupna (pionowe kreski z kotkami zwrocone w dot znajdujace sie po lewej stro-
nie) oddzielone sg od zleceri sprzedazy (analogiczne pionowe kreski z kétkami po prawej
stronie) bid-ask spreadem (szary obszar). Cena poprzedzajacej transakcji oznaczona jest
pogrubiong kreska podpisang ceng. Punkty powyzej poziomej osi oznaczajacej limit ceny,
moéwig o catkowitym wolumenie ofert sprzedazy z danym limitem (0§ Sprz.). Analogicz-
nie, punkty ponizej osi ceny oznaczajg catkowity wolumen ofert kupna z danym limitem
(0$ Kup.). Minimalne odlegtosci pomiedzy najblizszymi pionowymi kreskami wynosza 1 w
jednostkach umownych.
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akcyjna, zaznaczona na rysunku pogrubiong kreska, miata miejsce przy cenie rownej
100 umownych jednostek. Przypusémy, dla przyktadu, ze pojawita sie rynkowa oferta
kupna 3 akcji2. Oferta zostanie natychmiastowo zrealizowana, a cena wzro$nie do
106 umownych jednostek (patrz rysunek 5.2a i 5.2b). Z tego powodu prawa krawedz
bid-ask spreadu przesunata sie do wartosci 107 jednostek podczas gdy jego lewa
krawedz pozostata przy wartosci 99 (tzn. cenie najwyzszej oferty kupna). Kolejna
oferta pojawiajaca sie na rynku moze nalezeé¢ tylko do jednego z ponizszych typow:

(a) wykonana oferta kupna, czyli albo rynkowa oferta kupna albo oferta kupna
z limitem ceny, ktory jest rowny lub wyzszy od prawej krawedzi bid-ask speadu.
Zauwazmy, ze oferty sprzedazy z limitem wyzszym niz ostatnia cena transak-
cyjna, tzn. 106 jednostek, byty juz obecne w ksiedze zlecenn. Mozemy zatem
z dobrym przyblizeniem zalozy¢, ze zmiana ceny wywolana takim zleceniem
(zawsze dodatnia) jest niezalezna od zmiany ja poprzedzajacej.

(b) Wewnetrzna oferta kupna, czyli oferta kupna z limitem ceny znajdujacym
sie wewnatrz bid-ask spreadu. Oferta ta nie moze by¢ natychmiastowo zreali-
zowana - jej mozliwa realizacja jest op6zniona w czasie. Zmniejsza ona bid-ask
spread przesuwajac jego lewa krawedZ w prawo, pozostawiajac jednoczesnie
ostatnig cene transakcyjna, tj. 106 jednostek, wewnatrz nowego, zmniejszo-
nego bid-ask spreadu. Oznacza to, ze nastepna transakcja moze by¢ efektem
realizacji albo wspomnianej wewnetrznej oferty kupna albo ofert sprzedazy
czekajacych na realizacje a znajdujacych sie po prawej stronie ostatniej ceny
transakcyjnej. Stad, nastepna zmiana ceny transakcyjnej moze by¢ zaréwno
dodatnia jak i ujemna z jednakowym (w dobrym przyblizeniu) prawdopodo-
bienstwem. Mozemy wiec przyjac, ze dla tego typu transakeji nie ma zalezno$ci
pomiedzy poprzedzajaca a obecng zmiang ceny.

(c) Wykonana oferta sprzedazy, czyli albo rynkowa oferta sprzedazy albo
oferta sprzedazy z limitem réwnym badZ nizszym od lewej krawedzi bid-ask
spreadu. Nawet jesli taka oferta sprzedazy jest bardzo mata, majaca np. wo-
lumen réwny 1 akcji, to transakcja dojdzie do skutku po cenie znajdujacej sie
w otoczeniu lewego brzegu bid-ask spreadu, ktéry tutaj wynosi 99 jednostek
(patrz rysunek 5.2b i 5.2c). Dluzsze skoki ceny, tj. odpowiadajace znacznie
nizszym cenom transakcyjnym sg znacznie mniej prawdopodobne, gdyz oferty
o malym wolumenie zdarzaja sie znacznie czesciej. W tym przypadku mozemy
zatozyé, ze poprzedzajaca i obecna zmiana ceny majg w przyblizeniu tg sama
dtugos¢ lecz przeciwne zwroty tj. sa ostro ujemnie skorelowane. Tego typu
transakcje odgrywaja zasadniczg role w moich rozwazaniach.

2Przez oferte rynkowg rozumiemy oferte bez limitu ceny, ktéra musi by¢é natychmiastowo zreali-
zowana, tj. oferte sprzedazy z limitem 0 lub oferte kupna z nieskoriczonym limitem ceny. Na GPW
takie zlecenia nazywane sa zleceniami ‘Po Kazdej Cenie’ (PKC).
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(d) Wewnetrzna oferta sprzedazy, czyli oferta sprzedazy z limitem ceny znaj-
dujacym sie wewnatrz bid-ask spreadu. R6wniez ta transakcja nie moze by¢ na-
tychmiastowo wykonana prowadzac tylko do zawezenia bid-ask spreadu przez
przesuniecie jego prawej krawedzi w lewa strone. W tej sytuacji ostatnia cena
transakcyjna, tj. 106 jednostek, znajduje sie na prawo od nowego bid-ask spre-
adu. Zatem, najbardziej prawdopodobng nastepna ceng transakcyjng jest cena
znajdujaca sie w poblizu tego nowego bid-ask spreadu. Stad mozemy zato-
zy¢, ze kolejna zmiana ceny bedzie ujemnie skorelowana z obecna. Ponadto,
wprowadzamy uproszczenie polegajace na tym, iz zaktadamy, ze poprzednia i
nastepna zmiana ceny maja ta sama dlugo$¢ pomimo, ze $rednio rzecz biorac
cena nastepnej transakcji znajduje sie w przyblizeniu w §rodku nowego bid-ask
spreadu. Przyblizenie to jest dyskutowane ponizej.

(e) Pozostale rodzaje ofert (np. oferty kupna z limitem ceny ponizej lewej kra-
wedzi bid-ask spreadu, jak tez oferty sprzedazy z limitem ceny powyzej prawej
krawedzi bid-ask spreadu) w tej analizie moga by¢ zignorowane, poniewaz w
chwili biezagcej nie maja bezposredniego wplywu na dynamike ceny. Jezeli taka
nieistotna oferta pojawi sie, czekamy na kolejng nalezaca do jednego z czterech
wymienionych wczesniej typow.

Analogiczny mechanizm ma oczywiscie miejsce przy zalozeniu odwrotnego kierunku
poczatkowej zmiany ceny, czyli gdy zaczynamy nasza analize od realizowanej oferty
sprzedazy i poprzedzajacej ceny przy prawej krawedzi bid-ask spreadu. Powyzsza
sekwencja krokow jest ciaggle powtarzana i stanowi mechanizm powstawania efektu
bid-ask bounce, czyli odbijania sie ceny transakcyjnej pomiedzy dwiema krawedziami
bid-ask spreadu. W moim modelu zakltadam, ze pierwsze dwa przypadki (a) i (b)
pojawiaja sie ze stalym prawdopodobienistwem 1 — ¢, gdzie 0 < ¢ < 1, podczas gdy
sytuacje (c) i (d) pojawiaja sie z prawdopodobieristwem e.

Bardziej wyrafinowane podej$cie wymagatoby oddzielnego traktowania sytuacji
z punktu (d), gdyz mamy wowczas do czynienia z szerszym rozkladem mozliwych
skokéw o ujemnej korelacji. Rozktad ten jest bardziej rozmyty niz w sytuacji opisanej
w punkcie (c). Jednakze z rozkladu empirycznego przedstawionego na rysunku 5.1,
ktory pokazuje ostro zarysowang antydiagonale mozemy wnioskowaé, ze przypadek
(d) moze by¢ przyblizony opisanym powyzej zatozeniem lub tez ma znacznie mniejsze
znaczenie.

Warto nadmienié, ze mechanizm przedstawiony powyzej dziala niezaleznie od
tego jak duzy byt poczatkowy skok ceny transakcyjnej, ktéra w naszym przyktadzie
wzrosta ze 100 do 106 jednostek. Wystarczy, ze skok jest wiekszy od najmniejszej
mozliwej zmiany ceny. Interesujaca, nadzwyczaj wazna obserwacja jest to,
ze nawet znaczaca, poczatkowa zmiana ceny transakcyjnej moze zostaé
odwrécona lub prawie odwrécona nawet przez transakcje o znikomym
wolumenie. Taka transakcja prowadzi do powrotnego skoku ceny o tej
samej lub prawie takiej samej dlugosci co skok poprzedzajacy.
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Transakcje o duzym wolumenie moga by¢ rozpatrywane jako duze fluktuacje lub
jako dzialania zewnetrznej sity starajacej sie wyprowadzi¢ uktad z réwnowagi. Jesli
rozpatrzymy oferty o malym wolumenie jako wewnetrzny szum zawarty w uktadzie,
to z powyzszej analizy wynika, iz przywracaja one cene do stanu poczatkowego, co
moze by¢ rozpatrywane jako rozszerzenie na ten uktad reguty przekory.

Powyzsza analiza daje nam podstawy do opisu zalezno$ci dwéch ko-
lejnych skokéw. Zalezno$é te, mozna wyrazi¢ warunkows gestoscig prawdopodo-
bienistwa kolejnego skoku r,, pod warunkiem skoku go poprzedzajacego r,_1, czyli
h(ry | Tn—1). W nastepnym podrozdziale 5.3 proponuje oryginalng formute uwzgled-
niajaca powyzej opisane zachowania.

5.3 Definicja modelu

Analiza danych empirycznych zawarta w podrozdziale 5.1, a uwidoczniona na ry-
sunku 5.1 oraz rozwazania teoretyczne przedstawione w podrozdziale 5.2, pozwo-
lity mi zaproponowaé oryginalng forme warunkowej gestosci prawdopodobieristwa
h(ry | rn—1). Mianowicie,

h(rn | Too1) S (1 =€) h(rp) + € 6(rn + ra_1). (5.1)

Wystepujacy tutaj rozktad h(r,) jest niezalezng od parametru e funkcja parzysta
swojego argumentu co oznacza, ze w tym modelu nie uwzgledniamy dryfu. Parametr
0 < e <1 jest stalg waga, rzadzaca stopniem korelacji dwoch kolejnych skokow. W
przeciwienstwie do modelu Montero i Masolivera, w ktorym gestosé h(r, | r,_1) dana
jest wzorem (4.3), tutaj rozwazamy jedynie ujemne korelacje sterowane dodatnim
parametrem e.

Analizujac réwnanie (5.1) mozna zauwazy¢, iz sklada si¢ ono z dwoch wazo-
nych sktadnikéw. Pierwszy, posiadajacy wage 1 — ¢ odpowiada sytuacji, w ktorej
kolejny skok jest niezalezny od poprzedniego i losowany z rozkladu h(r,). Drugi
sktadnik, pojawiajacy sie z prawdopodobienistwem ¢, odpowiada powrotowi ceny do
poprzedniej wartodci, czyli ostrej korelacji powrotnej prowadzacej do powtdrzenia
poprzedniego skoku, ale ze zmienionym zwrotem.

Mnozac réwnanie (5.1) stronami przez h(r,_p), tatwo uzyskujemy h(r,,r,_1),
czyli taczny rozktad prawdopodobienstwa dwoch kolejnych skokéw. Teraz, dyspo-
nujac empirycznym rozkladem (unormowanym histogramem) pojedynczego skoku
h(r,) uzyskanym z danych empirycznych opisanych w podrozdziale 2.1 oraz para-
metrem ¢, ktérego estymacja jest opisana w dalszej czeéci pracy, moge zbudowaé
teoretyczny odpowiednik wykreséow przedstawionych na rysunku 5.1; zamie$cilem
go na rysunku 5.3.

Warunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa dana wzorem (5.1), lepiej opisuje do-
stepne dane empiryczne niz ta, zaproponowana w pracy [43| przez Montero i Ma-
solivera, dana w niniejszej pracy rownaniem (4.3). Fakt ten wynika z istnienia we
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wzorze (5.1) sktadnika zawierajacego delte Diraca, ktora faworyzuje skoki powrotne
obrazowane przez antydiagonale wyraznie widoczng na obu rysunkach 5.1 1 5.3.

Zauwazmy, ze dla ¢ # 0 zaproponowany przeze mnie model oraz model Montero i
Masolivera pokrywaja sie tylko dla szczegolnego przypadku. Mianowicie, ma to miej-
sce tylko wtedy, gdy gesto$é¢ rozktadu pojedynczego skoku dana jest przez rozktad
(4.1). Opisuje on nierealistyczna sytuacje dwustanowa dla zmiany ceny transakcyj-
nej. Oczywiscie w przypadku € = 0 obie warunkowe gestosci rozkladu skokéw dane
réwnaniami (5.1) i (4.3) staja sie identycznymi, bezwarunkowymi rozkladami poje-
dynczego skoku ceny.

Na zakoriczenie tego podrozdziatu sprawdzmy, ze warunkowa gestos¢ prawdopo-
dobienstwa (5.1) spelnia warunki samozgodnosci

h(r,) = /OO h(ry | mp—1)h(rp_1)dr,_1,
h(r,_1) = /OO h(ry | ro—1)h(rp—1)dr,. (5.2)

Opierajac sie teraz na wyrazeniu (1.2), mozemy (uzywajac formalizmu CTRW) przy-
stapi¢ do wyprowadzenia jawnej postaci propagatora procesu z pamiecig jednokro-
kowa.
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Rysunek 5.3: Rozklad teoretyczny dwoch kolejnych zmian ceny generowany z rozkladu
(5.1). Przyjete na rysunku oznaczenia sg identyczne jak te na rysunku 5.1. Przyjatem tu-
taj empiryczny rozktad pojedynczego skoku (bezwarunkowy). Metoda estymacji parametru
€ opisana zostata w podrozdziale 5.6. Wida¢, ze rozklad (5.1) odtwarza zaréwno centralny
krzyz, jak tez antydiagonale dla wszystkich analizowanych spoétek, co (przynajmniej jako-
$ciowo) zgadza sie z analogicznymi rozktadami empirycznymi przedstawionymi na rysunku
5.1.
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5.4 Wyprowadzenie jawnej postaci propagatorow

Rozwazany w biezacym rozdziale model, podobnie jak model Montero i Masolivera,
jest modelem o pamieci jednokrokowej. Zatem, zastosowanie majg oznaczenia wpro-
wadzone przeze mnie w podrozdziale 4.2, a przede wszystkim zasadnicza zaleznosé¢
rekurencyjna pomiedzy propagatorami dana réwnaniem (4.7). Wstawiajac postacé
h(rn|rn—1), dana wyrazeniem (5.1), do réwnania (4.7) i wykonujac transformate
Fouriera-Laplace’a otrzymujemy

Qn (k705 5]€) = U(s) e x

o0

X / drp_1 [(1 =€) h(ry) 4+ € 8(rp 4 19-1)] Qny (k,Tn_1;5]€). (5.3)

—00

Powyzsze rownanie jest w moim modelu réwnaniem bazowym, stuzacym wyprowa-
dzeniu jawnej postaci propagatora procesu.
Calkujac teraz rownanie (5.3) stronami po r, otrzymujemy

(e o]

On(kis|) (1—€) h(k)Qu_1 (k;s|€) +e / drp_1"C=0 Q. (ky7o_1;5|E).
o) J

(5.4)

Calka wystepujaca w drugim sktadniku po prawej stronie powyzszego réwnania,

moze by¢ ponownie obliczona z réwnania bazowego (5.3) (po zamianie indeksu n na

n — 1 i pomnozeniu obu stron réwnania przez eik(_rnfl))

o0

/ drn_leik(_r"*)énq (kyrn_158]&) =

— 00

=00 [ s [ draa (1) ) + € 60+ 102)] Gua (hacai 1) =

— (s) / 0oy Ons (., 1aog; 5| €) = 0(5)Qus (k5| €) . (5.5)

Ostatecznie otrzymujemy zaleznosé rekurencyjng w zmiennych Fouriera-Laplace’a
dla n > 3 w postaci

Qn (k55]€) = (1 —€) h(k)D(5)Qnr (k3 5| €) + €?(5)Quz (ks 5] ). (5.6)

Dokonujac sumowania powyzszego réwnania po n od 3 do nieskoniczono$ci oraz
uzupelniajac je odpowiednio o wielkosci Q; (k,s|&) 1 Q2 (k,s| &) otrzymujemy, po
elementarnych przeksztalceniach algebraicznych

Qo (ks 516 + Q1 (ki s1€) (1= h(k)(L — €)i(s))

9k e])= L= (1— h(k)I() — 02(3) - B

44




Aby uzyskaé¢ jawng posta¢ propagatora potrzebujemy jeszcze pierwszych dwoch
ostrych propagatorow, czyli Q, (k,s|€) i Q2 (k,s|€&). Wielkoéci te mozemy wyzna-
czy¢ bezposrednio z definicji. Schemat ich wyprowadzenia, dla dowolnego rozktadu
h(rp, Tn_1), przedstawia rysunek 5.4.

(a)

Cena

-———
Czas

i 20 h (X&)

2! w(tt)
8 E AL I} h(X_rl|rl)
Al [ IGIE
“““ : S

Rysunek 5.4: Schematyczna ilustracja wyprowadzenia (a) pierwszego ostrego propagatora
Q1 (X,t|€) 1 (b) drugiego ostrego propagatora Q2 (X,t|¢) dla przypadku pamieci jedno-
krokowej. W obu przypadkach charakterystyczne sekwencje skokéw i czaséw wyczekiwania
oznaczone sg nawiasami klamrowymi, przy ktérych podana jest odpowiednia gestosé roz-
ktadu, z ktérego dana wielkosé jest losowana. Ponadto, zaznaczony jest skok £ majacy
miejsce przed chwilg poczatkowsg t = 0.

Zatem, wspomniane propagatory przyjmuja nastepujace postacie

Q1 (X,t]€) = (X ]E), (5.8)

o

Q2 (X,t|§) = /dt1 @bl(tl) ¢(t_t1)/drl h(X—7”1|7“1) h(r1|§). (5-9)

0 —00

PrzejdZzmy teraz do zmiennych Fouriera-Laplace’a (wciaz dla dowolnego rozkladu
warunkowego h(r, | 7,_1))

Quss|€) = dils) [ aXHx ), (5.10)
Oy (k5] €) = @1(5)1/?<5)/dxeik>f/dm WX —rilr). (5.41)
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Dalej, podstawiajac zaleznos¢ dang rownaniem (5.1) otrzymujemy

(e o]

%@lﬁ) - 4 AXEN (1~ €) h(X) + ¢ 5(X + )] = [(1 = Ohlh) + e 9
(5.12)

Qo (kis]€) _

Du(s)i(s)

::/an“:/dﬁKl—Qh@ﬁ+fﬂﬁ+fﬂK1—EM@Y—TQ+6MXH

—00 —00

= (1—e?hk)+e(1—€)+e (1 —e)h(k)e* 9 2. (5.13)

Wstawiajac powyzsze rownania do (5.7) otrzymujemy juz jawna postaé ostrego pro-
pagatora, pod warunkiem skoku & poprzedzajacego chwile ¢ = 0, w postaci

(1 — )h(k) + e@mP®+¢@»

) (k: s =4 (s . 5.14
Q (k;s]&) = 1n(s) T Oh i) — k() (5.14)
Dokonujemy teraz usrednienia powyzszego rownania po &
Qlk:s) = /Oodgc?(k 1) = e (M0 + i)
o ’ S (1 - h(kyd(s) — ed?(s)
= (s hk) +ebls) 5.15
M T 0hmee) — ) 19

Jak wida¢, konkretna posta¢ ostrego propagatora zalezy od dwoch rozktadow czasow
wyczekiwania ¥ (t) i ¢ (t), jednego rozktadu pojedynczego skoku h(z) oraz parame-
tru e. Zauwazmy, ze podstawiajac w rownaniu (5.15) € = 0 otrzymujemy, tak jak to
by¢ powinno, rownanie (3.26), czyli wynik dla przypadku niezaleznych zmian ceny.
Nalezy podkreslié, ze wzor (5.15) stanowi jeden z dwdch filaré6w niniejszej
pracy. Dzieki niemu mozliwe bedzie wyprowadzenie interesujacych nas charaktery-
styk drugorzedowych.

5.5 Wariancja i funkcja autokorelacji predkosci

Aby znalezé miekki propagator, posiadajac propagator ostry dany rownaniem (5.15),
skorzystam z zaleznosci (3.22). W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie jedynie przy-
padek stacjonarny. Zatem, mozemy wykorzystaé jawna postaé 1 (s) dang rownaniem
(3.18). Wowczas uzyskuje sie

; 1 1-9(s) (1 9) (5w + i)
Pl =5 s +<MH_Q_EE oo a0
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gdzie dwa pierwsze sktadniki sumy stanowia element W, (s) obecny w réwnaniu (3.22)
a uzyskany ze wzorow (3.18) i (3.19). Rownanie (5.16) nie zalezy juz jawnie od
rozkladu ¥, (s), gdyz zostal on wyrazony przez rozktad zﬁ(s) Stad, oraz na podstawie
wzoru (3.30), otrzymujemy $rednie przesuniecie kwadratowe

L PP(s)| e 1—ei(s)

m2<8) = - g ) (517)
ok? o 52 <t> 1+ 51/)(5)
a z (3.35) funkcje autokorelacji predkosci
. 1 — e
O(s) = L2 Lo cls) (5.18)

C2(t) 1+ 61;(8)

w zmiennej Lapalce’a. Dokonajmy teraz odwrotnej transformaty Laplace’a wyraze-
nia (5.18)

Ot) = L2 5(t) — e L2 o1 {%} (5.19)

gdzie £;{...} jest odwrotna transformata Laplace’a do zmiennej czasowej. Po-
dobnie jak w poprzednim rozdziale, dokonujac normalizacji funkcji autokorelacji
predkosci do delty Diraca w zerze otrzymujemy

Cn(t) = 6(t) — 2L, {Haz?(s)}' (5.20)

Wazna wlasnos$cia rownania (5.20) jest jego niezaleznosé od rozktadu pojedyn-
czego skoku (nie wystepujg ani moment p; ani us) w przeciwienstwie do analogicz-
nego rownania (4.32) dla modelu Montero i Masolivera. W tym drugim przypadku
autokorelacja (poza delta Diraca w zerze) jest skalowana przez czynnik p?/u,. Jak
wspomnialem wczesniej, dla rozktadu pojedynczego skoku danego przez (4.1) oba
modele sg sobie réownowazne, a wowczas czynnik skalujacy u?/us = 1, jak nalezalo
oczekiwag.

W uzyskanym tutaj modelu ksztalt unormowanej funkcji autokorelacji predkosci
(5.20) zalezy jedynie od rozktadu czaséw oczekiwania v (¢) oraz parametru e. Nalezy
podkresli¢, ze zaleznoéé od parametru € nie jest jedynie prostym skalowaniem, gdyz
wystepuje on rowniez w mianowniku réwnania (5.20) przez co, jego wptyw na wyniki
jest wyraznie nieliniowy.

5.6 Porownanie z danymi empirycznymi

Zasadniczym celem niniejszego podrozdziatu jest poréwnanie przewidywan zalezno-
Sci czasowej teoretycznej (unormowanej) funkeji autokorelacji predkosci z wynikami
empirycznymi przedstawionymi na rysunku 2.2 (matle czarne kwadraty). Poréwnanie
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takie przeprowadzam zaréwno dla modelu Montero i Masolivera, w ktorym funkcja
autokorelacji predkosci opisana jest rownaniem (4.32), jak i dla modelu opisanego
w niniejszym rozdziale, gdzie unormowana funkcja autokorelacji predkosci dana jest
przez wyrazenie (5.20).

Jak podkreslilem w poprzednim podrozdziale, ksztalt funkcji autokorelacji pred-
kosci wyprowadzonej w ramach rozwinietego przeze mnie modelu zalezy jedynie od
rozktadu czaséw wyczekiwania v (t) oraz parametru e. W stacjonaryzowanym przeze
mnie modelu Montero i Masolivera istotny jest réwniez stosunek momentow 12/ pis.
Sa to jedyne parametry, ktére nalezy estymowaé na bazie posiadanych danych empi-
rycznych. Zauwazmy, ze do uzyskania kazdego z tych parametrow, nie potrzebujemy
calosci danych, sktadajacych sie ze zmian ceny i czaséw pomiedzy tymi zmianami.
Do uzyskania parametru e potrzebny jest jedynie szereg kolejnych zmian ceny, nato-
miast do uzyskania rozktadu czaséw oczekiwania - szereg kolejnych czaséw wyczeki-
wania. Ponadto, w drugim przypadku interesujemy sie jedynie histogramem czaséw
wyczekiwania zatem, ich kolejno$¢ w szeregu czasowym nie ma znaczenia. Powyz-
sze obserwacje sg istotne, gdyz zaden z paramentow obecnych w réwnaniu (5.20)
nie zawiera w sobie struktury czasowo—cenowej, ktéra w zupetnosci okreslona jest
zalozeniami stosowanego modelu. W pierwszej kolejnosci opisuje metode estymacji
parametru e.

5.6.1 Estymacja parametru ¢

Zauwazmy, ze przyjmujac zalezno$¢ pomiedzy dwoma kolejnymi skokami dang przez
wyrazenie (5.1), otrzymuje korelacje dwoch kolejnych skokow

0 0
< Tn Tn71> = / drn / dTn,1 Tn Tn—1 h<rn7rn71) =

—0o0 —00

0 0

= / dry, / drp—1mnTn-1 [(1 = €)h(rn)h(rn—1) + €h(ry)d(rn + ro1)] =

=€ / dr,, / drp 1rprn_1h(rp)o(r, + rpq) = —€ / dry, ri h(r,) =
= — € M2,
(5.21)
stad
€ = _M' (5.22)
K2

W powyzszych wyrazeniach brak jest iloczynu $rednich (r,) (r,_1), gdyz z parzy-
stosci rozkladu skokéw wynika znikanie ich $redniej dlugosci. Ta prosta estymacja
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parametru e przez korelacje jest podobna do znanej momentowej metody estyma-
cji rozkltadow [65]. W analizowanej przeze mnie sytuacji metoda oparta na wzorze
(5.22) ma jednak istotne wady, o czym mowa ponize;j.

Jak wynika z obserwacji poczynionych w trakcie analizy rysunku 5.1 (w pod-
rozdziale 5.1), rozklad prawdopodobieristwa pojedynczego skoku zawiera znaczaca
liczbe skokow o diugosci zero (niemal 50%), odpowiadajacych transakcjom bez
zmiany ceny. W empirycznym rozkladzie dwoch kolejnych skokéw uwidacznia sie
to (na tym rysunku) w postaci centralnego krzyza. Sa to sytuacje, gdy co naj-
mniej jedna z dwoch kolejnych zmian cen jest rowna zeru. Zauwazmy, ze w takim
przypadku nie daja one wkladu do estymatora korelacji. Wyznaczony estymator
korelacji bazuje wylacznie na przeskokach poza centralnym krzyzem (blisko 25%
przypadkow), co w badanej sytuacji nie daje wystarczajaco dobrej statystyki.

W zwiazku z powyzszym, wykorzystuje metode estymacji bazujaca na macierzy
3x3 uzyta zaréwno przez Tsay’a [26] jak i przez Montero i Masolivera [42]. Zgodnie
z ta metoda skoki dzielone sa na ujemne (-1), zerowe (0) i dodatnie (1), a elementy
macierzowe h; ;, gdzie ¢,j = —1,0, 1, reprezentuja unormowany histogram dwoch
kolejnych (tego typu) skokéow. Zsymetryzowany histogram pojedynczego skoku ozna-
czam przez h;, gdziei = —1,0,1 (h_; = hy). Bazujac na wyrazeniu (5.1), teoretyczny
odpowiednik empirycznej macierzy otrzymuje w postaci

hfjor(g) = (1 — 6) hz hj + € 52‘,,]'}1,@', (523)

gdzie ¢ oznacza teraz delte Kroneckera. Maksymalizujac funkcjonal

Z Z hijlog (R, (5.24)

i=—1j=-1

ze wzgledu na e otrzymujemy estymator metoda najwiekszej wiarygodnosci [65].
Natomiast, minimalizujac funkcjonat

Z Z (hteer — hy ;) (5.25)

i=—17=-1

otrzymujemy estymator metodg najmniejszych kwadratow [65]. Numeryczna opty-
malizacja, dla dwéch wspomnianych powyzej metod, zostata przeprowadzona me-
toda ztotego podziatu [66], a jej wyniki wraz z estymacjg parametru € metoda, kore-
lacyjna (dla por6wnania) przedstawiono w tabeli 5.1

Zauwazmy (kolumna druga i trzecia tabeli 5.1), ze dla wiekszoséci badanych wa-
loréw otrzymana warto$¢ parametru e miesci sie w przedziale 0.2 - 0.3. Natomiast
roznica pomiedzy wynikami uzyskanymi dla kazdej spotki z osobna metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci oraz najmniejszych kwadratow miesci sie w akceptowalnych
granicach 10%. Wartosci parametru e uzyskane powyzszymi dwoma metodami sg
do siebie zblizone, natomiast wartosci parametru € otrzymane za pomoca korelacji
dwoch kolejnych skokéw sa wyraznie wieksze. Warto zwroci¢ uwage takze na to, ze
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Tablica 5.1: Wyniki estymacji parametru e dla badanych spétek z WIG20. W drugiej ko-
lumnie przedstawiono wyniki uzyskane metoda najwiekszej wiarygodnosci (maksymalizacji
funkcjonatu (5.24)), w trzeciej kolumnie — wyniki uzyskane metoda najmniejszych kwadra-
tow (minimalizacji funkcjonatu (5.25)), natomiast w czwartej — metodg korelacyjng (oparta
o réwnanie (5.22)).

Skrot nazwy spotki | e: m.najw.wiaryg. | €: m.najm.kwadratow | e: korelacja
BRE 0.220 0.222 0.304
GETIN 0.312 0.317 0.283
KGHM 0.249 0.228 0.401
PEKAO 0.198 0.196 0.341
PGNIG 0.289 0.251 0.410
PKNORLEN 0.290 0.271 0.354
PKOBP 0.313 0.303 0.371
TPSA 0.381 0.356 0.460

rozrzut wynikow uzyskanych dla wszystkich spélek dwiema pierwszymi metodami
jest mniejszy niz w przypadku trzeciej.

Mozna teraz postawi¢ pytanie: do jakiego stopnia analizowany szereg czasowy
zmian ceny jest stacjonarny z punktu widzenia estymacji badanego powyzej para-
metru? Kolejne, zwigzane z tym pytanie dotyczy zaleznosci estymowanej wartosci
parametru e od czasu pomiedzy analizowanymi zmianami ceny. Na te pytania odpo-
wiedziano w pracy licencjackiej [67]. Z przedstawionych w tej pracy badan wynika,
iz po podzieleniu szeregéw czasowych (dla kazdej spotki) na poszczegolne lata oraz
przeprowadzeniu estymacji dla kazdego roku oddzielnie, nie obserwuje sie istotnych
r6znic pomiedzy otrzymanymi wynikami. W pracy tej dokonano réwniez estyma-
cji parametru ¢ w dwoch przypadkach, tzn. gdy odleglo$¢ czasowa miedzy zmia-
nami ceny byla wieksza i mniejsza od $redniego czasu pomiedzy zmianami. Gdy
czasy pomiedzy skokami byly dluzsze wystapila nieznaczna tendencja prowadzaca
do zmniejszenia wartoSci parametru €. Moze to sugerowa¢ konieczno$¢ rozwazenia
w przysztosci bardziej wyrafinowanych modeli, w ktoérych skok ceny i czas miedzy
skokami sg od siebie zalezne.

5.6.2 Rozklad czasé6w wyczekiwania

Kolejnym elementem, ktory nalezy wyznaczyé¢ z danych empirycznych jest rozklad
czasoOw wyczekiwania. W takim przypadku mamy do czynienia z estymowaniem
funkcji, ktorej argumentem jest przedzial czasu. Aby uzyskaé analityczng, zamknieta
posta¢ funkcji autokorelacji predkosci, nalezy modelowaé posiadany rozktad empi-
ryczny przez odpowiednio dobrang funkcje analityczna.

Analiza struktury czasow miedzytransakcyjnych byta juz szeroko badana [68],
stanowigc np. jeden z glownych celow badawczych rozprawy doktorskiej [53] (gdzie
zamieszczono obszerng liste odno$nikow literaturowych na ten temat). Dotychczas
udato sie zaproponowaé kilka postaci funkcji, ktore zdaniem autoréw dobrze opi-
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suja dane odpowiadajace rozkladowi czaséw wyczekiwania. Szczegdlnie popularne
sa: funkcja rozciagnietego eksponensa, funkcja Write’a i funkcja Mittag-Lefflera [68].
Jednak w niniejszej pracy, wymagania stawiane postaci funkcyjnej sg specyficzne:

(1) rozktad prawdopodobieristwa czasow wyczekiwania powinien posiadaé trans-
formate Laplace’a w postaci zamknietej, a ponadto

(2) funkcjonal wymierny gestosci rozkladu w przestrzeni Laplace’a (patrz wzor
(5.20)) powinien umozliwia¢ dokonanie transformaty powrotnej do zmienne;j
czasowej w postaci analitycznej.

To drugie zalozenie sugeruje, iz sama transformata Laplace’a rozktadu powinna by¢
funkcja wymierng parametru s. Ponizej przedstawiam tylko dwa szczgoélnie proste
przypadki.

Eksponencjalny rozklad czaséw wyczekiwania. Jest to najczesciej stosowany
w fizyce rozklad czaséw miedzyzdarzeniowych, charakterystyczny dla procesu Pois-
sona, dany wzorem

I _
i) = e v, (5.26)
gdzie (t) jest $rednim czasem miedzyzdarzeniowym. W zmiennej Laplace’a rozklad
ten przyjmuje postac

8 1

U(s) = Bs+1 (5.27)

Przypomnijmy, iz jest to jedyny przypadek rozkladu ciagtego, dla ktorego ¢ (t) =
1 (t), a kanoniczne btadzenie losowe w czasie ciagglym jest procesem Markowa. Po-
niewaz rozklad eksponencjalny scharakteryzowany jest jednym parametrem, zatem
najprostszym sposobem jego estymacji jest metoda momentowa, czyli uzycie esty-
matora $rednie;.

Podwdjnie eksponencjalny rozklad czasé6w wyczekiwania, czyli w postaci
wazonej sumy dwoch rozktadéw eksponencjalnych. Bardziej realistyczne, a zarazem
mozliwe do analitycznego potraktowania jest modelowanie rozktadu czasow wycze-
kiwania poprzez rozklad bedacy wazong sumg dwoch rozkladéw danych wzorem
(5.26). Rozklad taki ma postac

1 —
B(t) = —e U 4 e/, (5.28)

71 T2
gdzie 0 < w < 1 jest waga, a 71 1 T» czastkowymi czasami relaksacji. W zmiennej

Laplace’a rozktad ten przyjmuje postaé

~ w 1—w

= ) 5.29
w<8) 1—|—ST1 + 1-'-87'2 ( )
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Powyzszy rozklad posiada trzy parametry, ktore nalezy wyznaczy¢ metoda dopaso-
wania (fitowania) rozkladu do histogramu empirycznego. Aby uzgodnié¢ to fitowa-
nie z wynikiem otrzymanym dla pojedynczego rozktadu eksponencjalnego, a przede
wszystkim zmniejszy¢ liczbe dopasowywanych parametrow z trzech (w,7y,73) do
dwoch (71, 72), korzystam z prostej zaleznosci

(t) =wn + (1 — w)m. (5.30)

Dzieki temu, znajac juz $redni czas (t) (obliczony z danych empirycznych jako $red-
nia arytmetyczna wszystkich czasow miedzytransakcyjnych) mozemy uzyskaé¢ np.
wage w jako funkcje 7 i 5. Wybér dwoch z trzech dopasowywanych parametrow
jest oczywiScie dowolny, jednak dopasowywanie parametréow tego samego rodzaju i
nalezacych do tego samego przedzialu (od zera do nieskonczonosci) utatwia znale-
zienie najlepszego dopasowania, przez co wybranie pary 7y, 7, wydaje sie bardziej
naturalne.

Do estymacji parametréow uzytem metody najmniejszych kwadratéow wraz z me-
toda optymalizacji Neldera-Meada [69] (zwana réwniez metoda sympleksowa), w
implementacji podanej w ksiazce [66]. Ze wzgledu na braki w danych empirycznych
dotyczace transakcji zawartych w ramach pojedynczej sekundy zegarowej musiatem
uznac, iz warto$¢ histogramu dla wartosci czasu ¢ = 0 nie jest miarodajna. Zauwazy¢
mozna réwniez, iz dla czasu t = 1 wystepuje systematyczne odchylenie od regular-
noéci widocznej dla kolejnych chwil czasu, ktére moze by¢ réwniez spowodowane
zaokraglaniem czasu transakcji do jednej sekundy w danych empirycznych. Ponie-
waz ksztalt rozkladu czaséw wyczekiwania dla relatywnie dtuzszych czaséw nie jest
kluczowy dla dynamiki w najkrotszej skali czasu, zakresem dopasowywania obejeto
przedzial t € [2,100]. Uzyskane parametry dla obu proponowanych rozktadéw przed-
stawia tabela 5.2. Natomiast histogramy wraz z estymowanymi rozktadami pokazano
na rysunku 5.5.

Tablica 5.2: Wyniki estymacji parametrow rozktadéw modelujacych rozklad czaséow wy-
czekiwania dla badanych spétek z WIG20. W drugiej kolumnie zamieszczono Sredni czas
miedzytransakcyjny uzywany w rozkltadzie (5.26), w trzeciej i czwartej kolumnie znajduja
sie czastkowe czasy relaksacji 7 i 7o rozktadu podwoéjnie eksponencjalnego (5.28), nato-
miast w kolumnie pigtej] waga w.

Skrot nazwy spotki (t) Ty T w

BRE 109.871 | 11.711 | 179.438 | 0.415
GETIN 85.064 | 12.292 | 137.976 | 0.421
KGHM 30.312 | 6.819 | 72.182 | 0.641
PEKAO 55.888 | 9.221 | 102.304 | 0.499
PGNIG 49.078 | 8.829 | 75.524 | 0.397
PKNORLEN 42.596 | 9.022 | 76.431 | 0.502
PKOBP 26.266 | 6.720 | 50.681 | 0.555
TPSA 34.979 | 8.048 | 66.714 | 0.541
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Warto zwrécié uwage, ze zblizone do przedstawionych w tabeli 5.2 wartosci §red-
nie czasow miedzytransakcyjnych otrzymano w pracy [42] dla kilku spotek notowa-
nych na NYSE? w latach 1995-1998.

Druga obserwacja, ktéra mozemy poczynié jest rozdzielenie skal czasowych, gdyz
estymaty 7 i 75 r6znig sie o rzad wielkoSci. Pozwala to traktowaé je jako czastkowe
czasy relaksacji na dwoch réznych skalach.

Na rysunku 5.5 widoczne jest w skali poét-logarytmicznej, niewielkie systema-
tyczne odstepstwo przewidywan teoretycznych, opisanych rozktadem podwojnie eks-
ponencjalnym, od danych empirycznych. Mimo, iz na ksztalt funkcji autokorelacji
predkosci (wyrazonej wzorem (5.20)) ma wplyw transformata Laplace’a rozktadu,
zalezna od wartosci rozktadu dla wszystkich czaséw miedzytransakcyjnych, to mozna
przypuszczac, iz rola wspomnianego odstepstwa w rozktadzie dla dluzszych czasow
ma stosunkowo niewielki wptyw na réznice pomiedzy teoretyczna i empiryczng funk-
cja autokorelacji predkosci dla krotkich czasow.

W ten sposéb zgromadziliSmy juz wszystkie informacje niezbedne do
poréwnania przewidywan teoretycznych rozwazanych modeli z empiryczna
funkcja autokorelacji predkosci ceny. Poréwnanie to stanowi jeden z naj-
wazniejszych elementéw niniejszej pracy.

5.6.3 Funkcja autokorelacji predkosci

Wyprowadzamy teraz zamkniete formuty na unormowang funkcje autokorelacji pred-
kosci, przyjmujac rozklady czasow wyczekiwania w postaciach (5.26) i (5.28) zapro-
ponowanych w poprzednim podrozdziale 5.6.2.

Wstawiajac rownanie (5.27) do (5.20), dokonujemy odwrotnej transformaty La-
place’a uzyskujac

Ct) = o(t) — %e(1+e)t/<t>. (5.31)

Jak poprzednio, dla stacjonaryzowanego modelu Montero i Masolivera nalezy uzu-
pelni¢ powyzsze réwnanie o czynnik u3/us przed drugim sktadnikiem po prawe;
stronie réwnania.

Dla podwdjnie eksponensjalnego rozktadu czaséw wyczekiwania mozemy pod-
stawi¢ (5.29) do (5.20), co prowadzi do

C™(t) = 6(t) — 2¢ (Aye ™" + Age ™), (5.32)

3NYSE to akronim angielskiej nazwy New York Stock Exchange - gieldy na Wall Street w
Nowym Jorku.
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gdzie

wj = 1/Tj7 j:1727

v = ww + (1 —w) ws,
1 2
V2 = 5 w1+w2+evi\/(w1 +wy+ev)” —dwwe(l+¢€)],

1—I/j’U

A = (=1)wiw, j=1,2. (5.33)

V1—1/2’

Wartosci wspolezynnikow 1/, 1/vs, Aq, As funkeji autokorelacji predkosci okreslo-
nej rownaniem (5.32) dla parametréw uzyskanych metodami opisanymi w podroz-
dziatach 5.6.1 1 5.6.2 wraz z warto$cia wspotczynnika u? /s, przedstawiono w tabeli
5.3.

Tablica 5.3: Wartosci parametrow 1/vq, 1/vo, Ay, As, teoretycznej funkcji autokorelacji
predkosci opisanej rownaniem (5.32) o$miu badanych spotek wchodzacych w sktad indeksu
WIG20. Parametry wyznaczono wedlug wzoréw (5.33), bazujac na estymowanych para-
metrach, ktérych wartosci podano w tabelach 5.1 (metoda najwiekszej wiarygodnosci) i
5.2. W ostatniej kolumnie podano réwniez wartosé¢ wspoltczynnika u?/us wystepujacego w
stacjonaryzowanym modelu Montero i Masolivera (4.32).

Skrot nazwy spotki | 1/, 1/vs Ay Ay ur/ o
BRE 10.725 | 160.631 | 0.03598 | 0.00270 | 0.201
GETIN 10.844 | 119.180 | 0.03526 | 0.00319 | 0.195
KGHM 5.876 | 67.090 | 0.09533 | 0.00359 | 0.238
PEKAO 8.384 | 93.886 | 0.05500 | 0.00398 | 0.215
PGNIG 7.905 | 65.447 | 0.04669 | 0.00622 | 0.310
PKNORLEN 7.860 | 68.024 | 0.05738 | 0.00477 | 0.239
PKOBP 5.711 | 45.434 | 0.08538 | 0.00604 | 0.225
TPSA 6.651 | 58.466 | 0.06963 | 0.00447 | 0.244

Na rysunku 5.6 poréwnalem przebieg empirycznej funkcji autokorelacji predko-
Sci uzyskany metoda opisang w rozdziale 2, a przedstawiony wczesniej na rysunku
2.2 (mate czarne kwadraty), z wynikami przewidywan wzoréw (5.31) dla eksponen-
cjalnego rozkladu czasow wyczekiwania (linia przerywana) i (5.32) dla podwdjnie
eksponencjalnego rozktadu czaséw wyczekiwania (linia ciagla).

Pragne w tym miejscu podkresli¢ szczegdlnie istotny aspekt mojego podejscia.
Mianowicie krzywe teoretyczne na rysunku 5.6 nie sg uzyskane metoda dopasowa-
nia ich parametréw do widocznych na tym samym rysunku danych empirycznych.
Wszystkie parametry funkcji zostaly bowiem wyznaczone juz wczesniej niezaleznymi
metodami, na dwoch osobnych zbiorach danych, a mianowicie na szeregu kolejnych
skokéw oraz zbiorze czaséw wyczekiwania.

Pomimo, iz zgodnosé przewidywan teoretycznych wyrazonych formuly (5.32) z
danymi empirycznymi jest satysfakcjonujgca, wcigz widoczne jest systematyczne od-
stepstwo, w szczegolnosci dla posrednich czasow (patrz rysunek 5.6). Na rysunku
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pominglem przewidywania stacjonaryzowanego modelu Montero i Masolivera, gdyz
bytoby to jedynie przeskalowanie krzywej zaznaczonej linig ciagla o parametr u? /po.
Wartosci tego parametru, jak pokazano w tabeli 5.3, sa rzedu 0.2. Zatem, zgodnos$¢
przewidywan tego modelu z danymi empirycznymi bytaby znaczaco gorsza. Wynika
stad, iz zaproponowany w niniejszym rozdziale model znacznie lepiej opisuje dane
empiryczne niz stacjonaryzowany model Montero i Masolivera.

Przedstawiona na rysunku 5.6 linig przerywang funkcja autokorelacji predkosci
dla eksponencjalnego rozktadu czasow wyczekiwania (dana wzorem (5.31)) wykazuje
znaczne odstepstwo od danych empirycznych, czego mozna byto sie spodziewaé ana-
lizujac rysunek 5.5. Widoczna niezgodno$¢ na poziomie dopasowania do rozkladu
czasOw wyczekiwania przeklada sie na niezgodno$¢ funkcji autokorelacji predkosci
widoczng na rysunku 5.6. Jednak funkcja autokorelacji predkosci dana rownaniem
(5.20) opisuje z grubsza charakterystyczne zachowanie, tzn. znak i rzad wielkosci
ujemnej czesci funkcji autokorelacji. Zatem, zgodnosé przewidywan réwnania (5.32)
z danymi empirycznymi jest bezposrednig konsekwencja ulepszenia rozktadu czasoéw
wyczekiwania. Mozemy przypuszczaé, ze dla rozkladow czaséw wyczekiwania, ktore
lepiej opisywalyby rozklad empiryczny, zgodnosci przebiegu funkcji autokorelacji
predkosci z danymi empirycznymi ulegtaby poprawie.

)



Rozktad czaséw oczekiwania Rozktad czaséw oczekiwania Rozktad czaséw oczekiwania

Rozktad czaséw oczekiwania

Rysunek 5.5: Poréwnanie empirycznego histogramu czasow wyczekiwania (male czarne
kwadraty) z dopasowanymi przewidywaniami modeli opisujacymi odpowiadajacy histo-
gramowi rozklad. Linig przerywana przedstawiony jest rozklad eksponencjalny wyrazony
wzorem (5.26), natomiast linig ciggty rozklad podwojnie eksponencjalny (5.28). Wewnatrz
wykreséw wykonanych w skali liniowej znajdujg sie ich zmniejszone odpowiedniki w skali
pét-logarytmicznej. Dopiero na zmniejszonych wykresach wida¢ niewielkie, chociaz sys-
tematyczne odstepstwo rozktadu podwojnie eksponencjalnego od rozktadu empirycznego.
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Rysunek 5.6: Unormowana funkcja autokorelacji predkosci ceny: empiryczna (czarne kwa-
draty), wyrazona wzorem (5.31) dla eksponencjalnego rozktadu czaséw wyczekiwania (linia
przerywana) i wyrazona wzorem (5.32) dla podwojnie eksponencjalnego rozktadu czasow
wyczekiwania (linia ciggla). Parametry krzywych teoretycznych zostaly otrzymane osob-
nymi metodami estymacji. Zatem, przedstawione krzywe uzyskano bez potrzeby dopaso-
wywania (fitowania) jakiegokolwiek parametru do danych empirycznych.
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Rozdzial 6

Model z pamieciag dwukrokowg

Kolejnym, bardziej realistycznym, autorskim modelem procesu stochastycznego roz-
wazanego w niniejszej rozprawie, jest model zawierajacy pamie¢ obejmujaca dwa
skoki poprzedzajace aktualny. Tego typu modele nie byly dotychczas rozwazane w
ramach formalizmu bladzenia losowego w czasie ciagglym, ze wzgledu na znaczne
komplikacje rachunkowe. Innymi stowy, model z pamiecia dwukrokowy sta-
nowi caltkowicie oryginalng cze$é teoretyczng niniejszej rozprawy.

6.1 Motywacja modelu

Zasadniczg przyczyng rozwiniecia kolejnego modelu jest konieczno$¢ poprawienia
zgodnosci przewidywan teoretycznych, uzyskanych w ramach modelu z pamiecig
jednokrokowa, z danymi empirycznymi (patrz rysunek 5.6). Bezposrednia motywacja
do ulepszenia modelu byta analiza autokorelacji empirycznego szeregu samych zmian
cen.

Jezeli badany szereg danych empirycznych zubozymy usuwajac z niego czasy
wyczekiwania, otrzymamy dyskretny w czasie szereg czasowy, gdzie role (dyskret-
nego) czasu pelni numer kolejnego skoku. Mozemy analizowaé autokorelacje takiego
szeregu, uzywajac jako argumentu liczby naturalnej lub zera. Na przyktad, dla argu-
mentu 0 badana autokorelacja odpowiada wariancji rozktadu skokéw, dla argumentu
1 - kowariancji dwoch nastepujacych po sobie skokéow, dla argumentu 2 - kowariancji
co drugiego skoku, itd. Innymi stowy, liczba ta jest liczbag krokéw rozdzielajacych
dwa ustalone skoki - wyjéciowy i aktualny. Przebieg tak opisanej funkcji, po unormo-
waniu do wartosci 1 w zerze (czyli w nazewnictwie ekonometrycznym autokorelacji),
przedstawia rysunek 6.1.

Dla argumentu 1 wartoSci wykre§lonej funkcji byty juz analizowane w ramach
rownania (5.22). Odpowiada ona parametrowi €, co przedstawiono w ostatniej ko-
lumnie tabeli 5.1. Co szczegolnie wazne, dla kolejnych wartosci liczby rozdzielajacych
krokéw nie obserwuje sie juz istotnych korelacji. Obserwacja ta byta juz poczyniona
we wezesniejszych pracach, m.in w [42]. Stanowi to zasadnicza réznice w stosunku do
autokorelacji predko$ci w funkcji czasu, pokazanej na rysunku 5.6, gdzie znaczaca
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zaleznos¢ dwoch kolejnych zmian cen ulega rozmyciu z powodu zmiennego czasu
pomiedzy kolejnymi skokami.

W Swietle powyzszego, nalezy zadaé¢ kluczowe pytanie, czy z obserwowanego
braku korelacji wynika brak jakiejkolwiek zalezno$ci pomiedzy co druga
zmiang ceny?

6.1.1 Analiza co drugiej zmiany ceny

Aby odpowiedzie¢ na postawione w poprzednim podrozdziale pytanie konstruuje,
na podstawie analizowanych w niniejszej pracy danych empirycznych (analogicznie
do wykreséw pokazanych na rysunku 5.1), dwuwymiarowy histogram co drugiej
zmiany ceny. Stanowi on statystyczng realizacje rozktadu prawdopodobienstwa dla
wspomnianej zaleznosci co drugiej zmiany ceny (patrz rysunek 6.2).

Wyniki przedstawione na rysunku 6.2 sg charakterystycznym przyktadem dwoch
zmiennych losowych, ktore sa zalezne chociaz ich korelacja znika. Mowigc ogolniej,
ze znikania korelacji nie wynika bezwarunkowo$¢ rozktadow.

Przedstawione histogramy, podobnie jak w przypadku tych na rysunku 5.1, skla-
daja sie z dwoch gtéwnych czedci:

e 7 centralnego krzyza, zdefiniowanego przez punkty (r,_2,0) 1 (0,7,), czyli sy-
tuacji, gdy co najmniej jedna z dwoéch analizowanych zmian ceny byta zerowa.
Fakt ten nie implikuje istnienia zaleznoSci pomiedzy tymi skokami ceny.

e 7 diagonali i antydiagonali, zdefiniowanych poprzez punkty (r,_2,7, ~ 7, 2)
i(rp_o,m, &~ —ry,), tworzacych krzyz obrocony wzgledem poprzedniego o 45°.
Wynik ten odpowiada sytuacji, gdy analizowane dwie zmiany cen maja taka
samg dhugos¢, przy czym moga mie¢ taki sam lub przeciwny zwrot, w przybli-
zeniu z rownym prawdopodobienstwem.

Rozwazmy najpierw, jaka zalezno$¢ co drugiej zmiany ceny uzyskujemy w ra-
mach modelu opisywanego w poprzednim rozdziale (czyli modelu z pamiecia jedno-
krokowa), opierajacego sie na zalozeniach lezacych u podstaw wyrazenia (1.2).

Skonstruujmy rozkltad trzech nastepujacych po sobie zmian ceny. Przy zalozeniu
zaleznosci dwoch kolejnych skokéow danej wyrazeniem (5.1), otrzymuje

h(rn, Tn1,Tn—2) = h(ry | -1, Tn—2) h(rn_1,7n—2) =
= h(ry | rn1) h(rn—1,7n—2) = h(ry | ra—1) h(rn—1 | ra—2)h(rn—s) =
=[1—=e)h(r,) +€d(rp+rn—1)] [(1 —€)h(rn_1) + € 6(rn—1+ 1rn—2)] h(rp_2) =
= [(1 = €)*h(rp)h(rn-1) + (1 — €) € h(ry)d(rn_1 + rp_a)+
+(L—€) € 6(rn +rn1)h(ra—1) + € 8(ry + ra_1)8(Fno1 + rp_2)] h(ra—s).
(6.1)

Zauwazmy, ze istnienie pamieci jednokrokowej zostato wykorzystane w drugim wier-
szu, gdzie rozktad warunkowy h(r, | r,_1,7,_2) zostal zastapiony przez uproszczony
rozklad warunkowy h(r, | 7,-1)-
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Dysponujac powyzszym rozkladem trojelementowym, mozemy juz zdefiniowaé
gestosé rozktadu co drugiego skokul hy(r,, 7, o)

(e o]

hZ(rnarn—Q): /drn—lh(rnarn—larn—Q)a (62)

— 00

Dla rozkladu h(r,,r,_1,7,_2) danego wzorem (6.1) wyrazenie (6.2) sprowadza sie
do postaci

ho(rpstne2) = [(1—€)*h(ra) + (1 —€) € h(r,)+
+(1 =€) € h(—=rp) + € §(r, — ’I"n_z)} h(rp—o) =
= (1 —=Ah(rn)h(rn_s) + € 8(ry — rp_o)h(rn_s). (6.3)

Powyzsza zalezno$¢ przestawiam w postaci wykresu (patrz rysunek 6.3), analogicz-
nie do wykresu na rysunku 5.3. Mozna zauwazy¢, ze zalezno$é (6.3) odtwarza
tylko jedng z dwoch obecnych na rysunku 6.2 przekatnych (diagonali i an-
tydiagonali). Ponadto, z réwnania (6.3) mozna latwo dowiesé (analogicznie do wy-
prowadzenia wzoru (5.22)), ze w ramach modelu z pamiecia jednokrokowa korelacja
co drugiej zmiany ceny przybiera postaé

< Tn Tn—2> _ 627 (64)
M2

a wiec nie znika, w przeciwieristwie do tego co wynika z danych empirycznych. Zatem,
przewidywania modelu z pamiecig jednokrokowa sg niewystarczajace do
opisu danych empirycznych.

Fenomenologiczna analiza rysunku 6.2, analogiczna do przedstawionej w roz-
dziale 5.1, dopuszcza nastepujace, formalne uogolnienie wyrazenia (6.3), odtwarza-
jace (jak zobaczymy) istnienie diagonali i antydiagonali

ho(rn, Tn—2) =(1 = 2Q)h(rp)h(1n—2) + ¢ 6(rn — rn—2)h(rn_2)+

+Co(rn+1n2)h(r,_2). (6:5)

W celu uzyskania formalnej zgodnosci parametru €2 z rownania (6.3) z parametrem ¢
z téwnania (6.5) wystarczy po prostu potozy¢ ¢ = €. Dlatego, na razie pozostajemy
przy ogdlniejszym sformutowaniu, czyli wyrazeniu (6.5).

Sporzadzamy teraz wykres analizowanej zalezno$ci bedacy odpowiednikiem wy-
kresow na rysunkach 5.3 i 6.3. Postulowana przez wyrazenie (6.5) postaé¢ zaleznosci
co drugiej zmiany ceny przedstawiona jest na rysunku 6.4.

Widag¢, ze rownanie (6.5) odtwarza zar6wno digonale przewidywana juz wczesniej
rownaniem (6.3) jak rowniez antydiagonale, ktorej brakowalo na rysunku 6.3. Fakt

!Dotychczas litera h oznaczalem gestoéci i warunkowe gestoéci prawdopodobieristwa, w ktérych
argumenty byly kolejnymi, wystepujacymi bezposrednio po sobie zmianami ceny (w kolejnosci
odwrotnej do chronologicznej, jezeli byto to istotne). Tutaj dwa argumenty funkcji nie sg kolejnymi
zmianami ceny, wiec aby unikna¢ konfliktu oznaczen wprowadzam nowg funkcje ho.
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ten jest spowodowany pojawieniem sie w wyrazeniu (6.5) skladnika zawierajacego
0(rn + Tp—2). Skladnik ten odpowiada sytuacji, gdy aktualny skok r,, ma zwrot
przeciwny do przedostatniego r,_», ale identyczng dtugosé.

6.1.2 Zjawisko bid-ask bounce z op6Znieniem

Teoretyczne uzasadnienie wyrazenia (6.5) wynika z bardziej szczegélowej
analizy mechanizmu bid-ask bounce w stosunku do przeprowadzonej w
rozdziale 5.2. Powracajac do wspomnianych rozwazan, rozwijamy zamieszczony
tam podpunkt (a).

Przewidywaliémy tam, ze po pojawieniu si¢ wykonanej oferty kupna, kolejny
(drugi) skok ceny, wywolany tego typu oferta, bedzie dodatni i niezalezny od po-
przedniego. Nie interesowalo nas jednak czy nastepujacy po nim (trzeci) skok ceny
zalezy od ktoregokolwiek z poprzedzajacych. Zauwazmy, ze w tej sytuacji lewa kra-
wedz bid-ask spreadu pozostala niezmieniona. Zatem, uktad wcigz przechowuje pa-
mie¢ o przedostatniej zmianie ceny. Analogicznie do rozwazan przedstawionych juz w
podrozdziale 5.2, po wykonaniu pojedynczego, catkowicie niezaleznego skoku, z nie-
znikajacym prawdopodobienistwem, cena powrdci do lewej krawedzi bid-ask spredu,
pokazanego na rysunku 5.2c.

Zauwazmy, ze wspomniany niezalezny (drugi) skok bedzie nieujemny. W do-
datku, aby zaleznosé¢ co drugiej zmiany ceny mozna bylo przyblizyé przez §(r, +
Tn_2), skok ten powinien by¢ niewielkiej dtugosci. Jednak, aby zaleznosci skokow w
parach (r,,r,_1) 1 (r,_1,7n_2) byly identyczne, musimy przyjaé, iz sSrodkowy, nieza-
lezny skok r,,_1, nastepujacy pomiedzy dwoma skorelowanymi ujemnie, jest losowany
z rozktadu h(r,_;).

Rozwazania przedstawione w niniejszym podrozdziale 6.1 stanowig zasadnicza
motywacje do skonstruowania przeze mnie oryginalnego modelu, w ktorym kolejny
skok ceny jest zalezny od dwoch poprzedzajacych go zmian ceny. Model taki kon-
struuje poprzez podanie gestos$ci prawdopodobienistwa trzech kolejnych skokéw cen,
przy zalozeniu niezaleznosci czasow wyczekiwania. Postaé tej gestosci przedstawiam
w nastepnym podrozdziale.
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Rysunek 6.1: Unormowana funkcja autokorelacji szeregu kolejnych zmian ceny w funkcji
przesuniecia (liczby rozdzielajacych je krokow). Wartosé dla danego przesuniecia zazna-
czona jest malym czarnym kwadratem, linie taczace wprowadzitem dla wiekszej czytelnoéci
(nie reprezentuja wartosci posrednich). Wartos$¢ funkcji autokorelacji dla przesuniecia 0 wy-
nosi 1, wychodzac poza wykres. Obserwujemy znaczgca ujemng korelacje dwoch kolejnych
zmian cen i brak istotnej korelacji, gdy przesuniecie jest wieksze od 1.
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Rysunek 6.2: Histogram empiryczny obecnej oraz przedostatniej zmiany ceny. Przyjete na
rysunku oznaczenia sg identyczne jak te na rysunku 5.1. Obecna i przedostatnia zmiana
ceny przedzielone sg ostatnig, niezobrazowang na powyzszych wykresach. Dobrze widoczny
jest nie tylko centralny krzyz, ale réwniez diagonala i antydiagonala. Ta obecno$é diagonali
stanowi zasadniczg réznice w stosunku do histograméw przedstawionych na rysunku 5.1.
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Rysunek 6.3: Histogram teoretyczny zmiany ceny i przedostatniej zmiany ceny powstaty
w ramach modelu z pamiecig jednokrokowa. Przyjete na rysunku oznaczenia sg identyczne
jak te na rysunku 5.1. Jak wida¢, histogram odtwarza tylko jedna (diagonale) z dwoch
widocznych na rysunku 6.2 przekatnych (diagonali i antydiagonali). Wynika stad, ze model
z pamiecig jednokrokows jest niewystarczajacy do opisu zaleznosci co drugiej zmiany ceny.
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Rysunek 6.4: Histogram teoretyczny zmiany ceny i przedostatniej zmiany ceny powstaly w
oparciu o réwnanie (6.5) i postulat, ze ¢ = €2. Przyjete na rysunku oznaczenia sg identyczne
jak te na rysunku 5.1. W przeciwieristwie do wynikéw modelu z pamiecia jednokrokows,
w tym przypadku histogram odtwarza (przynajmniej jakosciowo) obie przekatne (diago-
nale i antydiagonale) wyraznie widoczne na histogramach empirycznych zamieszczonych
na rysunku 6.2.
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6.2 Definicja modelu

Przechodzimy teraz do skonstruowania modelu z pamieciag dwukrokows. Przypo-
mnijmy najpierw jak wyglada zalezno$¢ trzech kolejnych skokéw w ramach modelu
z pamiecig jednokrokowa, oparta na rownaniu (5.1). W tym celu wystarczy przepisa¢
rownanie (6.1), zamieniajac (dla uproszczenia) zmienne (7, 7,1, 7n—2) na (rs, 79, 71)
oraz podzieli¢ je obustronnie przez h(r)

h(rs,mo | 1) = (1 —¢€)*h(r3)h(ry) + € 8(rs +1r9)d(ry +11)
+(1 —€) € d(r3s+ma)h(re) + (1 —€) € h(rs)d(ra +r1). (6.6)

Otrzymana w ten sposob gesto$¢ prawdopodobienstwa warunkowego dwoch kolej-
nych skokow r3, ro, pod warunkiem skoku je poprzedzajacego i, sktada sie z wazonej
sumy czterech elementéw. Kazdy z nich opisuje inng sytuacje. Kolejno:

e sktadnik zawierajacy iloczyn gestosci h(rs)h(re) odpowiada za dwa niezalezne
skoki T2 i T3,

e drugi sktadnik zawierajacy (73 + 72)d(r2 + 1) opisuje przypadek powtorzenia
przez skok ro skoku r; z przeciwnym zwrotem, po czym powtorzenia przez
skok r3 skoku ry réwniez ze zmiang zwrotu,

e skladnik zawierajacy iloczyn 0(r3+72)h(r2) odpowiada za wykonanie niezalez-
nego skoku ry, a nastepnie powtorzenie przez skok r; skoku ro z przeciwnym
Zwrotem,

e ostatni skltadnik zawierajacy iloczyn h(rs)d(re+1r1) opowiada za przypadek po-
wtorzenia przez skok ro skoku r; ze zmienionym zwrotem, po czym wykonania
niezaleznego skoku r3.

Jak pokazano w poprzednim podrozdziale, zalozenia modelu z pamiecig jedno-
krokowa sa niewystarczajace do opisu zaleznosci trzech kolejnych skokéw. Mianowi-
cie, postulowana w réwnaniu (6.5) fenomenologiczna posta¢ zaleznosci co drugiego
skoku, wsparta argumentem wywodzacym sie z analizy bid-ask spreadu, zawierata
sktadnik proporcjonalny do §(r3+r1) (czyli 6(r,+7r,_2) wyrazony we wspomnianych
powyzej nowych oznaczeniach) a brakujacy w wyrazeniu (6.6). Zatem, w nowym,
rozwijanym tutaj modelu gesto$¢ warunkowa h(rs, s | 71) powinna, dodatkowo w
stosunku do (6.6), posiada¢

e skladnik zawierajacy iloczyn 0(rs+r1)h(re) odpowiedzialny za wykonanie nie-
zaleznego skoku 79, a nastepnie powtdrzenie przez skok rs skoku r, z przeciw-
nym zwrotem.
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Teraz mozna juz zaproponowaé nastepujaca, bardziej ogélng postaé¢ gestosci praw-
dopodobienistwa warunkowego trzech kolejnych zmian ceny:

h(rs,ra | m1) = (1 —=2€)h(r3)h(ry) + (o(rs +19)d0(re + 1r1) +
+(€ = )d(rs + ro)h(r2) + (€ — C)d(r2 + r1)h(rs) +
+§5(’I"3 +T1)h(’l"z), (67)

gdzie dla ¢ = €2 drugi, trzeci i czwarty skladnik odtwarzaja swoje odpowiedniki
w wyrazeniu (6.6), natomiast piaty sktadni zostal dodany kosztem wagi sktadnika
pierwszego.

OczywiScie, mnozac réwnanie (6.7) przez h(ry) otrzymujemy laczna trojskokowa
gestos¢ prawdopodobienistwa (trzech zmiennych)

h(Tg,’f’g,Tl) = (1—26)( ) ( )h(’f’l)+C5<T3+7’2)5(7’2+T1)h(7‘1)+
+(e = ¢)d(rs + r2)h(r2)h(r1) + (€ = )6(r2 + r1)h(rs)h(r1) +
+C5(T3 + ’I"l)h(TQ)h(’I"l). (68)

Wagi w rownaniach (6.7) i (6.8) zostaly tak dobrane, zeby nowy model byl zgodny
z poprzednim, jednokrokowym w takim sensie, aby dla dwoch kolejnych zmian ceny
odtwarzal zaleznosé (5.1). Mozna to sprawdzi¢ obliczajac na podstawie (6.8), naste-
pujace, taczne dwuskokowe gestosci prawdopodobienstwa (dwoch zmiennych)

h(rg, 1) = / drsh(rs,ro,m1) = (1 —€) h(ro)h(ry) + € §(ro + 7m1)R(r1) (6.9)
oraz
h(rs,ry) = / drih(rs,ro,m1) = (1 —€) h(rs)h(re) + € 0(rs + r2)h(r2).  (6.10)

— 00

Ponadto, z (6.8) otrzymujemy zaleznos$¢ co drugiego skoku dana przez

[e.9]

hg(’l"g,?“l) = / dTQh(’I"g,’I"Q,Tl) = (1 — QC) h(Tg)h(Tl) -+

+§ 5(T3+T1)h(7“1)+§ 5(7"3—7“1)h(’l"1), (611)

czyli doktadnie (jak trzeba) postaé fenomenologicznej zaleznosci opisanej rownaniem
(6.5).

Nalezy podkredli¢, ze zgodno$¢ obu modeli ma miejsce jedynie na poziomie roz-
ktadow dwuskokowych (dwoch zmiennych), czyli dwoch nastepujacych bezposrednio
po sobie skokéw. Na poziomie trojskokowym i zaleznosci co drugiego skoku, model z
pamiecig dwukrokowa wprowadza nowa nieredukowalng jako$¢. W ogolnosci, ozna-
cza to nieredukowalno$é¢ wyrazenia (6.7) do (6.6).
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Redukowalnosé¢ formalng mozna zapewni¢, wprowadzajac w wyrazeniu (6.8) trzeci,
formalny parametr . Wtedy przybiera ono postac:
h(rs,ro,r1) =(1 — 2€ + O)h(r1)h(ra)h(rs)+
+ Co(rs +12)0(ra + 11)h(r1) + (¢ — 0)0(rs + r1)h(r2)h(r1)  (6.12)
+ (e = Q)d(r2 + r1)h(rs)h(ri) + (€ = Q)8(rs + r2)h(r2) h(r1).
Widag¢, ze dla = 0 wyrazenie (6.12) redukuje sie do postaci (6.8).

Przy rozwiazywaniu modelu (czyli wyprowadzeniu jawnej postaci propagatora)
niezbedne jest dysponowanie w jawnej postaci wyrazeniem na gesto§¢ prawdopo-
dobienstwa ostatniego skoku r3, pod warunkiem poprzedzajacych go dwoéch skokéw
9,71, czyli h(r3 | r2,71). Wspomniang wielko$¢ mozemy uzyska¢ dzielac h(rs, o, 71)
przez h(rq,r1). Jednak, napotykamy wowczas na komplikacje techniczna dzielenia
przez rozklad zawierajacy sktadnik proporcjonalny do delty Diraca. Dzielenie takie
jest mozliwe do wykonania, jednak wynik oprécz delt Diraca bedzie zawierat réwniez
delty Kroneckera.

Wprowadzajac dla uproszczenia zapisu zmienne

A = (71_12_6:9> (6.13)
B = (i:f) (6.14)
c = (:i) (6.15)
D = (EZC), (6.16)
B = (g) (6.17)

mozemy warunkowa gesto$¢ prawdopodobienistwa h(rs | ro, 1) wyrazi¢ w postaci

h(rs | ro,r1) = (1= 0py—r ) [AR(rs) + Bo(rs +1r1) + C(rs +1r2)] +
+0py —ry [Dh(13) + Ed(r3 + 12)] . (6.18)

Jak wida¢, gdy skok ry = —r; to w wyrazeniu tym obecna jest tylko cze$¢ zawarta
w drugim nawiasie kwadratowym. Natomiast, gdy r, # —r; to mamy do czynienia
tylko z czeScig zawarta w pierwszym nawiasie kwadratowym.

Poprawnosé¢ formuty (6.18) mozna sprawdzi¢, np. mnozac ja przez h(ry,r1) co,
korzystajac z zaleznosci

(1 =6py—py)0(ra+71) = 0, (6.19)

Opy—r 0(ra +11) = 0(r2+11), (6.20)

daje (jak trzeba) wynik opisany przez wyrazenie (6.12). Aby uchwyci¢ role parame-

tru 0 zauwazmy, ze dla 6 = 0 otrzymujemy model z pamiecig dwukrokowa, natomiast

podstawiajac ( = 6 = €% otrzymujemy model z pamiecig jednokrokows, opisany w
poprzednim rozdziale.
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6.3 Pamie¢ dwukrokowa w ramach CTRW

W podrozdziale 4.2, rozwazajac formalizm CTRW z pamiecia jednokrokowa, zwro-
citem uwage iz nie mozna polaczy¢ zaleznoScig rekurencyjng ostrego propagatora
Q. (X, t) z ostrym propagatorem @, 1 (X,t). Wynika to z faktu, ze propagator
Qn—1 (X, t) nie niesie informacji o ostatnim skoku, od ktorego zalezy przeciez roz-
ktad kolejnego skoku. W celu rozwigzania tego problemu we wspomnianym podroz-
dziale zostala wprowadzona pomocnicza, bardziej ztozona wielko$¢ Q,, (X, r,;t | £).
Okazalo sie to wystarczajace, ale tylko dla modelu z pamieciag jednokrokowa.

W przypadku modelu z pamieciag dwukrokowa, wielko§¢ Q, (X, r,;t | &) jest
wcigz niewystarczajaca do wprowadzenia zalezno$ci rekurencyjnej opartej o warun-
kowa gestos¢ prawdopodobienstwa h(r, | r,-1,7,_2). Mianowicie, ostry propagator
Qn-1 (X, r,_1;t | &) niesie informacje jedynie o skoku r,,_; podczas, gdy kolejny skok
r, zalezy teraz od dwoch poprzedzajacych go skokow 7,1 i r,_o. Celem uzyskania
wlasciwej, nowej bazowej zaleznosci rekurencyjnej wprowadzam bardziej zlozony
ostry propagator

o Qn(X,rn,rn_1;t|&,& 1) - gestosé prawdopodobieristwa tego, ze dokladnie
w chwili ¢t proces wykona n—ty przeskok z wartosci X —r,, do wartosci X
(wykonujac skok o r,) a w dowolnej wczesniejszej chwili wykonat n — 1 skok
z wartosci X — r, — r,_1 do wartosci X — r,, (wykonujac skok o r, 1) pod
warunkiem, ze w chwili poczatkowej (¢ = 0) byt w zerze (X = 0), do ktoérego
przybyt wykonujac kolejno skoki £ ;| oraz &.

Ten nowozdefiniowany, ostry propagator wigza z wczesniej wprowadzonym ostrym
propagatorem nastepujace zaleznosci

Qu (X1 i) = / 2, / A€y Qu (X, s tnvit | €0 E0) (€ 1) (6.21)
oraz

Qn (X t) = /drn / drp—1 Qn (X, 7mn, Tn_1;1). (6.22)

Dla dowolnej postaci h(r, | r,_1,7n_2), przy uzyciu nowozdefiniowanego propaga-
tora, moge wprowadzi¢ zasadnicze rownanie rekurencyjne (analogiczne do réwnarn
(3.9) i (4.7)) w postaci

t e’}
Qn (X, rp, 1t | &0,€1) = /dt’w(t’) /d’r’ng h(rp | rn1,Tn_2) X
0 Zoo
XQn1 (X = Ty o1, Tn—ait — ' | &0,€-1)
n o= 3,4,... (6.23)
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Jezeli proces dociera do punktu X w chwili ¢, wykonujac n-ty skok o r, i pamietajac
poprzedzajacy skok r,_ 1, oznacza to, ze do punktu X — r, dotart w n — 1 sko-
kach, wykonujac skok o r,_;. Réwnanie (6.23) uwzglednia wszystkie mozliwe skoki
rn—o poprzedzajace skok r,_; oraz fakt, ze gesto$¢ prawdopodobienistwa wystapienia
ostatniego skoku r, jest uwarunkowana dwoma poprzedzajacymi skokami, czyli r,
i7r,_a.

Rozwiazanie powyzszego rownania (6.23) dla postaci funkcji h(r, | rn_—1,7n_2)
danej rownaniem (6.18) jest znacznie trudniejsze niz w przypadku jednokrokowym
i wymaga wielu uciazliwych przeksztalcen. Znalezienie Scistej postaci ostrego pro-
pagatora w postaci zamknietej byto mozliwe, jednak ze wzgledu na swoja ztozonosé
zostalo ono przeniesione do dodatku A. Wlasnie ta trudno$¢ byla m.in. powodem
tego, ze dopiero w niniejszej pracy zagadnienie btadzenia losowego w czasie cigglym
z pamiecig dwukrokowa zostato $cisle rozwigzane.

W nastepnym podrozdziale omawiam wariancje i funkcje autokorelacji predkosci
procesu, bazujac na wyniku uzyskanym w dodatku A.

6.4 Wariancja i funkcja autokorelacji predkosci

Przedstawione ponizej wyniki opieraja sie na znajomosci jawnej postaci propagatora
dla modelu z pamiecia dwukrokowa. Otrzymalem go z réwnania rekurencyjnego
(6.23) oraz zaleznosci warunkowej trzech kolejnych zmian ceny danej réwnaniem
(6.18). Wyprowadzenie przedstawiono w dodatku A. Uzyskano tam $cisla postac
propagatora Q (k, s) dang rownaniem (A.56). Stad na mocy réwnania (3.22), wy-
znaczytem miekki propagator f)(k, s). Nastepnie, korzystajac z (3.30), wyznaczam
transformate Laplace’a zaleznej od czasu wariancji

aQP(kaS) H2
mas) == T T T am

LU= ) (€= 0) + (e = )P (262 = ) + e(2(e — De = C+ (¢ =) = (e = 1)
B (C =€) (=) + e?(=2e + C+ 1)(C = 0) + (€ = 1)2C0 + (e — 1)%

)

(6.24)

gdzie oczywiscie 1) = 1)(s), natomiast pozostate wielkosci sa parametrami i nie
zaleza od s. Na postawie (3.35) otrzymujemy transformate Laplace’a funkcji auto-
korelacji predkosci procesu, w ktorej uwzgledniamy zaleznosé funkcji od parametrow

Cif

C(s,¢,0) = —%x

P =) (=0 + (=1 (2¢ — () + (e~ De =+ )= 0) — (¢ = 1)%
P3(C—€2) (¢ —0) + ep?(—2e + C+1)(C = 0) + (e — 1)2C0) + (e — 1) '

(6.25)
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Przypominam, ze dla ( = # = € model z pamieciag dwukrokows odtwarza wyniki
modelu z pamiecig jednokrokows (patrz rozdzial 5). Zatem, dla takich szczegolnych
wartoSci parametréw otrzymuje

2 1= e(s)

Cs,¢ = 2,0 = &) 2(t) 1+ eip(s)’

(6.26)
czyli wynik dany wcze$niej rownaniem (5.18).

Aby uzyskaé funkcje autokorelacji dla modelu z pamiecig dwukrokowa, zdefinio-
wanego zaleznoscia (6.7), wystarczy przyja¢ warto$é parametru 6 = 0

C(s,(,0=0) = % X
LSUP(E = = (e = 1P (2¢ — O + eGP (=2 — De+ (1) + (e = 1)%
C (¢ =€) + eCP(=2e + C+ 1) + (e = 1)2C0 + (e = 1)%

(6.27)

Jak wida¢ powyzszy wynik ma dosy¢ skomplikowang postaé. Z tego powodu przepro-
wadzenie odwrotnej transformaty Laplace’a dla przypadku podwdjnie eksponencjal-
nego rozktadu czaséw wyczekiwania (danego wzorem (5.28)) jest trudne do prze-
prowadzenia. Aby uprosci¢ to zadanie i pozosta¢ w obszarze §cistych rozwigzan,
zastosuje wspomniane wczeéniej przyblizenie ( = €* (dyskutowane w podrozdziale
6.1). Przyblizenie to prowadzi do

p 1= () (14 ed(s))

C(s) =C(s,¢=¢€,0=0) = 2() 1 4 e (s) <1+€¢~)(5)>.

(6.28)

Powyzsze wyrazenie mozna jeszcze uprosci¢ rozktadajac utamek wystepujacy po jego
prawej stronie na utamki proste

o) = L2 L=l = E@P(s) o G_Qew9+éwg>>:
(5) Lt ed(s) +22(s)

_ M2y J QE(S) -1 6121(8)
2 [1 2 <j— Teg(s)—j ' T—1ed(s) _3>] ’ (6.29)

gdzie
. 1 V3
] = —§—|—Z7, (630)
=1, (6.31)
. - 1
2= 5= G (6.32)



Przy czym j oznacza wielko$é sprzezong do j. Zauwazmy, ze

g1 V3

1T rg? =\ (6.33)
—1 1 3 -
173 + Z% =\ (6.34)

dzieki czemu mozemy zapisa¢ unormowana funkcje autokorelacji predkosci procesu
w ostatecznej postaci

neg 9% -1 72’(5) Y -1 IL(S)
C"(t)y=0(t) —2 ()\Et {761/;(8) — j} + AL, {76’17[)(5) —]}) ) (6.35)

Zaskakujacym moze wydawaé sie fakt, iz znacznie bardziej skomplikowany model,
ktorego rozwiazanie jest bardziej zlozone (patrz dodatek A) prowadzi do postaci
unormowanej funkcji autokorelacji predkosci tylko nieco bardziej skomplikowanej
w stosunku do przypadku jednokrokowego, danego réwnaniem (5.20). Ponadto, w
rozwazanym przyblizeniu (( = ¢2) ksztalt funkcji autokorelacji predkosci zalezy
doktadnie od tych samych parametréow co w przypadku jednokrokowym. Jest on
zatem zdeterminowany rozktadem czasow wyczekiwania v(s) oraz parametrem e.

6.5 Por6éwnanie z danymi empirycznymi

Uzyskanie unormowanej funkcji autokorelacji predkosci procesu, w postaci danej
wzorem (6.35), umozliwia przeprowadzenie poréwnania przewidywan teoretycznych
przedstawianego modelu z odpowiednimi danymi empirycznymi. Jak zauwazono w
poprzednim podrozdziale, funkcja autokorelacji predkoéci w modelu z pamiecig dwu-
krokows, zalezy od tych samych parametréw co w modelu z pamiecig jednokrokows.
W podrozdziale 5.6 omoéwilem juz metode wyznaczania z danych empirycznych, opi-
sanych w podrozdziale 2.1, parametru e oraz zaproponowalem funkcje modelujace
rozklad czaséw wyczekiwania. Dlatego w dalszej czesci analizy opieram sie juz na
tych rezultatach. Zwr6émy uwage, ze uzyskane z danych empirycznych wielkoéci nie
zalezg od liczby krokéw pamieci rozpatrywanej w modelu. W dalszych rozwazaniach
pomijam modelowanie rozktadu czaséw wyczekiwania rozktadem eksponencjalnym,
danym wzorem (5.26), gdyz nawet w modelu z pamiecia jednokrokowa okazat sie on
niewystarczajacy do wlasciwego odtworzenia przebiegu empirycznej funkcji autoko-
relacji predkosci (patrz rysunek 5.6).

Rozpatrzmy teraz posta¢ rownania (6.35) dla rozkladu czaséw wyczekiwania be-
dacego wazona suma dwoch rozkladéow eksponencjalnych, danego wzorem (5.28).
Podstawiajac (5.29) do (6.35) i dokonujac odwrotnej transformaty Laplace’a uzy-
skujemy

C(t) = 6(t) — 2¢ [)\ (A1(j) e 4 Ay(j) e D) +

X (4G e O+ (7)) ], (6.36)
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gdzie

. 1. . . . 2 . .
via(j) = Z Jwi + jws + ev £/ (Jwi + jwa + €v)” — djwrwa(j +€)|
. Wiwg — U
A = —=
0) j(ve—mn)’
. Wiwg — QU
A = —= -
20) j(n—w)’
w = ]_/7'1,
Wy = 1/7'2,
v = ww + (1 —w)ws. (6.37)

Jak wida¢ podobiernistwo réwnan (5.20) dla modelu z pamiecia jednokrokowa i (6.35)
dla modelu z pamiecig dwukrokowa, pociaga za sobg podobienistwo rozwigzan (5.32)
i (6.5), a nawet parametréow tych rozwiazan (5.33) i (6.37). Nalezy jednak zwrocié
uwage, ze w obecnym przypadku parametry vy, 15, Ay, Ay przyjmuja wartosci zespo-
lone co komplikuje ich interpretacje. Bazujac na wartosciach parametru ¢ podanych
w drugiej kolumnie tabeli 5.1 i parametrach rozkladu czasow wyczekiwania z tabeli
5.2 mozemy wykredli¢, dla wszystkich badanych spotek, teoretyczng funkcje autoko-
relacji predkosci. Poréwnanie powyzszej funkcji z danymi empirycznymi oraz prze-
widywaniami modelu z pamiecig jednokrokows (dla tego samego rozkladu czasow
wyczekiwania danego wzorem (5.28)) przedstawia rysunek 6.5.

Na rysunku tym mozemy zaobserwowaé¢ poprawe przewidywan teoretycznych no-
wego modelu z pamiecig dwukrokowa, w stosunku do modelu z pamiecig jednokro-
kowa. O ile wartos¢ autokorelacji predkosci dla wartosci czasu bliskiej zeru (¢ < 5)
oraz dla dhuzszych czasow (¢ > 40) niemal nie ulegla zmianie, to dla posrednich
czasow (t € [5,40]) daje sie zauwazy¢ polepszenie, czyli zblizenie przewidy-
wan teoretycznych do danych empirycznych, zmniejszajace tym samym
systematyczne odstepstwo obserwowane w przypadku modelu z pamieciag
jednokrokows.

74



BRE GETIN

0.02 0.02
0.01 1 0.01 1
s O o = s O e e :
& -0.01 ] 8 -0.01 {f =2 ]
o - o ’
% -0.02 ¢ 1 % -0.02 1
= L Dane empiryczne -+ ] = L Dane empiryczne -+ J
Z 0.03 Model 1 krok ——— Z 0.03 Model 1 krok ———
-0.04 Model 2 kroki 1 -0.04 Model 2 kroki 4
-0.05 1 -0.05 1
_006 L L L L _006 L L L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Czas [s] Czas [s]
KGHM PEKAO
0.02 0.02
0.01 1 0.01 1
8 0 O e < 0 - —
& -0.01 ] & -0.01 ]
[2 [2 v
% -0.02 - 1 % -0.02 1
2 - Dane empiryczne 2 L Dane empiryczne -+ ]
Z 0.03 B Model 1 krok ——— Z 0.03 Model 1 krok ———
-0.04 1} - Model 2 kroki 1 -0.04 Model 2 kroki 4
-0.05} ] -0.05 | ]
-0.06 . . . . -0.06 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Czas [s] Czas [s]
PGNIG PKNORLEN
0.02 0.02
0.01 . . . . e 0.01 1
s O s O ' o 7
& -0.01 & -0.01 ]
o o
g 0021/ g 002} 1
2 Dane empiryczne -+ ] 2 Dane empiryczne -+ ]
Z 0.03 Model 1 krok ——— Z 0.03 Model 1 krok ———
-0.04 Model 2 kroki 1 -0.04 Model 2 kroki 4
-0.05 1 -0.05 1
-0.06 . . . . -0.06 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Czas [s] Czas [s]
PKOBP TPSA
0.02 0.02
0.01 1 0.01 1
o 0 o 0 e,
& -0.01 & -0.01 ]
o o
% -0.02 % -0.02 A 1
2 i Dane empiryczne -+ ] 2 3 Dane empiryczne -+ ]
2 0.03 Model 1 krok ——— 2 0037, /- Model 1 krok ———
-0.04 Model 2 kroki 1 -0.04 Model 2 kroki 4
-0.05 ¢ 1 -0.05 ¢ 1
-0.06 . . . . -0.06 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Czas [s] Czas [s]

Rysunek 6.5: Unormowana funkcja autokorelacji predkosci ceny: empiryczna (czarne kwa-
draty), wyrazona wzorem (5.32) dla modelu z pamiecig jednokorokowsg (linia przerywana)
i wyrazona wzorem (6.5) dla modelu z pamieciag dwukrokowa (linia ciagta). Oba modele
teoretyczne opierajg sie na podwojnie eksponencjalnym rozkladzie czaséw wyczekiwania
danym wzorem (5.28). Parametry krzywych teoretycznych zostaly otrzymane osobnymi
metodami estymacji. Zatem, przedstawione krzywe uzyskano bez potrzeby dopasowywania
(fitowania) jakiegokolwiek parametru do danych empirycznych.
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Rozdzial 7

Zakonczenie

7.1 Podsumowanie uzyskanych wynikéw

W niniejszym podrozdziale dokonuje podsumowania uzyskanych w rozprawie wyni-
kow. Skladaja sie na nie wprowadzone metody i modele oraz dokonane poréwnania
przewidywan tych modeli z danymi empirycznymi.

W rozdziale 2, poza opisem analizowanych w rozprawie danych empirycznych
(podrozdzial 2.1), przedstawilem wlasng metode obliczania empirycznej funkcji au-
tokorelacji predkosci dla skokowych szeregéw czasowych. We wspomnianej metodzie
estymator funkcji autokorelacji predkosci wyraza sie wzorem (2.7). Metoda ta po-
siada, w poréwnaniu z metodami dyskretyzujacymi szereg czasowy ze staltym kro-
kiem, kilka uzytecznych cech. Przypomne, ze gtéwne z nich to:

e mozliwo$¢ dziatania z dowolng rozdzielczosciag czasowa,
e dopuszczenie mozliwoséci dwoch zmian warto$ci procesu w jednej chwili czasu,

e brak artefaktéw powodowanych przez staly krok czasowy, czyli wyrdznienie
czestotliwosci odpowiadajacej ustalonemu krokowi czasowemu oraz

e mniejsze zapotrzebowanie na pamie¢ operacyjna.

W podrozdziale 2.3 wprowadzilem oryginalne narzedzie do badania istotnosci uzy-
skanej funkcji autokorelacji, ktore nazwalem kwantylem autokorelacyjnym. Zaleta
tego narzedzia jest brak jakichkolwiek zalozen o postaci rozktadu uzyskiwanych wy-
nikéw, tzn. przedzial ufnoéci mozna uzyskaé bezposrednio z danych przez ich podziat
na fragmenty. Uzyskany tg metoda przedzial ufnosci moze zaleze¢ od wspomniane;j
fragmentyzacji. Jednak w przypadku analizowanych danych (opisanych w podroz-
dziale 2.1) istnial juz naturalny podzial na dni transakcyjne.

Rozdzial 3 niniejszej rozprawy ma charakter monograficzny i ma na celu wprowa-
dzenie w formalizm bladzenia losowego w czasie cigglym (CTRW). Przedstawione
tam wyprowadzenia, w szczeg6lnosci stacjonaryzacja modelu, wykorzystywane sa
w nastepnych rozdziatach rozprawy do autorskich modeli opartych na formalizmie
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CTRW. Zbudowanie nowych modeli bylo niezbedne, gdyz kanoniczny formalizm
CTRW nie jest w stanie odtworzy¢ ujemnej czesci funkeji autokorelacji predkosci,
przedstawionej na rysunku 2.2, a uzyskanej z analizowanych danych.

Rozdzial 4 przedstawia przeprowadzong przeze mnie, procedure stacjonaryzacji
modelu Montero i Masolivera [43| opartego na formalizmie CTRW. Model ten r6zni
sie od kanonicznego CTRW tym, ze wprowadza zaleznosé zwrotu kolejnej zmiany
procesu, od zwrotu zmiany poprzedzajacej. Zaleznos¢ ta (4.3), bedaca faktycznie
pamiecig jednokrokowa, nie jest jednak wystarczajaca do odtworzenia empirycz-
nej zaleznosci dwoch kolejnych zmian wartosci procesu, ktoéra dla badanych danych
przedstawiona zostalta na rysunku 5.1.

Dlatego w rozdziale 5 przedstawiam w pelni autorski model formalizmu CTRW z
pamiecia jednokrokowa, ktorej posta¢ dana jest wyrazeniem (5.1). Pragne podkresli¢,
ze motywacja do zbudowania modelu byly zaréwno, przedstawione w podrozdziale
5.1, wnioski wynikajace bezposrednio z danych empirycznych, jak i argumentacja
teoretyczna podana w podrozdziale 5.2, wyjadniajaca na konkretnym przykladzie
mechanizm powstawania zjawiska bid-ask bounce. Wlasnie to zjawisko jest, moim
zdaniem, 7rodtem tzw. ostrej korelacji powrotnej wyrazonej przez (5.1). Wspomniany
model udato sie Scisle rozwigza¢ wyprowadzajac jawnag posta¢ propagatora, dang
wyrazeniem (5.16), z ktorej to uzyskatem $rednie przesuniecie kwadratowe (5.17)
oraz poszukiwang funkcje autokorelacji predkosci procesu (5.20).

W dalszej czedci rozdzialu 5 dyskutowalem estymacje parametréw wystepuja-
cych w wyrazeniu na funkcje autokorelacji predkosci procesu ceny (5.20). Zapro-
ponowalem m.in. posta¢ funkcji modelujacej rozktad czasow wyczekiwania, dang
wzorem (5.28), bedacy wazona suma dwoch rozkladéw eksponencjalnych. Dla za-
proponowanej postaci wspomnianego rozktadu, funkcje autokorelacji predkosci uzy-
skalem w jawnej postaci wraz z parametrami wyznaczonymi bezposrednio z danych
empirycznych. Parametry te wyznaczylem na roztacznych zbiorach danych, dzieki
temu uzyskalem funkcje, ktéra bezposrednio poréwnalem z przedstawiong wcze-
$niej empiryczng funkcja autokorelacji predkosci. Nalezy podkresli¢, ze poréwnanie
to, przedstawione na rysunku 5.6, nie jest uzyskane metoda dopasowywania pa-
rametrow funkcji do wykresu. Zaproponowany model z pamiecig jednokrokows i
podwdjnie eksponencjalnym rozkltadem czaséw wyczekiwania odtwarza charaktery-
styczne zachowanie funkcji autokorelacji predkosci, przyjmujacej ujemne wartosci
przez pierwszych kilkadziesigt sekund. Niestety wcigz widoczne sg systematyczne
odstepstwa dla wiekszoséci badanych spotek.

W zwigzku z powyzszym, w rozdziale 6 przedstawitem kolejny autorski model,
tym razem z pamiecig dwukrokows, czyli zalezno$cig kolejnej zmiany wartosci ceny
od dwoéch poprzedzajacych ja zmian. Model z pamieciag dwukrokowa stanowi cal-
kowicie oryginalng cze$¢ teoretyczng niniejszej rozprawy, gdyz modele tego typu
nie byty dotychczas rozpatrywane. Motywacja do stworzenia modelu byla zaré6wno
che¢ poprawienia zgodnos$ci przewidywan teoretycznych z danymi empirycznymi, jak
rowniez prawidtowy opis zaleznosci co drugiej zmiany ceny. Dlatego zaproponowa-
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tem gestos¢ prawdopodobienstwa trzech kolejnych zmian ceny w postaci wyrazenia
(6.12).

W ramach tego modelu udato mi sie uzyskaé¢ jawng posta¢ propagatora procesu,
wyprowadzong w dodatku A. Co ciekawe, pomimo znacznie bardziej skomplikowa-
nego wyprowadzenia, uzyskana w ramach modelu posta¢ funkcji autokorelacji pred-
kosci (wyrazenie (6.35)) jest tylko nieco bardziej skomplikowana w poréwnaniu do
postaci uzyskanej w modelu z pamiecig jednokrokows (wyrazenie (5.20)), zalezac
doktadnie od tych samych wielkosci. Umozliwito to, analogicznie do poprzedniego
modelu, przeprowadzenie poréwnania nowych przewidywan teoretycznych z danymi
empirycznymi, co przedstawiono na rysunku 6.5. Rozszerzenie pamieci do dwukroko-
wej poprawito obserwowang zgodno$¢ przewidywan modelu z danymi empirycznymi.

7.2 Ocena wynikéw

Jak juz wspomnialem, w niniejszej rozprawie przedstawitem m.in. dwa w petni ory-
ginalne stochastyczne modele opisujace zachowanie ceny waloru gietdowego na naj-
krotszej mozliwej skali czasu. Modele te opieraja sie na formalizmie btadzenia loso-
wego w czasie ciaglym rozszerzajac go o pamieé (zalezno$¢) jedno- i dwukrokowa.

Na korzy$¢ zaproponowanych modeli przemawia fakt, ze ich zalozenia (gtéwnie
zalezno$¢ dwoch kolejnych zmian ceny dana wyrazeniem (5.1)) sa bezpoSrednio in-
spirowane danymi empirycznymi. Z kolei formuly wyprowadzone w ramach modeli
dobrze opisujg analizowane dane. Niestety, ze wzgledu na niedostepnos¢ danych,
zawierajacych wszystkie sktadane na gieldzie zlecenia, mogtem tylko posrednio wy-
kazywacé, iz zrodtem obserwowanej zaleznosci dwoch kolejnych zmian ceny jest fak-
tycznie zjawisko bid-ask bounce, opisane w podrozdziale 5.2. Grupa fizykoéw z Uni-
wersytetu w Palermo i Instytutu Santa Fe dysponuje, co prawda, takimi danymi dla
roznych gietd, ale zgodnie z warunkami na jakich dane te otrzymali, nie moga ich
udostepnia¢. Jednak wyniki ich analizy [64]| potwierdzaja, ze ostra korelacja dwoch
kolejnych skokow ma swoje zrodto w odbijaniu sie ceny pomiedzy krancami bid-ask
spreadu.

Kolejng istotng zaleta zbudowanych przeze mnie modeli jest fakt istnienia $ci-
stych rozwigzan. Scisle rozwigzania wraz z mozliwoscia niezaleznego wyznaczenia
zawartych w nich parametréw, umozliwiaja przeprowadzenie poréwnan przewidy-
wan modelu z empirycznymi odpowiednikami. Poréwnania te nie stanowa juz do-
pasowania (fitowania) parametrycznej zaleznosci teoretycznej do wspomnianych od-
powiednikéw. Pomimo, iz nie w kazdym przypadku udato sie doktadnie odtworzy¢
przebieg funkcji autokorelacji predkosci, co do ksztattu i rzedu wielkoséci poréwna-
nia te sa co najmniej zadowalajace, a w wielu przypadkach dobre. Wynika stad, ze
jezeli inne czynniki, nieuwzglednione w rozwijanych przeze mnie mode-
lach majag wplyw na ksztalt funkcji autokorelacji predkosci, to jest on
wyzszego rzedu niz uwzgledniony wptyw efektu zaleznoséci dwoch kolejnych zmian
ceny.
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Uzyskane przeze mnie postacie funkcji autokorelacji predkosci ((5.20) i (6.35))
pokazaly jak funkcja ta zalezy od rozkladu czasow wyczekiwania 1 (t) oraz para-
metru ¢, a takze od czego ona nie zalezy. Przyktadowo, brak w uzyskanych for-
mutlach zalezno$ci od postaci rozkladu pojedynczej zmiany ceny jest inte-
resujacy, gdyz wynika z niego m.in. ze funkcja autokorelacji znaku predkosci ceny
powinna by¢ identyczna z funkcjg autokorelacji predkosci ceny. Poréwnanie tych
funkcji przedstawiono w dodatku C. Jak widaé, w potowie badanych przypadkow
wspomniane zalezno$ci majg zblizony przebieg. W pozostalych przypadkach musi
istnie¢ dodatkowy mechanizm powodujacy rozbieznos¢.

Glowne wnioski jakie mozna wyciagnaé¢ z rozwazan przedstawionych w niniej-
szej rozprawie sg nastepujace:

(a) zalezno$¢ dwoch kolejnych zmian ceny jest glowng przyczyna obserwowanej
autokorelacji predkosci ceny. Jej Zrodlem jest zjawisko bid-ask bounce zatem,
jest ono réwniez przyczyna powstawania ujemnej autokorelacji. Inne czynniki
moga mie¢ jedynie wplyw wyzszego rzedu. Nie jest to wiec skutek reakcji
graczy gietldowych na zmiane ceny, lecz samoistny efekt wynikajacy z mecha-
nizmu transakcyjnego gietdy. Przypuszczenie, ze obserwowana autokorelacja
moze by¢ efektem interakcji miedzy graczami jest dosy¢ powszechne [70)].

(b) Bid-ask spread jest mozliwy do bezposredniej obserwacji w czasie notowan
cigglych. Skoro obserwowana autokorelacja jest skutkiem efektu bid-ask bo-
unce, widocznego w ksiedze zlecen, to zgodnie z zasadg eliminacji arbitrazu na
gieldzie [32] na wspomnianej autokorelacji nie mozna uzyska¢ profitu.

(c) Skoro zrédlo autokorelacji tkwi w ksiedze zlecen (patrz punkt (a)) to wszelkie
modele gieldy bazujace na modelowaniu zachowan poszczeg6lnych graczy giel-
dowych (tzw. agentéw), o ile nie opieraja sie na ksiedze zleceri, nie powinny
odtwarzaé¢ ujemnej czesci funkcji autokorelacji predkosci. Jezeli taka czesé wy-
stepuje to jest ona niepozadana.

Powyzsze wnioski niosg bezposrednie korzysci wynikajace z rozwazan przedstawio-
nych w niniejszej rozprawie, gdyz sa mozliwe do bezposéredniego zastosowania w
strategiach inwestycyjnych badz w budowie nowych modeli gietdy.

Zbudowane przeze mnie modele majg dwa zasadnicze ograniczenia. Po pierwsze,
mogg by¢ zastosowane jedynie do opisu rynkéw opierajacych sie na zasadach podwdj-
nej aukcji z ksiega zlecenn. W przeciwnym wypadku efekt bid-ask bounce nie moze
wystapi¢. Ma to np. miejsce na rynku walutowym FOREX. Drugim powaznym ogra-
niczeniem jest zalozenie stacjonarnos$ci modelowanego szeregu czasowego. Zatozenie
to jest bardzo silne zwlaszcza, ze niestacjonarnosci gietdowego szeregu czasowego
udokumentowana jest na ro6znych skalach czasu. W szczegolnosci, na skali jednego
dnia wystepuje tzw. efekt lunch’u, czyli wieksza zmiennosé (i czestsze transakcje) na
poczatku i konicu dnia, a spowolnienie i mniejsza zmiennosci w porze lunchu (godz.
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11-14). Wplyw tego efektu na wyniki przewidywan modeli oméwiony zostal w do-
datku B. Jego uwzglednienie nie ma istotnego znaczenia. Ponadto, przyjete zalozenie
o niezaleznosci czas6w wyczekiwania, zar6wno miedzy soba, jak i ze zmianami ceny,
jest silnym zatozeniem. Utrudnitoby ono doktadny opis procesu, w ktorym zaleznosci
takich zaniedba¢ nie mozna.

7.3 Konkluzje

Na podstawie przedstawionej powyzej oceny rozwiazania moge stwierdzi¢, ze po-
stawiony cel pracy, udalo mi sie osiggnaé. Wprowadzone modele w sposéb co
najmniej zadowalajacy opisuja, na poziomie funkcji autokorelacji predkosci, dyna-
mike ceny waloru gieldowego na najkrotszej skali czasowe;.

W przedstawionych modelach udato sie uchwycié, bazujac na danych empirycz-
nych, najistotniejsze zjawisko dominujace dynamike stochastyczna na najkrotszej
skali czasu rozpatrywang poprzez autokorelacje predkosci procesu. Zjawisko to le-
glo u podstaw $ciéle rozwigzywalnych modeli teoretycznych. Otwartym pytaniem
pozostaje, czy jest to pelen opis zjawiska na tej skali czasowej? Mogg istnie¢ zjawi-
ska, ktorych nie wida¢ na poziomie funkcji autokorelacji predkosci i do ich zbadania
nalezy uzy¢ np. nielinowych autokorelacji, takich jak autokorelacja modutu predko-
Sci procesu. Znalezienie wspomnianych autokorelacji w ramach zbudowanych przeze
mnie modeli jest mozliwe, co otwiera perspektywy dalszych badan w tej dziedzinie.

Wktad niniejszej rozprawy do rozwoju wiedzy mozna podzieli¢ na trzy glowne

grupy.

e na wnioski zawarte w podrozdziale 7.2 dajace mozliwos$¢ bezposredniego zasto-
sowania w konstruowaniu nowych modeli opisujacych dynamike ceny spotek
gieldowych.

e Wkiad w rozwdj teorii bladzenia losowego w czasie cigglym z pamiecig, w
szczegblnodci wprowadzenie modelu z pamiecig dwukrokowa. Modele tego typu
moga mieé szeroki zakres zastosowar, poza wymienionymi w pracy, w dziedzi-
nach obecnie modelowanych kanonicznym formalizmem CTRW, jak réwniez
w opisie uktadéow rzadzonych reguty Le Chateliera-Browna.

e Wprowadzenie metody obliczania empirycznej funkcji autokorelacji predkosci
dla skokowych szeregéw czasowych, ktéra w wielu przypadkach moze okazaé
sie efektywniejsza i doktadniejsze od metod stalokrokowych.
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Dodatek A

Wyprowadzenie propagatora dla
modelu z pamiecig dwukrokows

Wyprowadzenie ostrego propagatora dla modelu z pamiecia dwukrokowa (zdefinio-
wang poprzez wyrazenie (1.3)) jest kontynuacja rozwazan przeprowadzonych w pod-
rozdziale 6.3. Przedstawione jest tutaj rozwigzanie zaleznoSci rekurencyjnej danej
wyrazeniem (6.23) dla przypadku stacjonarnego oraz warunkowej gestosci prawdop-
dobienstwa h(rs | r9,71) danej wyrazeniem (6.18).

Najpierw zapisuje bazowe rownanie (6.23) dla ostrego propagatora, zdefiniowa-
nego réwnaniem (6.21), w postaci

t )
Qn (X, rn,mp1;t) = /dt’w(t’) / drp_o h(ry | Tho1,mn_2)X
0 —00

X anl (X —TnyTn—1,Tn—2; t— t/) ) (Al)

gdzie obie strony rownanie pomnozono przez h(§p,{_1) oraz wykonano calkowanie
po zmiennych & i £_;. Dla skrécenia zapisu uzywaé¢ bede nastepujacego oznaczenia

@n (Ppy 1) = /dt / dXe*X et Q, (X, rn, ru_1;t), (A.2)
0 —00

pomijajacego jawna zalezno$¢ ostrych propagatoréw od zmiennych ki s.
Wyrazam teraz rownanie (A.1) w zmiennych Fouriera—Laplace’a, uzywajac wpro-
wadzonej powyzej notacji

o0

Qn (Tnv Tnfl) = Q/Z(S)Qikrn / drn72 h('rn ‘ Tn—1, Tnf2)Qn71 (Tnfh Tnf2) ) (A3)
co zamieniajac zmienne, jak to zrobiono w podrozdziale 6.2, tzn. (7, 7,-1,7,—2) na
(rs,re, 1), daje

1;2_8) @n (T37 Tz) = eikrs _4 d'f’l h('f’g ‘ T, 7’1)an1 (7’2, T1> . (A4)
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Kluczowa operacja, umozliwiajaca rozwiagzanie rownania (A.4) dla badanej w modelu
postaci h(rs | r2,71) danej wyrazeniem (6.18), jest roztozenie ostrego propagatora
Qn (r3,72) na dwie czesci, regularng i osobliwg (singularng), zdefiniowane odpowied-

nio przez
Qf (T27 Tl) = (1 - 57’2,*T1> Qn (T27 Tl) ) (A5)
Qrf (T2) = / drl(srg,frlén (T27 Tl) . (AG)

7 tak zdefiniowanych propagatoréw mozna odtworzy¢ Q,, (3, 2), korzystajac z row-
nania

Qn (r2,71) = QF (ra,r1) + 6(r2 + r1)Q; (r2) - (A7)

Przeksztalcamy teraz rownanie (A.4), podstawiajac posta¢ wyrazenia (6.18) oraz
korzystajac z definicji (A.5) i (A.6), do postaci

e=ihrs %Qn (rg,72) = Q5 (r2) [Dh(rs) + ES(rs +1r2)] +

+ B@ffl (ro,—r3) + / al’r’ﬂ?fﬁ1 (ro,r1) [Ah(r3) + Cd(r3 +1r2)]. (A.8)

—00

S

Po prawej stronie réwnania (A.8) wystepuja juz tylko propagatory regularne i oso-
bliwe, jednak po lewej stronie mamy weigz sumaryczny propagator Q,, (rs, r2). Da-
zymy do uzyskania zaleznosSci rekurencyjnej dla propagatoréw regularnych i osobli-
wych.

Rozl6zmy zatem powyzsze réwnanie na dwie czeSci. Najpierw pomnoézmy obie
strony réwnania przez (1 — 0, )

e (1= 8y, 1,) Qn (ra72) = Q5 (12) (1 = 8y, —r,) Dh(rs) +
¥(s)
+ B (1 _ 57,3,7”) @7}?_1 (7’2, —T3> + (1 - 57’3,77’2) Ah<T3) / drl@g—l (T2’ Tl) ’ (AQ)

przy czym, wyrazy zawierajace (1 — d,, _r,) 6(r3+72) znikaja. Nastepnie, pomnézmy
obie strony réwnania przez d,, _,,, co daje

1

eiikr?) 1;(5) 5r3,77’2©n (T37 T2) = stl (T2> [D(srs,,mh('f’g) + E(S(T?) + T2)] +
+ By, Q| (12, —13) + / driQf (r2,11) [Adyy,—ryh(r3) + Co(rs + 12)].

(A.10)
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Przepisuje rownania (A.9) i (A.10) w nowych zmiennych, catkujac drugie z row-
nai po zmiennej 7, z pominieciem zbioré6w miary zero!

) 1 - ~ ~
e M ——Qp (r3,m2) = Dh(r3)Qp_ (r2) + BQyy (ra, —73) +

¥(s)
+Ah(7’3)/d7“1@§_1 (r2,m1) (A.11)
oraz
e—ikrs 1 Q3 (rs) = EQS_, (—r3)+0/d7“1@f1 (=73, 7). (A.12)
¥(s) oo

W ten oto sposob uzyskaliémy uklad réwnan rekurencyjnych na ostre propagatory
regularne i osobliwe.

W celu rozwigzania tego uktadu réwnan wprowadzamy dodatkowe zmienne

R,(b,a) =R / drse™™’s /dT2€iakr2 QF (rs,ra) (A.13)
S,(a) =R / dre ™ Q5 (r), (A.14)
H(a) =% / dxe ™ h(x), (A.15)

gdzie operator & zwraca czesSé rzeczywista liczby zespolonej. Zauwazmy, ze dzieki
tym definicjom zachodza nastepujace réwnosci

R, (b,a) = R,(=b,a) =R, (b, —a) = R, (—b, —a),
S.(a) =S,(—a), (A.16)

czyli istotny jest tutaj jedynie modut argumentéw powyzszych funkcji.

[ee] oo
Dzialajac na réwnanie (A.11) obustronnie operatorem R [ drse®™ s [ drye’® 2

—00 —00

a na rownanie (A.12) operatorem R [ drse™ s oraz uzywajac zdefiniowanych wy-

—00

1 Zakladamy tutaj, ze rozklad h(z) nie ma cztonéw proporcjonalnych do delt Diraca. Jezeli takie
czltony wystepuja, nalezy uzyska¢ wynik przez przejécie graniczne do rozkladu z osobliwo$ciami
przez rozktady bez osobliwosci.
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razeniami (A.13) i (A.14) zmiennych, uzyskujemy

J}z R0~ 1,) = D H(B) S,(0) + B Roca(o, =) + 4 H) Roa(4,0),

(A17)
LS b 1)= E Sy (—b) + C Ry 1 (—b,0). (A.18)

(s

Zauwazmy, ze na podstawie wyrazenia (6.22) w zmiennych Fouriera-Laplace’a,
wyrazenia (A.7) oraz definicji (A.13),(A.14), zachodzi

@n(k75):/d7“2/d7’1 Qn(k77’277’1;5):

© N (A.19)
:/dTQ/drléﬁ(rg,T1)+/dTQQE (TQ):Rn(0,0)+Sn(O)

Zatem szukany, ostry propagator Qn (k,s) jesteSmy juz w stanie wyrazi¢ poprzez
funkcje R,, 1 S,, ze wszystkimi argumentami réwnymi zeru. Stad, dazymy do takiego
przeksztalcenia wyrazen (A.17) i (A.18) aby wystepowaly w nich powyzsze funkcje
jedynie od argumentéw réwnych zeru.

Zacznijmy od rozwazenia rownania (A.17) w czterech przypadkach, korzystajac
z wlasnosci (A.16)

R,(1,0)= D H(0) S,_1(0) + B Ryi_1(0,0) + A H(0) Ry_1(0,0),

> Q
Il

4

R,,(0,0) = D H(1) S,_1(0) + B R,_1(0,1) + A H(1) R,,_1(0,0),

Y

R,(1,1) = D H(0) Sp_1(1) + B Ro1(1,0) + A H(0) Ry,_1(1,0),

> Q
I
— = O= RO OO

—_

R, (0,1) =D H(1) S,_1(1) + B Ru_1(1,1) + A H(1) R,_1(1,0).

T T T T
I

> Q
I

(A.20)

W tym miejscu uzasadnionym jest przedefiniowanie wspotczynnikow A, B,C, D, E
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tak, aby zawieraly czynnik ¢ (s), czyli

(
(

C =i(s) (6 - C) , (A.21)
(

Zamieniamy teraz numeracje w ukladzie réwnan (A.20), mnozac dodatkowo pierw-
sze, trzecie 1 czwarte rOwnanie przez odpowiednio dobrane wspoétczynniki

B*R,,_3(1,0) = H(0) S,_4(0) + B* R,,_4(0,0) + B*A H(0) R,,_4(0,0),
R.,(0,0) = ( ) Sn_1(0) + BR,_1(0,1) + A H(1) R,_1(0,0),
B2Rn72(17 1) = B (O) S *3(1) + 83 Rn73<17 O) + BQA H<O) Rn73<17 0)7
BR,, 1(0,1) = BD H(1) S, »(1) + B* R,,_»(1,1) + BA H(1) R,,_(1,0).
(A.22)
Sumujac powyzsze rOwnania stronami uzyskujemy
R, (0,0) =B*D H(0) S,,_4(0) + B* R,,_4(0,0) + B*A H(0) R,,_4(0,0)+
+D H(1)S,-1(0) + A H(1) R,_1(0,0)+
(1) 8n-1(0) + A H(1) Ro1(0,0) (A23)

+ B?D H(0) S,—3(1) + B>A H(0) R,,_3(1,0)
+ BD H(1) S, _»(1) + BA H(1) R,,_5(1,0).

Jak wida¢ wspolezynniki wystepujace w wyrazeniach (A.20), przez ktére pomnozy-
liSmy powyzsze rownania, zostaly tak dobrane, aby odpowiednie sktadniki zawie-
rajace funkcje R od argumentéw réznych od zera ulegly skroceniu. W ostatnich
dwoch wierszach wyrazenia (A.23) pozostaly jeszcze dwa takie skladniki (zawiera-
jace R, _3(1,0) oraz R, _»(1,0)), ktére powtérnie mozemy wyrazié, korzystajac z
(A.20), poprzez

B*A H(0)R,_5(1,0) = AB*D H?(0) S,,_4(0) + AB* H(0)R,,_4(0,0)+
+ A?B? H*(0) R, _4(0,0) (A.24)

oraz

BA H(1)R,,_5(1,0) = ABD H(0) H(1) S,,_3(0) + AB* H(1)R,,_3(0,0)+
+ A’B H(0) H(1) R,,_3(0,0). (A.25)
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Zauwazmy, ze z faktu iz H(0) = 1 oraz podstawienia powyzszych wyrazen do (A.23),
wynika, ze
R.,.(0,0) = B* R,,_4(0,0) + AB* R,,_4(0,0) + A H(1) R,,_1(0,0)+
+B*D S, 4(0) + D H(1) S,,_1(0) + B*D S,,_3(1) + BD H(1) S,,_o(1)+
+ AB’R,,_4(0,0) + A’B* R,,_4(0,0) + AB*D S,,_4(0)+
+ AB? H(1)R,,_3(0,0) + A*B H(1) R,,_3(0,0) + ABD H(1) S, _3(0),
(A.26)

czyli posta¢ rownania, w ktorej funkcja R wystepuje juz tylko od zerowych wartosci
argumentéw. Po uporzadkowaniu podobnych sktadnikéw, uzyskujemy:

R,(0,0) =+ A H(1) R,,_1(0,0) + B*(A+ B)* R,,_4(0,0)+
+ AB(A+ B) H(1)R,,_3(0,0)+
+ AB*D S, _4(0) + ABD H(1) S,,_3(0)+ (A.27)
+DB* S, _4(0)+D H(1) S,_1(0)+
+DB* S, 3(1) + DB H(1) S, _»(1).
Powyzsza postaé zawiera jeszcze sktadniki proporcjonalne do funkcji S od argumentu

rownego 1. Mozemy je inaczej wyrazi¢ uzywajac rownania (A.18) dla b = 0 (z nowymi
wspolezynnikami zdefiniowanymi wyrazeniem (A.21)), czyli

Zatem

DB?S, 3(1) = DB?E S, _4(0)+ DB*C R,,_4(0,0), (A.29)
DB H(1) S, »(1) = DBE H(1)S,_3(0) + DBC H(1) R,_3(0,0), (A.30)

co po podstawieniu do wyrazenia (A.27) daje

R,(0,0) =+ A H(1) R,,_1(0,0) + B*(A+ B)* R,,_4(0,0)+
+ AB(A+ B) H(1)R,,_3(0,0)+
+ AB?D S,,_4(0) + ABD H(1) S, _3(0)+
+DB* S, _4(0)+D H(1) S,_1(0)+
+ DB?E SH(O) + DB*C R,,_4(0,0)+
+ DBE H(1) S, _3(0)+ DBC H(1) R,_3(0,0).

(A.31)

Powtoérne uporzadkowanie podobnych sktadnikéw prowadzi do

R, (0,0) =+ A H(1) R, 1(0,0)+ D H(1) S,,_1(0)
+ [B*(A+ B)? + DB*C] R,,_4(0,0)+
+[AB(A+ B) + DBC] H(1)R,,_3(0,0)+
+DB*(A+ B+ E)S, _4(0)+ BD(A+ E)H(1) S,_5(0),

(A.32)
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czyli do zadanej postaci, w ktorej wszystkie funkcje R i S wystepuja jedynie od
zerowych argumentow.

Aby wyprowadzié¢ drugie, niezbedne réwnanie rekurencyjne, przepisuje zaleznosé
(A.18) (z nowo zdefiniowanymi wspotczynnikami) w postaci

S,(b—1) = E S, 1(-b)+C R,,_1(-0,0). (A.33)
Dla b =1 daje to
S,(0) = ES,1(1)+CR,_4(1,0), (A.34)

gdzie sktadnik zawierajacy S,,_1(1) uzyskujemny z wyrazenia (A.28). Prowadzi to,
do wyrazenia

S,(0) = E (E Su_2(0)+C R,_5(0,0)) + C R,_,(1,0). (A.35)

Sktadnik zawierajacy R, _1(1,0), jak poprzednio, mozemy wyznaczy¢ z wyrazenia
(A.20)
R, 1(1,00=D S, 2(0)+ (B+ A) R,_2(0,0), (A.36)

co prowadzi do ostatecznej postaci drugiego, brakujacego réwnania rekurencyjnego

S,(0)=F (ES,-2(0)+CR,_2(0,0))+C (D S,—2(0)+ (B+ A) R,_2(0,0)).
(A.37)
Udalo sie zatem uzyskaé ostateczny uktad dwoch rownan rekurencyjnych, w kto-
rych wszystkie funkcje R i S wystepuja jedynie od zerowych argumentéw, a miano-
wicie
S,.(0) =(E® + CD)S, _2(0) + C(A+ B + E) R,,_»(0,0),
R,(0,0)=+A H(1) R,_1(0,0) + D H(1) S,,_1(0)
+ [B*(A+ B)*> + DB*C| R,,—4(0,0)+ (A.38)
+ [AB(A+ B)+ DBC] H(1)R,,_3(0,0)+
+DB*(A+ B+ E)S,_4(0)+ BD (A + E)H(1) S,,_5(0).

Dalej, wprowadzamy upraszczajace oznaczenia

S, = S,(0), (A.39)
R, = R,(0,0), (A.40)
S = ) s, (A.41)
R = iRn, (A.42)
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oraz przeprowadzamy sumowanie stronami uktadu rownan (A.38), w ktorym pierw-
sze rownanie sumujemy od n = 3 do co, natomiast drugie od n = 5 do oco. Uzysku-
jemy
(S-S, —S,)=(E*+CD)S+C(A+ B+ E)R,
(R-Ri—Ry;—R3—Ry)=+AH(1l)  R—R;—Ry—Rg3)+
+D H(1) (S—S;1—S,-18S3)
+ [B*(A+ B)’> + DB*C] R+
+[AB(A+ B)+ DBC] H(1) R—Ry) +
+DB*(A+B+E)S+BD(A+E)H(1) (S—8S)).
(A.43)

Po uporzadkowaniu i wprowadzeniu h = h(k) = H(1) uzyskujemy uklad dwoch
réwnan w postaci

0=S,+S,+(E*+CD—-1)S+C(A+ B+ E)R,
0:RL4+AB+B%A+BF+DB%H4ABm+¢n+DBC)ﬂ+
+SPNHIB%A+B+D+BDM+EMA#
+Ry+ Ry + Ry + Ryt
+ A (“Ri —Rs — Ry)h + [AB(A + B) + DBC] (—Ry) bt
D (S, —S;—S3)h+ BD (A+ E) (~S) h.

(A.44)

Wyznaczajac w postaci jawnej niewiadome wielkosci Ry, Ry, R3, Ry, S1, 52, S3 wy-
stepujace w powyzszym réwnaniu, sprowadzamy znalezienie propagatora do rozwig-
zania uktadu dwoch rownan z dwiema niewiadomymi R i S.

W tym celu, niezbedna jest znajomos¢ pierwszych czterech ostrych propagato-
row. Analogicznie do pierwszych dwoch propagatoréw ostrych wyprowadzonych w
podrozdziale 5.4 (bazujac na schemacie przedstawionym na rysunku 5.4), daja sie
one wyrazi¢ w przestrzeni Laplace’a, poprzez

Ql (X, S ‘ 507571) :1/;1<5)h<X | §07§71>7

Q2 (X, 5| &0, 6-1) =Un(s)P(s) / dry h(X —ry | r1,&)R(r1 | &0.€-1),
Q (XS|€0, /d?"l/dTQ —T2—T‘1|T2,T‘1)X
X h(ry | r1,&0)h(r1 | &0, &=
©4(X75‘507 1/11 w?’ /drl/d’f’z/drzs —7“3—7’2—7“1|7’3,T2)><

x h(rs | 7“277’1) (7“2 | 7’1750) (1] §0,€-1)-
(A.45)
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Usdredniamy teraz powyzszy uklad réwnan po skokach poprzedzajacych chwile ¢ = 0,
czyli & 1 €_1. Prowadzi to, do

_ 7d§_1 7d§0 h(X, &0, &-1),

[e.9]

% :_4 d{l_é dfo_é dry h(X —r1 | 71, &)h(r1, &0, 6-1),

[e.9] [e.9]

2 /dfl/d&/dﬁ/drz —7“2—7“1|7“2,7“1)><
1 S @/)
X h(TZ | rl)SO)h(ThSOag—l))
/dfl/dfo/dTl/dTQ/dTg —7’3—T2—7’1‘T3,7’2)X
(s w?’
X h<T3 | T27T1>h(7’2 ‘ Tla&]) <T17§07£*1)'
(A.46)
Po wykonaniu niektorych catek uzyskujemy ponizszg postac
) X, s T
DL [ agoh(x 0
1(s) .
X o0
~Q2< :S) /dTl h(X—Tl,T’l>
1(s)i(s -
(A.47)

X
QB S /d’l"l/dTQ _TQ_T17T27T1)7

X (e o] o0 [e.e]
- $)> = / dry / drs / drs h(X —rg — 19 — 11 | 73,72)h(r3,72,71).
S
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Dalej, przechodzac do zmiennej Fouriera otrzymujemy

5) _ ]O dé, dee““Xh(X, &),

wQQ k‘ 8 /d?“l /dXesz ikry h(X 7°1)
1 8

o0 [e o]

(k
wQS 1/}25 /dTl /dTg/dX@ZkX ikry zk‘rz h(X 7,2’7,1)
1 S

o0 [e.9] o0

Q4 ]{7 S /d’l“l /d?“g/d’l“g/dX@ZkX ikry zkm zkra h(X|T3,T2) (7“3,7“2,’/“1)

¢15¢3

(A.48)

co daje nam posta¢ umozliwiajaca, obliczenie szukanych Ry, Ro, R3, Ry, S1,S9, S3.
Na podstawie (A.39) i (A.40), (A.13) i (A.14), (A.5) i (A.6) oraz (A.2), wyrazaja

sie one kolejno przez

oo

:/dfofdxeikX5X,5o h(X,&) =

= / déo / dXe* X ed(X + &)h(&) = € / dXe*Xh(—X) = eh,

[e.e]

~R13) :_/ d§0_/ dXe™ (1 - bx,¢) WX, &) =

[e.e]

- / dgo / dXe™ (1 - eh(X)h(&) = (1—€)h,
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J <S>iﬁ< ) [dn [ axetermsg, nxn) -
1S S
= / dry / dXe* X e (X +r)h(r) = (A.51)
=€ / drie* etk () = ¢,
R, [ i kX ikr
9 = [ dry | dXe"™ e (1 —0dx_p) h(X, 1) =
1S S

(A.52)

o0

- / dry / dX e X e (1 — e)h(X)h(r) = (1 — €)h?,

—00

[e.9] o0

S T -
Wzg(s):/d'f’1/dTQ/dXelkXelk“elkT%X’TQ h(X,re,m1) =
1

o o o
:/al'r’l/dr2/alXe”“Xe”“"le””"2
—0o0 —0o0 —0o0

[CO(X +712)0(r2 + 1) h(r1) + (€ = O)O(X + 12)h(r2)h(r1)] =

= / dry / drye™™ [CO(ry + 1) h(r1) + (e — O)h(r2)h(r1)] = €h,

(A.53)
# = 7d7“1 7dr2 ]OdXeikXeikrleikTQ(l —Ox.—py) B(X, 19, 11) =
AT Y ) o

:/alrl/dr2/alXe”gXe”me”“’2 [(1 = 2€+ 0)h(r)h(rs)h(X)+

1) + (€ = Q)d(r2 + 1) R(X)h(r1)] =
OVh + (€ — O)h = (1 — 2 + 0)h* + (e — O)h,
(A.54)

(€ = 0)6(X +r1)h(r2)h(r
=(1 —2e+ 0)R® + (¢ —
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U

: = / drq / dro / drs / dX etk X gikri gikrz gikrs

(1 - 5X,*7"3) h’(X | T37T2> h(Tg,Tg,Tl) =

= /dr1/drg/drg/dXeikXeikrleikr2eikr3(1—5X,_r3)

{(1 =0y —r,) [AR(X) 4+ BO(X + 1r2) + CO(X +13)] +

+0py —ry [DR(X) + E6(X +13)]}

[(1 —2e + 0)h(r1)h(r2)h(rs) + C6(rs + r2)0(ra + 1r1)h(r1)+

+ (¢ —0)d(rs + r1)h(ra)h(r)+

+(e — C)o(rg + 11)h(r3)h(r1) + (e — ()d(rs + ro)h(r)h(ry)] =

o o0 o o0
= / dry / dry / drs / dX R X gibrigikra gikrs
—o —0oQ —00 —0oQ

{1 = b2 [AR(X) + BO(X +73)] + 8y, [DR(X)]}

(1 —2e+ 0)h(r)h(re)h(rs) + Co(rs + re)d(re + 1) h(r1)+

+ (¢ = 0)d(rs +r1)h(ra)h(r1)+

+(e = C)0(r2 + r1)h(r3)h(1r1) + (6 — {)(rs + ra)h(r2)h(r1)] =

o0 [e.9] o0 (e 9]

= /dﬁ/drz/drg/dXeikXeikrleik”eikr3
—00 —0o0 —0o0 —0o0

{[AR(X) + BO(X + 19)] (1 — 2e + 0)h(r1)h(re)h(r3)+
+ [Dh(X)] Co(r3 + 12)0(re + 1r1)h(r1)+

+ [Ah(X) + BS(X + 1) (. — 0)d(r3 + 1) h(ra)h(r1)+
+ [AR(X) + BS(X + r9)] (€ = ()d(rg + 1) h(r3)h(r)+
+ [Dh(X)] (€ = €)o(rs +12)h(r2)h(r1)} =
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o0 [e.9]

o o
= / drq / dro / drs / dX eFX gtk gikra pikrs
—00 —00 —00 —0o0

[A(1 = 2¢ + O)(X)h(r)h(rs)h
+ B(1 —2e +0)0(X + ro)h(ry)
+ DCA(X)(r5 + 12)8(ra 4+ 11)h
+A(€ O)h(X)d(rs + 11)h(r2)h(r1)+
B(C — 0)0(X +12)0(r3 + r1)h(re)h(r)+ (A.55)
Ale = QM(X)d(ra 4+ r1)h(rs)h(r)+
B(e — €)0(X +19)d(ra + 11)h(rs)h(r)+
+D(6—C)h(X)5('f’s+'f’z) (r2)h(r1)] =
= A(1 — 2e+ 0)h* + B(1 — 2e + 0)h% + DCh? + A(C — 0)h*+
+ B(( —0) + A(e — )h* + B(e — ()h* + D(e — ()h* =
= A(l — 2e + 0)h* + B(¢ — 0)+
M2 [B(1 —2e+40)+ D¢+ A(C—0) 4+ (A+ B+ D)(e — ¢)].

—~

r3)+
(r2)h(rs)+
1)+

—_

>

Podstawiajac uzyskane wielko$¢ do ukladu rownan (A.44) i wspomagajac sie
przy rozwigzaniu programem Mathematica, otrzymuje, na podstawie (3.8), (A.19)
oraz (A.42) i (A.41)

Q(k,s) =R +S =

=1 [~(e = DI —0) (2 (@ = ) (P~ 04+1) = ¢) — (= 1P —0)) +
(=10 (2 1) @+ R (=0) +€) — hle — 1)*0* (6 - 20) + ) +
h(e = 1) =i (€ =¢) ((—0) (€ +E(=C+0—-1) +eC(C—0—-1)+() +
7 (¢ =€) (¢ - )]

(e = 10 (¢ =€) (C— ) (4 ¢(C — 0~ 1)) + hle — 1)eh(2e — 6~ 1)
—h(e — )" (/3¢ — 20) +2€% (2 = 2(0 + 1) + 6%+ 0) +

—& (((+1)6° = 20(C+2)0 +C(C(¢+4) = 2) +60) +2eC + 3~ -1)) +
—9% (€= ¢) (¢ —0)* = (e — 1)'e + e (3¢® — (20 +3) + €+ ¢?) (¢ — 0)*+

- —1

~(e— 1P (¢ —28¢+ )|
(A.56)
Zauwazmy, ze w rownaniu (A.56) zaleznosé od argumentu s wystepuje Jedynle po-
przez 1) = (s) i1y = 11 (s), natomiast zaleznos¢ od argumentu k poprzez h = h(k).

Udalo sie w ten sposob znalezé jawng postac ostrego propagatora dla procesu z pa-
miecig dwukrokows.
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Dodatek B

Wplyw trendu dziennego na
autokorelacje predkosci

Analizujac wewnatrzdzienng dynamike stochastyczng ceny waloru gieldowego, na-
potykamy uniwersalny trend. W pracach [52-54] (i referencje tamze) zwany jest on
trendem ’U’ lub efektem lunchu. Niezaleznie od analizowanej wielkoSci charaktery-
zujacej aktywnosé graczy gietdowych (np. wariancja zmian ceny, wolumen obrotow,
odwrotno$é¢ sredniego czasu miedzytransakcyjnego), jej przebieg w ciaggu dnia bedzie
przyjmowal charakterystyczny ksztalt litery "U’ (wlasnie to mamy na mys$li mowiac
o uniwersalno$ci). Oznacza to, wieksza aktywno$¢ gieldy na poczatku i koricu se-
sji, a mniejszg w Srodku dnia. Okres spowolnienia odpowiada porze lunchu (godz.
11-14), stad nazwa zjawiska. Mozna zatem przypuszczaé, ze zmienno$¢ aktywnosci
wewnatrz dnia powoduje niestacjonarno$¢ szeregu czasowego.

W interesujacym okresie wewnatrz dnia (godz. 11-14), opr6cz mniejszej ak-
tywnodcig gietdy, zaobserwowa¢ mozemy réwniez wieksza stabilnos¢ wspomnianych
charakterystyk. Mozna zatem przypuszczaé, ze dane pochodzace ze wspomnianego
okresu w $rodku dnia, z lepszym przyblizeniem niz w przypadku catego dnia, moga
by¢ traktowane jako stacjonarne.

Mozemy sprawdzié, na ile trend dzienny wplywa na wyniki analizy przeprowa-
dzonej w niniejszej rozprawie, a w szczeg6lnosci na funkcje autokorelacji predkosci.
W tym celu, z danych opisanych w podrozdziale 2.1 wycinam jedynie rekordy danych
odpowiadajace transakcjom zawartym pomiedzy godzina 11.00 a 14.59 (gdyz, jak
wynika z analizy przedstawionej w [53], dla GPW mozna, z dobrym przyblizeniem,
przedtuzy¢ okres lunchu do godziny 15.00). Zmniejsza to niestety liczbe dostepnych
transakcji, co pokazano w tabeli B.1 (dla catosci danych odpowiada jej tabela 2.1).

Przeprowadzmy, dla tak przygotowanych danych, powtornie wszystkie analizy
wykonane w podrozdziale 5.6. Wyniki przeprowadzonej estymacji parametru e przed-
stawia tabela B.2 (odpowiadajac tabeli 5.1). Wyniki dopasowania parametrow roz-
kladow czasow wyczekiwania przedstawia tabela B.3 (odpowiadajaca tabeli 5.2).
Natomiast rezultaty tego dopasowania przedstawione sg na rysunku B.1 (odpowiada
on rysunkowi 5.5). Jak wida¢, srednie czasy wyczekiwania (t) ulegly wydtuzeniu, co
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jednak nie mialo wpltywu na jako$¢ dopasowania do danych empirycznych.

Wyznaczone na podstawie powyzszych danych parametry funkcji autokorelacji
predkosci ceny danej wyrazeniem (5.32) (uzyskanej w ramach modelu z pamiecia jed-
nokrokowa i podwojnie eksponencjalnym rozktadem czasow wyczekiwania), przed-
stawia tabela B.4 (odpowiada ona tabeli 5.3). Por6wnanie empirycznej funkcji au-
tokorelacji predkosci z przewidywaniami modeli jedno- i dwukrokowego przedsta-
wia rysunek B.2. Poréwnujac wykresy na rysunkach B.2 i 6.5 nie widaé¢ znacza-
cego wptywu trendu dziennego na zgodno$¢ przewidywan omawianych w rozprawie
modeli z danymi empirycznymi (nalezy pamieta¢, ze mamy tutaj do czynienia z
mniejsza statystyka).

Tablica B.1: Lista o$miu badanych spoétek wchodzacych w sktad indeksu WIG20 wraz z
liczbg dni i transakcji. Uwzgledniono jedynie transakcje zawarte w godzinach 11.00-14.59.

Skrot nazwy Pelna nazwa Dni | Zmian ceny
BRE BRE Bank 2684 264058
GETIN Getin Holding 2559 303427
KGHM KGHM Polska Miedz 2686 1006272
PEKAO Bank Pekao 2686 571779
PGNIG Polskie Gornictwo Naftowe i Gazownictwo | 1450 362238
PKNORLEN PKN Orlen 2686 762184
PKOBP PKO Bank Polski 1688 781213
TPSA Telekomunikacja Polska 2686 967209

Tablica B.2: Wyniki estymacji parametru e dla badanych spoétek z WIG20. W drugiej ko-
lumnie przedstawiono wyniki uzyskane metoda najwiekszej wiarygodnosci (maksymalizacji
funkcjonatu (5.24)), w trzeciej kolumnie — wyniki uzyskane metoda najmniejszych kwadra-
tow (minimalizacji funkcjonatu (5.25)), natomiast w czwartej — metoda korelacyjna (oparta
o rownanie (5.22)). Uwzgledniono jedynie transakcje zawarte w godzinach 11.00-14.59.

Skrot nazwy | m.n.wiaryg. | m.n.kwadratéw | korelacja
BRE 0.224 0.227 0.330
GETIN 0.312 0.318 0.295
KGHM 0.256 0.233 0.416
PEKAO 0.206 0.203 0.357
PGNIG 0.296 0.257 0.426
PKNORLEN 0.300 0.280 0.377
PKOBP 0.320 0.308 0.396
TPSA 0.387 0.363 0.476
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Tablica B.3: Wyniki estymacji parametréw rozktadéw modelujacych rozktad czaséw wy-
czekiwania dla badanych spétek z WIG20. W drugiej kolumnie zamieszczono Sredni czas
miedzy transakcjami uzywany w rozkladzie (5.26), w trzeciej i czwartej kolumnie znajduja
sie czastkowe czasy relaksacji 71 1 7o rozkladu podwoéjnie eksponencjalnego (5.28), nato-
miast w kolumnie pigtej waga w. Uwzgledniono jedynie transakcje zawarte w godzinach
11.00-14.59.

Skrét nazwy (t) T T w

BRE 133.915 | 13.135 | 210.197 | 0.387
GETIN 105.337 | 13.725 | 161.170 | 0.379
KGHM 38.375 | 7.489 | 81.847 | 0.585
PEKAO 67.407 | 9.988 | 117.353 | 0.465
PGNIG 07.734 | 9.823 | 85.573 | 0.368
PKNORLEN | 50.787 | 9.728 | 86.331 | 0.464
PKOBP 31.114 | 7.317 | 54.744 | 0.498
TPSA 40.003 | 8.681 | 71.768 | 0.504

Tablica B.4: Wartosci parametrow (1/v1 , 1/ve, A1 1 Ay ) teoretycznej funkcji autokorelacji
predkosci opisanej rownaniem (5.32) o$miu badanych spotek wchodzacych w sktad indeksu
WIG20. Parametry wyznaczono wedlug wzoréw (5.33), bazujac na estymowanych para-
metrach, ktérych wartosci podano w tabelach B.2 (metoda najwiekszej wiarygodnosci) i
B.3. W ostatniej kolumnie podano réwniez wartosé¢ wspotczynnika u? /o wystepujacego w
stacjonaryzowanym modelu Montero i Masolivera (4.32). Uwzgledniono jedynie transakcje

zawarte w godzinach 11.00-14.59.

Skrot nazwy | 1/ 1/vy Ay As w3/ s
BRE 12.079 | 186.753 | 0.02995 | 0.00244 | 0.197
GETIN 12.252 | 137.568 | 0.02844 | 0.00301 | 0.181
KGHM 6.508 | 75.018 | 0.07942 | 0.00373 | 0.225
PEKAO 9.109 | 106.737 | 0.04741 | 0.00373 | 0.210
PGNIG 8.839 | 73.360 | 0.03899 | 0.00582 | 0.310
PKNORLEN | 8520 | 75.812 | 0.04930 | 0.00460 | 0.233
PKOBP 6.292 | 48.224 | 0.07079 | 0.00647 | 0.221
TPSA 7.238 | 62.040 | 0.06034 | 0.00458 | 0.236
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Rozktad czaséw oczekiwania

Rozktad czas6w oczekiwania
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Rysunek B.1: Por6wnanie empirycznego histogramu czaséw wyczekiwania (male czarne
kwadraty) z dopasowanymi przewidywaniami modeli opisujacymi odpowiadajacy histo-
gramowi rozkltad. Linig przerywang przedstawiony jest rozklad eksponencjalny wyrazony
wzorem (5.26), natomiast linig ciggty rozktad podwodjnie eksponencjalny (5.28). Wewnatrz
wykreséw wykonanych w skali liniowej znajdujg sie ich zmniejszone odpowiedniki w skali
poét-logarytmicznej. Uwzgledniono jedynie transakcje zawarte w godzinach 11.00-14.59.
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Rysunek B.2: Unormowana funkcja autokorelacji predkosci ceny: empiryczna (czarne kwa-
draty), wyrazona wzorem (5.32) dla modelu z pamiecia jednokorokowsa (linia przerywana)
i wyrazona wzorem (6.5) dla modelu z pamiecig dwukrokowa (linia ciggta). Oba modele
teoretyczne opierajg sie na podwojnie eksponencjalnym rozkladzie czaséw wyczekiwania
danym wzorem (5.28). Uwzgledniono jedynie transakcje zawarte w godzinach 11.00-14.59.
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Dodatek C

Autokorelacja znaku predkosci ceny

Otrzymane w rozprawie funkcje autokorelacji predkosci ((5.20) i (6.35)) nie zaleza od
postaci rozktadu pojedynczej zmiany ceny. Jezeli rozwiniete tutaj modele faktycz-
nie poprawnie opisuja dynamike cen, to wlasnosé¢ ta powinna by¢ réwniez obecna
w danych empirycznych. Zatem, mozna przeprowadzi¢ test polegajacy, na zamia-
nie w danych empirycznych wszystkich zmian ceny na wartosci —1,0, 1, odpowied-
nio dla zmian ujemnych, zerowych i dodatnich. Z przewidywan modelu wynika, ze
funkcja autokorelacji predkosci tak otrzymanego procesu (czyli funkcja autokorelacji
znaku predkosci) powinna pokrywaé sie z oryginalna funkcja autokorelacji predkosci
(przedstawiong jako male czarne kwadraty np. na rysunku 6.5). Wyniki tego porow-
nania, przedstawiono na rysunku C.1 poprzez nalozenie na rysunek 6.5 unormowane;j
funkcji autokorelacji znaku predkosci (biale kwadraty). Faktycznie, pomijajac wy-
niki dla spotek PEKAO, PKNORLEN i PKOBP, przebiegi poréwnywanych funkcji
s3 do siebie zblizone, chociaz widoczna jest tendencja szybszego zbiegania autoko-
relacji znaku predkosci do zera. W trzech wymienionych przypadkach musi istnie¢,
nieuwzgledniony w modelach, dodatkowy mechanizm powodujacy obserwowang roz-
bieznosé.
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Rysunek C.1: Unormowana funkcja autokorelacji znaku predkosci ceny (biate kwadraty),
funkcja autokorelacji predkosci ceny (czarne kwadraty), wyrazona wzorem (5.32) dla mo-
delu z pamiecig jednokorokows (linia przerywana) i wyrazona wzorem (6.5) dla modelu
z pamiecig dwukrokowsa (linia ciaggla). Oba modele teoretyczne opieraja sie na podwdj-
nie eksponencjalnym rozktadzie czasow wyczekiwania danym wzorem (5.28). Autokorelacji
znaku predkosci ceny, w poréwnaniu do autokorelacji predkosci ceny, szybciej zbiega do
zera.
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