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dmax
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d = 1, 2, . . . , dmax
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rd,i
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d
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td,i
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d
�

§
d,k =

k
∑

i=1

td,i, k = 1, 2, . . . , nd,
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vd(τ) =
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∑

i=1

rd,i δ (
§
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÷� ��	
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〈vd(τ) vd(τ + t)〉τ =
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∫
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∑
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∫
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∫
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∫
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x
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2
, ∆t

2
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² °«� |A| ³°­��°� ´·´�¸ ¯ ³� °µ«³�· A ô ­�´³¯ «�¬´ 0 ≤ α ≤ 1
¸ �¬´ �°¹ �¯ �»�­´����·´³�³»��«�­��¸ ­�²³ � *�� » « �× ô �°Ø  ´�­ ÷»  ��¬°�¯ �«Ø²· �³ �»�­� » ��³��­ß´��® 	 ¸ �¬´ ° �á­«³»�­� ¸ ��³ »°²�¹ ­� �«�°µ�  ­« ´��­¬����¸ ­��® ô  �� �´È���®  °«�­­�¶·­��¸ � �·´³�³»��«�­�¸ « ��¹ �³º�«

Cd(t)
ô ¸ �¬´ �È»­� �·µ ¯­«�¸ ¬°� ³ 

x
� å�´�¯ ô ·¬´�ß��¸ Ø� �°Ø 

α
ô ¯ ³ò�¯�  �� ��ò �¸ �®» «�« �°�¬· ³ �°�´�× ³ �³» «� �¸ Ø�Ø ¸ �¸ »��´³º×

x = x(t)
� Ê�� ³´�°�¯ �­� ��°�µ«�²

x(t)
³°­��°�¯�

C α(t)
« ­�°�»�¯� » ��º­«� �»�­ß´���¯ �·´³�³»��«�­��¸ ­�¯ �Ý�¸ Ø� ­� ·»� °� �Èò­� �³°� �� � ¬�³�È» ��­ »��³�È» �³¬°�°�²È�­��® ¬�È ��� ô ���°�° ´³ �Èò­Ø »��´³º×

C(0)
ô » «���³º�«Ø  �¸ Ø�Ø ¯³ò�«»³º× �³�È»­�»�­«� »�­«�È» �� �Èò­��® »��³�È» ¸ �¬´ ·­³�¯³»�­� ¶·­��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«³ ô �°� �«

C n(t) =
C(t)

C(0)
,

÷� ���	
� ¬´Ø  ´��ò�

C α,n(t) =
C α(t)

C(0)
.

÷� ���	
Ç «���³º×  �­Ø »���ò�­«�¯ ÷� ���	 ­�°�»�¯� �»�­´���¯ �·´³�³������¸ ­�¯ �°¹ ·

α
�ñ ���ò� °�°­��°�× ô ò� »���ò�­«� ÷� ���	  ³¬´���°� ³��²«­��­�²³ ­��°¹ °«� µ� �»�°�²³ ô­«� »�¯�²�¸ Ø��²³ °­�¸ ³¯³º�« �³¬´��« ¸ ��«�²³�³�» «�� �³°� �� · �±­��«°¹ ­��°¹ °«�¯ « ÷� ���	 « ÷� ���	 ��°���³»� °«��¯  �� ³º¯ «· ¬� È ��� ³ ­�¸»�òß¬°�¸ �«�°µ«� ´��­¬���¸ « »�®³ °Ø���® » ¬� ��  «­ ��¬· Ç FÔ�Ù � ö«¬´� ¬�È ��� » ��° °�«�°µØ  ­« « �«�°µØ �­��«°³»�­��® ´��­¬���¸ « °³¬´� �� �³ �­� » ´�µ��« � ��� ªµ�«�°³­�� ³»�ò¬°Ø ¯�´³ Ø ¶·­��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« » ��° ° �»�­´���¯ « �·´³�³������¸ ß­�¯ « �°¹ ·

α = 10%
«
α = 90%

°³¬´� �� ��°� ¬´�» «³­� ­� ��¬·­�· � �� � �ò�»�¸ Ø�¸ ��³ ¯ «��� � ³»�ò�¸ ° �á­«³»�­��® �»�­´��« �·´³�³������¸ ­��® ¯³ò�¯� �³» «� °«�× ôò� ­� �³°«³¯ «� «¬´³´­³º�«
10%

»�¬´¹� ³»�­«� ·¸ �¯­��® �·´³�³�����¸ « ¸ �¬´ °¸ �» «¬�«�¯«¬´³´­�¯ �Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ô ò� �³»�ò¬°� ¯ «��� ·¶­³º�« ­«� °�» «��� ò� ­��® °� �³ò�ó�³  ³ �³°� �� · °¯ «�­ ��­ ô ° �´È���® ·°�¬�«»�­³ �·´³�³�����¸ � � Ö³­� ´³ ô ��°�¸¯·¸ �³­� ¸ � �­  °«�ó ´��­¬����¸ ­� ¸ ��³ ­�´·���­Ø ¸ � ­³¬´�¹ � ³ °«� �· ¬°���²· �°�¬³»�²³ �
´�� � 0�# �� ��(� (#��&��� � �"�� ���#�1 �!&�(�#�����-�' ��� � 3µ, �(���� �&���  �0���� &% !�����#��% # ���(�/1 ����#� $�. �!&�(�����-' % > ��&�� ��$& 0��� !�����#����� �ª# � $�. � �!&�(�#�����-' � 3
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°¯ «�­­Ø �³¬³»Ø � Ý³ò�¯� ´���° ° �á­«³»�× ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� »�¬´Ø�«�ß­«� �³­���´­�¸ ´��¸ ��´³�«« ô »��³»� °�¸ Ø� ­�¬´¹�·¸ Ø�Ø ô °�¬� ­«�°Ø » «���³º× �
ρ(rn, tn | rn−1, tn−1; rn−2, tn−2; . . . ; r2, t2; r1, t1)

ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�»�¬´Ø�«�­«� �³��¸ ­�²³ ��°�¬�³�· ³
rn
ô � ³¸ �» «�¸ Ø��²³ ¬«¹ �³ ³���¬«� »��°�ß�«»�­«�

tn
�«�°Ø� ³  �³��°� ­«�²³ ¬�³�· ô �³  »��·­�«�¯ �� ��¸ ®«¬´³�«« ô �°� �«» ¬°�¬´�«�® »�°�º­«�¸ ¬°��® ¬�³�È» « �°�¬È» »��°��«»�­«� ô ¸ ��«� ¸ � �³��°� °� ��

(t1, r1; t2, r2; . . . ; tn−1, rn−1)
�

½�­³­«�°­� ¯³ �� Ý³­´�³��� « Ç�«¬¬� ¸ �¬´ ³���´� ³ °� �³ò�­«� »���ò³­� »°³��¯÷���	 ô �°� �« ��°�¸¯·¸ � »�¯ «�­«³­� ´�¯ ÷´·ò � ³  » ¬�³¯­«�­�¯ »°³��¯ 	 °� �³ò�­«�÷�	ß ÷¼	 � å� �³ò�­«� ´� ²�­��·¸ Ø ´��¸ ��´³�«� ô �´È�� ¬Ø ¬´�´�¬´��°­«� ­«�°¯ «�­­«�°� °�» °²�¹ · ­� ��°�¬·­«¹�«� » �°�¬«�) ÷¬´��¸ ³­��­�	 ³��° » ��°�¬´�°�­« ¬´�­È» ô �°��« »� ��­« ¸ � ­³�³ ­� �½³��¸ ­� ô ��°� ¬´�» «³­� » ����� �³°¬°��°�­«� ��­³­«�°­�²³ �ÊËÇ ³�«���¸ Ø ¬«¹­� °¯ «�­«� » °³�· ÷���	 ô � ³��°�° »��³»� °�­«� «­­�²³ �³ °�¸ · ��°�µ�«ò�­«� �å�·»�ò¯�ô ò� ° ���«����¸ ­�²³ �·­�´· » « °�­«� ­�¸ µ�� °«�¸ ��°� �´­�¯ ³�«¬�¯��³��¬· ¬´³ �®�¬´��°­�²³ ¬Ø ¶·­��¸ � �³°� �� · 
Ü�� � Ç ��°��� �· ��³��¬È» Ý���³»� ô» «���³º�«Ø »�¬´���°�¸ Ø�Ø  ³ �� �­�²³ ³�«¬· ��³��¬· ÷�³��°�° ¶·­��¸ � �³°� �� · 	 ¸ �¬´¸ �²³ ��³��²�´³�6
P (x2, t2 | x1, t1)

� *�¬´ ´³ ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� °­���°«�­«���³��¬· » ¬´�­«�
x2
» �®» «�«

t2
ô � ³  »��·­�«�¯ ò� » �®» «�«

t1
µ� � » ¬´�­«�

x1
�à �� » ¬� ³¯­«�­��® ��³ ��¬È» » ��º­«� ° ´�²³ ��³��²�´³�� ¸ �¬´�º¯� » ¬´�­«� ·°�¬��×» ¬°�¬´�«� ¶·­��¸ � �³°� �� · 
Ü�� � à³ �´�³»³  �� ��³��¬È» ¬´��¸ ³­��­��® « ´��­¬��ß��¸ ­«� ­«�°¯ «�­­«�°��® ô �°��« » �� �­« ¸ � ­³�³ ­��® ô °��®³ °« �È»­³º×

P (x2 + x, t2 + τ | x1 + x, t1 + τ) = P (x2, t2 | x1, t1) ,
÷¼ ��	

��°�° �³ µ �° ¬´��´� ³²È�­³º�« ô ��³ ��¬ ° �á­«³»�­� ¸ �¬´ � ³��°�° ��³��²�´³� ��°�ß¬·­«¹´� » �°�¬«� « ��°�¬´�°�­«
P (x2 − x1, t2 − t1 | 0, 0)

� à �� ·��³¬°�°�­«� °��«¬· »­«­«�¸ ¬°�¸ ����� µ ¹ ¹ ³°­��°� � ´�­ ��³��²�´³� ��°�°
P (X, t)

ô ² °«�
X = x2 − x1³��°

t = t2 − t1
�Ç ��°��� �· µ �Ø °�­«� �³¬³»�²³ » �°�¬«� �«Ø² ��¯ ô ��³��¬ ° ¸ ��«¯ ¯�¯�  ³ �°�ß­«�­«� ­«� ¸ �¬´ » ³²È�­³º�« ��³��¬�¯ Ý���³»� � å ´�²³ � ³»³ · �� ��­ ³�«¬ ��³��¬·¯³ò­� ·°�¬��×  ³�«��³ ��°�° � ³ �­«� » ¬°�¬´�«�® ¶·­��¸ « �³°� �� · � ñ� ¬°�°¹º�«� » «¹�ß¬°³º× «­´���¬·¸ Ø���® « µ� �­��® �®����´���¬´�� ��³ ��¬È» ¬´³ �®�¬´��°­��® ô ¸ ��«� ¬Ø� ³�È»­�»�­� ° »�­«��¯ « ��¬� ���¯�­´È» ¬´�­³» «Ø �®����´���¬´��«  �·²³�°¹ ³»� ô ³ ·°�¬��­«� �´È���® »�¬´���°� ¬�¯ ��³��²�´³� ��»°²�¹ ­«�¸ Ø� ¬� ���á�°­� �®����´�� ³�«¬�»�­�²³ ��³ ��¬· ¬�³�³»�²³ «  �� · ��ß´» «�­«� °��«¬· »�¬´¹�·¸ Ø���® °���ò­³º�« ô ·ò�»�¯� �Èò­��® ��³��²�´³�È» ° �á­«³ß»�­��® �³­«ò�¸ � Ö�°�¸¯·¸ ¹ ­�¬´¹�·¸ Ø�� ³°­��°�­«� Þ

�Ä�$& &� 0��-���' � ��' $�� > # $&�$!�(!  � #0��#� ����' #� ,0��#� ��� �! >  �8��-' � 9.$&�/-�0��# �0� �2��­$&#� #��!�(�#�9�
ρ
3+Å���  � �&(�#�� ��;�"���! � �$&�����! /�� ���9� -��$! #�-��(�#���� 37, $����(� -�&�#���' ($�%"-� Æ¯ÇÈ # ���(�/1 &� ' �$& ����-���� ' �(�

P1|1 (x2, t2 | x1, t1)
3

�Ù



• P (X, t)
ß ¸ �� »�°�º­«�¸ ô ¸ �¬´ ´³ ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� » �®» «�«

t��³��¬ µ ¹ °«� ¯ «� � »��´³º×
X
ô � ³  »��·­�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º× ­�°�»�¯ 
¯ «¹��«¯ 
 ��³��²�´³��¯ �

• Q (X, t)
ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� » �®» «�«

t
��³��¬����ÄÛ� ¦�¥  ³ »��´³º�«

X
ô � ³  »��·­�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³ �°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º× ­�°�»�¯ 
³¬´��¯ 
 ��³��²�´³��¯ « �³°»�ò�¯´���³  ��

t > 0
�

ËÈò­«�� �³¯ «¹ °� ³¬´��¯ « ¯ «¹��«¯ ��³��²�´³��¯ ¸ �¬´ ´��� ô ò� » ��°��� �· ¯ «¹�ß�«�²³ ��³��²�´³�� ô ��³��¬ ¯ ³ò� ³¬«Ø²­Ø× �³ó�³»Ø »��´³º×
X
»�°�º­«�¸ ô ��°�  �®» «�Ø

t
« � ³°³¬´�× » �³ó�³»�¯ ¬´�­«� ÷�°��« µ �° ��°�¬�³�· 	 �ò  ³ �®» «�«

t
� ñ �´³¯ «�¬´ ô   ��³¬´��²³ ��³��²�´³�� »��´³º×

X
³¬«Ø²�­� ¸ �¬´  ³� �� ­«� » �®» «�«

t
�Ç��³»� æ¯� ´°» � ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»³ ��°�´�»�­«� ÷�­² � ¬³¸ ³·�­ ��³µ�µ«�«´� 	

Ψ(t) =

∞
∫

t

ψ(τ)dτ,
÷¼ ��	

 °«¹�« �°�¯· ¯³ò�¯� »���°«× °���ò­³º× � ³¯ «¹ °� �³»�ò¬°�¯ «  »³¯ � ��³��²�´³ß��¯ « ÷¯ «¹��«¯ « ³¬´��¯ 	 �È»­�­«�¯

P (X, t) =

t
∫

0

[δ(X) +Q (X, τ)] Ψ(t− τ)dτ.
÷¼ �¼	

Ç �³»�ò¬°�¸ �����¸ « ¬� �� ­«� » �³¬´��«  ��´� à «���� � ³¸ �» «� ¬«¹ ô �µ� ·»°²�¹ ­«×���» ³�³ ³µ«�ó¬´»³ ­«�»��³­�­«� ò� ­�²³ ¬�³�· ��°�° �� �� ³���¬
t
�ñ�¬´¹�­«� ô  ³�³­·¸ �¯� �³ °«� �· 
³¬´��²³ 
 ��³��²�´³�� °� » °²�¹ · ­� �«�°µ ¹ »�ß�³­�­��® ¬�³�È»  �á­«·¸ Ø�

• Qn (X, t)
ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� � ¦¨� �©�

t
���B¦�Ä ����ÄÛ� ¦�¥  ³ »��´³º�«

X
�¥Û��ÏÎ Ã¦ ��Û Â����� �B§¥ ÄÛ�Û ô � ³  »�ß�·­�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	 µ� � » °��°� ÷

X = 0
	 � Ê ¹ » «���³º×�È»­«�ò µ ¹ ¹ �³°»�ò� � ´� ��³  ��

t > 0
�

å» «Ø°�� ¯ «¹ °�
Qn (X, t)

ô �
Q (X, t)

»���ò� ¬«¹ » °³��¯
Q (X, t) =

∞
∑

n=1

Qn (X, t) .
÷¼ �Ó 	

å� »°²�¹ · ­� »�¬´¹�·¸ Ø�� » ¶³�¯ ��«°¯ «� �ÊËÇ �È»­�­«� ³ �®����´��°� �³­»³�·�¸ «÷¬��³´· 	 ô ·°�¬� ­«³­�¯ ¸ �¬´ ¬´³¬³»�­«� ´��­¬¶³�¯ �´� ã³·�«����ö������ 
� ô  �á­«³»�ß­�¸ ÷��´�° �³­«ò�¸ 	 ­� �  �� ¯ «¹��«�²³ ��³��²�´³��

P̃ (k, s) =

∞
∫

0

dte−st

∞
∫

−∞

dxeikxP (x, t) ;
÷¼ �Ü	

��



�­��³²«�°­� ´��­¬¶³�¯ ��¸ � ¯ �¸ Ø ¯ «�¸ ¬��  �� �³°³¬´� ���® ��³��²�´³�È» � å» �È×¯�·»�²¹ ô «ò ¬�¯µ³�
Ã
ô ��° µ ¹ °«� ³°­��°� � ´��­¬¶³�¯ �´¹ ã³·�«����ö������ 
� ¶·­��¸ «

A÷» ��°��� �· ¶·­��¸ «  »È�® °¯ «�­­��® 	 ô ��° ´��­¬¶³�¯ �´¹ ã³·�«��� ÷» ��°��� �·¶·­��¸ « ¸ � ­�¸ °¯ «�­­�¸ ³  ��²·¯�­´· �°��°�» «¬´�²³ 	 ô � ��° ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
�÷» ��°��� �· ¶·­��¸ « ¸ � ­�¸ °¯ «�­­�¸ ³  ��²·¯�­´· ­«�·¸ �¯­�²³ 	 ��°� �°�¯ ô ¬´³¬³ß»�­� ¸ �¬´ » ´��« ¬� ³¬Èµ ô �µ� ­«� ��³»� °«�  ³ �³­� «�´· ³°­��°�ó � Ö³ »��³»� °�­«·´��® ´��­¬¶³�¯ �´ °���ò­³º× ÷¼ �¼	 ��°�¸¯·¸ � �³¬´�×
P̃ (k, s) = Ψ̃(s) + Ψ̃(s)Q̃(k, s),

÷¼ �¾	
² °«�

Ψ̃(s) =
1− ψ̃(s)

s
.

÷¼ �Õ	
ñ�´³¯ «�¬´ ° ·»�²« ­� �«­ «³»³º× ´��­¬¶³�¯ �´� ã³·�«���ßö������ 
� ô °���ò­³º× ÷¼ �Ó 	��´»³ ��°�� �� � ¬«¹ ­�

Q̃(k, s) =

∞
∑

n=1

Q̃n(k, s).
÷¼ ��	

Ö�°��®³ °«¯� ´���°  ³ »���³»� °�­«� °���ò­³º�« ô �´È�� � ³°»³�Ø ­�¯ ­� °­���æ×��³��²�´³�� » �³¬´��« ¸ �»­�¸ �
° ON ÉWST��U^gQdbQ � U� dQ� S�c�UVb ST�SU�U��TÊ�
å�·»�ò¯�ô ò� � ³¯ «¹ °�  »³¯ � ��³��²�´³��¯ « ³¬´��¯ « ´��·

Qn(X, t)
 �� �³��¸ ­��®

n
°��®³ °« ÷ ��  ³»³�­�²³

h(rn)
	 °���ò­³º× ���·��­��¸ ­� �³¬´��«

Qn(X, t) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn h(rn) Qn−1(X − rn, t− t′), n ≥ 2.
÷¼ �¡	

*�ò��« ��³ ��¬  ³� �� ­«� » �®» «�«
t
��°�¬���·¸ �  ³ »��´³º�«

X
»��³­·¸ Ø�

n
ß´� ¬�³� ô´³ ¯·¬«� � »

n−1
¬�³���® » ��»­�¸ �®» «�«

t−t′  ³´�°�×  ³ «­­�²³ ¯ «�¸ ¬�� X−rn
ô � ³�°�¯ �³ �°�¬«� »��°��«»�­«�

t′
ô �°� �« » �®» «�«

t
ô »��³­�× ¬�³�

rn
� ËÈ»­�­«� ÷¼ �¡	¸ �¬´ ·º�� ­«�­«�¯ �³ » ¬°�¬´�«�® ¯³ò�«»��® »��´³º�«��®

t′
³��°

rn
»��° ° »�²�¯ «

ψ(t′)
³��°

h(rn)
�ËÈ»­�­«� ÷¼ �¡	 �³ ��°���³»� °�­«· ´��­¬¶³�¯ �´� ã³·�«���ßö������ 
� ��°�¸¯·¸ ���³¬´¬°Ø � ³¬´�×

Qn(k, s) = ψ̃(s)h̃(k)Qn−1(k, s), n ≥ 2.
÷¼ ��Ù	

Ç «� °Ø� ô ò� �³ �°Ø´�³»³
Q1(X, t) = ψ(t)h(X),

÷¼ ���	
��



�°��«
Q̃1(k, s) = ψ̃(s)h̃(k),

÷¼ ���	
��´»³ ¯³ò­� »���³»� °«× ° �È»­�­«� ÷¼ ��Ù	 ³²È�­� �³°» «Ø°�­«�  ��  ³»³�­�²³

n ≥ 1

Q̃n (k, s | ξ) = ψ̃n(s)h̃n(k).
÷¼ ��¼	

Ö³  ³�³­�­«· ¬·¯³»�­«� ÷¬°���²· ²�³¯�´���°­�²³ 	 »�  �·² »°³�· ÷¼ ��	 « »��³�°�ß¬´�­«· �³  �³ °� »���ò�­«� ÷¼ ��¼	 ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃(k, s) =

ψ̃(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��Ó 	
É´Ø  ô ­� � ³ ¬´�» «� »���ò�ó ÷¼ �¾	 « ÷¼ �Õ	 ³´�°�¯·¸ �¯� ³¬´�´��°­«�

P̃ (k, s) = Ψ̃(s) + Ψ̃(s)
ψ̃(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
=

Ψ̃(s)

1− h̃(k)ψ̃(s)
=

1

s

1− ψ̃(s)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.
÷¼ ��Ü	

*�� » « �× ô »�°­��°�­«� ��³��²�´³��
P
¬��³»� °� ¬«¹  ³ °­�¸ ³¯ ³º�«  »È�® ²¹¬´³º�« ô��°�¬´�°�­­�¸

h
« �°�¬³»�¸

ψ
ô ³�«¬·¸ Ø���® �³¸ � �­�°� ��³� » ��³ ��¬«� ¬´³ �®�¬´��°ß­�¯ � Ë�Ä§ §� Û©Ï¦���¥ �¥��Û �§� ����Î Ã¦¥ ¤�D ©���ìG ��Û������ Û����¦�B�¥¦¨ Ï�ÅA ©� ��è @��¤�©��¤Ï íMÌ� �

° OZ Í�UV� �dUTWgUV� U ��Tf URbgf� PÎÏÉ
å�·»�ò¯�ô ò� ��°� »���³»� °�­«· »���ò�­«� ÷¼ ��Ü	 ��°�¸ ¹�«º¯� °� �³ò�­«� ô «ò �³°ß� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  �� �«��» ¬°�²³ ³���¬· »��°��«»�­«� ô �³°� ³�°�­�¸ Ø��²³¬«¹ ³ 

t = 0
ô ¸ �¬´ « �­´��°­� ¸ �� » �³°³¬´� ���® ��°��� ���® � *�¬´ ´³ �È»­³»�ò­�°� �³ò�­«· ô ò�  ³� �� ­«� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸

t = 0
¯«�� ¯ «�¸ ¬�� ¬�³�  ³ ¬´�­·

X = 0
� �°�¬��­� » ´�­ ¬� ³¬Èµ ��³��²�´³�� ¬Ø °» «Ø°�­� »��·­�«�¯ ³�«¬·¸ Ø��¯��³��¬ ô » �´È��¯  ³� �� ­«� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ­�¬´Ø�«� ¬�³� ��³��¬·  ³ ¯ «�¸ ¬��� ³�°Ø´�³»�²³ � Ê�� »���³»� °³­� ��³��²�´³� ­«� ¸ �¬´ ¬´��¸ ³­��­�� É� ³¬³µ �¯ ­�¬´��¸ ³­���°��¸ ¹ ��³��²�´³�� °���³�³­³»�­�¯ ��°�° Ê·­���� 
� 
Ó ô Ü� ¸ �¬´ °� �³ò�­«�³¬³µ­�²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�­«�  �� �«��» ¬°�²³ ¬�³�· � ª�°�» «º�«� ô ¯ �´³ �´� ¸ �¬´ µ�� °³ ³²È�­� « ¯³ò� µ�× °�¬´³¬³»�­� ­«� ´���³  ³ ¬´��¸ ³­���°��¸ « ô ��� �È»ß­«�ò  ³ «­­��® °�²� ­«�ó 
¼¾ ô ÓÓ ô Ü¡ ô ¾Ù� ô ² �ò ¯ �¯� �� �­Ø  ³»³�­³º× °�� �� �­�²³�³°� �� · �Ç ­«­«�¸ ¬°�¸ ����� °�¸¯·¸ ¹ ¬«¹ ² �È»­«� ��°��� �«�¯ ¬´��¸ ³­��­�¯ ô » �´È��¯�³°� ��  �«��» ¬°�²³ ¬�³�· ¸ �¬´ ·º�� ­«³­�¯ �³°� �� �¯ �³ »¬°�¬´�«�® ¯³ò�«»��®�®» «���® »�¬´Ø�«�­«� ��°�¬�³�· ��°�  �®» «�Ø °��³ � å� �È»­�­«�¯ « ÷¼ �¼	 « ÷¼ �Ó 	 »����� 
¼¾� ��°�¸¯·¸ ¹ ô ò�

ψ1(t) =

∞
∫

0

dt′ψ(t+ t′)

∞
∫

0

dt′′
∞
∫

0

dt′ψ(t′ + t′′)

÷¼ ��¾	

�¼



³��°
Ψ1(t) =

∞
∫

t

ψ1(τ)dτ.
÷¼ ��Õ	

Ö³  ³�³­�­«· ´��­¬¶³�¯ ��¸ « ö������ 
� ³´�°�¯·¸ � ¬«¹
ψ̃1(s) =

1

〈t〉
1− ψ̃(s)

s

÷¼ ���	
³��°

Ψ̃1(s) =
1− ψ̃1(s)

s
.

÷¼ ��¡	
å�´�¯ ô �µ� ¯³ò­� µ� �³ »��³»� °«× ´�� ° �á­«³»�­� �³°� ��  �°�¬È» »��°��«»�ß­«�  �� �«��» ¬°�²³ ¬�³�·

ψ1(t)
ô ¯·¬« «¬´­ «�× º�� ­« �°�¬ »��°��«»�­«� � ³°³¬´� ���®¬�³�È» ô �°� �«

〈t〉 =
∫ ∞

0

t ψ(t)dt <∞.
÷¼ ��Ù	

Ç��´³ °» �È�«× ·»�²¹ ô ò� ¸ � �­�¯ �«Ø² ��¯ ��°��� �«�¯ �³°� �� ·  �� �´È��²³
ψ1(t) =

ψ(t)
ô ¸ �¬´ ��¬� ³­�­�¸ ��­� �³°� ��  �°�¬È» ³�°��«»�­«� ��³��¬· Ö³«¬¬³­� 
��� �Ç�  �·² 
¾�� ¸ �¬´ ´³ �È»­«�ò »��·­�� ¬ ��µ �¸ ��²³ ��°­³º�« ��³��¬· � ± �²·¯�­´·¯³ò�«» «�¸ Ø�� °�³°·¯ «�­«� ´�²³ »��·­�· ¸ �¬´ ­�¬´¹�·¸ Ø��� ±µ� º�� ­«� � ³ °�¬� ³��¯ ³² �� µ�× �È»­� º�� ­«�¸ �³ �°�¬«� ô �°�¬ ·º�� ­«�­«� ¯·¬« µ�× ³ �³» «� ­«³   �·²« �

*�º�« ·� ��  ­«� ¯ � �®����´���¬´��°­�²³ ô ´°­ � º�� ­«�²³ �°�¬· ¯ «¹ °� ¬�³��¯ «ô ´³ ³»³�­«�   �·²« �°�¬ ·º�� ­«�­«� ­«² � ­«� µ ¹ °«� »�¬´���°�¸ Ø���Ç���³»� °�­«� ��°� ¬´�» «³­� » �³��°� ­«¯ ����²��á�  �¸ � ¬«¹ ��´»³ ·³²È�­«×­� �³»�ò�¸ ³�«¬�­� ��°��� �� «­­�²³ ´���´³»�­«� ¬�´·��¸ « � ³ �°Ø´�³»�¸ � å¯ «�­«�·��²� »È»�°�¬ °���ò­³º× ¯ «¹ °� ��³��²�´³��¯ « »���ò³­� »°³��¯ ÷¼ �¼	 � ��°�¸¯·¸ �³­� �³¬´�×

P (X, t) =

t
∫

0

[δ(X)Ψ1(t− τ) +Q (X, τ) Ψ(t− τ)] dτ
÷¼ �� �	

³��° ÷¼ �¾	
P̃ (k, s) = Ψ̃1(s) + Ψ̃(s)Q̃(k, s),

÷¼ ���	
��°� �°�¯ ��³��²�´³�

Q1(X, t)
ô ³µ ��­� »� »°³�°� ÷¼ ���	 ô ��°�µ«��� � ³¬´�× Þ

Q1(X, t) = ψ1(t)h(X)
÷¼ ��¼	

³��°
Q̃1(k, s) = ψ̃1(s)h̃(k) .

÷¼ ��Ó	
�Ó



ñ�´³¯ «�¬´ °���ò­³º× ���·��­��¸ ­� ÷¼ ��Ù	 ­«� ·��²� °¯ «�­«� ô °�´�¯
Q̃n (k, s | ξ) = ψ̃1(s)ψ̃

n−1(s)h̃n(k).
÷¼ ��Ü	

Ö³  ³�³­�­«· ¬·¯³»�­«� »�  �·² »°³�· ÷¼ ��	 ³��° »��³�°�¬´�­«· »���ò�­«� ÷¼ ��Ü	³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃(k; s) =

ψ̃1(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��¾	
É´Ø  ô ³��° ­� �³ ¬´�» «� ÷¼ ���	

P̃ (k, s) = Ψ̃1(s) + Ψ̃(s)
ψ̃1(s)h̃(k)

1− h̃(k)ψ̃(s)
.

÷¼ ��Õ	
*�ò��« »��«�­�¸ �

µ2 =

∞
∫

−∞

dx x2 h(x)
÷¼ ���	

·ò�»�­�²³ �³°� �� · ¬�³�È» ¸ �¬´ ¬�³ó�°³­� ô ´³ ·°�¬��­� » ´�­ ¬�³¬Èµ » �� �­« ¬´�ß�¸ ³­��­� ��³��²�´³�  �­� »°³��¯ ÷¼ ��Õ	 ·¯³ò�«» «� ­�¯ »���³»� °�­«�  �·²³�°¹ß ³»��® �®����´���¬´�� ��³��¬· » ¬°�°�²È�­«�  ³²³ ­�¸ � ³¬´��« �å �á­«·¸¯� ´���° °���ò­Ø ³  �°�¬· »��«�­�¸ ¹ ÷º�� ­«� ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�	��³��¬·
m2(t) =

〈

X2(t)
〉

.
÷¼ ��¡	

Ý³ò�¯� ³´�°�¯�× ¸ �¸ ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
� �³��°�°  »·��³´­� �Èò­«�°�³»�­«�¯ «¹��«�²³ ô ¬´��¸ ³­��­�²³ ��³��²�´³�� ÷¼ ��Õ	 »���ò³­�²³ » °¯ «�­­��® ã³·�«���ßö������ 
�

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2

s2 〈t〉 ,
÷¼ �¼Ù	

² °«� �³  �³ °� ¬�³�°�¬´��«º¯� ° »���ò�ó ÷¼ �Õ	 ô ÷¼ ���	 ô ÷¼ ��¡	 ³��° ÷¼ ���	 � ª » ��ß��¸ Ø� ´¹ ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
� ô ³´�°�¯·¸ �¯�
m2(t) = 2D|t|, ÷¼ �¼ �	

�°��« �«­ «³»Ø °���ò­³º× º�� ­«�²³ ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�²³ ³  �°�¬· ô �®����´�ß��¬´��°­Ø  �� ��³��¬·  �¶·°¸ « ÷��³��¬· Ç «�­��� 
Ü��	 ô ² °«� » ¬�È ��°�­­«�  �¶·°¸ «
D = µ2

2〈t〉
> 0

� å�·»�ò¯�ô «ò »�­«� ´�­ ­«� °���ò� ³  �³­���´­�¸ �³¬´��« �³°� �� È»
h(x)

³��°
ψ(t)

ô � ¸ � �­«� ³  ¬�³ó�°³­�¸ »��´³º�« º�� ­«�²³ �°�¬· »��°��«»�­«� ÷¼ ��Ù	³��° ¬�³ó�°³­�¸ »��«�­�¸ « �³°� �� · ¬�³�È» ÷¼ ���	 �
�Ü



À�©�Î �Ã ¦¨���Û§��¥Ä§¥ÛÃ ��ÏÅ���Ú���Ã C Ä§���� �Ã¦Ã Î ���� � Û©Ï¦��B�¥¦¨ �©�¤��§A� ���©��¥ ��������������Î � ��� ��Î Ä��Î ���¦¥C Î �Ä§ @Ï�Û¦Î ��Ï§�Û���©�¦Î � ��Ú�Û�ì¦� E å �á­«·¸¯� �®» «�³»Ø ��¹ �³º× ��³ ��¬· ô ��°�°
v(t) =

dX(t)

dt
.

÷¼ �¼�	
ã·­��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«   �� ��³��¬· ¬´��¸ ³­��­�²³ ÷µ �°  ��¶· 	 ¸ �¬´ ¶·­��¸ Ø¸ � ­�¸ °¯ «�­­�¸ ÷´°­ � �Èò­«�� �°�¬È» 	 ô ° �á­«³»�­Ø »°³��¯

C(t) = 〈v(0)v(t)〉 , ÷¼ �¼¼	
² °«� 〈. . .〉 ³°­��°� ·º�� ­«�­«� � ³ °�¬�³�� ¬´�´�¬´��°­�¯ °�³ò³­�¯ ° » «��· ����«ß°��¸ « ��³ ��¬· � ��� ­«� ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�

m2(t)
�Ø�°� ° ¶·­��¸ Ø �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«

C(t)
°���ò­³º× 
¾��

C(t) =
1

2

d2

dt2
m2(t),

÷¼ �¼Ó	
�³ » ��°�¬´�°�­« ã³·�«���ßö������ 
�  �¸ � °» «Ø°��

C̃(s) =
s2

2
m̃2(s).

÷¼ �¼Ü	
å�´�¯ ô � ³ ¬´�» «�¸ Ø� ÷¼ �¼Ù	  ³ ÷¼ �¼Ü	 ³´�°�¯·¸ �¯�

C̃(s) =
µ2

2 〈t〉 ,
÷¼ �¼¾	

�³ �³ ³ » �È ��­«· ´��­¬¶³�¯ �´� ��³»� °«  ³
C(t) =

µ2

2 〈t〉 δ(t).
÷¼ �¼Õ	

*�� ­���ò� �³ ³�°��«»�× ³´�°�¯ ��«º¯� »�­«� �®����´���¬´��°­�  �� ��³��¬·  �¶·°¸ « ô�°� �« �·´³�³�����¸ ¹ ��¹ �³º�« » �³¬´��«  ��´� à«���� ô » �´È��¸ ¬´� �� ��³� ³��¸ ³­��ß­³º�« ¸ �¬´ »��«�­�¸ Ø ��¹ �³º�« ��³��¬· � Ç�­«� ´�­ ¯³ò­� ´�ò ·°�¬��× �³ ¬´�» «�¸ Ø�µ �°�³º�� ­«³ »���ò�­«� ÷¼ �¼ �	  ³ ÷¼ �¼Ó 	 « »��³�°�¬´·¸ Ø� ¶��´ ô ò� d
dt
m2(t)

¯� » �®» «�«
t = 0

¬�³� ° −µ2

〈t〉

 ³ µ2

〈t〉

�Ö³�È»­·¸ Ø� »°È� ÷¼ �¼Õ	 ° ��°�µ«�²�¯ « �¯�«���°­��® ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« ��°� ¬´�» «³­�¯ « ­� ��¬·­�· � �� ÷¯ ��� �°��­� �»� ��´� 	 » « °«¯�ô ò� Û���B��¦��¥ @��¤�©��¤ íMÌ� ��� Î �Ä§ � Ä§���� ��§����¥G ÏÎ �¤��Î ¦�Úì¦� ����BÁ��ÅÏ ��Û�����Å� �� �¥Û��Ä�¦¨ EÇ�­«�« ��°� ¬´�» «³­� » �³»�ò¬°�¯ �³° °«��� ¬´�­³» «Ø ¸ � �­«� �·­�´ ³ ­«�¬«�ß­ «�  ³ ·³²È�­«�ó ¯³ ��· °���³�³­³»�­��® »  ��¬°�¸ �°¹º�« ������

�¾
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Ó ON ÔQdQgU f �^QR�
Ö³��°� ­« �³° °«� � ¯ ³ò­� �³ ¬·¯³»�× ¬´» «�� °�­«�¯ ô ò� ��­³­«�°­� ¶³�¯ ��«°¯�ÊËÇ ³���´� ³ »���ò�­«� ÷���	 ­«� ¸ �¬´ »�¬´���°�¸ Ø��  ³ ³�«¬�­«� ¬´³�®�¬´��°­�¸ �­�¯ «�« ��­ »��³�· ²«� � ³»�²³ � É´» «�� °�­«� ´³ µ�°·¸ � ­� »�­«���® �­��«°� �¯�«ß���°­�¸ ��°� ¬´�» «³­��® ­� ��¬·­�· � �� ô ² °«�  ³µ�°� » « ³ �°­� ¬Ø ·¸ �¯­� �·´³�³��ß���¸ � ÷��´�° ¯ ��� �°��­� �»� ��´� 	 � Ö³­� ´³ ô ¸ �� » ¬�³¯­«� ��¯ ¸ ·ò »� Ç��³»� °�ß­«·  ³ ­«­«�¸ ¬°�¸ �³°���»�ô °¸ �» «¬�³ »�¬´¹� ³»�­«� ¬«�­�¸ �³�����¸ «  »È�® �³��¸ ­��®°¯ «�­ ��­ µ� �³ ¬°��³�³ ³¯�» «�­� » �«´���´·�°� ��³­³¯ �´���°­�¸ 
�¾ ô ¼ �� � à³ �´ß�³»³ ô �³¸ �» «� �� ¬«¹ �³ �¸ º�«� ·»°²�¹ ­«�¸ Ø�� °���ò­³º×  »È�® �³��¸ ­��® ³���¬È»»��°��«»�­«� ô ³���´� ² �È»­«� ­� ¯³ ��· â­²�� 
� « Ë·¬¬���� °»�­�¯ Õ ýûùÖ�× Ö�þþüØ�
Ùùú�üûüùú�� �ýÖ�ûüùú � 
¾¼� �Ç �³­´��º�«� á­�­¬³»�¯ ô ��°�²­��¸ � ° °� �³ò�ó ´�» «Ø���® · �³ ¬´�» »���ò�­«�÷���	 ô µ ¹ Ø��²³ ¶·­ �¯�­´�¯ ��­³­«�°­�²³ �ÊËÇ ô �³¸ �» «�� ¬«¹ » ������® 
Ó� ô Ó¼� �Ç�  �·² �·´³�È» �³�����¸ � �³��¸ ­��® ��°�¬�³�È» ¬Ø »���æ­«� ¬«�­«�¸ ¬°� ³  �³�����¸ «�°�¬È» »��°��«»�­«� « ² �È»­«� » ´��® �«��» ¬°��® ·��´�·¸ � ¬«¹ æ�È  �� ­«�°²³ ­³º�«��°�» « �»�ó ��­³­«�°­�²³ ¶³�¯ ��«°¯· �ÊËÇ °  �­�¯ « �¯�«���°­�¯ « � à ��´�²³ »�ß��ò�­«� ÷���	 °³¬´� �³ °�¬´Ø�«³­� ��°�° »���ò�­«� ÷���	 � ñ ���ò� � ³ ���º�«× ô «ò » ¬»³«�®�³°»�ò�­«��® 
¾Ó� �·´³�°� ��°�¸¯·¸ Ø ô ò� «¬´³´­� »  �­�¯ «�� ¬Ø ¸ � �­«� °¯ «�­� ��­³ «�® ­�¸¯­«�¸ ¬°Ø ¯³ò�«»Ø »��´³º× ô �°� �« ´°» � ´«�� � å�´�¯ ô » ����� 
Ó�� ��°�¸¯·¸ Ø ôò� �³°� ��  °¯ «�­ ��­ ��°�µ«��� � ³¬´��«� Þ  »·¬´�­³»Ø

h(x) =
δ(x− c) + δ(x+ c)

2
,

÷Ó ��	
³°­��°�¸ Ø�Ø ô ò�  �¬���´­� »��´³º× ´«��· ±c ¸ �¬´ ³¬«Ø²�­� ° ¸ � ­��³»�¯ ���» ³�³ß ³µ«�ó¬´»�¯

1/2
��µ³ ´�°�¬´�­³»Ø

h(x) =
1−Q

2
δ(x− c) +Qδ(x) +

1−Q

2
δ(x+ c).

÷Ó ��	
�Ú��( ' �$& 0�# $��-?��� �(-�0&�#���9� & ;!��-����� 3 , #����� & ;!��-����! ����-�� ;�2� &��!&���9��$�' �� �� �� #��!�(�#�-? -��$ª# � �. ��� ����� ��#�-? 3

�Õ



Ç ��°��� �· ´�°�¬´�­³»�¯ ô °¯ «�­­� �³¬³»�
X
° ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯

Q
ô �´È��¸ �¬´ �³��¸ ­�¯ ����¯ �´��¯ �³°� �� · ô ��°�¸¯·¸ � »��´³º×

0
ô ­�´³¯ «�¬´  �¬���´­� »�ß�³º× ´«��· ±c ¸ �¬´ ��°�¸¯³»�­� ° �È»­�¯ ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯ »�­³¬°Ø��¯ (1−

Q)/2
�à �� ´��«�²³  »·ß �·µ ´�°�¬´�­³»�²³ �³°� �� · ¬�³�È» ô �³°� ��  »��·­�³»�

h(rn |
rn−1)

¬�³�·
rn
ô � ³  »��·­�«�¯ ·¬´��³­�¸ »��´³º�« ¬�³�· ²³ �³��°� °�¸ Ø��²³

rn−1
ô»���ò� ¬«¹ ³ �³» «� ­«³ ô ��°�° ¯ ��«��° ³ �³°¯ «��°� �� � ��µ³ ¼�¼ � à �� ´��® ¯ ��«��°�°���³�³­³»�­³ «�® ¸ �»­Ø �³¬´�× ÷��´�° » °È� ÷¼ �	 » ����� 
Ó��	 � Ç ��¯��® ´��«�²³·¸ ¹�«� °µ� �­³ ¸ � �­«� º�� ­« �°�¬ ·�«��°�« ��­� ° °� �­�²³ ��°� °«� �· �Ç ����� 
Ó¼� �³°» «­«¹´³ �³»�ò¬°� �³ �¸ º�«� » ��¯��® °� �³ò�­«� ³ «¬´³´­³º�«¸ � �­«� ­�¸¯­«�¸ ¬°��® °¯ «�­ ��­�� ±·´³�°� ´�¸ ����� � ³¬´·�·¸ Ø ³²È�­«�¸ ¬°Ø �³¬´�×°���ò­³º�«  »È�® �³��¸ ­��® °¯ «�­ ��­  ��  ³»³�­�²³ �³°� �� · �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�· )

h(rn | rn−1) = h(rn)(1 + ε
¬²­

(rn)
¬²­

(rn−1)),
÷Ó �¼	

² °«�
h(rn)

¸ �¬´ �³°� �� �¯ �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�· ô µ ¹ Ø��¯ ¶·­��¸ Ø ���°�¬´Ø
h(rn) =

h(−rn)
� Ý³ò­� °�·»�ò�× ô ò� »� »°³�°� ÷Ó �¼	 °���ò­³º× ¯ «¹ °� �³��¸ ­�¯ « ¬�³��¯ «»�¬´¹�·¸ � ¸ � �­«� � ³��°�° «�® °­�� ô ² °«� ����¯�´�

ε ∈ [−1, 1]
¸ �¬´ ¯ «��Ø ´�¸ °���òß­³º�« � à ��

ε > 0
¯�¯�  ³ �°�­«�­«� ° ·¸ �¯­�¯ ¬��°¹ò�­«�¯ °» �³´­�¯ ô  ��

ε < 0
° ³ �´­«¯ ¬��°¹ò�­«�¯ °» �³´­�¯ ô ­�´³¯ «�¬´  ��

ε = 0
�³��¸ ­� ¬�³�« ��­� ¬Ø ­«�°�ß��ò­� �±·´³�³¯ · � �³ ¬«¹ ·°�¬��× °�¯�­«¹´Ø � ³¬´�× ��³��²�´³�� ��³ ��¬· ³���´�²³ ³»���ò�­«� ÷���	 « ÷Ó �¼	 » »��¬¸ « ­«�¬´��¸ ³­��­�¸ ³��° º�� ­«� ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�» ¶·­��¸ « �°�¬· � *� ­��ò� ô °� » °²�¹ · ­� ­«�¬´��¸ ³­��­³º× ·°�¬��­�²³ ��³��¬· ô ­«�¯ ³ò­� µ� �³ ¬�³�°�¬´�× °� » °³�· ÷¼ �¼Ó 	 « »�°­��°�× ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« �Ç �³­«ò¬°�¯ �³° °«��� ��°� ¬´�» «�¯ «­­� ³  ¬´³¬³»�­�²³ » ����� 
Ó¼� ÷��°� ß¬´�» «³­� » ����� 
ÓÜ�	 »���³»� °�­«� °�¯�­«¹´�¸ �³¬´��« ��³��²�´³�� ô �´È��  �¸ �¯ ³ò�«»³º× °�¬´³¬³»�­«� ��³ �� ·�� ¬´��¸ ³­���°��¸ « ¯ ³ ��· ³�«¬�­�¸ » �³ �³° °«���¼ �� � £��ÚÛ� Ï�¥ÄÛ���Ï �����Å�§��� � ���ÄÎ � Ä§�¦Î ������Î ¤�Å Â�¤ �¥�����B���G Î ���Ã ��Ä§�G @Ï�Û¦Î � �Ï§�Û���©�¦Î � ��Ú�Û�ì¦� E Í§���� � §� Î ���� � Û©ÏB¦���¥¦¨ �©�¤��§A� Ä§��§�Å�� � �Ä§Ú������� ���¥Î Ú§�Î � ��� ��Î Ä��Î ���¦¥E

Ó OZ ÛUf b�Ü � Q^d�\T�\��U � TUf UVe PÎÏÉ
Ë³°»�ò�¯ ´���° ¯³ �� �ÊËÇ ° ��¯ «¹�«Ø ¸ � ­³��³�³»Ø ° �á­«³»�­Ø �³��°�° »���ßò�­«� ÷���	 � É°·��¸ Ø� ³¬´��²³ ��³��²�´³�� ô ­���ò� °» �È �«× ·»�²¹ ­�  »� �¬� ��´�� Ö³�«��» ¬°� ô ��³��²�´³��

Qn (X, t)
­«� ¯ ³ò­� ¸ ·ò �³ �Ø�°�× ° ��³��²�´³��¯

Qn−1 (X, t)°���ò­³º�«Ø ÷¼ �¡	 ô ² �ò ��³��²�´³�
Qn−1 (X, t)

­«� ­«�¬«� °� ¬³µØ «­¶³�¯ ��¸ « ³ ³¬´�´ß­«¯ ¬�³�· ô ³  �°�²³ °���ò� ��°��«�ò �³°� ��  �³��¸ ­�²³ ¬�³�· � Ö³  �·²«� ô «¬´³´­� ¸ �¬´
+ Ý� ������� ��$&� ; &!&�' > # $&�$!�(!  � ���9��� ;! > ���( 0��� 0�����&���

ε
> -� 0� �(&�#���' �$& ��"��#�/-�% ;�&# ��' $��9� #�(������ �9� ��/-� � � ��! 0��� $&�# ����9� # &�� ��� ����� � ��¥ ���� �0�$���� # (���' ��� ��� ����� 3

��



¸ ��« ¬�³� »��³­� � ��³��¬ ��°�µ�»�¸ Ø�  ³
X = 0

» �®» «�«
t = 0

÷» »��¬¸ « ¬´��¸ ³ß­��­�¸ ß ��°�  �®» «�Ø
t = 0

	 ô ² �ò ³  ´�²³ °���ò� �³°� ��  �«��» ¬°�²³ ¬�³�· � ±µ�·»°²�¹ ­«× ³µ� �³»�ò¬°� ¶��´�ô  �á­«·¸ ¹ ­³»� ��³��²�´³� � Ý «�­³» «�«� Þ
• Qn (X, rn; t | ξ)

ß ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»� ´�²³ ô ò� ��Û Â����� � ¦¨� �©�
t��� ¦�Ä �¥Û��� �B§¥ ����ÄÛ�Û ° »��´³º�«

X−rn
 ³ »��´³º�«

X
÷»��³­·¸ Ø�¬�³� ³

rn
	 ô � ³  »��·­�«�¯ ô ò� » �®» «�« � ³�°Ø´�³»�¸ ÷

t = 0
	 µ� � » °��°� ÷

X =

0
	 ô  ³ �´È��²³ ��°�µ� � »��³­·¸ Ø� ÷��°� �³ �°Ø´�³»� 	 ¬�³�

ξ
� *�� �³��°� ­«³ ô«­´���¬·¸ �¯� ¬«¹ ´·´�¸ �°�¬�¯

t > 0
�

Ê�­ ­³»³ ° �á­«³»�­� ��³��²�´³� ¯³ò­� �³ �Ø�°�× ° »�°�º­«�¸ »��³»� °³­�¯ ³¬´��¯��³��²�´³��¯ �³��°�° �����¸ ¹

Qn (X, t) =

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

dξ Qn (X, rn; t | ξ)h(ξ), n = 1, 2, . . . ,
÷Ó �Ó 	

µ ¹ Ø�Ø ·º�� ­«�­«�¯ �³ ¬�³�·
ξ
� � ò�»�¯ ´�ò ·µ³ò¬°��® ��³��²�´³�È» °���ò­��®´� ��³ ³  ¸ � ­�¸ ° »�¯ «�­«³­��® °¯ «�­­��®

rn
��µ ³

ξ

Qn (X, t | ξ) =
∞
∫

−∞

drnQn (X, rn; t | ξ)
÷Ó �Ü	

³��°
Qn (X, rn; t) =

∞
∫

−∞

dξQn (X, rn; t | ξ)h(ξ),
÷Ó �¾	

² °«�
n = 1, 2, . . .

� à ��  ³»³�­�¸ � ³¬´��«
h(rn | rn−1)

ô ��°� ·ò��«· ­³»³° �á­«³»�ß­�²³ ��³��²�´³�� ô ¯ ³²¹ °��«¬�× �È»­�­«� ���·��­��¸ ­� ô �­��³²«�°­�  ³ �È»­�­«�÷¼ �¡	 ô » �³¬´��«

Qn (X, rn; t | ξ) =
t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1)Qn−1 (X − rn, rn−1; t− t′ | ξ) ,

n =2, 3, . . . . ÷Ó �Õ	
Ê�� ¸ �� �³��°� ­«³ ô ¸ �ò��« ��³��¬  ³ �«���  ³ �·­�´·

X
» �®» «�«

t
ô »��³­·¸ Ø�

n
ß´�¬�³� ³

rn
ô ´³ °­��°�ô ò�  ³ �·­�´·

X − rn
 ³´�� � » �®» «�«

t − t′
»
n − 1

¬�³���® �Ö³»�ò¬°� �È»­�­«� ·»°²�¹ ­«� ¸ � ­�� » «¹��¸ «­¶³�¯ ��¸ « ô � ¯ «�­³» «�«� » ¬°�¬´�«�¯ ³ò�«»�   �·²³º�« ¬�³�·
rn−1

ô � ��°�° ´³ ³ �³» «� �¸ Ø�� «¯ »�¬°´�«� ¯³ò�«»� »��´³º�«
h(rn | rn−1)

� Ö³­«�»�ò °¯ «�­­� » �³»�ò¬°�¯ �È»­�­«· ¯³²Ø µ�× �«Ø² �� ô °���ò­³º×´� ¸ �¬´ ³²È�­«�¸ ¬°� ³  ·ò�»�­��® » ������® 
¼¼�¼¾� » ��°��� �· µ �Ø °�ó �³¬³»��®­� ¬«��«��® �
�¡



Ö�°���³»� °�¯� ´���° ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
� �³»�ò¬°�²³ �È»­�­«�

1

ψ̃(s)
Q̃n (X, rn; s | ξ) =

∞
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ��	

Ö³»�ò¬°� �È»­�­«� ÷Ó �Õ	 « ÷Ó ��	 ¯�¸ Ø �®����´�� ³²È�­�ô ´°­ � ¬Ø ���» °«»�  ��  ³ß»³�­�¸ �³¬´��«
h(rn | rn−1)

ô » °» «Ø°�· ° ´�¯ ô »�­«�È» ´�²³ �³ �³° °«� �· ·ò�»�¯�È»­«�ò » �³��¸ ­�¯ �³° °«��� Ü ô » �´È��¯ ��°� ¬´�» «�¯ �·´³�¬�« ¯³ �� ³ ��¯ «¹�«¸ � ­³��³�³»�¸ �

Ó O° Ï�g� bÞgUdbQ f �^QR� c�UV� �dUTdQ��
ª²��­«�°�¯ ¬«¹ ´���°  ³ �³¬´��«

h(rn | rn−1)
 �­�¸ �È»­�­«�¯ ÷Ó �¼	 � Ç °���ò­³º�« ´�¸ ô»�¬´���°�¸ Ø�Ø «­¶³�¯ ��¸ Ø �³´�°�µ­Ø  ³ °­�¸ ³¯ ³º�« �³°� �� · �³��¸ ­�²³ ¬�³�· ¸ �¬´°» �³´ ¬�³�· �³��°� °�¸ Ø��²³ � å²³ ­«� ° ´�¯ ô  ³�³­�¸¯� ­�¬´¹�·¸ Ø��²³ �³ °«� �·»���ò�­«� ÷Ó ��	

1

ψ̃(s)

∞
∫

0

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

=

∞
∫

0

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+

∞
∫

0

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)
÷Ó �¡	

³��°

1

ψ̃(s)

0
∫

−∞

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

=

0
∫

−∞

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+

0
∫

−∞

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn | rn−1) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ��Ù	

¼Ù



à�� �³­���´­�¸ �³¬´��«
h(rn | rn−1)

 �­�¸ ��°�° » ��ò�­«� ÷Ó �¼	 ô � ³»�ò¬°� » °³����°�¸¯·¸ Ø � ³¬´�× ô ³ �³» «� ­«³
1

ψ̃(s)

∞
∫

0

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

= (1 + ε)

∞
∫

0

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+ (1− ε)

∞
∫

0

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)
÷Ó ���	

³��°
1

ψ̃(s)

0
∫

−∞

drnQ̃n (X, rn; s | ξ) =

= (1− ε)

0
∫

−∞

drn

∞
∫

0

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ)+

+ (1 + ε)

0
∫

−∞

drn

0
∫

−∞

drn−1 h(rn) Q̃n−1 (X − rn, rn−1; s | ξ) .
÷Ó ���	

*�� » « �× ° � ³¬´��« °���ò­³º�« ÷Ó ���	 « ÷Ó ���	 ��³��²�´³�
Q̃n (X, rn; s | ξ)

­«�¬«� ­� ß¯ «��­Ø «­¶³�¯ ��¸ ¹ ô ² �ò �³ ³µ· ¬´�³­��® �È»­�­«� »�¬´¹�·¸ � ³­ ����³»�­� �³°¯ «�­­�¸
rn
»°  �·ò  ³ �´­«�¸ ��µ ³ ·¸ �¯­�¸ � È �³¬« �°��°�» «¬´�¸ � Ç�­«�� ´³ »��³¬´ °¶��´· ô ò� » °���ò­³º�«

h(rn | rn−1)
 �­�¸ �È»­�­«�¯ ÷Ó �¼	 ô «¬´³´­� ¸ �¬´ ¸ � �­«� °­���³��°� °�¸ Ø��²³ ¬�³�·

rn−1
�±µ� ·��³º�«× °��«¬ � ³»�ò¬°��® °���ò­³º�« »��³»� °�¯ �³ �È»�³»Ø ´��­¬¶³�¯ �´¹ã³·�«��� �³°� �� ·

h

H̃(k) =

∞
∫

0

dr eikrh(r), h̃(k) = H̃(k) + H̃(−k), ÷Ó ��¼	
� °�¯ «�¬´ ��³��²�´³��

Qn(X, rn; t | ξ)
»��³»� °�¯ ��³��²�´³��

Q±
n (X, t | ξ)

­«³ß¬Ø�� ¸ � �­«� «­¶³�¯ ��¸ ¹ ³ °» �³ �«� ³¬´�´­«�²³ »��³­�­�²³ ¬�³�· ô ° �á­«³»�­� �È»ß­�­«�¯ «
Q+

n (X, t | ξ) =
∞
∫

0

drnQn (X, rn; t | ξ) ,
÷Ó ��Ó 	

Q−
n (X, t | ξ) =

0
∫

−∞

drnQn (X, rn; t | ξ) .
÷Ó ��Ü	

¼ �



Ö�°��®³ °Ø�  ³ °¯ «�­­��® ã³·�«���ßö������ 
� ô ¯³ò�¯� �È»­�­«� ÷Ó ���	 ³��° ÷Ó ���	°��«¬�× » �³¬´��« ¯ ��«��°³»�¸  ��
n ≥ 2

(

Q̃+
n (k, s | ξ)

Q̃−
n (k, s | ξ)

)

= ψ̃(s)

(

H̃(k)(1 + ε) H̃(k)(1− ε)

H̃(−k)(1 − ε) H̃(−k)(1 + ε)

)(

Q̃+
n−1(k, s | ξ)

Q̃−
n−1(k, s | ξ)

)

. ÷Ó ��¾	
å�·»�ò¯�ô ò� ³¬´�� ��³��²�´³��  �� �«��» ¬°�²³ ��³�· ¯³ò­� »���°«× » �³¬´��«

Q1(X, t | ξ) = h(X | ξ)ψ1(t)
÷Ó ��Õ	

³��°
Q1(X, r1; t | ξ) = δ(X − r1)h(X | ξ)ψ1(t).

÷Ó ���	
�º�� ­«�¸ Ø� �È»­�­«� ÷Ó ���	 �³

ξ
° »�²Ø

h(ξ)
÷»�  �·² »°³�· ÷Ó �¾		 ô � ­�¬´¹�­«��³�°�¬´�¸ Ø� ° ÷Ó �¼	 ³´�°�¯·¸ ¹

Q1(X, r1; t) = δ(X − r1)h(X)ψ1(t).
÷Ó ��¡	

É´Ø 
Q̃+

1 (k, s) = ψ̃1(s)H̃(k),
÷Ó ��Ù	

Q̃−
1 (k, s) = ψ̃1(s)H̃(−k). ÷Ó �� �	

Ç��³»� æ¯� ´���° ¬·¯���¸ ­Ø �����°�­´��¸ ¹
Q̃±(k, s) =

∞
∑

n=1

Q̃±
n (k, s).

÷Ó ���	
ß�´»³  ³¬´�°�� ô «ò ¬� � �­«³­� ¸ �¬´ �È»­³º×

Q̃(k, s) = Q̃+(k, s) + Q̃−(k, s).
÷Ó ��¼	

à³�³­�¸¯� ´���° ¬·¯³»�­«� ¬´�³­�¯ « �È»­�­«� ÷Ó ��¾	 �³
n
»��° ° ·º�� ­«�­«�¯�³

ξ
»�  �·² »°³�· ÷Ó �¾	

(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

− ψ̃1(s)

(

H̃(k)

H̃(−k)

)

=

= ψ̃(s)

(

H̃(k)(1 + ε) H̃(k)(1− ε)

H̃(−k)(1− ε) H̃(−k)(1 + ε)

)(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

.
÷Ó ��Ó	

à³�³­·¸ Ø� ���¯ �­´��­��® ��°��¬°´� ���ó ��²�µ��«�°­��® ·°�¬�·¸ �¯�
(

Q̃+(k, s)

Q̃−(k, s)

)

=

=
1

ψ̃1(s)

(

1− ψ̃(s)H̃(k)(1 + ε) −ψ̃(s)H̃(k)(1− ε)

−ψ̃(s)H̃(−k)(1 − ε) 1− ψ̃(s)H̃(−k)(1 + ε)

)−1(
H̃(k)

H̃(−k)

)

,
÷Ó ��Ü	

¼�



² °«�
( a b
c d )

−1 ³°­��°� ¯��«��° ³ » �³´­Ø  ³
( a b
c d )
� å ´�¸ �³¬´��« ·°�¬�·¸ �¯� ¯ «¹��«��³��²�´³�

P̃ (k, s) = Ψ̃(s)
(

Q̃+(k, s) + Q̃−(k, s)
)

+ Ψ̃1(s) =

=
1− εh̃(k)ψ̃(s) +

(

ψ̃1(s)− ψ̃(s)
)(

h̃(k)− 4εH̃(k)H̃(−k)ψ̃(s)
)

1− h̃(k)(1 + ε)ψ̃(s) + 4εH̃(k)H̃(−k)ψ̃(s)2
Ψ̃(s)+

+
(

Ψ̃1(s)− Ψ̃(s)
)

.
÷Ó ��¾	

�°�¬��­� » ´�­ ¬�³¬Èµ ��³��²�´³� ³�«��� ¬«¹ ­� °� �³ò�­«· ô ò� �³°� ��  �°�¬È» »�ß�°��«»�­«� ��°�  �«��» ¬°�¯ ¬�³�«�¯  �­� ¸ �¬´ ��°�°
ψ1(t)

� å�´�¯ ô ° ´��®­«�°­�²³�·­�´· » « °�­«� ô �µ� ³ ´»³�°�× »�­«� ·°�¬��­� » 
Ó¼�  �� ��°��� �· ­«�¬´��¸ ³ß­��­�²³ ô » �´È��¯ �«��» ¬°� ¬�³� �È»­«�ò � ³ ��²� �³°� �� ³» «
ψ(t)

ô »�¬´���°� »�»°³�°� ÷Ó ��¾	 °�¯ «�­«× �³ ��³¬´·
ψ1(t)

­�
ψ(t)

�Ö³¬«� �¸ Ø� ¬´��¸ ³­��­�ô ¯ «¹��« ��³��²�´³�  �­� �È»­�­«�¯ ÷Ó ��¾	 ³��° �³�°�ß¬´�¸ Ø� ° ÷¼ �¼Ù	 ³µ�«�°�¯ ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
� °���ò­�²³ ³  �°�¬· ô º�� ­«�²³ ��°�ß¬·­«¹�«� �»� ��´³»�²³ � å�´�¯ ô

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2ψ̃1(s)

s(1− ψ̃(s))
+

2εµ2
1ψ̃(s)ψ̃1(s)

s(1− ψ̃(s))(1− εψ̃(s))
,

÷Ó ��Õ	
² °«�

µ2
 �­� ¸ �¬´ » °³��¯ ÷¼ ���	 ô ­�´³¯ «�¬´

µ1 =

∞
∫

−∞

dx |x| h(x). ÷Ó ���	
Ç����¸ Ø� » �È»­�­«· ÷Ó ��Õ	  ³ ��°�¬´�°�­« �°�¬· ·°�¬�·¸ �¯�

m2(t) =
µ2

〈t〉t+
2εµ2

1

〈t〉 L−1

{

ψ̃(s)

s2(1− εψ̃(s))

}

(t),
÷Ó ��¡	

² °«� L−1 ³°­��°� ³ » �³´­Ø ´��­¬¶³�¯ �´¹ ö������ 
� � å�·»�ò¯�ô ò� ¸ �ò��« º�� ­«�°�¬ � ³¯ «¹ °� ¬�³��¯ « 〈t〉 ³��°  �·²« ¯³¯ �­´ �³°� �� · ¬�³�È» µ2
«¬´­«�¸ Ø ÷�°��« ¬Ø¬�³ó�°³­�	 ô ´³ ­«�°���ò­«� ³  �³¬´��«

ψ(t)
« »��´³º�«

ε
ô �¬�¯�´³´��°­� °��®³»�­«�º�� ­«�²³ ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�²³ ¸ �¬´  �¶·°�¸ ­� ô °� ¬´� �Ø  �¶·°¸ «

D =
µ2

2 〈t〉 ,
÷Ó �¼Ù	

´��Ø ¬�¯ Ø ¸ ��  �� ��­³­«�°­�²³ ¯³ ��· �ÊËÇ �½¬°´� �´ ³ ¬´¹�¬´»� ³  °��®³»�­«�  �¶·°�¸ ­�²³ ô °�»��´�²³ »  �·²«¯ ¬� �� ­«�· »»���ò�­«· ÷Ó ��¡	 ô ¸ �¬´ �°Ø °³­� �³°� �� �¯ �°�¬È» ³�°��«»�­«�
ψ(t)

³��° ����¯�´��¯
ε
ô ­�´³¯ «�¬´ ¬���³»�­� ¸ �¬´ ³­³ ����¯ �´��¯ 2εµ2

1

〈t〉

�
¼¼



Ý³ò�¯� ´���° »�°­��°�× ô   �� µ� �­�²³ ��³ ��¬· ¬´³ �®�¬´��°­�²³ ô ¶·­��¸ ¹ �·´³ß�³�����¸ « ��¹ �³º�« �³�°�¬´�¸ Ø� °� » °³�· ÷¼ �¼Ó 	
C(t) =

µ2

2〈t〉δ(t) +
εµ2

1

〈t〉 L
−1

{

ψ̃(s)

1− εψ̃(s)

}

(t)
÷Ó �¼ �	

�·µ » �³¬´��« ·­³�¯³»�­�¸
C n(t) = δ(t) +

µ2
1

µ2
2ε L−1

{

ψ̃(s)

1− εψ̃(s)

}

(t).
÷Ó �¼�	

Ö³ ³µ­«� ¸ �� » ��°��� �· �È»­�­«� ÷Ó ��¡	 ô ´��ò� » �³»�ò¬°�¯ �È»­�­«· ¸ �¬´³µ ��­�  �·²« ¬� �� ­«� ô ³ �Èò­«�¸ Ø�� »���ò�­«� ÷Ó �¼�	 ³  �³¬´��« �°�¬´³  �¶·°�¸ ß­�¸ � Ý³ò­� ��°��·¬°�°�× ô ò� ¯È² �µ� ³­ ³ ´»��°�× °��®³»�­«� ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«  ��
t > 0

ô � ³��°�­� ­� ��¬·­�· � �� � Ö³�È»­�­«� »�­«�È» �¯�«���°­��®° ��°�» « �»�­«�¯ « »°³�· ÷Ó �¼�	 ô ¸ �� �È»­«�ò ° ��°�» « �»�­«�¯ « »��³»� °³­�²³�³��¸ ­�²³ ¯³ ��· ¯ ³¸ �²³ �·´³�¬´»� ô ��°� ¬´�» «³­� ¸ �¬´ » ­�¬´¹�­�¯ �³° °«��� ­«ß­ «�¸ ¬°�¸ ������

¼Ó



ï�%�%'( # à

�� ! % /(. '0,'$ Ñ  �&�56�5�*$

Ç ­«­«�¸ ¬°�¯ �³° °«��� ��°� ¬´�» «�¯ ¸·ò » ��¬­� ¯³ �� ³���´� ­� ¶³�¯ ��«°¯ «� �ÊËÇ �Ý³ �� ´�­ �³°» «­Ø ��¯ » ³����«· ³ °� �³ò�­«� ô �´È�� ��² �� · �³ ¬´�» �È»­�­«� ÷���	« ·ò�»�­� µ� �� » ������® 
Ó� ô Ó¼� � ñ ���ò� �³ ���º�«× ô «ò ¯ ³ �� ´�­ �È»­«�ò � ³¬«� ���¯ «¹× ¸ � ­³��³�³»Ø � É¶³�¯· �³»�­«� ´��«�²³ ¯³ ��· ô   ��  ³»³�­�²³ �³°� �� · �³ß¸ � �­�°�²³ ¬�³�·
h(rn)

«  ³»³�­�²³ �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�­«�
ψ(t)

ô ¬��³»� °�¬«¹ ô » «¬´³�«� �°��°�ô  ³ °�� ³¬´·�³»�­«� �³°� �� · »��·­�³»�²³
h(rn | rn−1)

ô �°� �«°���ò­³º�« »�¬´¹�·¸ Ø��¸ ¯ «¹ °�  »³¯� �³��¸ ­�¯ « °¯ «�­�¯ « ��­�� Ý³´�»��¸ Ø  ³¬´»³�°�­«� ´�²³ ¯³ ��· ¬Ø °��È»­³  �­� �¯�«���°­� ô ¸ �� ´�ò ��°�¬ ��­�« ´�³��´��°­�ß ³¯ �» «�¯ ¸ � ¬�¬´�¯ �´��°­«� �³­«ò�¸ �
á ON â ��W�UV� U Qf SbTWVgdU f �^QR�
Ö³ ¬´�»Ø �¯�«���°­Ø �³°»�ò�ó °�»��´��® » ´�¯ �³° °«��� ¬Ø �·µ�«�°­«�  ³¬´¹�­� �­� ´��­¬����¸ ­� »�¬³�«�¸ �°¹¬´³´�«»³º�«   �� ¬�È ��� ­³´³»�­��® ­� »��¬°�» ¬�«�¸Ô «� � °«� Ö��«��È» Ç��´³º�«³»��® � å³¬´� �� ³­� ³�«¬�­� » �³° °«��� � ��� à�¬�³­·¸ Ø� �­�¯ « ´�²³ ´��· ô ¯ ³ò�¯� ¬�³�°Ø °«× ¯ �«­ �  »·»�¯ «��³»� ®«¬´³²��¯ �¯�«���°­� »È�® ­�¬´¹�·¸ Ø���® µ �°�³º�� ­«³ � ³ ¬³µ«� °¯ «�­ ��­ ô �³ ��°� ¬´�» «³­³ ­� ��ß¬·­�· Ü ��� ª ¬´¹� �°�¬· �³¯ «¹ °� ´�¯ « °¯ «�­�¯ « ³�°�» «º�«� �·�´··¸ � « ­«� ¸ �¬´³µ��°³»�­� ­� ´�¯ ®«¬´³²��¯ «� � à°«¹�« °� �³ò�­«³¯ ´�» «Ø��¯ » »���ò�­«· ÷���	 ô® «¬´³²��¯ ´�­ �³» «­«�­ µ�× ¬´�´�¬´��°­Ø ����«°��¸ Ø �³°� �� ·

h(rn, rn−1)
� É´�­³» « ³­�¯�«���°­Ø «­¬�«���¸ ¹ �³°»���¸ Ø�Ø °���³�³­³»�× ¶·­���¸ ­Ø � ³¬´�× �³°� �� · »��·­ß�³»�²³
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÷�	 ò���Ä§� Â� �����Î � � @��§ ÷­� � ³¶��´� �·�­� ° �«¯ «´�¯ ��­� �³­«ò�¸ ��»�¸ ���ß»¹ °« µ« ß�¬� ¬���� · ô ¸ �� ´�ò ³¶��´� ¬��°� �ò� ° �«¯ «´�¯ ��­� �³»�ò�¸ ���»�¸���»¹ °« µ« ß�¬� ¬���� · 	 » ´�¸ �­��«°«� ¯³²Ø µ�× °«²­³�³»�­� ô � ³­«�»�ò »�®» «�« µ «�òØ��¸ ­«� ¯ �¸ Ø µ �°� ³º�� ­«�²³ »� ��»· ­�  �­�¯ «�¹ ��­�� *�ò��« ´���­«�«¬´³´­� ³¶��´� � ³¸ �» « ¬«¹ ô �°���¯� ­� �³��¸ ­Ø ­���òØ�Ø  ³ ¸ � ­�²³ ° �°´����®»�¯ «�­«³­��® »�°�º­«�¸ ´��È» �

±­��³²«�°­� ¯ ��®�­«°¯ ¯� ³�°�» «º�«� ¯ «�¸ ¬�� ��°� °� �³ò�­«· ³ » �³´­�²³ �«��·­�·�³�°Ø´�³»�¸ °¯ «�­� ��­�ô �°��« ² � °��°�­�¯� ­�¬°Ø �­��«°¹ ³  ����«°³»�­�¸ ³¶��´�¬��°� �ò� « � ³��°� °�¸ Ø��¸ ��­� ��°� ���»�¸ ���»¹ °« µ« ß�¬� ¬���� · � Ö³»�ò¬°�¬��»�­�¸ � ��³�È» ¸ �¬´ �«Ø²�� � ³»´��°�­� « ¬´�­³» « ¯ ��®�­«°¯ �³» ¬´�»�­«� �¶��´·µ« ß�¬� µ³·­�� ô �°��« ³ µ«¸ �­«� ¬«¹ ��­� ´��­¬����¸ ­�¸ � ³¯ «¹ °�  » «�¯ � ���»¹ °«�¯ «µ« ß�¬� ¬���� · � Ç ¯³«¯ ¯³ ��· °�� �� �¯ ô ò� �«��» ¬°�  »� ��°��� �« ÷�	 « ÷µ 	�³¸ �» «�¸ Ø ¬«¹ °� ¬´� ��¯ ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯
1− ε

ô ² °«�
0 ≤ ε ≤ 1

ô � ³ �°�¬ ² �¬�´·��¸ � ÷�	 « ÷  	 �³¸ �» «�¸ Ø ¬«¹ ° ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯
ε
�õ�� °«�¸ »���á­³»�­� �³ �¸ º�«� »�¯ �²� �³µ� ³  °«��­�²³ ´���´³»�­«� ¬�´·��¸ «° �·­�´· ÷  	 ô ² �ò ¯ �¯� »È»�°�¬  ³ �°�­«�­«� ° ¬°��¬°�¯ �³°� �� �¯ ¯³ò�«»��®¬�³�È» ³ ·¸ �¯­�¸ �³�����¸ « � Ë³°� ��  ´�­ ¸ �¬´ µ�� °«�¸ �³°¯�´� ­«ò » ¬�´·��¸ « ³�«¬�­�¸» �·­��«� ÷�	 � *� ­��ò� ° �³°� �� · �¯�«���°­�²³ ��°� ¬´�» «³­�²³ ­� ��¬·­�· Ü ��ô�´È�� � ³��°·¸ � ³¬´�³ °���¬³»�­Ø �­´� «�²³­��¹ ¯ ³ò�¯� »­«³¬�³»�× ô ò� ��°��� ��÷  	 ¯³ò� µ�× ��°�µ�«ò³­� ³�«¬�­�¯ �³»�ò�¸ °� �³ò�­«�¯ �·µ ´�ò ¯ � °­��°­«� ¯­«�¸ ¬°�°­��°�­«� �Ç��´³ ­� ¯ «�­«× ô ò� ¯ ��®�­«°¯ ��°� ¬´�» «³­� �³»�ò�¸  °«� �� ­«�°���ò­«� ³ ´�²³ ¸ ��  ·ò� µ� � � ³�°Ø´�³»� ¬�³� ��­� ´��­¬����¸ ­�¸ ô �´È�� » ­�¬°�¯ ��°�� �� °«�» °�³¬ �� °� �ÙÙ  ³ �Ù¾ ¸ � ­³¬´�� � Ç�¬´���°�ô ò� ¬�³� ¸ �¬´ » «¹�¬°� ³  ­�¸¯­«�¸ ¬°�¸¯ ³ò�«»�¸ °¯ «�­� ��­�� ó�§���ÄÏÎ Ã¦Ã C �����¥¦��Î ��D�Ã �ÁÄ����¦Î Ã Î �Ä§ §� C

D� ����§ ���¦�Ã¦� C ��¦�Ã§Û��� �¤ ���� ¦��¥ §���Ä�Û¦¥Î ��Î ¤�D� ��Ä§�G��� �A ¦��� ©ÏÁ ���� �� ����A ¦��� ����§ ����� §���Ä�Û¦Î Ú � ���Û�¤¥¤��©Ï¤���� E M�Û� §���Ä�Û¦Î � �������� �� �����§��Å� ÄÛ�ÛÏ ¦��¥ � §�ÎÄ�¤�Î ©ÏÁ ���� �� §�Û��Î Ä�¤�Î � ÂÏÅ�ì¦� ¦� ÄÛ�Û ���������Î Ã¦¥E
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Ê��­¬���¸ � ³  ·ò�¯ »³�·¯ �­«� ¯³²Ø µ�× �³°��´��»�­� ¸ ��³  ·ò� �·�´·��¸ � �·µ¸ ��³  °«� ��­«� °�»­¹´�°­�¸ ¬«�� ¬´���¸ Ø��¸ ¬«¹ »���³»� °«× ·� ��  ° �È»­³»�²« � *�º�«�³°��´�°�¯� ³¶��´� ³ ¯���¯ »³�·¯ �­«� ¸ ��³ »�»­¹´�°­� ¬°·¯ °�»��´� » ·� �� °«� ô´³ ° �³»�ò¬°�¸ �­��«°� »�­«�� ô «ò ��°�» ����¸ Ø ³­� ��­¹  ³ ¬´�­· �³�°Ø´�³»�²³ ô �³¯ ³ò� µ�× �³°��´��»�­� ¸ ��³ �³°¬°��°�­«� ­� ´�­ ·� ��  ��²· �� ��°��³���
ò��¥DÄ�� ���©��� ��Î � ��¤ ���Ä§��¥ �� ���ÄÏ ��©�D��ì¦� ��A¦¨ Û�B©�Î �¥¦¨ ÄÛ�ÛA� E å���ò­³º× ´¹ ô ¯³ò­� »���°«× »��·­�³»Ø ²¹¬´³º�«Ø ���» ³�³ ³ßµ«�ó¬´»� �³��¸ ­�²³ ¬�³�·

rn
ô � ³  »��·­�«�¯ ¬�³�· ²³ �³��°� °�¸ Ø��²³

rn−1
ô �°� �«

h(rn | rn−1)
� Ç ­�¬´¹�­�¯ �³ �³° °«��� Ü �¼ ��³�³­·¸ ¹ ³��²«­��­Ø ¶³�¯· �¹ ·»°²�¹ ß­«�¸ Ø�Ø �³»�ò�¸ ³�«¬�­� °��®³»�­«� �

á O° ôQõdbV� U f �^QR�
±­��«°�  �­��® �¯�«���°­��® °�»��´� » �³ �³° °«��� Ü ��ô � ·» « ³�°­«³­� ­� ��ß¬·­�· Ü �� ³��° �³°»�ò�­«� ´�³��´��°­� ��°� ¬´�» «³­� » �³ �³° °«��� Ü �� ô � ³°»³ß�« �� ¯ « °���³�³­³»�× ³��²«­��­Ø ¶³�¯ ¹ »��·­�³»�¸ ²¹¬´³º�« ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�
h(rn | rn−1)

� Ý «�­³» «�«� ô
h(rn | rn−1)

def.
= (1− ε) h(rn) + ε δ(rn + rn−1).

÷Ü ��	
Ç�¬´¹�·¸ Ø�� ´·´�¸ �³°� �� 

h(rn)
¸ �¬´ ­«�°���ò­Ø ³  ����¯ �´�·

ε
¶·­��¸ Ø ���°�¬´Ø¬»³¸ �²³ ��²·¯�­´· �³ ³°­��°� ô ò� » ´�¯ ¯³ ��· ­«� ·»°²�¹ ­«�¯�  ��¶· � Ö���¯�´�

0 ≤ ε ≤ 1
¸ �¬´ ¬´� �Ø »�²Ø ô �°Ø °Ø�Ø ¬´³�­«�¯ �³�����¸ «  »È�® �³��¸ ­��® ¬�³�È» � Ç��°��«» «�ó¬´» «�  ³ ¯³ ��· Ý³­´��³ « Ý �¬³�«���� ô » �´È��¯ ²¹¬´³º×

h(rn | rn−1)
 �­�¸ �¬´ » °³��¯ ÷Ó �¼	 ô ´·´�¸ �³°»�ò�¯� ¸ � �­«� ·¸ �¯­� �³�����¸ � ¬´��³»�­�  ³ �´­«¯����¯ �´��¯

ε
�±­��«°·¸ Ø� �È»­�­«� ÷Ü ��	 ¯³ò­� °�·»�ò�× ô «ò ¬� �� � ¬«¹ ³­³ °  »È�® »�ò³ß­��® ¬� �� ­«�È» � Ö«��» ¬°�ô �³¬«� �¸ Ø�� »�²¹

1 − ε
³ �³» «� � ¬�´·��¸ « ô » �´È��¸�³��¸ ­� ¬�³� ¸ �¬´ ­«�°���ò­� ³  �³��°� ­«�²³ « �³¬³»�­� ° �³°� �� ·

h(rn)
� à�·²«¬� �� ­«� ô � ³¸ �» «�¸ Ø�� ¬«¹ ° ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�¯

ε
ô ³ �³» «� � �³» �³´³» « ��­�  ³�³��°� ­«�¸ »��´³º�« ô �°��« ³¬´��¸ �³�����¸ « � ³» �³´­�¸ ��³»� °Ø��¸  ³ �³»´È�°�­«�� ³��°� ­«�²³ ¬�³�· ô ��� °� °¯ «�­«³­�¯ °»�³´�¯ �Ý­³òØ� �È»­�­«� ÷Ü ��	 ¬´�³­�¯ « ��°�°

h(rn−1)
ô ��´»³ ·°�¬�·¸ �¯�

h(rn, rn−1)
ô�°� �« �Ø�°­� �³°� ��  ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  »È�® �³��¸ ­��® ¬�³�È» � Ê���° ô  �¬� ³ß­·¸ Ø� �¯�«���°­�¯ �³°� �� �¯ ÷·­³�¯³»�­�¯ ®«¬´³²��¯ �¯ 	 �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�·

h(rn)
·°�¬��­�¯ °  �­��® �¯�«���°­��® ³�«¬�­��® » �³ �³° °«��� � �� ³��° ����ß¯ �´��¯
ε
ô �´È��²³ �¬´�¯ ��¸ � ¸ �¬´ ³�«¬�­� »  ��¬°�¸ �°¹º�« �����ô ¯³²¹ °µ· ³»�×´�³��´��°­� ³ �³» «� ­«� »����¬È» ��°� ¬´�» «³­��® ­� ��¬·­�· Ü �� � °�¯ «�º�«��¯²³ ­� ��¬·­�· Ü �¼ �Ç��·­�³»� ²¹¬´³º× ���» ³�³ ³µ«�ó¬´»�  �­� »°³��¯ ÷Ü ��	 ô ��� «�¸ ³�«¬·¸ �  ³ß¬´¹�­�  �­� �¯�«���°­� ­«ò ´� ô °���³� ³­³»�­� » ����� 
Ó¼� ��°�° Ý³­´��³ « Ý �ß¬³�«���� ô  �­� » ­«­«�¸ ¬°�¸ ����� �È»­�­«�¯ ÷Ó �¼	 � ã��´ ´�­ »�­«�� ° «¬´­«�­«� »�

Ó �



»°³�°� ÷Ü ��	 ¬� �� ­«�� °�» «���¸ Ø��²³  ��´¹ à «���� ô �´È�� ¶�»³��°·¸ � ¬�³�« �³» �³´­�³µ��°³»�­� ��°�° �­´� «�²³­��¹ »���æ­«� » « ³ �°­Ø ­� ³µ· ��¬·­���® Ü �� « Ü �¼ �å�·»�ò¯�ô ò�  ��
ε 6= 0

°���³�³­³»�­� ��°�°� ¯­«� ¯ ³ �� ³��° ¯³ �� Ý³­´��³ «Ý �¬³�«���� �³���»�¸ Ø ¬«¹ ´� ��³  �� ¬°�°�²È�­�²³ ��°��� �· � Ý «�­³» «�«� ô ¯ � ´³ ¯ «�¸ ß¬�� ´� ��³ »´� �ô ² � ²¹¬´³º× �³°� �� · �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�·  �­� ¸ �¬´ ��°�° �³°� �� ÷Ó ��	 � ª�«¬·¸ � ³­ ­«�����«¬´��°­Ø ¬�´·��¸ ¹  »·¬´�­³»Ø  �� °¯ «�­� ��­� ´��­¬����¸ ß­�¸ � ª�°�» «º�«� » ��°��� �·
ε = 0

³µ«� »��·­�³»� ²¹¬´³º�« �³°� �� · ¬�³�È»  �­��È»­�­«�¯ « ÷Ü ��	 « ÷Ó �¼	 ¬´�¸ Ø ¬«¹ « �­´��°­�¯ «ô µ �°»��·­�³»�¯ « �³°� �� �¯ « � ³¸ �ß �­�°�²³ ¬�³�· ��­��ñ� °��³ó�°�­«� ´�²³ � ³ �³° °«� �· ¬���» æ¯�ô ò� »��·­�³»� ²¹¬´³º× ���» ³�³ß ³µ«�ó¬´»� ÷Ü ��	 ¬� � �­«� »��·­�« ¬�¯³°²³ ­³º�«
h(rn) =

∫ ∞

−∞

h(rn | rn−1)h(rn−1)drn−1,

h(rn−1) =

∫ ∞

−∞

h(rn | rn−1)h(rn−1)drn.
÷Ü ��	

ª�«���¸ Ø� ¬«¹ ´���° ­� »���ò�­«· ÷���	 ô ¯ ³ò�¯� ÷·ò�»�¸ Ø� ¶³�¯ ��«°¯· �ÊËÇ 	 ��°�ß¬´Ø�«×  ³ »���³»� °�­«� ¸ �»­�¸ �³¬´��« ��³��²�´³�� ��³ ��¬· ° ��¯ «¹�«Ø ¸ � ­³��³ß�³»Ø �

Ó�
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á OÓ ÉWST��U^gQdbQ � U� dQ� S�c�UVb ST�SU�U��TÊ�
Ë³°»�ò�­� » µ«�òØ��¯ �³° °«��� ¯³ �� ô � ³ ³µ­«� ¸ �� ¯³ �� Ý³­´��³ « Ý�¬³�«���� ô¸ �¬´ ¯³ ���¯ ³ ��¯ «¹�« ¸ � ­³��³�³»�¸ � å�´�¯ ô °�¬´³¬³»�­«� ¯ �¸ Ø ³°­��°�­«� »��³ß»� °³­� ��°�°� ¯­«� » �³ �³° °«��� Ó �� ô � ��°� � » ¬°�¬´�«¯ °�¬� ­«�°� °���ò­³º×���·��­��¸ ­� �³¯ «¹ °� ��³��²�´³��¯ «  �­� �È»­�­«�¯ ÷Ó �Õ	 � Ç¬´�» «�¸ Ø� �³¬´�×
h(rn | rn−1)

ô  �­Ø »���ò�­«�¯ ÷Ü ��	 ô  ³ �È»­�­«� ÷Ó �Õ	 « »��³­·¸ Ø� ´��­¬¶³�¯ �´¹ã³·�«���ßö������ 
� ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃n (k, rn; s | ξ) = ψ̃(s) eikrn×

×
∞
∫

−∞

drn−1 [(1− ε) h(rn) + ε δ(rn + rn−1)] Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) .
÷Ü �¼	

Ö³»�ò¬°� �È»­�­«� ¸ �¬´ » ¯³«¯ ¯³ ��· �È»­�­«�¯ µ�°³»�¯ ô ¬�·òØ��¯ »���³»�ß °�­«· ¸ �»­�¸ � ³¬´��« ��³��²�´³�� ��³��¬· ��� ��·¸ Ø� ´���° �È»­�­«� ÷Ü �¼	 ¬´�³­�¯ « � ³
rn
³´�°�¯·¸ �¯�

Q̃n (k; s | ξ)
ψ̃(s)

= (1− ε) h̃(k)Q̃n−1 (k; s | ξ) + ε

∞
∫

−∞

drn−1e
ik(−rn−1) Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) .

÷Ü �Ó 	����� »�¬´¹�·¸ Ø�� »  �·²«¯ ¬� �� ­«�· �³ ���»�¸ ¬´�³­«� �³»�ò¬°�²³ �È»­�­«� ô¯ ³ò� µ�× � ³­³»­«� ³µ�«�°³­� ° �È»­�­«� µ�°³»�²³ ÷Ü �¼	 ÷�³ °�¯ «�­«� «­ ��¬·
n
­�

n− 1
« � ³¯­³ò�­«· ³µ· ¬´�³­ �È»­�­«� ��°�°

eik(−rn−1)
	

∞
∫

−∞

drn−1e
ik(−rn−1)Q̃n−1 (k, rn−1; s | ξ) =

= ψ̃(s)

∞
∫

−∞

drn−1

∞
∫

−∞

drn−2 [(1− ε) h(rn−1) + ε δ(rn−1 + rn−2)] Q̃n−2 (k, rn−2; s | ξ) =

= ψ̃(s)

∞
∫

−∞

drn−2 Q̃n−2 (k, rn−2; s | ξ) = ψ̃(s)Q̃n−2 (k; s | ξ) .
÷Ü �Ü	

ª¬´�´��°­«� ³´�°�¯·¸ �¯� °���ò­³º× ���·��­��¸ ­Ø » °¯ «�­­��® ã³·�«���ßö������ 
� ��
n ≥ 3

» �³¬´��«
Q̃n (k; s | ξ) = (1− ε) h̃(k)ψ̃(s)Q̃n−1 (k; s | ξ) + εψ̃2(s)Q̃n−2 (k; s | ξ) .

÷Ü �¾	
à³�³­·¸ Ø� ¬·¯³»�­«� �³»�ò¬°�²³ �È»­�­«� � ³

n
³ 

3
 ³ ­«�¬�³ó�°³­³º�« ³��°·°·� ��­«�¸ Ø� ¸ � ³ �³» «� ­«³ ³ » «���³º�«

Q̃1 (k, s | ξ)
«
Q̃2 (k, s | ξ)

³´�°�¯·¸ �¯�ô �³���¯ �­´��­��® ��°��¬°´� ���­«��® ��²�µ��«�°­��®
Q̃ (k; s | ξ) = Q̃2 (k; s | ξ) + Q̃1 (k; s | ξ) (1− h̃(k)(1− ε)ψ̃(s))

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü �Õ	
ÓÓ



±µ� ·°�¬��× ¸ �»­Ø �³¬´�× ��³��²�´³�� � ³´�°�µ·¸ �¯� ¸ �¬°�°� �«��» ¬°��®  »È�®³¬´���® ��³��²�´³�È» ô �°��«
Q̃1 (k, s | ξ)

«
Q̃2 (k, s | ξ)

� Ç «���³º�« ´� ¯ ³ò�¯� »�°­�ß�°�× µ �°�³º�� ­«³ °  �á­«�¸ « � É�®�¯ �´ «�® »���³»� °�­«� ô   ��  ³»³�­�²³ �³°� �� ·
h(rn, rn−1)

ô ��°� ¬´�» «� ��¬·­�� Ü �Ó �

hijklmn ä p÷ r è��m} w~i�ulw ��kj~tw�� w zi�tyzwxuml�w ½w¾ ��mtz jum|y yj~tm|y �ty�w|w~ytw
Q1 (X, t | ξ)

� ½� ¾ xtk|�m|y yj~tm|y �ty�w|w~ytw
Q2 (X, t | ξ)

x�w �tui�wxnk �w} ���� � mxlyéntynyzm� p ¸ y�k �tui�wxnw�� ��wtwn~mtij~i�ulm jmnzml�� m jnyn�z � �uwj�z zi�umn�zwl�wyulw�uylm j� lwz �wjw} � n�w} tyzi} � � �tui n~�ti�� � yxwlw � mj~ yx� yz �mxl�w |�j~y�æ tyuén vwxk � u n~�tm|y xwlw z �m�ny�æ � mj~ �yjyzwlw p sylwx~y � uwulw�uyli � mj~ jnyn
ξ

}w� ��i} �m� j�m �tumx ��z ��� � y �u�~nyz�
t = 0

p
å�´�¯ ô » ¬� ³¯­«�­� ��³��²�´³�� ��°�¸¯·¸ Ø ­�¬´¹�·¸ Ø�� �³¬´��«�

Q1 (X, t | ξ) = ψ1(t)h(X | ξ), ÷Ü ��	
Q2 (X, t | ξ) =

t
∫

0

dt1 ψ1(t1) ψ(t− t1)

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1) h(r1 | ξ).
÷Ü �¡	

Ö�°�¸  æ¯� ´���°  ³ °¯ «�­­��® ã³·�«���ßö������ 
� ÷»�«Øò  ��  ³»³�­�²³ �³°� �� ·»��·­�³»�²³
h(rn | rn−1)

	

Q̃1 (k; s | ξ) = ψ̃1(s)

∞
∫

−∞

dXeikXh(X | ξ), ÷Ü ��Ù	

Q̃2 (k; s | ξ) = ψ̃1(s)ψ̃(s)

∞
∫

−∞

dXeikX
∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1).
÷Ü ���	

ÓÜ



à���¸ ô � ³ ¬´�» «�¸ Ø� °���ò­³º×  �­Ø �È»­�­«�¯ ÷Ü ��	 ³´�°�¯·¸ �¯�
Q̃1 (k; s | ξ)
ψ̃1(s)

=

∞
∫

−∞

dXeikX [(1− ε) h(X) + ε δ(X + ξ)] =
[

(1− ε)h̃(k) + εeik(−ξ)
]

÷Ü ���	³��°
Q̃2 (k; s | ξ)
ψ̃1(s)ψ̃(s)

=

=

∞
∫

−∞

dXeikX
∞
∫

−∞

dr1 [(1− ε)h(r1) + εδ(r1 + ξ)] [(1− ε)h(X − r1) + εδ(X)]

= (1− ε)2h̃2(k) + ε (1− ε) + ε (1− ε)h̃(k)eik(−ξ) + ε2.
÷Ü ��¼	

Ç¬´�» «�¸ Ø� � ³»�ò¬°� �È»­�­«�  ³ ÷Ü �Õ	 ³´�°�¯·¸ �¯� ¸ ·ò ¸ �»­Ø �³¬´�× ³¬´��²³ ��³ß��²�´³�� ô �³  »��·­�«�¯ ¬�³�·
ξ
�³��°� °�¸ Ø��²³ �®» «�¹

t = 0
ô » �³¬´��«

Q̃ (k; s | ξ) = ψ̃1(s)
(1− ε)h̃(k) + ε

(

eik(−ξ) + ψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü ��Ó	
à³�³­·¸ �¯� ´���° ·º�� ­«�­«� � ³»�ò¬°�²³ �È»­�­«� �³

ξ

Q̃(k; s) =

∞
∫

−∞

dξQ̃ (k, s | ξ)h(ξ) = ψ̃1(s)
(1− ε)h̃(k) + ε

(

h̃(k) + ψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
=

= ψ̃1(s)
h̃(k) + εψ̃(s)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
.

÷Ü ��Ü	
*�� » « �× ô �³­���´­� �³¬´�× ³¬´��²³ ��³��²�´³�� °���ò� ³   »È�® �³°� �� È» �°�¬È»»��°��«»�­«�

ψ(t)
«
ψ1(t)

ô ¸ � ­�²³ �³°� �� · �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�·
h(x)

³��° ����¯ �ß´�·
ε
� å�·»�ò¯�ô ò� � ³ ¬´�» «�¸ Ø� » �È»­�­«· ÷Ü ��Ü	

ε = 0
³´�°�¯·¸ �¯�ô ´�� ¸ �� ´³µ�× �³» «­­³ ô �È»­�­«� ÷¼ ��¾	 ô �°� �« »�­«�  �� ��°��� �· ­«�°���ò­��® °¯ «�­ ��­��

ø �©�D¥ ���Û��ì©�G C D� ��A� I� E�� J Ä§���� � Î ���� � ��A¦¨ Y ©��A� �����Î Ä��Î���¦¥E à°«¹�« ­«�¯· ¯³ò�«»� µ ¹ °«� »���³»� °�­«� «­´���¬·¸ Ø���® ­�¬ �®����´���ß¬´��  �·²³�°¹ ³»��® �
á Oá ÉUTbUdV� U b ��d\V� U U���\�TQRUV� b ST�^\��Vb
±µ� °­���æ× ¯ «¹��« ��³��²�´³� ô � ³¬«� �¸ Ø� ��³��²�´³� ³¬´��  �­� �È»­�­«�¯ ÷Ü ��Ü	 ô¬�³�°�¬´�¯ ° °���ò­³º�« ÷¼ ���	 � Ç  ��¬°�¯ �«Ø²· «­´���¬³»�× ­�¬ µ ¹ °«� ¸ � �­«� ��°�ß�� �� ¬´��¸ ³­��­�� å�´�¯ ô ¯ ³ò�¯� »��³�°�¬´�× ¸ �»­Ø �³¬´�×

ψ̃1(s)
 �­Ø �È»­�­«�¯÷¼ ���	 � Ç È»�°�¬ ·°�¬�·¸ � ¬«¹

P̃ (k, s) =
1

s
− 1− ψ̃(s)

〈t〉 s2 +
1

〈t〉 s2

(

1− ψ̃(s)
)2 (

h̃(k) + εψ̃(s)
)

1− (1− ε)h̃(k)ψ̃(s)− εψ̃2(s)
,

÷Ü ��¾	
Ó¾



² °«�  »� �«��» ¬°� ¬� �� ­«�« ¬·¯� ¬´�­³» «Ø ���¯ �­´
Ψ̃1(s)

³µ��­� » �È»­�­«· ÷¼ ���	� ·°�¬��­� °� »°³�È» ÷¼ ���	 « ÷¼ ��¡	 � ËÈ»­�­«� ÷Ü ��¾	 ­«� °���ò� ¸ ·ò ¸ �»­«� ³ �³°� �� ·
ψ̃1(s)

ô ² �ò °³¬´� � ³­ »���ò³­� ��°�° �³°� �� 
ψ̃(s)

� É´Ø  ô ³��° ­� �³ ¬´�» «�» °³�· ÷¼ �¼Ù	 ô ³´�°�¯·¸ �¯� º�� ­«� ��°�¬·­«¹�«� �»� ��´³»�
m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
µ2

s2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)
,

÷Ü ��Õ	
� ° ÷¼ �¼Ü	 ¶·­��¸ ¹ �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«

C̃(s) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

÷Ü ���	
» °¯ «�­­�¸ ö������ 
� � à³�³­�¸¯� ´���° ³ » �³´­�¸ ´��­¬¶³�¯ �´� ö������ 
� »���ò�ß­«� ÷Ü ���	

C(t) =
µ2

2 〈t〉 δ(t)− ε
µ2

〈t〉 L
−1
t

{

ψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

}

,
÷Ü ��¡	

² °«� L−1
t {. . .} ¸ �¬´ ³ » �³´­Ø ´��­¬¶³�¯ �´Ø ö������ 
�  ³ °¯ «�­­�¸ �°�¬³»�¸ � Ö³ß ³µ­«� ¸ �� » �³��°� ­«¯ �³° °«��� ô  ³�³­·¸ Ø� ­³�¯ ��«°��¸ « ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�«  ³  ��´� à «���� » °��°� ³´�°�¯·¸ �¯�

C n(t) = δ(t)− 2εL−1
t

{

ψ̃(s)

1 + εψ̃(s)

}

.
÷Ü ��Ù	

Ç�ò­Ø » ��¬­³º�«Ø �È»­�­«� ÷Ü ��Ù	 ¸ �¬´ ¸ �²³ ­«�°���ò­³º× ³  �³°� �� · �³¸ � �­ß�°�²³ ¬�³�· ÷­«� »�¬´¹�·¸ Ø �­« ¯³¯ �­´
µ1
�­«

µ2
	 » ��°��«» «�ó¬´» «�  ³ �­��³²«�°ß­�²³ �È»­�­«� ÷Ó �¼�	  �� ¯ ³ ��· Ý³­´��³ « Ý �¬³�«���� � Ç ´�¯  �·²«¯ ��°��� �·�·´³�³�����¸ � ÷� ³°�  ��´Ø à «���� » °��°�	 ¸ �¬´ ¬���³»�­� ��°�° �°�­­«�

µ2
1/µ2

� *��» ¬�³¯­«� ��¯ »�°�º­«�¸ ô   �� �³°� �� · �³¸ � �­�°�²³ ¬�³�·  �­�²³ ��°�° ÷Ó ��	 ³µ�¯³ ��� ¬Ø ¬³µ«� �È»­³»�ò­� ô � »È»�°�¬ �°�­­«� ¬���·¸ Ø��
µ2
1/µ2 = 1

ô ¸ �� ­���ò� �³³ �°��«»�× �Ç ·°�¬��­�¯ ´·´�¸ ¯ ³ ��· �¬°´� �´ ·­³�¯³»�­�¸ ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«÷Ü ��Ù	 °���ò� ¸ � �­«� ³  �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�­«�
ψ(t)

³��° ����¯ �´�·
ε
� ñ���ò�� ³ ���º�«× ô ò� °���ò­³º× ³  ����¯ �´�·

ε
­«� ¸ �¬´ ¸ � �­«� ��³¬´�¯ ¬���³»�­«�¯ ô ² �ò»�¬´¹�·¸ � ³­ �È»­«�ò » ¯ «�­³»­«�· �È»­�­«� ÷Ü ��Ù	 ��°�° �³ ô ¸ �²³ »� ��» ­� »�­«�«¸ �¬´ »���æ­«� ­«��«­ «³»��

á Où Û�TÊ� dUdbQ g ^UdWf b Qf SbTWVgdWf b
å�¬� ­«�°�¯ ����¯ ­«­«�¸ ¬°�²³ �³ �³° °«� �· ¸ �¬´ �³�È»­�­«� ��°�» « �»�ó °���ò­³ßº�« �°�¬³»�¸ ´�³��´��°­�¸ ÷·­³�¯ ³»�­�¸ 	 ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ° »�­«��¯ «�¯�«���°­�¯ « ��°� ¬´�» «³­�¯ « ­� ��¬·­�· � �� ÷¯ ��� �°��­� �»� ��´� 	 � Ö³�È»­�­«�

ÓÕ



´��«� ��°���³»� °�¯ °��È»­³  �� ¯³ ��· Ý³­´��³ « Ý�¬³�«���� ô » �´È��¯ ¶·­��¸ ��·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ³�«¬�­� ¸ �¬´ �È»­�­«�¯ ÷Ó �¼�	 ô ¸ �� «  �� ¯ ³ ��· ³�«¬�­�²³» ­«­«�¸ ¬°�¯ �³° °«��� ô ² °«� ·­³�¯³»�­� ¶·­��¸ � �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«  �­� ¸ �¬´��°�° »���ò�­«� ÷Ü ��Ù	 �
*�� �³ ���º�« ��¯ » �³��°� ­«¯ �³ �³° °«��� ô �¬°´� �´ ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« »���³»� °³­�¸ » ��¯ ��® �³°» «­«¹´�²³ ��°�°� ¯­«� ¯³ ��· °���ò� ¸ � �­«� ³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�­«�

ψ(t)
³��° ����¯ �´�·

ε
� Ç ¬´��¸ ³­���°³»�­�¯ ��°�°�¯­«� ¯³ ��· Ý³­´��³ « Ý �¬³�«���� «¬´³´­� ¸ �¬´ �È»­«�ò ¬´³¬·­�� ¯³¯�­´È»

µ2
1/µ2

�ÉØ ´³ ¸ � �­� ����¯ �´��ô �´È�� ­���ò� �¬´�¯ ³»�× ­� µ�°«� � ³¬«� �­��®  �­��® �¯�«ß���°­��® � å�·»�ò¯�ô ò�  ³ ·°�¬��­«� ��ò �²³ ° ´��® ����¯ �´�È» ô ­«� �³´�°�µ·¸ �¯��� �³º�«  �­��® ô ¬� �� �¸ Ø���® ¬«¹ °� °¯ «�­ ��­� « �°�¬È» �³¯ «¹ °� ´�¯ « °¯ «�­�¯ « �à³ ·°�¬��­«� ����¯ �´�·
ε
�³´�°�µ­� ¸ �¬´ ¸ � �­«� ¬°���² �³��¸ ­��® °¯ «�­ ��­�ô ­�´³ß¯ «�¬´  ³ ·°�¬��­«� �³°� �� · �°�¬È» ³�°��«»�­«� ß ¬°���² �³��¸ ­��® �°�¬È» »��°��«ß»�­«� � Ö³­� ´³ ô »  �·²«¯ ��°��� �· «­´���¬·¸ �¯� ¬«¹ ¸ � �­«� ®«¬´³²��¯�¯ �°�¬È»»��°��«»�­«� °�´�¯ ô «�® �³��¸ ­³º× » ¬°���²· �°�¬³»�¯ ­«� ¯ � °­��°�­«� � Ö³»�òß¬°� ³µ¬��»��¸ � ¬Ø «¬´³´­� ô ² �ò ò� �­ ° ����¯ �­´È» ³µ ��­��® » �È»­�­«· ÷Ü ��Ù	­«� °�» «��� » ¬³µ«� ¬´�·�´·�� �°�¬³»³� ��­³»�¸ ô �´È�� » °·� ��­³º�« ³���º�³­� ¸ �¬´°� �³ò�­«�¯ « ¬´³¬³»�­�²³ ¯³ ��· � Ç �«��» ¬°�¸ �³��¸ ­³º�« ³�«¬·¸ ¹ ¯ �´³ ¹ �¬´�¯ ��¸ «����¯ �´�·

ε
�

ú Kû Kü ý RVQþ Nÿ� N GNHNþ XVHU εå�·»�ò¯�ô ò� ��°�¸¯·¸ Ø� °���ò­³º× � ³¯ «¹ °�  »³¯� �³��¸ ­�¯ « ¬�³��¯ «  �­Ø ��°�°»���ò�­«� ÷Ü ��	 ô ³´�°�¯·¸ ¹ �³�����¸ ¹  »È�® �³��¸ ­��® ¬�³�È»

〈 rn rn−1〉 =
∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1 rn rn−1 h(rn, rn−1) =

=

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1rnrn−1 [(1− ε)h(rn)h(rn−1) + εh(rn)δ(rn + rn−1)] =

=ε

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1rnrn−1h(rn)δ(rn + rn−1) = −ε
∞
∫

−∞

drn r
2
n h(rn) =

=− ε µ2, ÷Ü �� �	
¬´Ø 

ε = −〈 rn rn−1〉
µ2

.
÷Ü ���	

Ç �³»�ò¬°��® »���ò�­«��® µ��� ¸ �¬´ «�³ �°�­· º�� ­«�® 〈rn〉 〈rn−1〉
ô ² �ò ° ���°�ß¬´³º�« �³°� �� · ¬�³�È» »�­«�� °­«��­«� «�® º�� ­«�¸   �·²³º�« � Ê� ��³¬´� �¬´�¯ ��¸ �

Ó�



����¯ �´�·
ε
��°�° �³�����¸ ¹ ¸ �¬´ �³ ³µ­�  ³ °­�­�¸ ¯³¯ �­´³»�¸ ¯ �´³ � �¬´�¯ �ß�¸ « �³°� �� È» 
¾Ü� � Ç �­��«°³»�­�¸ ��°�°� ¯­«� ¬�´·��¸ « ¯ �´³ � ³���´� ­� »°³�°�÷Ü ���	 ¯� ¸ � ­�� «¬´³´­� »� �ô ³ �°�¯ ¯³»� �³­«ò�¸ �
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t ∈ [2, 100]
� � °�¬��­� ����¯�´��  �� ³µ· ��³� ³­³»�­��® �³°� �� È» ��°� ß¬´�» «� ´�µ ��� Ü �� � ñ�´³¯ «�¬´ ®«¬´³²��¯� »��° ° �¬´�¯ ³»�­�¯ « �³°� �� �¯ « �³��°�­³­� ��¬·­�· Ü �Ü �

¶w����w ä po r ¸il�n� mj~i} w�� � �wtw} m~t�z tyun vwx�z }yxm�k� ��i�� tyun vwx �uwj�z zié�umn�zwl�w x�w �wxwli�� j� �vmn u ¸ ¹ºo� p ¸ xtk|�m� ny�k}l�m uw} �mju�uyly �tmxl� �uwj} ��xui~twljwn�i�li k¿izwli z tyun vwxu�m ½ä poö¾ � z ~tum��m� � �uzwt~m� ny�k}l�m ulw� xk� �j�� �u�j~nyzm �uwji tm�wnjw�� �
τ1

�
τ2

tyun vwxk � yxz��l�m mnj� ylml�� w�lm|y ½ä po�¾ � lw~yé} �wj~ z ny�k}l�m ���~m� zw|w
w
pÉ��È´ ­�°»� ¬�È ��« 〈t〉 τ1 τ2 wõËâ �Ù¡ ��Õ� ���Õ �� �Õ¡ �Ó¼� Ù �Ó �ÜÔâÊ Fñ �Ü �Ù¾Ó �� ��¡� �¼Õ �¡Õ¾ Ù �Ó��½Ô¦Ý ¼Ù �¼ �� ¾ �� �¡ Õ� ���� Ù �¾Ó �Öâ½±ª ÜÜ ���� ¡ ���� �Ù� �¼ÙÓ Ù �Ó¡¡ÖÔñ FÔ Ó¡ �ÙÕ� � ���¡ ÕÜ �Ü�Ó Ù �¼¡ÕÖ½ñªËöâñ Ó� �Ü¡¾ ¡ �Ù�� Õ¾ �Ó¼ � Ù �ÜÙ�Ö½ªõÖ �¾ ��¾¾ ¾ �Õ�Ù ÜÙ �¾� � Ù �ÜÜÜÊÖÉ± ¼Ó �¡Õ¡ � �ÙÓ� ¾¾ �Õ �Ó Ù �ÜÓ �
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Ç��´³ °» �È �«× ·»�²¹ ô ò� °µ�«ò³­�  ³ ��°� ¬´�» «³­��® » ´�µ ��« Ü �� »��´³º�« º�� ß­«� �°�¬È» ¯ «¹ °�´��­¬����¸ ­��® ³´�°�¯ �­³ » ����� 
Ó��  �� �«��· ¬� È ��� ­³´³»�ß­��® ­� ñ� Éâ 6 » ��´��® �¡¡Üß �¡¡� �
à�·²Ø ³µ¬��»��¸ Ø ô �´È�Ø ¯³ò�¯� �³�°�­«× ¸ �¬´ �³° °«���­«� ¬��� �°�¬³»��® ô ² �ò�¬´�¯ �´�

τ1
«
τ2
�Èò­«Ø ¬«¹ ³ �°Ø  » «���³º�« � Ö³°»��� ´³ ´���´³»�× ¸ � ¸ ��³ �°Ø¬´�³»��°�¬� �����¬��¸ « ­�  »È�® �Èò­��® ¬�����® �

ñ� ��¬·­�· Ü �Ü » « ³�°­� ¸ �¬´ » ¬���« � È �ß�³²���´¯ «�°­�¸ ô ­«�» «��� «� ¬�¬´�¯ �ß´��°­� ³ ¬´¹�¬´»³ ��°�» « �»�ó ´�³��´��°­��® ô ³�«¬�­��® �³°� �� �¯ �³ »È¸ ­«� ��¬ß� ³­�­�¸ ��­�¯ ô ³   �­��® �¯�«���°­��® � Ý «¯ ³ ô «ò ­� �¬°´� �´ ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ «��¹ �³º�« ÷»���ò³­�¸ » °³��¯ ÷Ü ��Ù		 ¯� »� ��» ´��­¬¶³�¯ �´� ö������ 
� �³°� �� · ô°���ò­� ³  »��´³º�« �³°� �� ·  �� » ¬°�¬´�«�® �°�¬È» ¯ «¹ °�´��­¬����¸ ­��® ô ´³ ¯³ò­���°��·¬°�°�× ô «ò �³�� » ¬� ³¯­«�­�²³ ³ ¬´¹�¬´»� » �³°� �� °«�  ��   �·ò¬°��® �°�¬È»¯ � ¬´³¬·­�³»³ ­«�» «���« »� ��» ­� �Èò­«�� � ³¯ «¹ °� ´�³��´��°­Ø « �¯�«���°­Ø ¶·­�ß�¸ Ø �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�«   �� ��È´�«�® �°�¬È» �
� §�� Ä��ÄAÁ �Å��¤����©�ì¤¥ Î ÏD � Ä�¥Ä§Û �� �� @��¤�¦Î � ����Á Ú��� �����A������ ����� ��¥��è §����§¥¦��¥¦¨ �����D��¥¦¨ ¤���©� � �¤���¥¦��Ã
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Ç���³»� °�¯� ´���° °�¯�­«¹´� ¶³�¯· �� ­� ·­³�¯ ³»�­Ø ¶·­��¸ ¹ �·´³�³�����¸ « ��¹ ß�³º�« ô ��°�¸¯·¸ Ø� �³°� �� � �°�¬È» »��°��«»�­«� » �³¬´��«��® ÷Ü ��¾	 « ÷Ü ���	 °���³ß� ³­³»�­��® » �³��°� ­«¯ �³ �³° °«��� Ü �¾ �� �
Ç¬´�» «�¸ Ø� �È»­�­«� ÷Ü ��Õ	  ³ ÷Ü ��Ù	 ô  ³�³­·¸ �¯� ³ » �³´­�¸ ´��­¬¶³�¯ �´� ö�ß����� 
� ·°�¬�·¸ Ø�

C n(t) = δ(t)− 2ε

〈t〉e
−(1+ε)t/〈t〉.

÷Ü �¼ �	
*�� �³��°� ­«³ ô   �� ¬´��¸ ³­���°³»�­�²³ ¯³ ��· Ý³­´��³ « Ý�¬³�«���� ­���ò� ·°·ß� � �­«× �³»�ò¬°� �È»­�­«� ³ �°�­­«�

µ2
1/µ2

��°�   �·²«¯ ¬� �� ­«�«�¯ �³ ���»�¸¬´�³­«� �È»­�­«� �
à �� � ³ »È¸ ­«� ��¬�³­�­¬¸ ��­�²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�­«� ¯ ³ò�¯� �³ ß¬´�» «× ÷Ü ��¡	  ³ ÷Ü ��Ù	 ô �³ ��³»� °«  ³

C n(t) = δ(t)− 2ε
(

A1e
−ν1t + A2e

−ν2t
)

,
÷Ü �¼�	
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² °«�
ωj = 1/τj, j = 1, 2,

υ = w ω1 + (1− w) ω2,

ν1,2 =
1

2

[

ω1 + ω2 + ευ ±
√

(ω1 + ω2 + ευ)2 − 4ω1ω2(1 + ε)

]

,

Aj = (−1)jω1ω2
1− νjυ

ν1 − ν2
, j = 1, 2.

÷Ü �¼¼	
Ç��´³º�« » ¬� È ��°�­­«�È»

1/ν1, 1/ν2, A1, A2
¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³º�« ³���º�³ß­�¸ �È»­�­«�¯ ÷Ü �¼�	  �� ����¯�´�È» ·°�¬��­��® ¯ �´³ �¯ « ³�«¬�­�¯ « » �³ �³°ß °«� ���® Ü �¾ �� « Ü �¾ �� » ��° ° »��´³º�«Ø » ¬� È ��°�­­«��

µ2
1/µ2

ô ��°� ¬´�» «³­³ » ´�µ��«Ü �¼ �
¶w����w ä pÃ r ¸wt~y��� �wtw} m~t�z

1/ν1
�
1/ν2

�
A1

�
A2

� ~mytm~i�ulm� {kln�� � wk~ynytm�w�� ��t�xny��� y��jwlm� t�zlwl�m} ½ä pÃo¾ y�} �k �wxwli�� j� �vmn z��yxu��i�� z jn vwx �lxmnjk¸ ¹ºo� p swtw} m~ti ziulw�uyly zmx vk| zuyt�z ½ä pÃÃ¾ � �wuk� �� lw mj~i} yzwli�� �wtwé} m~tw�� � n~�ti�� zwt~y��� � yxwly z ~w� m�w�� ä pq ½} m~yxw lw�z ��njum� z �wti|yxly���¾ �ä po p ¸ yj~w~l�m� ny�k}l�m � yxwly t�zl�m¿ zwt~y�æ z j� �v�uill�nw
µ21/µ2

zij~��k� ��m|y zj~w�� ylwtiuyzwli} }yxm�k ìyl~mty � ì wjy���mtw ½÷ pÃo¾ pÉ��È´ ­�°»� ¬�È ��«
1/ν1 1/ν2 A1 A2 µ2

1/µ2õËâ �Ù �Õ�Ü �¾Ù �¾¼� Ù �Ù¼Ü¡� Ù �ÙÙ�ÕÙ Ù ��Ù �ÔâÊ Fñ �Ù ��ÓÓ ��¡ ���Ù Ù �Ù¼Ü�¾ Ù �ÙÙ¼�¡ Ù ��¡Ü½Ô¦Ý Ü��Õ¾ ¾Õ �Ù¡Ù Ù �Ù¡Ü¼¼ Ù �ÙÙ¼Ü¡ Ù ��¼�Öâ½±ª � �¼�Ó ¡¼ ���¾ Ù �ÙÜÜÙÙ Ù �ÙÙ¼¡� Ù �� �ÜÖÔñ FÔ Õ �¡ÙÜ ¾Ü �ÓÓÕ Ù �ÙÓ¾¾¡ Ù �ÙÙ¾�� Ù �¼ �ÙÖ½ñªËöâñ Õ ��¾Ù ¾� �Ù�Ó Ù �ÙÜÕ¼� Ù �ÙÙÓÕÕ Ù ��¼¡Ö½ªõÖ Ü �Õ�� ÓÜ �Ó¼Ó Ù �Ù�Ü¼� Ù �ÙÙ¾ÙÓ Ù ���ÜÊÖÉ± ¾ �¾Ü� Ü� �Ó¾¾ Ù �Ù¾¡¾¼ Ù �ÙÙÓÓÕ Ù ��ÓÓ
ñ� ��¬·­�· Ü �¾ �³�È»­���¯ ��°�µ«�² �¯�«���°­�¸ ¶·­��¸ « �·´³�³�����¸ « ��¹ �³ßº�« ·°�¬��­� ¯�´³ Ø ³�«¬�­Ø » �³° °«��� � ô � ��°� ¬´�» «³­� »�°�º­«�¸ ­� ��¬·­�·� �� ÷¯ ��� �°��­� �»� ��´� 	 ô ° »�­«��¯ « ��°�» « �»�ó »°³�È» ÷Ü �¼ �	  �� ��¬�³­�­ß�¸ ��­�²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�­«� ÷�«­ «� ��°���»�­�	 « ÷Ü �¼�	  �� �³ »È¸ ­«���¬�³­�­�¸ ��­�²³ �³°� �� · �°�¬È» »��°��«»�­«� ÷�«­«� �«Ø² ��	 �Ö ��²­¹ » ´�¯ ¯ «�¸ ¬�· �³ ���º�«× ¬°�°�²È�­«� «¬´³´­� �¬� ��´ ¯³¸ �²³ �³ �¸ º�«� �Ý «�­³» «�«� ��°�»� ´�³��´��°­� ­� ��¬·­�· Ü �¾ ­«� ¬Ø ·°�¬��­� ¯�´³ Ø  ³��¬³»�ß­«� «�® ����¯�´�È»  ³ » « ³�°­��® ­� ´�¯ ¬�¯�¯ ��¬·­�·  �­��® �¯�«���°­��® �Ç¬°�¬´�«� ����¯�´�� ¶·­��¸ « °³¬´� �� µ ³» «�¯ »�°­��°³­� ¸ ·ò »�°�º­«�¸ ­ «�°���ò­�¯ «¯ �´³ �¯ « ô ­�  »È�® ³¬³µ­��® °µ«³���®  �­��® ô � ¯ «�­³» «�«� ­� ¬°���²· �³��¸ ­��®¬�³�È» ³��° °µ«³�°� �°�¬È» »��°��«»�­«� �Ö³¯ «¯³ ô «ò °²³ ­³º× ��°�» « �»�ó ´�³��´��°­��® »���ò³­��® ¶³�¯· �Ø ÷Ü �¼�	 ° �­�¯ « �¯�«���°­�¯ « ¸ �¬´ ¬�´�¬¶���¸ ³­·¸ Ø�� ô »�«Øò » « ³�°­� ¸ �¬´ ¬�¬´�¯ �´��°­� ³ ß¬´¹�¬´»³ ô » ¬°�°�²È�­³º�«   �� � ³º�� ­«�® �°�¬È» ÷��´�° ��¬·­�� Ü �¾	 � ñ� ��¬·­�·
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�³¯ «­Ø ��¯ ��°�» « �»�­«� ¬´��¸ ³­���°³»�­�²³ ¯³ ��· Ý³­´��³ « Ý �¬³�«���� ô ² �òµ� �³µ� ´³ ¸ � �­«� ��°�¬���³»�­«� ��°�»�¸ °�°­��°³­�¸ �«­ «Ø �«Ø² �Ø ³ ����¯ �´�
µ2
1/µ2
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+,-./ 012 3 456789./ 6.5-9:;1<8012 3 5=;,6:>92 2,7.-.2 ?6,<.:= :;,<@5:;1<80.A, 6,8B
C5D50.A, C 0909./ :8./ 6,8?65C 9. 3 / .:; 2,7.- 85C 9.65/ E<1 ?52 9FG ,4 ./2=/ E<E 7C5:>,>9 ? ,?68.785/ E<. 5>;=5-01H I.A, ;1?= 2,7.-. 09. 41 J1 7,;1<@<85: 6,8C5D50. C6525<@ K,62 5-982= 4 JE78.095 -,:,C.A, C <85:9. <9EA J12 3 8. C 8A-F7= 05 805<80.>,2?-9>5</ . 65<@=0>,C. H óLLMN O PQ��MR N �STU V W�N OXYOZ S�[\��\��Z P]�^L�� O Y� Q\�� OYOT ��M_OL� ULZ YVX`a ]T��T]MYVLZ LOL OTb PVTb ��VW���Mc
d ef g hijklmn l ohpqrs
t5:5709<8E ?681<810E 6,8C 909F<95 >,-./ 0.A, 2,7.-= / .:; >,09.<80,uG ?,?65C 9.0958A,70,u<9 ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@ 3 =81:>501<@ C 6525<@ 2,7.-= 8 ?52 9F<9E/ .70,>6,>,CE 3 8 75012 9 .2?961<8012 9 w?5;68 61:=0.> x Hyz H {.8? ,u6.709E 2,;1C5</ E7, =-.?:8.095 2 ,7.-= 41 J5 505-985 5=;,>,6.-5</ 9 .2?961<80.A, :8.6.A= :521<@ 82 950
<.0 H
|.D.-9 457501 :8.6.A 7501<@ .2?961<801<@ 8=4,D121 =:=C5/ E< 8 09.A, <85:1

C1<8.>9C5095 3 ,;6812 521 71:>6.;01 C <85:9. :8.6.A <85:,C13 A789. 6,-F w71:>6.;B0.A,z <85:= ? . J09 0=2.6 >,-./ 0.A, :>,>= H },D.21 505-98,C5G 5=;,>,6.-5</ F ;5>9.A,:8.6.A= 3 =D1C5/ E< / 5>, 56A=2 .0;= -9<841 05;=65-0./ -=4 8.65 H ~5 ?681> J57 3 7-5 56A=B2 .0;=
0
457505 5=;,>,6.-5</ 5 ,7?,C 9575 C56950</ 9 6,8> J57= :>,>�C 3 7-5 56A=2 .0;=

1
B >,C56950</ 9 7C�<@ 05:;F?=/ E<1<@ ?, :,49. :>,>�C 3 7-5 56A=2 .0;= 2 B >,C56950</ 9<, 76=A9.A, :>,>= 3 9;7 H �0012 9 : J,C13 -9<845 ;5 / .:; -9<84E >6,>�C 6,8789.-5/ E<1<@7C5 =:;5-,0. :>,>9 B C1/ u<9,C1 9 5>;=5-01H �68.49.A ;5> ,?9:50./ K=0></ 9 3 ? , =0,62 ,B
C509= 7, C56;,u<9 � C 8.68. w<81-9 C 058.C09<;C 9. .>,0,2.;61<8012 5=;,>,6.-5</ 9z 3?68.7:;5C 95 61:=0.> y H�H
� -5 56A=2.0;=

1 C56;,u<9 C1>6.u-,0./ K=0></ 9 41 J1 / =D 505-98,C50. C 652 5<@6�C05095 wx H��z H �7?,C 9575 ,05 ?5652 .;6,C 9 ε 3 <, ?68.7:;5C 9,0, C ,:;5;09./ >,B-=209. ;54 .-9 x H�H �, :8<8.A�-09. C5D0. 3 7-5 >,-./ 01<@ C56;,u<9 -9<841 6,8789.-5/ E<1<@>6,>�C 09. ,4:.6C=/ . :9F / =D 9:;,;01<@ >,6.-5</ 9 H �4:.6C5</ 5 ;5 41 J5 / =D ? ,<8109,05
C. C<8.u09./ :81<@ ?65<5<@ 3 2 H90 C ���� H �;50,C 9 ;, 85:5709<8E 6�D09<F C :;,:=0>= 7,5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 C K=0></ 9 <85:= 3 ? ,>5850./ 05 61:=0>= x Hy 3 A789. 805<8E<5

x�



85-.D0,uG 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.0 =-.A5 6,821<9= 8 ?,C,7= 82 9.00.A, <85:=?,2 9F781 >,-./ 012 9 :>,>52 9H
� uC 9.;-. ? ,C1D:8.A, 3 05-.D1 8575G >-=<8,C. ?1;509. 3 YVM V ��PT�����LT_�

���\[ \��TU�Yb O �MLO\� ���\ b �\OTb \� U� OT\ V� UT�L�`YO W�N OXSVM Y� S�[_Z
VN O�LZ YTLM�
� ���� ������� �� ������� �  ���¡ ���¡
¢41 ,7?,C 9.789.G 05 ?,:;5C 9,0. C ?,?68.7092 ?,76,87895-. ?1;509. >,0:;6==/ F 3
05 ?,7:;5C 9. 505-98,C501<@ C 0909./ :8./ ?65<1 7501<@ .2?961<801<@ w505-,A9<809.7, C1>6.:�C ?,>58501<@ 05 61:=0>= x H�z 3 7C=C12 956,C1 @9:;,A652 <, 76=A9./
82 9501 <.01H �;50,C 9 ,0 :;5;1:;1<80E 6.5-985</ F 6,8> J57= ?65C7,?,7,49.v:;C5 7-5
C :?,20950./ 85-.D0,u<9 <, 76=A9./ 82 9501 <.01 w?5;68 61:=0.> y H�z H�109>9 ?68.7:;5C 9,0. 05 61:=0>= y H� :E <@565>;.61:;1<8012 ?681> J57.2 7C�<@82 9.001<@ -,:,C1<@ 3 >;�6. :E 85-.D0. <@,<95D 9<@ >,6.-5</ 5 809>5 H }�C 9E< ,A�-09./ 38. 809>5095 >,6.-5</ 9 0 9. C109>5 4 .8C56=0>,C,uG 6,8> J57�C H�68.7:;5C 9,0. @9:;,A65213 ?,7,409. / 5> C ?681?57>= ;1<@ 05 61:=0>= x H�3 :> J5B75/ E :9F 8 7C�<@ A J�C01<@ <8Fu<9 £

• 8 <.0;65-0.A, >681D5 3 87.¤09,C50.A, ?68.8 ?=0>;1 (rn−2, 0)
9
(0, rn)

3 <81 -9 :1B
;=5</ 9 3 A71 <, 05/209./ / .705 8 7C�<@ 505-98,C501<@ 82 950 <.01 41 J5 8.6,C5 H¥5>; ;.0 09. 92?-9>=/ . 9:;09.095 85-.D0,u<9 ?,2 9F781 ;12 9 :>,>52 9 <.01H

• t 795A,05-9 9 50;1795A,05-9 3 87.¤09,C501<@ ?,?68.8 ?=0>;1 (rn−2, rn ≈ rn−2)9
(rn−2, rn ≈ −rn)

3 ;C,68E<1<@ >681D ,46�<,01 C8A-F7.2 ?,?68.709.A, , 45◦ H�109> ;.0 ,7?,C 9575 :1;=5</ 9 3 A71 505-98,C50. 7C 9. 82 9501 <.0 2 5/ E ;5>E:52 E 7 J=A,uG 3 ?681 <812 2,AE 2 9.G ;5>9 :52 -=4 ?68.<9C01 8C 6,; 3 C ?6814-9BD.09= 8 6�C012 ?65C7,?,7,49.v:;C.2 H
¦,8C5D21 05/ ?9.6C 3 / 5>E 85-.D0,uG <, 76=A9./ 82 9501 <.01 =81:>=/ .21 C 65B2 5<@ 2,7.-= ,?9:1C50.A, C ?,?68.7092 6,87895-. w<81-9 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,B>6,>,CEz 3 ,?9.65/ E<.A, :9F 05 85J,D.095<@ -.DE<1<@ = ?,7:;5C C165D.095 w�H�z H�>,0:;6==/21 6,8> J57 ;68.<@ 05:;F?=/ E<1<@ ?, :,49. 82 950 <.01H �681 85 J,D.09=

85-.D0,u<9 7C�<@ >,-./ 01<@ :>,>�C 750./ C165D.09.2 wx H�z 3 ,;6812=/ F
h(rn, rn−1, rn−2) = h(rn | rn−1, rn−2) h(rn−1, rn−2) =

= h(rn | rn−1) h(rn−1, rn−2) = h(rn | rn−1) h(rn−1 | rn−2)h(rn−2) =

= [(1− ε)h(rn) + ε δ(rn + rn−1)] [(1− ε)h(rn−1) + ε δ(rn−1 + rn−2)]h(rn−2) =

=
[

(1− ε)2h(rn)h(rn−1) + (1− ε) ε h(rn)δ(rn−1 + rn−2)+

+(1− ε) ε δ(rn + rn−1)h(rn−1) + ε2 δ(rn + rn−1)δ(rn−1 + rn−2)
]

h(rn−2). wy H�z
t5=C5D213 D. 9:;09.09. ?52 9F<9 / .70,>6,>,C./ 8,:;5 J, C1>,681:;50. C 76=A92 C 9.6B:8= 3 A789. 6,8> J57 C56=0>,C1 h(rn | rn−1, rn−2)

8,:;5 J 85:;E?9,01 ?68.8 =?6,:8<8,01
6,8> J57 C56=0>,C1 h(rn | rn−1)

H
y§



�1:?,0=/ E< ?,C1D:812 6,8> J57.2 ;6�/ .-.2 .0;,C12 3 2,D.21 / =D 87.¤09,C5GAF:;,uG 6,8> J57= <, 76=A9.A, :>,>= ¨
h2(rn, rn−2)

h2(rn, rn−2) =

∞
∫

−∞

drn−1h(rn, rn−1, rn−2),
wy H�z

� -5 6,8> J57=
h(rn, rn−1, rn−2)

750.A, C8,6.2 wy H�z C165D.09. wy H�z :?6,C5785 :9F7, ? ,:;5<9

h2(rn, rn−2) =
[

(1− ε)2h(rn) + (1− ε) ε h(rn)+

+(1− ε) ε h(−rn) + ε2 δ(rn − rn−2)
]

h(rn−2) =

= (1− ε2)h(rn)h(rn−2) + ε2 δ(rn − rn−2)h(rn−2).
wy H©z

�,C1D:8E 85-.D0,uG ?68.:;5C 952 C ?,:;5<9 C1>6.:= w?5;68 61:=0.> y H©z 3 505-,A9<8B09. 7, C1>6.:= 05 61:=0>= x H© H },D05 85=C5D1G 3 D. V� UT�L�`a ª« c¬­ �S]���V�
]M U\� b TSLZ V S�® Y¯ ��TYLMY¯ L� �MP[L\[ « c° W�VT\Z]LMY¯ w795A,05-9 9 50B
;1795A,05-9z H �,057;, 3 8 6�C05095 wy H©z 2,D05 J5;C, 7,C 9.uG w505-,A9<809. 7, C1B?6,C578.095 C 8,6= wx H��zz 3 D. C 6525<@ 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE >,6.-5</ 5<, 76=A9./ 82 9501 <.01 ?68149.65 ?,:;5G

〈 rn rn−2〉
µ2

= ε2,
wy H�z

5 C 9F< 09. 809>5 3 C ?68.<9C 9.v:;C 9. 7, ;.A, <, C109>5 8 7501<@ .2?961<801<@ H t5;.2 3
W�VT� OSM��LO� N �STU[ V W�NOXYOZ b TSL�\��\��Z PZ LOT�MP]��YV�b ZYT S��WOP[ S�LMY¯ TNWO�MYVLMY¯ c
¥.0,2.0,-,A9<805 505-985 61:=0>= y H� 3 505-,A9<805 7, ?68.7:;5C 9,0./ C 6,8B7895-. x H�3 7,?=:8<85 05:;F?=/ E<. 3 K,62 5-0. =,A�-09.09. C165D.095 wy H©z 3 ,7;C5685B/ E<. w/ 5> 8,45<8121z 9:;09.09. 795A,05-9 9 50;1795A,05-9

h2(rn, rn−2) =(1− 2ζ)h(rn)h(rn−2) + ζ δ(rn − rn−2)h(rn−2)+

+ ζ δ(rn + rn−2)h(rn−2).

wy Hxz

� <.-= =81:>5095 K,62 5-0./ 8A,70,u<9 ?5652.;6=
ε2
8 6�C05095 wy H©z 8 ?5652 .;6.2 ζ8 6�C05095 wy Hxz C1:;56<81 ?, ?6,:;= ? , J,D1G ζ = ε2
H � -5;.A, 3 05 6589. ?,8,:;5/ .21

?681 ,A�-09./ :812 :K,62= J,C509= 3 <81-9 C165D.09= wy Hxz H�? ,68E78521 ;.658 C1>6.: 505-98,C50./ 85-.D0,u<9 4 F7E<1 ,7?,C 9.709>9.2 C1B>6.:�C 05 61:=0>5<@ x H© 9 y H© H �,:;=-,C505 ?68.8 C165D.09. wy Hxz ? ,:;5G 85-.D0,u<9<, 76=A9./ 82 9501 <.01 ?68.7:;5C 9,05 / .:; 05 61:=0>= y H� H� 975G 3 D. 6�C0509. wy Hxz ,7;C5685 856�C0, 79A,05-F ?68.C 971C50E / =D C<8.u09./6�C0509.2 wy H©z / 5> 6�C09.D 50;1795A,05-F 3 >;�6./ 465>,C5J, 05 61:=0>= y H© H ¥5>;
±²³´µ¶·¶¸¹º »¼´½¾¿

h
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;.0 / .:; :? ,C,7,C501 ?,/ 5C 9.09.2 :9F C C165D.09= wy Hxz :> J5709>5 85C 9.65/ E<.A,
δ(rn + rn−2)

H �> J5709> ;.0 ,7?,C 9575 :1;=5</ 9 3 A71 5>;=5-01 :>,> rn 3 2 5 8C 6,;?68.<9C01 7, ?68.7,:;5;09.A, rn−2

3 5-. 97.0;1<80E 7 J=A,uG H

� ���Ø Ù� �Ú �ÛÜ� Ý��Þ�ÛÜ Ý ����� � �ßàá������ 
âTãäT]MYVLT [VåPåSLOTLOT æMäå�TLOå ª« cç­ æMLO\å V �åäSVOTb PVYVT_® QãæTb
åLåUOVM NTY¯åLOVN[ �OS^åP\ �ã[LYT æ P]ãP[L\[ Sã WäVTWäãæåSVãLTb æ
äãVSVOåUT ç c° c �,C 65<5/ E< 7, C :?,209501<@ 6,8C5D5v 3 6,8C 9/ 521 852 9.:8<8,01;52 ?,7?=0>; w5z H
�68.C 971C5-9u21 ;52 3 D. ? , ?,/ 5C 9.09= :9F C1>,050./ ,K.6;1 >=?05 3 >,-./ 01w76=A9z :>,> <.013 C1C, J501 ;.A, ;1?= ,K.6;E 3 4 F789. 7,75;09 9 0 9.85-.D01 ,7 ?,B?68.709.A, H ~ 9. 90;.6.:,C5 J, 05: / .705> <81 05:;F?=/ E<1 ?, 092 w;68.<9z :>,> <.0185-.D1 ,7 >;�6.A,>,-C 9.> 8 ? ,?68.785/ E<1<@ H t5=C5D213 D. C ;./ :1;=5</ 9 -.C5 >65B

CF7è 497B5:> :?6.57= ?,8,:;5 J5 09.82 9.09,05 H t5;.2 3 => J57 C<9ED ?68.<@,C=/ . ?5B2 9FG , ?68.7,:;5;09./ 82 9509. <.01H ¢05-,A9<809. 7, 6,8C5D5v ?68.7:;5C 9,01<@ / =D C?,76,87895-. x H� 3 ? , C1>,0509= ? ,/ .710<8.A, 3 <5 J>,C 9<9. 09.85-.D0.A, :>,>= 3 8 09.B809>5/ E<12 ?65C7,?,7,49.v:;C.2 3 <.05 ?,C 6� <9 7, -.C./ >65CF789 497B5:> :?6.7= 3? ,>5850.A, 05 61:=0>= x H�< H
t5=C5D213 D. C :? ,209501 09.85-.D01 w76=A9z :>,> 4F789. 09.=/ .201H � 7,B

75;>= 3 541 85-.D0,uG <, 76=A9./ 82 9501 <.01 2,D05 41 J, ?6814-9D1G ?68.8
δ(rn +

rn−2)
3 :>,> ;.0 ?,C 909.0 41G 09.C 9.->9./ 7 J=A,u<9 H |.705> 3 541 85-.D0,u<9 :>,>�C C?565<@ w
rn, rn−1

z 9 w
rn−1, rn−2

z 41 J1 97.0;1<80. 3 2=:921 ?681/ EG 3 9D u6,7>,C13 09.85B-.D01 :>,>
rn−1

3 05:;F?=/ E<1 ? ,2 9F781 7C,2 5 :>,6.-,C5012 9 =/ .209. 3 / .:; -,:,C5018 6,8> J57=
h(rn−1)

H
¦,8C5D5095 ?68.7:;5C 9,0. C 0909./ :812 ?,76,87895-. y H� :;50,C 9E 85:5709<8E2 ,;1C5</ F 7, :>,0:;6=,C5095 ?68.8. 209. ,61A905-0.A, 2,7.-= 3 C >;�612 >,-./ 01:>,> <.01 / .:; 85-.D01 ,7 7C�<@ ?,?68.785/ E<1<@ A, 82 950 <.01H },7.- ;5>9 >,0B:;6==/ F ? ,?68.8 ?,7509. AF:;,u<9 ?65C7,?,7,49.v:;C5 ;68.<@ >,-./ 01<@ :>,>�C <.0 3?681 85 J,D.09= 09.85-.D0,u<9 <85:�C C1<8.>9C5095 H �,:;5G ;./ AF:;,u<9 ?68.7:;5C 952

C 05:;F?012 ?,76,87895-. H
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h2(r3, r1) =

∞
∫

−∞

dr2h(r3, r2, r1) = (1− 2ζ) h(r3)h(r1) +

+ζ δ(r3 + r1)h(r1) + ζ δ(r3 − r1)h(r1),
wy H��z

<81 -9 7,> J5709. w/ 5> ;68.45z ? ,:;5G K.0,2 .0,-,A9<80./ 85-.D0,u<9 ,?9:50./ 6�C0509.2wy Hxz H
~5-.D1 ? ,7>6.u-9G 3 D. 8A,70,uG ,4= 2,7.-9 2 5 2 9./ :<. / .7109. 05 ?,89,2 9. 6,8B

> J57�C 7C=:>,>,C1<@ w7C�<@ 82 9.001<@z 3 <81-9 7C�<@ 05:;F?=/ E<1<@ 4 .8?,u6.709,? , :,49. :>,>�C H ~5 ?,89,2 9. ;6�/ :>,>,C12 9 85-.D0,u<9 <, 76=A9.A, :>,>= 3 2,7.- 8?52 9F<9E 7C=>6,>,CE C?6,C5785 0,CE 09.6.7=>,C5-0E / 5>,uG H � ,A�-0,u<9 3 ,805B
<85 ;, 09.6.7=>,C5-0,uG C165D.095 wy H#z 7, wy Hyz H

y$



¦.7=>,C5-0,uG K,62 5-0E 2,D05 85?.C09G 3 C?6,C5785/ E< C C165D.09= wy H$z ;68.<9 3K,62 5-01 ?5652 .;6
θ
H � ;.71 ?68149.65 ,0, ?,:;5G £

h(r3, r2, r1) =(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3)+

+ ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1) + (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)

+ (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1).

wy H��z

� 975G 3 D. 7-5
θ = 0 C165D.09. wy H��z 6.7=>=/ . :9F 7, ?,:;5<9 wy H$z H�681 6,8C 9E81C509= 2,7.-= w<81-9 C1?6,C578.09= / 5C0./ ?,:;5<9 ?6,?5A5;,65z09.84 F70. / .:; 71:?,0,C509. C / 5C0./ ?,:;5<9 C165D.09.2 05 AF:;,uG ?65C7,?,B7,49.v:;C5 ,:;5;09.A, :>,>= r3 3 ? ,7 C56=0>9.2 ?,?68.785/ E<1<@ A, 7C�<@ :>,>�C

r2, r1
3 <81 -9

h(r3 | r2, r1)
H �:?,20950E C 9.->,uG 2 ,D.21 =81:>5G 789.-E< h(r3, r2, r1)?68.8

h(r2, r1)
H |.705> 3 05?,;1>521 C�C<85: 05 >,2?-9>5</ F ;.<@09<80E 789.-.095?68.8 6,8> J57 85C 9.65/ E<1 :> J5709> ?6,?,6</ ,05-01 7, 7.-;1 � 965<5 H �89.-.09. ;5>9./ .:; 2 ,D-9C. 7, C1>,05095 3 / .705> C109> ,?6�<8 7.-; � 965<5 4 F789. 85C 9.65 J 6�C09.D7.-;1 +6,0.<>.65 H

�?6,C5785/ E< 7-5 =?6,:8<8.095 85?9:= 82 9.00.

A =

(

1− 2ε+ θ

1− ε

)

,
wy H�©z

B =

(

ζ − θ

1− ε

)

,
wy H��z

C =

(

ε− ζ

1− ε

)

,
wy H�xz

D =

(

ε− ζ

ε

)

,
wy H�yz

E =

(

ζ

ε

)

,
wy H�#z

2 ,D.21 C56=0>,CE AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 h(r3 | r2, r1) C16589G C ?,:;5<9
h(r3 | r2, r1) = (1− δr2,−r1) [Ah(r3) +Bδ(r3 + r1) + Cδ(r3 + r2)] +

+δr2,−r1 [Dh(r3) + Eδ(r3 + r2)] .
wy H�$z

|5> C 975G 3 A71 :>,> r2 = −r1
;, C C165D.09= ;12 ,4.<05 / .:; ;1 ->, <8FuG 85C56;5

C 76=A92 05C 95:9. >C5765;,C12 H ~5;,2 95:; 3 A71 r2 6= −r1
;, 2 521 7, <8109.095

;1 ->, 8 <8Fu<9E 85C56;E C ?9.6C :812 05C 95:9. >C5765;,C12 H�,?65C0,uG K,62= J1 wy H�$z 2,D05 :?65C789G 3 0? H 20,DE< / E ?68.8 h(r2, r1) <, 3>,681:;5/ E< 8 85-.D0,u<9
(1− δr2,−r1) δ(r2 + r1) = 0,

wy H��z
δr2,−r1δ(r2 + r1) = δ(r2 + r1),

wy H�§z
75/ . w/ 5> ;68.45z C109> ,?9:501 ?68.8 C165D.09. wy H��z H ¢41 =<@C1<9G 6,-F ?5652.B;6=

θ
85=C5D213 D. 7-5 θ = 0

,;6812=/ .21 2,7.- 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 05;,2 95:;? ,7:;5C 95/ E< ζ = θ = ε2
,;6812=/ .21 2,7.- 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 ,?9:501 C?,?68.7092 6,87895-. H

y�



d e% &lo "'( pks)*h)hkl k *lolm+ ,-./
� ?,76,87895-. � H� 3 6,8C5D5/ E< K,62 5-982 �I¦� 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 8C 6�B<9J.2 =C5AF 9D 09. 2 ,D05 ?, JE<81G 85-.D0,u<9E 6.>=6.0<1/ 0E ,:;6.A, ?6,?5A5;,65
Qn (X, t)

8 ,:;612 ?6,?5A5;,6.2
Qn−1 (X, t)

H �109>5 ;, 8 K5>;= 3 D. ?6,?5A5;,6
Qn−1 (X, t)

09. 09.:9. 90K,62 5</ 9 , ,:;5;092 :>,>= 3 ,7 >;�6.A, 85-.D1 ?68.<9.D 6,8B
> J57 >,-./ 0.A, :>,>= H � <.-= 6,8C 9E85095 ;.A, ?6,4-.2= C. C :?,2095012 ?,76,8B7895-. 8,:;5 J5 C?6,C578,05 ?,2,<09<85 3 456789./ 8 J,D,05 C 9.->,uG Qn (X, rn; t | ξ)

H
�>585 J, :9F ;, C1:;56<85/ E<. 3 5-. ;1 ->, 7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE H� ?681?57>= 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 C 9.->,uG Qn (X, rn; t | ξ)

/ .:;
C<9ED 09.C1:;56<85/ E<5 7, C?6,C578.095 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ ,?56;./ , C56=0B>,CE AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 h(rn | rn−1, rn−2)

H } 950,C 9<9. 3 ,:;61 ?6,?5A5;,6
Qn−1 (X, rn−1; t | ξ)

09.:9. 90K,62 5</ . / .7109. , :>,>=
rn−1

?,7<85: 3 A71 >,-./ 01 :>,>
rn
85-.D1 ;.658 ,7 7C�<@ ?,?68.785/ E<1<@ A, :>,>�C rn−1

9
rn−2

H �.-.2 =81:>5095
C J5u<9C./ 3 0,C./ 458,C./ 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ C?6,C57852 456789./ 8 J,D,01
,:;61 ?6,?5A5;,6

• Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1)
B AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 ;.A, 3 D. Sã\ QåSLOT

æ Y¯æ OUO
t
Wäã YTP æM\ãLå

n0 ]M WäVTP\ã\ 8 C56;,u<9 X−rn
7, C56;,u<9 XwC1>,0=/ E< :>,> , rnz 5 C 7,C,-0./ C<8.u09./ :8./ <@C 9-9 C1>,05J n − 1

:>,>
8 C56;,u<9 X − rn − rn−1

7, C56;,u<9 X − rn
wC1>,0=/ E< :>,> , rn−1

z ? ,7
C56=0>9.2 3 D. C <@C 9-9 ? , <8E;>,C./ wt = 0

z 41 J C 8.68. wX = 0
z 3 7, >;�6.A,

?68141 J C1>,0=/ E< >,-./ 0, :>,>9 ξ−1

,658
ξ0
H

I.0 0,C,87.¤09,C5013 ,:;61 ?6,?5A5;,6 C 9EDE 8 C<8.u09./ C?6,C578,012 ,:;612?6,?5A5;,6.2 05:;F?=/ E<. 85-.D0,u<9

Qn (X, rn, rn−1; t) =

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dξ−1 Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1) h(ξ0, ξ−1)
wy H� �z

,658

Qn (X, t) =

∞
∫

−∞

drn

∞
∫

−∞

drn−1 Qn (X, rn, rn−1; t) .
wy H��z

� -5 7,C,-0./ ?,:;5<9 h(rn | rn−1, rn−2)
3 ?681 =D1<9= 0,C,87.¤09,C50.A, ?6,?5A5B;,65 3 2 ,AF C?6,C5789G 85:5709<8. 6�C0509. 6.>=6.0<1/ 0. w505-,A9<80. 7, 6�C05vw© H�z 9 w� H#zz C ?,:;5<9

Qn (X, rn, rn−1; t | ξ0, ξ−1) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)×

×Qn−1 (X − rn, rn−1, rn−2; t− t′ | ξ0, ξ−1) ,

n = 3, 4, . . .
wy H�©z

#§



|.D.-9 ?6, <.: 7,<9.65 7, ?=0>;=
X C <@C 9-9 t 3 C1>,0=/ E< nB;1 :>,> , rn 9 ?52 9F;5/ E<? ,?68.785/ E<1 :>,>

rn−1

3 ,805<85 ;, 3 D. 7, ?=0>;=
X − rn

7,;56 J C n − 1
:>,B

>5<@ 3 C1>,0=/ E< :>,> , rn−1

H ¦�C0509. wy H�©z =C8A-F7095 C :81:;>9. 2 ,D-9C. :>,>9
rn−2

?,?68.785/ E<. :>,>
rn−1

,658 K5>; 3 D. AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 C1:;E?9.095,:;5;09.A, :>,>=
rn
/ .:; =C56=0>,C505 7C,25 ?,?68.785/ E<12 9 :>,>52 93 <81-9 rn−19

rn−2

H
¦,8C 9E8509. ? ,C1D:8.A, 6�C05095 wy H�©z 7-5 ? ,:;5<9 K=0></ 9 h(rn | rn−1, rn−2)750./ 6�C0509.2 wy H�$z / .:; 805<809. ;6=709./ :8. 09D C ?681?57>= / .70,>6,>,C129 C125A5 C 9.-= =<9ED-9C1<@ ?68.>:8;5 J<.v H t05-.89.09. u<9: J./ ? ,:;5<9 ,:;6.A, ?6,B?5A5;,65 C ?,:;5<9 852>09F;./ 41 J, 2,D-9C. 3 / .705> 8. C8A-F7= 05 :C,/ E 8 J,D,0,uG8,:;5 J, ,0, ?68.09.:9,0. 7, 7,75;>= ¢ H � J5u09. ;5 ;6=70,uG 41 J5 2 H90 H ?,C,7.2;.A, 3 D. 7,?9.6, C 0909./ :8./ ?65<1 85A5709.09. 4 JE78.095 -,:,C.A, C <85:9. <9EA J128 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 8,:;5 J, u<9u-. 6,8C 9E850. H� 05:;F?012 ?,76,87895-. ,2 5C 952 C56950</ F 9 K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9?6,<.:= 3 458=/ E< 05 C109>= =81:>5012 C 7,75;>= ¢ H

d e1 /l*"l!mn l " 2s!)mn l lsih)h*qrlmn " 3*'p)h4m"
�68.7:;5C 9,0. ?,09D./ C109>9 ,?9.65/ E :9F 05 805/ ,2,u<9 / 5C0./ ?,:;5<9 ?6,?5A5;,657-5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE H �;68125J.2 A, 8 6�C05095 6.>=6.0<1/ 0.A,wy H�©z ,658 85-.D0,u<9 C56=0>,C./ ;68.<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 750./ 6�C0509.2wy H�$z H �1?6,C578.09. ?68.7:;5C 9,0, C 7,75;>= ¢ H 5 81:>50, ;52 u<9: JE ? ,:;5G
?6,?5A5;,65

Q̃ (k, s)
750E 6�C0509.2 w¢ Hxyz H �;E7 05 2,<1 6�C05095 w© H��z 3 C1B805<81 J.2 2 9F>>9 ?6,?5A5;,6

P̃ (k, s)
H ~ 5:;F?09. 3 >,681:;5/ E< 8 w© H©§z 3 C1805<852;650:K,62 5;F 65?-5<. 
5 85-.D0./ ,7 <85:= C56950</ 9

m̃2(s) = − ∂2P̃ (k, s)

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

= − µ2
s2 〈t〉×

× ψ̃3
(

ζ − ε2
)

(ζ − θ) + (ε− 1)2ψ̃
(

2ε2 − ζ
)

+ εψ̃2(2(ε − 1)ε− ζ + 1)(ζ − θ)− (ε− 1)2ε

ψ̃3 (ζ − ε2) (ζ − θ) + εψ̃2(−2ε+ ζ + 1)(ζ − θ) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
,

�ð ñ��

A789. ,<81C 9u<9. ψ̃ = ψ̃(s)

3 05;,2 95:; ? ,8,:;5 J. C 9.->,u<9 :E ?5652 .;652 9 9 09.85-.DE ,7
s
H ~ 5 ?,:;5C 9. w© H©xz ,;6812=/ .21 ;650:K,62 5;F 65?-5<. 
5 K=0></ 9 5=;,B>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6, <.:= 3 C >;�6./ =C8A-F709521 85-.D0,uG K=0></ 9 ,7 ?5652.;6�C

ζ
9
θ

C(s, ζ, θ) = − µ2
2 〈t〉×

× ψ̃3
(

ζ − ε2
)

(ζ − θ) + (ε− 1)2ψ̃
(

2ε2 − ζ
)

+ εψ̃2(2(ε − 1)ε− ζ + 1)(ζ − θ)− (ε− 1)2ε

ψ̃3 (ζ − ε2) (ζ − θ) + εψ̃2(−2ε+ ζ + 1)(ζ − θ) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
.

�ð ñ��

#�



�681?,2 9052 3 D. 7-5
ζ = θ = ε2

2,7.- 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE ,7;C5685 C109>92 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE w?5;68 6,87895 J xz H t5;.2 3 7-5 ;5>9<@ :8<8.A�-01<@
C56;,u<9 ?5652.;6�C ,;6812=/ F

C(s, ζ = ε2, θ = ε2) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

1 + εψ̃(s)
,

wy H�yz

<81 -9 C109> 7501 C<8.u09./ 6�C0509.2 wx H�$z H¢41 =81:>5G K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 7 -5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 87.¤09,B
C50.A, 85-.D0,u<9E wy H#z 3 C1:;56<81 ?681/ EG C56;,uG ?5652 .;6= θ = 0

C(s, ζ, θ = 0) =
µ2

2 〈t〉 ×

×ζψ̃
3 (ε2 − ζ)− (ε− 1)2ψ̃ (2ε2 − ζ) + εζψ̃2(−2(ε− 1)ε+ ζ − 1) + (ε− 1)2ε

ζψ̃3 (ζ − ε2) + εζψ̃2(−2ε+ ζ + 1) + (ε− 1)2ζψ̃ + (ε− 1)2ε
.

wy H�#z
|5> C 975G ?,C1D:81 C109> 2 5 7,:1G :>,2?-9>,C50E ?,:;5G H t ;.A, ? ,C,7= ?68.?6,B
C578.09. ,7C 6,;0./ ;650:K,62 5;1 65?-5<. 
5 7-5 ?681?57>= ?,7C�/ 09. .>:?,0.0</ 5-B0.A, 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 w750.A, C8,6.2 wx H�$zz / .:; ;6=70. 7, ?68.B
?6,C578.095 H ¢41 =?6,u<9G ;, 857509. 9 ?,8,:;5G C ,4:8568. u<9: J1<@ 6,8C 9E85v 385:;,:=/ F C :?,20950. C<8.u09./ ?6814-9D.09. ζ = ε2

w71:>=;,C50. C ?,76,87895-.y H�z H �6814-9D.09. ;, ?6,C5789 7,

C(s) = C(s, ζ = ε2, θ = 0) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)

(

1 + εψ̃(s)
)

1 + εψ̃(s)
(

1 + εψ̃(s)
) .

wy H�$z

�,C1D:8. C165D.09. 2 ,D05 / .:8<8. =?6,u<9G 6,8> J575/ E< = J52 .> C1:;F?=/ E<1 ?, / .A,?65C./ :;6,09. 05 = J52>9 ?6,:;.

C(s) =
µ2

2 〈t〉
1− εψ̃(s)− ε2ψ̃2(s)

1 + εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)
=

µ2

2 〈t〉

(

1− 2
εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)

1 + εψ̃(s) + ε2ψ̃2(s)

)

=

=
µ2

2 〈t〉

(

1− 2
εψ̃(s)(εψ̃(s) + 1)

(εψ̃(s)− j)(εψ̃(s)− j̄)

)

=

=
µ2

2 〈t〉

[

1− 2

(

j

j − 1

εψ̃(s)

εψ̃(s)− j
+

−1

j − 1

εψ̃(s)

εψ̃(s)− j̄

)]

,
wy H��z

A789.

j = −1

2
+ i

√
3

2
,

wy H©§z
j3 = 1,

wy H© �z
j2 = j̄ =

1

j
.

wy H©�z

#�



�681 <812
j̄
,805<85 C 9.->,uG :?68FD,0E 7, j H t5=C5D213 D.

j

j − 1
=

1

2
− i

√
3

6
= λ,

wy H©©z

−1

j − 1
=

1

2
+ i

√
3

6
= λ̄,

wy H©�z
789F>9 <8.2= 2,D.21 85?9:5G =0,62,C50E K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6,<.:=
C ,:;5;.<80./ ? ,:;5<9

C n(t) = δ(t)− 2ε

(

λL−1
t

{

ψ̃(s)

εψ̃(s)− j

}

+ λ̄L−1
t

{

ψ̃(s)

εψ̃(s)− j̄

})

.
wy H©xz

t5:>5>=/ E<12 2,D. C175C5G :9F K5>; 3 9D 805<809. 456789./ :>,2?-9>,C501 2,7.- 3>;�6.A, 6,8C 9E8509. / .:; 456789./ 8 J,D,0. w?5;68 7,75;.> ¢ z ?6,C5789 7, ?,:;5<9=0,62 ,C50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ;1 ->, 09.<, 456789./ :>,2?-9>,C50./
C :;,:=0>= 7, ?681?57>= / .70,>6,>,C.A, 3 750.A, 6�C0509.2 wx H�§z H �,057;, 3 C6,8C5D5012 ?6814-9D.09= w

ζ = ε2
z >:8;5 J; K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 85-.D1

7,> J5709. ,7 ;1<@ :521<@ ?5652.;6�C <, C ?681?57>= / .70,>6,>,C12 H |.:; ,085;.2 87.;.62 90,C501 6,8> J57.2 <85:�C C1<8.>9C5095 ψ̃(s) ,658 ?5652.;6.2 ε
H

d e7 &h*8k!l!"q 9 pl!jo " qo3"*jm9!jo "
5 81:>509. =0,62,C50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6, <.:= 3 C ?,:;5<9 750./
C 8,6.2 wy H©xz 3 =2,D-9C 95 ?68.?6,C578.09. ?,6�C05095 ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@?68.7:;5C 950.A, 2,7.-= 8 ,7?,C 9.7092 9 75012 9 .2?961<8012 9 H |5> 85=C5D,0, C?,?68.7092 ?,76,87895-. 3 K=0></ 5 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=B>6,>,CE 3 85-.D1 ,7 ;1<@ :521<@ ?5652.;6�C <, C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE H� ?,76,87895-. x Hy ,2 �C 9J.2 / =D 2.;,7F C1805<85095 8 7501<@ .2?961<801<@ 3 ,?9B:501<@ C ?,76,87895-. � H�3 ?5652.;6= ε ,658 85?6,?,0,C5J.2 K=0></ . 2,7.-=/ E<.6,8> J57 <85:�C C1<8.>9C5095 H � -5;.A, C 75-:8./ <8Fu<9 505-981 ,?9.652 :9F / =D 05;1<@ 6.8=-;5;5<@ H tC 6� G21 =C5AF 3 D. =81:>50. 8 7501<@ .2?961<801<@ C 9.->,u<9 0 9.85-.DE ,7 -9<841 >6,>�C ?52 9F<9 6,8?5;61C50./ C 2,7.-= H � 75-:81<@ 6,8C5D5095<@?,2 9/ 52 2,7.-,C509. 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 6,8> J57.2 .>:? ,0.0</ 5-012 375012 C8,6.2 wx H�yz 3 A71D 05C.; C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE ,>585 J :9F ,009.C1:;56<85/ E<1 7, C J5u<9C.A, ,7;C,68.095 ?68.49.A= .2?961<80./ K=0></ 9 5=;,>,B6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 w?5;68 61:=0.> x Hyz H
¦,8?5;6821 ;.658 ?,:;5G 6�C05095 wy H©xz 7-5 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 4 FB7E<.A, C5D,0E :=2 E 7C�<@ 6,8> J57�C .>:?,0.0</ 5-01<@ 3 750.A, C8,6.2 wx H�$z H

�,7:;5C 95/ E< wx H��z 7, wy H©xz 9 7,>,0=/ E< ,7C 6,;0./ ;650:K,62 5;1 65?-5<. 
5 =81B:>=/ .21

C(t) = δ(t)− 2ε
[

λ
(

A1(j) e
−ν1(j) t + A2(j) e

−ν2(j) t
)

+

+ λ̄
(

A1(j̄) e
−ν1(j̄) t + A2(j̄) e

−ν2(j̄) t
) ]

,
wy H©yz

#©



A789.

ν1,2(j) =
1

2j

[

jω1 + jω2 + ευ ±
√

(jω1 + jω2 + ευ)2 − 4jω1ω2(j + ε)

]

,

A1(j) =
ω1ω2 − ν1υ

j (ν2 − ν1)
,

A2(j) =
ω1ω2 − ν2υ

j (ν1 − ν2)
,

ω1 = 1/τ1,

ω2 = 1/τ2,

υ = w ω1 + (1− w) ω2.
wy H©#z

|5> C 975G ?,7,49.v:;C, 6�C05v wx H�§z 7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 9 wy H©xz7-5 2 ,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 ?,<9EA5 85 :,4E ?,7,49.v:;C, 6,8C 9E85v wx H©�z9 wy Hxz 3 5 05C.; ?5652.;6�C ;1<@ 6,8C 9E85v wx H©©z 9 wy H©#z H ~5-.D1 / .705> 8C 6�<9G=C5AF 3 D. C ,4.<012 ?681?57>= ?5652.;61 ν1, ν2, A1, A2
?681/2=/ E C56;,u<9 8.:?,B-,0. <, >,2?-9>=/ . 9<@ 90;.6?6.;5</ . H {58=/ E< 05 C56;,u<95<@ ?5652 .;6= ε ?,7501<@C 76=A9./ >,-=209. ;54 .-9 x H� 9 ?5652 .;65<@ 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 8 ;54 .-9x H� 2,D.21 C1>6.u-9G 3 7 -5 C :81:;>9<@ 457501<@ :? � J.> 3 ;.,6.;1<80E K=0></ F 5=;,>,B6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 H �,6�C0509. ? ,C1D:8./ K=0></ 9 8 75012 9 .2?961<8012 9 ,658 ?68.B

C 971C50952 9 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE w7-5 ;.A, :52.A, 6,8> J57= <85:�C
C1<8.>9C5095 750.A, C8,6.2 wx H�$zz ?68.7:;5C 95 61:=0.> y Hx H~5 61:=0>= ;12 2,D.21 85,4:.6C,C5G ?,?65CF ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@ 0,B
C.A, 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 C :;,:=0>= 7, 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,B>,CE H � 9-. C56;,uG 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 7 -5 C56;,u<9 <85:= 4-9:>9./ 8.6= wt < 5

z
,658 7-5 7 J=D:81<@ <85:�C wt > 40

z 09.2 5- 09. =-.A J5 82 9509. 3 ;, 7-5 ?,u6.709<@
<85:�C wt ∈ [5, 40]

z Såb T POX Vå[æå�Ma WãUTWPVTLOT R YVM UO V� UO�TLOT WäVTæ OSM^
æå: ]TãäT]MYVLMY¯ Sã SåLMY¯ TNWOäMYVLMY¯ R VNLOTb PVåb ZYT ]MN PåNMN
PMP]TNå]MYVLT ãSP]XWP]æã ã�PTäæãæåLT æ WäVMWåS\[ NãSTU[ V WåN OXYOZ
b TSLã\äã\ãæZ c
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 � øêöù�õíù ø �õöî÷ �� ñ��
 � þù ÷ õ�îþì � �ù÷ ÿ�ûÿ� ü î�íõïõöõïõø� �þÿí ÿù �ö�îöêøùíù
ÿ øêöù�õíù ø �õöî÷ �ð ñ�
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C�)?D%@ E � 

F ef &hpGsohkl!"q s9jG)l!jm+ kj!")8k
� 0909./ :812 ?,76,87895-. 7,>,0=/ F ?,7:=2,C5095 =81:>501<@ C 6,8?65C 9. C109B>�C H �> J575/ E :9F 05 09. C?6,C578,0. 2.;,71 9 2 ,7.-. ,658 7,>,050. ? ,6�C05095?68.C 971C5v ;1<@ 2,7.-9 8 75012 9 .2?961<8012 9 H� 6,87895-. � 3 ? ,85 ,?9:.2 505-98,C501<@ C 6,8?65C 9. 7501<@ .2?961<801<@w?,76,87895 J � H�z 3 ?68.7:;5C 9J.2 C J5:0E 2.;,7F ,4-9<85095 .2?961<80./ K=0></ 9 5=B;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 7 -5 :>,>,C1<@ :8.6.A�C <85:,C1<@ H �. C:?,20950./ 2 .;,789..:;12 5;,6 K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 C165D5 :9F C 8,6.2 w� H#z H } .;,75 ;5 ? ,B
:9575 3 C ?,6�C0509= 8 2 .;,752 9 71:>6.;18=/ E<12 9 :8.6.A <85:,C1 8. :;5 J12 >6,B>9.2 3 >9->5 =D1;.<801<@ <.<@ H �681?,20F 3 D. A J�C0. 8 09<@ ;, £

• 2,D-9C,uG 7895 J5095 8 7,C,-0E 6,8789.-<8,u<9E <85:,CE 3

• 7,?=:8<8.09. 2,D-9C,u<9 7C�<@ 82 950 C56;,u<9 ?6, <.:= C / .70./ <@C 9-9 <85:= 3

• 465> 56;.K5>;�C ?,C,7,C501<@ ?68.8 :;5 J1 >6,> <85:,C13 <81-9 C16�D09.09.<8F:;,;-9C,u<9 ,7?,C 9575/ E<./ =:;5-,0.2= >6,>,C 9 <85:,C.2= ,658

• 209./ :8. 85? ,;68.4,C509. 05 ?52 9FG ,? .65<1/ 0E H
� ?,76,87895-. � H© C?6,C5789J.2 ,61A905-0. 0568F789. 7, 4575095 9:;,;0,u<9 =81B:>50./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 3 >;�6. 058C5 J.2 >C50;1-.2 5=;,>,6.-5<1/ 012 H t5-.;E
;.A, 0568F7895 / .:; 465> / 5>9<@>,-C 9.> 85 J,D.v , ?,:;5<9 6,8> J57= =81:>9C501<@ C1B09>�C 3 ;80 H ?68.7895 J =K0,u<9 2 ,D05 =81:>5G 4 .8?,u6.709, 8 7501<@ ?68.8 9<@ ? ,7895 J05 K65A2.0;1H 5 81:>501 ;E 2 .;,7E ?68.7895 J =K0,u<9 2 ,D. 85-.D.G ,7 C :?,20950./K65A2.0;185</ 9 H |.705> C ?681?57>= 505-98,C501<@ 7501<@ w,?9:501<@ C ?,76,8B7895-. � H�z 9:;095 J / =D 05;=65-01 ?,7895 J 05 709 ;650:5><1/ 0. H
¦,87895 J © 0909./ :8./ 6,8?65C1 25 <@565>;.6 2,0,A65¤<801 9 2 5 05 <.-= C?6,C5B78.09. C K,62 5-982 4 JE78.095 -,:,C.A, C <85:9. <9EA J12 w�I¦� zH �68.7:;5C 9,0.;52 C1?6,C578.095 3 C :8<8.A�-0,u<9 :;5</ ,056185</ 5 2,7.-= 3 C1>,681:;1C50. :E

C 05:;F?01<@ 6,87895 J5<@ 6,8?65C1 7, 5=;,6:>9<@ 2,7.-9 ,?56;1<@ 05 K,62 5-982 9.
##



�I¦� H t4=7,C509. 0,C1<@ 2,7.-9 41 J, 09.84 F70. 3 A71D >50,09<801 K,62 5-982�I¦� 09. / .:; C :;509. ,7;C,681G =/ .20./ <8Fu<9 K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 3?68.7:;5C 9,0./ 05 61:=0>= � H� 3 5 =81:>50./ 8 505-98,C501<@ 7501<@ H
¦,87895 J � ?68.7:;5C 95 ?68.?6,C578,0E ?68.8. 209. 3 ?6,<.7=6F :;5</ ,056185</ 92 ,7.-= },0;.6, 9 } 5:,-9H.65 ��©I ,?56;.A, 05 K,62 5-982 9. �I¦� H },7.- ;.0 6�D09:9F ,7 >50,09<80.A, �I¦� ;12 3 D. C?6,C5785 85-.D0,uG 8C 6,;= >,-./ 0./ 82 9501?6,<.:= 3 ,7 8C 6,;= 82 9501 ?,?68.785/ E<./ H t5-.D0,uG ;5 w� H©z 3 4 F7E<5 K5>;1<809.?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 09. / .:; / .705> C1:;56<85/ E<5 7, ,7;C,68.095 .2?961<8B0./ 85-.D0,u<9 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 C56;,u<9 ?6,<.:= 3 >;�65 7-5 457501<@ 7501<@?68.7:;5C 9,05 8,:;5 J5 05 61:=0>= x H�H
� -5;.A, C 6,87895-. x ?68.7:;5C 952 C ?.J09 5=;,6:>9 2 ,7.- K,62 5-982= �I¦� 8

?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 3 >;�6./ ? ,:;5G 7505 / .:; C165D.09.2 wx H�z H �65A0F ?,7>6.u-9G 3D. 2,;1C5</ E 7, 84=7,C5095 2,7.-= 41 J1 856�C0, 3 ?68.7:;5C 9,0. C ?,76,87895-.x H�3 C09,:>9 C109>5/ E<. 4 .8?,u6.709, 8 7501<@ .2?961<801<@ 3 / 5> 9 56A=2.0;5</ 5;.,6.;1<805 ?,7505 C ?,76,87895-. x H� 3 C1/ 5u095/ E<5 05 >,0>6.;012 ?681> J5789.
2 .<@50982 ?,C :;5C5095 8/ 5C 9:>5 497B5:> 4 ,=0<. H � J5u09. ;, 8/ 5C 9:>, / .:; 3 2 ,9287509.2 3 è6�7 J.2 ;8C H ,:;6./ >,6.-5</ 9 ? ,C 6,;0./ C165D,0./ ?68.8 wx H�z H �:?,2095012,7.- =75 J, :9F u<9u-. 6,8C 9E85G C1?6,C5785/ E< / 5C0E ?,:;5G ?6,?5A5;,65 3 750E
C165D.09.2 wx H�yz 3 8 >;�6./ ;, =81:>5J.2 u6.709. ?68.:=09F<9. >C5765;,C. wx H�#z,658 ? ,:8=>9C50E K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6,<.:= wx H�§z H
� 75-:8./ <8Fu<9 6,87895 J= x 71:>=;,C5J.2 .:;12 5</ F ?5652.;6�C C1:;F?=/ EB<1<@ C C165D.09= 05 K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 ?6,<.:= <.01 wx H�§z H t5?6,B? ,0,C5J.2 2 H90 H ? ,:;5G K=0></ 9 2 ,7.-=/ E<./ 6,8> J57 <85:�C C1<8.>9C5095 3 750E

C8,6.2 wx H�$z 3 4 F7E<1 C5D,0E :=2 E 7C�<@ 6,8> J57�C .>:?,0.0</ 5-01<@ H � -5 85B?6,? ,0,C50./ ? ,:;5<9 C :?,20950.A, 6,8> J57= 3 K=0></ F 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 =81B:>5 J.2 C / 5C0./ ? ,:;5<9 C 658 8 ?5652.;652 9 C1805<8,012 9 4 .8?,u6.709, 8 7501<@.2?961<801<@ H �5652.;61 ;. C1805<81 J.2 05 6,8 JE<801<@ 849,65<@ 7501<@ 3 789F>9
;.2= =81:>5 J.2 K=0></ F 3 >;�6E 4 .8?,u6.709, ? ,6�C05 J.2 8 ?68.7:;5C 9,0E C<8.Bu09./ .2?961<80E K=0></ E 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 H ~5-.D1 ?,7>6.u-9G 3 D. ? ,6�C0509.;, 3 ?68.7:;5C 9,0. 05 61:=0>= x Hy 3 0 9. / .:; =81:>50. 2.;,7E 7,?5:,C1C5095 ?5B652 .;6�C K=0></ 9 7, C1>6.:= H t5?6,?,0,C501 2,7.- 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE 9? ,7C�/ 09. .>:?,0.0</ 5-012 6,8> J57.2 <85:�C C1<8.>9C5095 ,7;C5685 <@565>;.61B:;1<80. 85<@,C509. K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 3 ?681/2=/ E<./ =/ .20. C56;,u<9?68.8 ?9.6C :81<@ >9->5789.:9E; :.>=07 H ~ 9.:;.;1 C<9ED C 97,<80. :E :1:;.2 5;1<80.,7:;F?:;C5 7-5 C 9F>:8,u<9 457501<@ :?� J.> H
� 8C 9E8>= 8 ? ,C1D:812 3 C 6,87895-. y ?68.7:;5C 9J.2 >,-./ 01 5=;,6:>9 2,7.- 3;12 658.2 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE 3 <81 -9 85-.D0,u<9E >,-./ 0./ 82 9501 C56;,u<9 <.01,7 7C�<@ ?,?68.785/ E<1<@ / E 82 950 H },7.- 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE :;50,C 9 <5 JB>,C 9<9. ,61A905-0E <8FuG ;.,6.;1<80E 0909./ :8./ 6,8?65C13 A71D 2 ,7.-. ;.A, ;1?=09. 41 J1 7,;1<@<85: 6,8?5;61C50. H },;1C5</ E 7, :;C,68.095 2,7.-= 41 J5 856�C0,<@FG ? ,?65C 9.095 8A,70,u<9 ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@ 8 75012 9 .2?961<8012 9 3 / 5>6�C09.D ?65C 97 J,C1 ,?9: 85-.D0,u<9 <, 76=A9./ 82 9501 <.01H � -5;.A, 85?6,?,0,C5B

#$



J.2 AF:;,uG ?65C7,?,7,49.v:;C5 ;68.<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 C ?,:;5<9 C165D.095wy H��z H
� 6525<@ ;.A, 2,7.-= =75 J, 2 9 :9F =81:>5G / 5C0E ?,:;5G ?6,?5A5;,65 ?6, <.:= 3

C1?6,C578,0E C 7,75;>= ¢ H �, <9.>5C. 3 ?,2 92, 805<809. 456789./ :>,2?-9>,C5B0.A, C1?6,C578.095 3 =81:>505 C 6525<@ 2,7.-= ?,:;5G K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7B>,u<9 wC165D.09. wy H©xzz / .:; ;1 ->, 09.<, 456789./ :>,2?-9>,C50E C ?,6�C0509= 7,?,:;5<9 =81:>50./ C 2,7.-= 8 ?52 9F<9E / .70,>6,>,CE wC165D.09. wx H�§zz 3 85-.DE<7,> J5709. ,7 ;1<@ :521<@ C 9.->,u<9 H 52,D-9C 9J, ;, 3 505-,A9<809. 7, ?,?68.709.A,2,7.-= 3 ?68.?6,C578.09. ? ,6�C05095 0,C1<@ ?68.C 971C5v ;.,6.;1<801<@ 8 75012 9.2?961<8012 93 <, ?68.7:;5C 9,0, 05 61:=0>= y Hx H ¦,8:8.68.09. ?52 9F<9 7, 7C=>6,>,B
C./ ?,?65C 9J, ,4:.6C,C50E 8A,70,uG ?68.C 971C5v 2,7.-= 8 75012 9 .2?961<8012 9 H

F e� Jmq!l kj!")8k
|5> / =D C :?,2095 J.2 3 C 0909./ :8./ 6,8?65C 9. ?68.7:;5C 9J.2 2 H90 H 7C5 C ?. J09 ,61BA905-0. :;,<@5:;1<80. 2,7.-. ,?9:=/ E<. 85<@,C509. <.01 C5-,6= A9. J7,C.A, 05 05/ B>6�;:8./ 2,D-9C./ :>5-9 <85:= H },7.-. ;. ,?9.65/ E :9F 05 K,62 5-982 9. 4 JE78.095 -,:,B
C.A, C <85:9. <9EA J12 6,8:8.685/ E< A, , ?52 9FG w85-.D0,uGz / .70,B 9 7C=>6,>,CE H~5 >,681uG 85?6,? ,0,C501<@ 2,7.-9 ?68.2 5C 95 K5>; 3 D. 9<@ 85 J,D.095 wA J�C09.85-.D0,uG 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 7505 C165D.09.2 wx H�zz :E 4 .8? ,u6.709, 90B
:?96,C50. 75012 9 .2?961<8012 9 H t >,-.9 K,62= J1 C1?6,C578,0. C 652 5<@ 2,7.-97,468. ,?9:=/ E 505-98,C50. 750. H ~ 9.:;.;13 8. C 8A-F7= 05 09.7,:;F?0,uG 7501<@ 385C 9.65/ E<1<@ C :81:;>9. :> J5750. 05 A9. J789. 8-.<.095 3 2,A J.2 ;1->, ?,u6.709, C1B>581C5G 3 9D è6�7 J.2 ,4:.6C,C50./ 85-.D0,u<9 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 / .:; K5>B;1<809. 8/ 5C 9:>, 497B5:> 4,=0<. 3 ,?9:50. C ?,76,87895-. x H� H K 6=?5 ¤81>�C 8 509B
C.6:1;.;= C �5-.62 , 9 �0:;1;=;= �50;5 ¥. 71:? ,0=/ . 3 <, ?65C75 3 ;5>92 9 75012 9 7-56�D01<@ A9. J7 3 5-. 8A,709. 8 C56=0>52 9 05 / 5>9<@ 750. ;. ,;6812 5-9 3 0 9. 2,AE 9<@=7,:;F?095G H |.705> C109>9 9<@ 505-981 �y� I ?,;C 9.6785/ E 3 D. ,:;65 >,6.-5</ 5 7C�<@>,-./ 01<@ :>,>�C 25 :C,/ . è6�7 J, C ,749/ 509= :9F <.01 ?,2 9F781 >65v<52 9 497B5:>:?6.57= H
+,-./ 0E 9:;,;0E 85-.;E 84=7,C501<@ ?68.8. 209. 2 ,7.-9 / .:; K5>; 9:;09.095 u<9B: J1<@ 6,8C 9E85v H L<9: J. 6,8C 9E85095 C 658 8 2,D-9C,u<9E 09.85-.D0.A, C1805<8.09585C56;1<@ C 09<@ ?5652.;6�C 3 =2,D-9C 95/ E ?68.?6,C578.09. ? ,6�C05v ?68.C 971B

C5v 2,7.-= 8 .2?961<8012 9 ,7?,C 9.709>52 9 H �,6�C05095 ;. LOT P]åLãæZ / =D 7,B?5:,C5095 w¤;,C5095z ?5652.;61<80./ 85-.D0,u<9 ;.,6.;1<80./ 7, C :?,209501<@ ,7B? ,C 9.709>�C H �,2 92, 3 9D 09. C >5D712 ?681?57>= =75 J, :9F 7,> J5709. ,7;C,681G?68.49.A K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 3 <, 7, >:8;5 J;= 9 68F7= C 9.->,u<9 ?,6�C05B095 ;. :E <, 05/209./ 857,C5-5/ E<. 3 5 C C 9.-= ?681?57>5<@ 7,46. H �109>5 :;E7 3 D.b T�TUO OLLT YVMLLO\O R L OT[æV_UXSLOãLT æ äãVæ Ob åLMY¯ WäVTVT NLOT NãST^
UåY¯ Nåb Z æW QMæ Lå \PV]å Q] M[L\Yb O å[]ã\ãäTUåYb O WäXS\ã`YO R ]ã b TP] ãL
æM�PVT_ã äVXS[ 09D =C8A-F709,01 C? J1C .K.>;= 85-.D0,u<9 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950<.01H
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5 81:>50. ?68.8. 209. ?,:;5<9. K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 wwx H�§z 9 wy H©xzz
? ,>585 J1 / 5> K=0></ 5 ;5 85-.D1 ,7 6,8> J57= <85:�C C1<8.>9C5095 ψ(t) ,658 ?565B2 .;6=

ε
3 5 ;5>D. ,7 <8.A, ,05 09. 85-.D1H �681> J57,C, 3 �äå\ æ [VMP\åLMY¯ Mãä^N[ QåY¯ VåUT�Lã`YO ãS WãP]åYO äãV\ QåS[ Wãb TSMLYVTb VN OåLM YTLM / .:; 90;.B

6.:=/ E<13 A71D C109>5 8 09.A, 2 H90 H D. K=0></ 5 5=;,>,6.-5</ 9 805>= ?6F7>,u<9 <.01?,C 9005 41G 97.0;1<805 8 K=0></ E 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 <.01H �,6�C0509. ;1<@K=0></ 9 ?68.7:;5C 9,0, C 7,75;>= � H |5> C 975G 3 C ?, J,C 9. 457501<@ ?681?57>�C
C:?,20950. 85-.D0,u<9 2 5/ E 84-9D,01 ?68.49.A H � ?,8,:;5 J1<@ ?681?57>5<@ 2=:9
9:;09.G 7,75;>,C1 2.<@50982 ?,C,7=/ E<1 6,849.D0,uG HN Q®æLT æLOãP\ O / 5>9. 2,D05 C1<9EA0EG 8 6,8C5D5v ?68.7:;5C 9,01<@ C 0909./ B:8./ 6,8?65C 9. :E 05:;F?=/ E<. £
w5z 85-.D0,uG 7C�<@ >,-./ 01<@ 82 950 <.01 / .:; A J�C0E ?681<810E ,4:.6C,C50./5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 <.01H |./ è6�7 J.2 / .:; 8/ 5C 9:>, 497B5:> 4,=0<. 85;.2 3/ .:; ,0, 6�C09.D ?681<810E ?,C :;5C5095 =/ .20./ 5=;,>,6.-5</ 9 H �00. <81009>92,AE 2 9.G / .7109. C? J1C C1D:8.A, 68F7= H ~ 9. / .:; ;, C 9F< :>=;.> 6.5></ 9A65<81 A9. J7,C1<@ 05 82 950F <.013 -.<8 :52,9:;01 .K.>; C109>5/ E<1 8 2 .<@5B0982= ;650:5><1/ 0.A, A9. J71H �681?=:8<8.09. 3 D. ,4:.6C,C505 5=;,>,6.-5</ 52,D. 41G .K.>;.2 90;.65></ 9 2 9F781 A65<852 9 / .:; 7,:1G ?,C :8.<@0. �#§I H
w4 z { 97B5:> :?6.57 / .:; 2,D-9C1 7, 4 .8?,u6.709./ ,4:.6C5</ 9 C <85:9. 0,;,C5v<9EA J1<@ H �>,6, ,4:.6C,C505 5=;,>,6.-5</ 5 / .:; :>=;>9.2 .K.>;= 497B5:> 4 ,B

=0<. 3 C 97, <80.A, C >:9F78. 8-.<.v 3 ;, 8A,709. 8 85:57E .-92 905</ 9 5649;65D= 05A9. J789. �©�I 05 C :?,20950./ 5=;,>,6.-5</ 9 0 9. 2 ,D05 =81:>5G ?6,¤;= H
w<z �>,6, è6�7 J, 5=;,>,6.-5</ 9 ;>C 9 C >:9F78. 8-.<.v w?5;68 ?=0>; w5zz ;, C :8.->9.2,7.-. A9. J71 458=/ E<. 05 2,7.-,C509= 85<@,C5v ?,:8<8.A�-01<@ A65<81 A9. JB7,C1<@ w;8C H 5A.0;�C z 3 , 9-. 09. ,?9.65/ E :9F 05 >:9F78. 8-.<.v 3 09. ? ,C 9001,7;C5685G =/ .20./ <8Fu<9 K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 H |.D.-9 ;5>5 <8FuG C1B:;F?=/ . ;, / .:; ,05 09.?,DE7505 H
�,C1D:8. C09,:>9 09,:E 4 .8?,u6.709. >,681u<9 C109>5/ E<. 8 6,8C5D5v ?68.7:;5C 9,B01<@ C 0909./ :8./ 6,8?65C 9. 3 A71D :E 2,D-9C. 7, 4.8? ,u6.709.A, 85:;,:,C5095 C:;65;.A95<@ 90C.:;1<1/ 01<@ 4E7è C 4=7,C 9. 0,C1<@ 2,7.-9 A9. J71H
t4=7,C50. ?68.8. 209. 2,7.-. 2 5/ E 7C5 85:5709<8. ,A6509<8.095 H �, ?9.6C :8. 32 ,AE 41G 85:;,:,C50. / .7109. 7, ,?9:= 610>�C ,?9.65/ E<1<@ :9F 05 85:575<@ ?,7C�/ B0./ 5=></ 9 8 >:9FAE 8-.<.v H � ?68.<9C012 C1?57>= .K.>; 497B5:> 4,=0<. 09. 2 ,D.

C1:;E?9G H } 5 ;, 0? H 2 9./ :<. 05 610>= C5-=;,C12 ¥�¦OP H � 6=A92 ?,C5D012 ,A65B09<8.09.2 / .:; 85 J,D.09. :;5</ ,0560,u<9 2 ,7.-,C50.A, :8.6.A= <85:,C.A, H t5J,D.09.;, / .:; 45678, :9-0. 8C J5:8<85 3 D. 09.:;5</ ,0560,u<9 A9. J7,C.A, :8.6.A= <85:,C.A,=7,>=2.0;,C505 / .:; 05 6�D01<@ :>5-5<@ <85:= H � :8<8.A�-0,u<9 3 05 :>5-9 / .70.A,
7095 C1:;F?=/ . ;8C H .K.>; -=0<@ 
= 3 <81-9 C 9F>:85 82 9.00,uG w9 <8F:;:8. ;650:5></ .z 05? ,<8E;>= 9 >,v<= 7095 3 5 :?,C,-09.09. 9 2 09./ :85 82 9.00,u<9 C ?,68. -=0<@= wA,78 H
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��B ��z H �?J1C ;.A, .K.>;= 05 C109>9 ?68.C 971C5v 2,7.-9 ,2 �C 9,01 8,:;5 J C 7,B75;>= { H |.A, =C8A-F709.09. 09. 2 5 9:;,;0.A, 805<8.095 H �,057;, 3 ?681/ F;. 85 J,D.09., 09.85-.D0,u<9 <85:�C C1<8.>9C5095 3 856�C0, 2 9F781 :,4E 3 / 5> 9 8. 82 95052 9 <.013/ .:; :9-012 85 J,D.09.2 H 5 ;6=709J,41 ,0, 7,> J5701 ,?9: ?6,<.:= 3 C >;�612 85-.D0,u<9;5>9<@ 8509.745G 09. 2 ,D05 H

F e% Qh!) rs9n q
~5 ?,7:;5C 9. ?68.7:;5C 9,0./ ? ,C1D./ , <.01 6,8C 9E85095 2 ,AF :;C 9.6789G 3 D. Wã^P]åæ OãLM YTU WäåYMR [Så Qã N O POX ãPOZ_LZa H �?6,C578,0. 2,7.-. C :?,:�4 <,05/209./ 857,C5-5/ E<1 ,?9:=/ E 3 05 ? ,89,2 9. K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 3 7105B2 9>F <.01 C5-,6= A9. J7,C.A, 05 05/ >6�;:8./ :>5-9 <85:,C./ H� ?68.7:;5C 9,01<@ 2,7.-5<@ =75 J, :9F =<@C1<9G 3 458=/ E< 05 7501<@ .2?961<8B01<@ 3 05/ 9:;,;09./ :8. 8/ 5C 9:>, 7,2 90=/ E<. 71052 9>F :;,<@5:;1<80E 05 05/ >6�;:8./:>5-9 <85:= 6,8?5;61C50E ?,?68.8 5=;,>,6.-5</ F ?6F7>,u<9 ?6,<.:= H t/ 5C 9:>, ;, -.BA J, = ?,7:;5C u<9u-. 6,8C 9E81C5-01<@ 2,7.-9 ;.,6.;1<801<@ H �;C56;12 ?1;509.2
?,8,:;5/ . 3 <81 / .:; ;, ? . J.0 ,?9: 8/ 5C 9:>5 05 ;./ :>5-9 <85:,C./ R },AE 9:;09.G 8/ 5C 9B:>5 3 >;�61<@ 09. C 975G 05 ?,89,2 9. K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<9 9 7, 9<@ 8457509505-.D1 =D1G 0? H 09.-90,C1<@ 5=;,>,6.-5</ 9 3 ;5>9<@ / 5> 5=;,>,6.-5</ 5 2 ,7= J= ?6F7>,Bu<9 ?6, <.:= H t05-.89.09. C :? ,209501<@ 5=;,>,6.-5</ 9 C 652 5<@ 84=7,C501<@ ?68.8.209. 2,7.-9 / .:; 2,D-9C. 3 <, ,;C 9.65 ? .6:? .>;1C1 75-:81<@ 4575v C ;./ 789.7890 9. H� > J57 0909./ :8./ 6,8?65C1 7, 6,8C,/ = C 9.781 2,D05 ?,789.-9G 05 ;681 A J�C0.A6=?1 £

• 05 C09,:>9 85C56;. C ?,76,87895-. # H� 75/ E<. 2,D-9C,uG 4 .8?,u6.709.A, 85:;,B:,C5095 C >,0:;6=,C509= 0,C1<@ 2,7.-9 ,?9:=/ E<1<@ 71052 9>F <.01 :? � J.>A9. J7,C1<@ H

• �>J57 C 6,8C�/ ;.,699 4 JE78.095 -,:,C.A, C <85:9. <9EA J12 8 ?52 9F<9E 3 C:8<8.A�-0,u<9 C?6,C578.09. 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE H },7.-. ;.A, ;1?=2,AE 2 9.G :8.6,>9 85>6.: 85:;,:,C5v 3 ? ,85 C12 9.09,012 9 C ?65<13 C 789.789B05<@ ,4.<09. 2 ,7.-,C501<@ >50,09<8012 K,62 5-982 .2 �I¦� 3 / 5> 6�C09.D
C ,?9:9. => J57�C 68E78,01<@ 6.A= JE 6. �@5;.-9.65S{6,C05 H

• �?6,C578.09. 2 .;,71 ,4-9<85095 .2?961<80./ K=0></ 9 5=;,>,6.-5</ 9 ?6F7>,u<97 -5 :>,>,C1<@ :8.6.A�C <85:,C1<@ 3 >;�65 C C 9.-= ?681?57>5<@ 2,D. ,>585G:9F .K.>;1C09./ :85 9 7,> J5709./ :8. ,7 2.;,7 :;5 J,>6,>,C1<@ H
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T?A�U ) V

W"*?'XA@ EY "*?"XZXU?*X A !X
# ?A !( @ "X# Y$% Y& A'()*?)?'&

�1?6,C578.09. ,:;6.A, ?6,?5A5;,65 7-5 2,7.-= 8 ?52 9F<9E 7C=>6,>,CE w87.¤09,B
C50E ?,?68.8 C165D.09. w�H©zz / .:; >,0;10=5</ E 6,8C5D5v ?68.?6,C578,01<@ C ?,7B6,87895-. y H© H �68.7:;5C 9,0. / .:; ;=;5/ 6,8C 9E8509. 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ 750./
C165D.09.2 wy H�©z 7-5 ?681?57>= :;5</ ,0560.A, ,658 C56=0>,C./ AF:;,u<9 ?65C7,?B7,49.v:;C5 h(r3 | r2, r1) 750./ C165D.09.2 wy H�$z H~5/ ?9.6C 85?9:=/ F 458,C. 6�C0509. wy H�©z 7-5 ,:;6.A, ?6,?5A5;,65 3 87.¤09,C5B0.A, 6�C0509.2 wy H� �z 3 C ?,:;5<9

Qn (X, rn, rn−1; t) =

t
∫

0

dt′ ψ(t′)

∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)×

×Qn−1 (X − rn, rn−1, rn−2; t− t′) ,
w¢ H�z

A789. ,49. :;6,01 6�C0509. ?,20,D,0, ?68.8 h(ξ0, ξ−1)
,658 C1>,050, <5 J>,C509.? , 82 9.001<@

ξ0
9
ξ−1

H � -5 :>6� <.095 85?9:= =D1C5G 4F7F 05:;F?=/ E<.A, ,805<8.095

Q̃n (rn, rn−1) ≡
∞
∫

0

dt

∞
∫

−∞

dXeikX e−stQn (X, rn, rn−1; t) ,
w¢ H�z

? ,2 9/ 5/ E<.A, / 5C0E 85-.D0,uG ,:;61<@ ?6,?5A5;,6�C ,7 82 9.001<@ k 9 s H�165D52 ;.658 6�C0509. w¢ H�z C 82 9.001<@ ¥,=69.65S65?-5<. 
5 3 =D1C5/ E< C?6,B
C578,0./ ?,C1D./ 0,;5</ 9

Q̃n (rn, rn−1) = ψ̃(s)eikrn
∞
∫

−∞

drn−2 h(rn | rn−1, rn−2)Q̃n−1 (rn−1, rn−2) ,
w¢ H©z

<, 852 9.095/ E< 82 9.00. 3 / 5> ;, 86,49,0, C ?,76,87895-. y H� 3 ;80 H wrn, rn−1, rn−2
z 05

w
r3, r2, r1

z 3 75/ .

1

ψ̃(s)
Q̃n (r3, r2) = eikr3

∞
∫

−∞

dr1 h(r3 | r2, r1)Q̃n−1 (r2, r1) .
w¢ H�z

$©



+-=<8,CE ,?.65</ E 3 =2,D-9C 95/ E<E 6,8C 9E8509. 6�C05095 w¢ H�z 7-5 45750./ C 2,7.-=? ,:;5<9
h(r3 | r2, r1)

750./ C165D.09.2 wy H�$z 3 / .:; 6,8 J,D.09. ,:;6.A, ?6,?5A5;,65
Q̃n (r3, r2)

05 7C 9. <8Fu<9 3 6.A=-560E 9 ,:,4-9CE w:90A=-560Ez 3 87.¤09,C50. ,7?,C 9.7B09, ?68.8

Q̃R
n (r2, r1) = (1− δr2,−r1) Q̃n (r2, r1) ,

w¢ Hxz

Q̃S
n (r2) =

∞
∫

−∞

dr1δr2,−r1Q̃n (r2, r1) .
w¢ Hyz

t ;5> 87.¤09,C501<@ ?6,?5A5;,6�C 2,D05 ,7;C,681G Q̃n (r3, r2)
3 >,681:;5/ E< 8 6�CB05095

Q̃n (r2, r1) = Q̃R
n (r2, r1) + δ(r2 + r1)Q̃

S
n (r2) .

w¢ H#z
�68.>:8;5 J<521 ;.658 6�C0509. w¢ H�z 3 ? ,7:;5C 95/ E< ? ,:;5G C165D.095 wy H�$z ,658>,681:;5/ E< 8 7.¤09</ 9 w¢ Hxz 9 w¢ Hyz 3 7, ?,:;5<9

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) [Dh(r3) + Eδ(r3 + r2)]+

+BQ̃R
n−1 (r2,−r3) +

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) [Ah(r3) + Cδ(r3 + r2)] .

w¢ H$z

�, ?65C./ :;6,09. 6�C05095 w¢ H$z C1:;F?=/ E / =D ;1 ->, ?6,?5A5;,61 6.A=-560. 9 ,:,B4-9C. 3 / .705> ?, -.C./ :;6,09. 2 521 C<9ED :=2561<801 ?6,?5A5;,6 Q̃n (r3, r2)
H �EB

D121 7, =81:>5095 85-.D0,u<9 6.>=6.0<1/ 0./ 7-5 ?6,?5A5;,6�C 6.A=-5601<@ 9 ,:,4-9B
C1<@ H¦,8J�D21 85;.2 ?,C1D:8. 6�C0509. 05 7C 9. <8Fu<9 H ~5/ ?9.6C ?,20�D21 ,49.:;6,01 6�C05095 ?68.8 (1− δr3,−r2)

e−ikr3
1

ψ̃(s)
(1− δr3,−r2) Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) (1− δr3,−r2)Dh(r3)+

+B (1− δr3,−r2) Q̃
R
n−1 (r2,−r3) + (1− δr3,−r2)Ah(r3)

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) ,

w¢ H�z

?681 <812 3 C16581 85C 9.65/ E<. (1− δr3,−r2) δ(r3+r2)
809>5/ E H ~5:;F?09. 3 ? ,20�D21

,49. :;6,01 6�C05095 ?68.8 δr3,−r2

3 <, 75/ .

e−ikr3
1

ψ̃(s)
δr3,−r2Q̃n (r3, r2) = Q̃S

n−1 (r2) [Dδr3,−r2h(r3) + Eδ(r3 + r2)] +

+Bδr3,−r2Q̃
R
n−1 (r2,−r3) +

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1) [Aδr3,−r2h(r3) + Cδ(r3 + r2)] .

w¢ H�§z

$�



�68.?9:=/ F 6�C05095 w¢ H�z 9 w¢ H�§z C 0,C1<@ 82 9.001<@ 3 <5 J>=/ E< 76=A9. 8 6�CB05v ?, 82 9.00./
r2
8 ?,2 909F<9.2 849,6�C 2 9561 8.6, ¨

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃R

n (r3, r2) = Dh(r3)Q̃
S
n−1 (r2) +BQ̃R

n−1 (r2,−r3) +

+ Ah(r3)

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (r2, r1)

w¢ H��z

,658

e−ikr3
1

ψ̃(s)
Q̃S

n (r3) = EQ̃S
n−1 (−r3) + C

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n−1 (−r3, r1) .

w¢ H��z

� ;.0 ,;, :?,:�4 =81:>5-9u21 => J57 6�C05v 6.>=6.0<1/ 01<@ 05 ,:;6. ?6,?5A5;,616.A=-560. 9 ,:,4-9C. H
� <.-= 6,8C 9E85095 ;.A, => J57= 6�C05v C?6,C578521 7,75;>,C. 82 9.00.

[
n(b, a) = <

∞
∫

−∞

dr3e
ibkr3

∞
∫

−∞

dr2e
iakr2 Q̃R

n (r3, r2) ,
w¢ H�©z

\
n(a) = <

∞
∫

−∞

dreiakr Q̃S
n (r) ,

w¢ H��z

H(a) = <
∞
∫

−∞

dxeiakx h(x),
w¢ H�xz

A789. ,? .65;,6 < 8C 65<5 <8FuG 68.<81C 9:;E -9<841 8.:? ,-,0./ H t5=C5D213 D. 789F>9;12 7.¤09</ ,2 85<@,78E 05:;F?=/ E<. 6�C0,u<9
[

n(b, a) =
[

n(−b, a) =
[

n(b,−a) =
[

n(−b,−a),\
n(a) =

\
n(−a),

H(a) =H(−a),

w¢ H�yz

<81-9 9:;,;01 / .:; ;=;5/ / .7109. 2 ,7= J 56A=2.0;�C ?,C1D:81<@ K=0></ 9 H
�895 J5/ E< 05 6�C0509. w¢ H��z ,4=:;6,009. ,? .65;,6.2 <

∞
∫

−∞

dr3e
ibkr3

∞
∫

−∞

dr2e
iakr2

3
5 05 6�C0509. w¢ H��z ,? .65;,6.2 <

∞
∫

−∞

dr3e
iakr3

,658 =D1C5/ E< 87.¤09,C501<@ C1B

±]¹È Á¹Ê¹Âµ ´Ç´¹Ï Í Ñ½ ¾³¸È Á¹Ê
h(x)

À¼½ Â ¹ ¶¸ Á³ÀÎÆ É¾³É³¾¶Ï ³À¹»Àµ¶· Ê³ Ê½»´ ² ¼¾¹¶¹ Ó ^½Ñ½»¼ ´¹È¼½¶¸ Á³Àµ Æµº´ÄÉÇÏ ¿ Í À¹»½Ñµ Ç¸µºÈ¹Ö ÆµÀ¼È É¾¸½¸ É¾¸½Ï Å¶¼½ Ã¾¹À¼¶¸À½ Ê³ ¾³¸È Á¹ÊÇ ¸ ³º³Ë»¼Æ³Å¶¼¹Â ¼É¾¸½¸ ¾³¸È Á¹Êµ Ë½¸ ³º³Ë »¼Æ³Å¶¼ Ó
$x



65D.0952 9 w¢ H�©z 9 w¢ H��z 82 9.001<@ 3 =81:>=/ .21

1

ψ̃(s)

[
n(b− 1, a) = D H(b)

\
n−1(a) +B

[
n−1(a,−b) + A H(b)

[
n−1(a, 0),

w¢ H�#z
1

ψ̃(s)

\
n(b− 1) = E

\
n−1(−b) + C

[
n−1(−b, 0).

w¢ H�$z

t5=C5D213 D. 05 ?,7:;5C 9. C165D.095 wy H��z C 82 9.001<@ ¥,=69.65S65?-5<. 
5 3
C165D.095 w¢ H#z ,658 7.¤09</ 9 w¢ H�©z 3w¢ H��z 3 85<@,789

Q̃n (k, s) =

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr1 Q̃n (k, r2, r1; s) =

=

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr1Q̃
R
n (r2, r1) +

∞
∫

−∞

dr2Q̃
S
n (r2) =

[
n(0, 0) +

\
n(0).

w¢ H��z

t5;.2 :8=>5013 ,:;61 ?6,?5A5;,6
Q̃n (k, s)

/ .:;.u21 / =D C :;509. C16589G ? ,?68.8K=0></ . [
n
9 \

n
8. C :81:;>92 9 56A=2.0;52 9 6�C012 9 8.6= H �;E7 3 7ED121 7, ;5>9.A,?68.>:8;5 J<.095 C165D.v w¢ H�#z 9 w¢ H�$z 541 C1:;F?,C5J1 C 09<@ ?,C1D:8. K=0></ ./ .7109. ,7 56A=2.0;�C 6�C01<@ 8.6= H

t5<809/21 ,7 6,8C5D.095 6�C05095 w¢ H�#z C <8;.6.<@ ?681?57>5<@ 3 >,681:;5/ E<8 C J5:0,u<9 w¢ H�yz

(

a = 0
b = 0

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(1, 0) = D H(0)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 0) + A H(0)

[
n−1(0, 0),

(

a = 0
b = 1

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(0, 0) = D H(1)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 1) + A H(1)

[
n−1(0, 0),

(

a = 1
b = 0

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(1, 1) = D H(0)

\
n−1(1) +B

[
n−1(1, 0) + A H(0)

[
n−1(1, 0),

(

a = 1
b = 1

)

⇒ 1

ψ̃(s)

[
n(0, 1) = D H(1)

\
n−1(1) +B

[
n−1(1, 1) + A H(1)

[
n−1(1, 0).

w¢ H�§z

� ;12 2 9./ :<= =85:5709,012 / .:; ?68.7.¤09,C509. C :?� J<81009>�C A,B,C,D,E

$y



;5> 3 541 85C 9.65 J1 <81009> ψ̃(s) 3 <81 -9

A =ψ̃(s)

(

1− 2ε+ θ

1− ε

)

,

B =ψ̃(s)

(

ζ − θ

1− ε

)

,

C =ψ̃(s)

(

ε− ζ

1− ε

)

,

D =ψ̃(s)

(

ε− ζ

ε

)

,

E =ψ̃(s)

(

ζ

ε

)

.

w¢ H��z

t52 9.09521 ;.658 0=2.65</ F C => J5789. 6�C05v w¢ H�§z 3 2 0,DE< 7,75;>,C, ?9.6CB:8. 3 ;68.<9. 9 <8C56;. 6�C0509. ?68.8 ,7?,C 9.709, 7,4650. C :?� J<81009>9

B3[
n−3(1, 0) = B3D H(0)

\
n−4(0) +B4 [

n−4(0, 0) +B3A H(0)
[

n−4(0, 0),[
n(0, 0) = D H(1)

\
n−1(0) +B

[
n−1(0, 1) + A H(1)

[
n−1(0, 0),

B2[
n−2(1, 1) = B2D H(0)

\
n−3(1) +B3 [

n−3(1, 0) +B2A H(0)
[

n−3(1, 0),

B
[

n−1(0, 1) = BD H(1)
\
n−2(1) +B2 [

n−2(1, 1) +BA H(1)
[

n−2(1, 0).w¢ H��z
�=2=/ E< ? ,C1D:8. 6�C05095 :;6,052 9 =81:>=/ .21
[

n(0, 0) =B
3D H(0)

\
n−4(0) +B4 [

n−4(0, 0) +B3A H(0)
[

n−4(0, 0)+

+D H(1)
\
n−1(0) + A H(1)

[
n−1(0, 0)+

+B2D H(0)
\
n−3(1) +B2A H(0)

[
n−3(1, 0)

+BD H(1)
\
n−2(1) +BA H(1)

[
n−2(1, 0).

w¢ H�©z

|5> C 975G C :? � J<81009>9 C1:;F?=/ E<. C C165D.095<@ w¢ H�§z 3 ?68.8 >;�6. ?,20,D1B-9u21 ?,C1D:8. 6�C05095 3 8,:;5 J1 ;5> 7,4650. 3 541 ,7?,C 9.709. :> J5709>9 85C 9.B65/ E<. K=0></ F [ ,7 56A=2 .0;�C 6�D01<@ ,7 8.65 =-.A J1 :>6� <.09= H � ,:;5;09<@
7C�<@ C 9.6:85<@ C165D.095 w¢ H�©z ?,8,:;5 J1 / .:8<8. 7C5 ;5>9. :> J5709>9 w85C 9.65B/ E<. [

n−3(1, 0)
,658 [

n−2(1, 0)
z 3 >;�6. ?,C;�609. 2 ,D.21 C16589G 3 >,681:;5/ E< 8w¢ H�§z 3 ?,?68.8

B2A H(0)
[

n−3(1, 0) = AB2D H2(0)
\
n−4(0) + AB3 H(0)

[
n−4(0, 0)+

+ A2B2 H2(0)
[

n−4(0, 0)
w¢ H��z

,658

BA H(1)
[

n−2(1, 0) = ABD H(0) H(1)
\
n−3(0) + AB2 H(1)

[
n−3(0, 0)+

+ A2B H(0) H(1)
[

n−3(0, 0).
w¢ H�xz

$#



t5=C5D213 D. 8 K5>;= 9D H(0) = 1
,658 ?,7:;5C 9.095 ?,C1D:81<@ C165D.v 7, w¢ H�©z 3

C109>5 3 D.
[

n(0, 0) = B4 [
n−4(0, 0) + AB3 [

n−4(0, 0) + A H(1)
[

n−1(0, 0)+

+B3D
\
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0) +B2D

\
n−3(1) +BD H(1)

\
n−2(1)+

+ AB3[
n−4(0, 0) + A2B2 [

n−4(0, 0) + AB2D
\
n−4(0)+

+ AB2 H(1)
[

n−3(0, 0) + A2B H(1)
[

n−3(0, 0) + ABD H(1)
\
n−3(0),w¢ H�yz

<81 -9 ? ,:;5G 6�C05095 3 C >;�6./ K=0></ 5 [ C1:;F?=/ . / =D ;1->, ,7 8.6,C1<@ C56;,u<956A=2 .0;�C H �, =?,68E7>,C509= ?,7,401<@ :> J5709>�C 3 =81:>=/ .21 £
[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +B2(A+B)2
[

n−4(0, 0)+

+ AB(A +B) H(1)
[

n−3(0, 0)+

+ AB2D
\
n−4(0) + ABD H(1)

\
n−3(0)+

+DB3 \
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0)+

+DB2 \
n−3(1) +DB H(1)

\
n−2(1).

w¢ H�#z

�,C1D:85 ?,:;5G 85C 9.65 / .:8<8. :> J5709>9 ?6,? ,6</ ,05-0. 7, K=0></ 9 \ ,7 56A=2 .0;=6�C0.A, �H },D.21 / . 905<8./ C16589G =D1C5/ E< 6�C05095 w¢ H�$z 7-5 b = 0
w8 0,C12 9

C :?� J<81009>52 9 87.¤09,C5012 9 C165D.09.2 w¢ H��zz 3 <81-9
\
n(1) = E

\
n−1(0) + C

[
n−1(0, 0).

w¢ H�$z
t5;.2

DB2\
n−3(1) = DB2E

\
n−4(0) +DB2C

[
n−4(0, 0),

w¢ H��z
DB H(1)

\
n−2(1) = DBE H(1)

\
n−3(0) +DBC H(1)

[
n−3(0, 0),

w¢ H©§z
<, ?, ?,7:;5C 9.09= 7, C165D.095 w¢ H�#z 75/ .

[
n(0, 0) = + A H(1)

[
n−1(0, 0) +B2(A+B)2

[
n−4(0, 0)+

+ AB(A +B) H(1)
[

n−3(0, 0)+

+ AB2D
\
n−4(0) + ABD H(1)

\
n−3(0)+

+DB3 \
n−4(0) +D H(1)

\
n−1(0)+

+DB2E
\
n−4(0) +DB2C

[
n−4(0, 0)+

+DBE H(1)
\
n−3(0) +DBC H(1)

[
n−3(0, 0).

w¢ H©�z

�,C;�60. =?,68E7>,C509. ?,7,401<@ :> J5709>�C ?6,C5789 7,
[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +D H(1)
\
n−1(0)

+
[

B2(A+B)2 +DB2C
][

n−4(0, 0)+

+ [AB(A +B) +DBC] H(1)
[

n−3(0, 0)+

+DB2 (A+B + E)
\
n−4(0) +BD (A+ E)H(1)

\
n−3(0),

w¢ H©�z

$$



<81-9 7, DE750./ ?,:;5<9 3 C >;�6./ C :81:;>9. K=0></ . [ 9 \ C1:;F?=/ E / .7109. ,78.6,C1<@ 56A=2 .0;�C H
¢41 C1?6,C5789G 76=A9. 3 0 9.84 F70. 6�C0509. 6.>=6.0<1/ 0. 3 ?68.?9:=/ F 85-.D0,uGw¢ H�$z w8 0,C, 87.¤09,C5012 9 C :?� J<81009>52 9z C ?,:;5<9

\
n(b− 1) = E

\
n−1(−b) + C

[
n−1(−b, 0).

w¢ H©©z
� -5

b = 1
75/ . ;,

\
n(0) = E

\
n−1(1) + C

[
n−1(1, 0),

w¢ H©�z
A789. :> J5709> 85C 9.65/ E<1 \

n−1(1)
=81:>=/ .201 8 C165D.095 w¢ H�$z H �6,C5789 ;, 37, C165D.095

\
n(0) = E (E

\
n−2(0) + C

[
n−2(0, 0)) + C

[
n−1(1, 0).

w¢ H©xz
�> J5709> 85C 9.65/ E<1 [

n−1(1, 0)
3 / 5> ?,?68.709, 3 2 ,D.21 C1805<81G 8 C165D.095w¢ H�§z

[
n−1(1, 0) = D

\
n−2(0) + (B + A)

[
n−2(0, 0),

w¢ H©yz
<, ?6,C5789 7, ,:;5;.<80./ ?,:;5<9 76=A9.A, 3 465>=/ E<.A, 6�C05095 6.>=6.0<1/ 0.A,
\
n(0) = E (E

\
n−2(0) + C

[
n−2(0, 0)) + C (D

\
n−2(0) + (B + A)

[
n−2(0, 0)) .w¢ H©#z

575 J, :9F 85;.2 =81:>5G ,:;5;.<801 => J57 7C�<@ 6�C05v 6.>=6.0<1/ 01<@ 3 C >;�B61<@ C :81:;>9. K=0></ . [ 9 \ C1:;F?=/ E / .7109. ,7 8.6,C1<@ 56A=2.0;�C 3 5 2 950,B
C 9<9.

\
n(0) =(E2 + CD)

\
n−2(0) + C(A +B + E)

[
n−2(0, 0),[

n(0, 0) = + A H(1)
[

n−1(0, 0) +D H(1)
\
n−1(0)

+
[

B2(A+ B)2 +DB2C
][

n−4(0, 0)+

+ [AB(A +B) +DBC] H(1)
[

n−3(0, 0)+

+DB2 (A+B + E)
\
n−4(0) +BD (A+ E)H(1)

\
n−3(0).

w¢ H©$z

�5-./ 3 C?6,C578521 =?65:8<85/ E<. ,805<8.095
\
n ≡ \

n(0),
w¢ H©�z

[
n ≡ [

n(0, 0),
w¢ H�§z

\
=

∞
∑

n=1

\
n,

w¢ H� �z

[
=

∞
∑

n=1

[
n,

w¢ H��z

$�



,658 ?68.?6,C578521 :=2,C509. :;6,052 9 => J57= 6�C05v w¢ H©$z 3 C >;�612 ?9.6CB:8. 6�C0509. :=2=/ .21 ,7 n = 3
7, ∞ 3 05;,2 95:; 76=A9. ,7 n = 5

7, ∞ H 5 81:>=B/ .21
(
\ − \

1 −
\
2) =(E2 + CD)

\
+ C(A+B + E)

[
,

(
[ − [

1 −
[

2 −
[

3 −
[

4) = + A H(1) (
[ − [

1 −
[

2 −
[

3)+

+D H(1) (
\ − \

1 −
\
2 −

\
3)

+
[

B2(A+B)2 +DB2C
][

+

+ [AB(A+B) +DBC] H(1) (
[ − [

1)+

+DB2 (A+B + E)
\
+BD (A + E)H(1) (

\ − \
1) .w¢ H�©z

�, =?,68E7>,C509= 9 C?6,C578.09= h̃ = h̃(k) = H(1)
=81:>=/ .21 => J57 7C�<@6�C05v C ?,:;5<9

0 =
\
1 +

\
2 + (E2 + CD − 1)

\
+ C(A+B + E)

[
,

0 =
[ [−1 + A h̃+B2(A +B)2 +DB2C + (AB(A+B) +DBC) h̃

]

+

+
\ [
D h̃+DB2 (A+B + E) +BD (A+ E) h̃

]

+

+
[

1 +
[

2 +
[

3 +
[

4+

+ A (−[ 1 −
[

2 −
[

3) h̃ + [AB(A+B) +DBC] (−[ 1) h̃+

+D (−\1 − \
2 −

\
3) h̃+BD (A+ E) (−\1) h̃.

w¢ H��z

�1805<85/ E< C ?,:;5<9 / 5C0./ 09.C 957,2 . C 9.->,u<9 [
1,
[

2,
[

3,
[

4,
\
1,
\
2,
\
3
C1B:;F?=/ E<. C ?,C1D:812 6�C0509= 3 :?6,C578521 805-.89.09. ?6,?5A5;,65 7, 6,8C 9EB85095 => J57= 7C�<@ 6�C05v 8 7C 9.2 5 09.C 957,212 9 [ 9 \ H� ;12 <.-= 3 0 9.84 F705 / .:; 805/ ,2,uG ?9.6C :81<@ <8;.6.<@ ,:;61<@ ?6,?5A5;,B6�C H ¢05-,A9<809. 7, ?9.6C :81<@ 7C�<@ ?6,?5A5;,6�C ,:;61<@ C1?6,C578,01<@ C?,76,87895-. x H� w458=/ E< 05 :<@.2 5<9. ?68.7:;5C 9,012 05 61:=0>= x H�z 3 75/ E :9F,0. C16589G C ?68.:;68.09 65?-5<. 
5 3 ?,?68.8

Q̃1 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)h(X | ξ0, ξ−1),

Q̃2 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃(s)

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1),

Q̃3 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃
2(s)

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1 | r2, r1)×

× h(r2 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1),

Q̃4 (X, s | ξ0, ξ−1) =ψ̃1(s)ψ̃
3(s)

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)×

× h(r3 | r2, r1)h(r2 | r1, ξ0)h(r1 | ξ0, ξ−1). w¢ H�xz
�§



5 u6.709521 ;.658 ? ,C1D:81 => J57 6�C05v ?, :>,>5<@ ?,?68.785/ E<1<@ <@C 9-F t = 0
3

<81 -9
ξ0
9
ξ−1

H � 6,C5789 ;, 3 7,

Q̃1 (X, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0 h(X, ξ0, ξ−1),

Q̃2 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1),

Q̃3 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1 | r2, r1)×

× h(r2 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1),

Q̃4 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dξ−1

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)×

× h(r3 | r2, r1)h(r2 | r1, ξ0)h(r1, ξ0, ξ−1). w¢ H�yz

�, C1>,0509= 09.>;�61<@ <5 J.> =81:>=/ .21 ?,09D:8E ? ,:;5G

Q̃1 (X, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0h(X, ξ0),

Q̃2 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1 h(X − r1, r1),

Q̃3 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2 h(X − r2 − r1, r2, r1),

Q̃4 (X, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3 h(X − r3 − r2 − r1 | r3, r2)h(r3, r2, r1).

w¢ H�#z

� �



�5-./ 3 ?68.<@,78E< 7, 82 9.00./ ¥,=69.65 ,;6812=/ .21

Q̃1 (k, s)

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXh(X, ξ0),

Q̃2 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1 h(X, r1),

Q̃3 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2 h(X, r2, r1),

Q̃4 (k, s)

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3 h(X | r3, r2)h(r3, r2, r1),
w¢ H�$z

<, 75/ . 052 ?,:;5G =2,D-9C 95/ E<E 3 ,4-9<8.09. :8=>501<@ [
1,
[

2,
[

3,
[

4,
\
1,
\
2,
\
3

H
~ 5 ?,7:;5C 9. w¢ H©�z 9 w¢ H�§z 3 w¢ H�©z 9 w¢ H��z 3 w¢ Hxz 9 w¢ Hyz ,658 w¢ H�z 3 C165D5/ E:9F ,0. >,-./ 0, ?68.8

\
1

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXδX,−ξ0 h(X, ξ0) =

=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikXεδ(X + ξ0)h(ξ0) = ε

∞
∫

−∞

dXeikXh(−X) = εh̃,

w¢ H��z

[
1

ψ̃1(s)
=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikX(1− δX,−ξ0) h(X, ξ0) =

=

∞
∫

−∞

dξ0

∞
∫

−∞

dXeikX(1− ε)h(X)h(ξ0) = (1− ε)h̃,

w¢ Hx§z

��



\
2

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1δX,−r1 h(X, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1εδ(X + r1)h(r1) =

=ε

∞
∫

−∞

dr1e
ik(−r1)eikr1h(r1) = ε,

w¢ Hx�z

[
2

ψ̃1(s)ψ̃(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1(1− δX,−r1) h(X, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1(1− ε)h(X)h(r1) = (1− ε)h̃2,

w¢ Hx�z

\
3

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2δX,−r2 h(X, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2

[ζδ(X + r2)δ(r2 + r1)h(r1) + (ε− ζ)δ(X + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2e
ikr1 [ζδ(r2 + r1)h(r1) + (ε− ζ)h(r2)h(r1)] = εh̃,

w¢ Hx©z

[
3

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2(1− δX,−r2) h(X, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2 [(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(X)+

(ζ − θ)δ(X + r1)h(r2)h(r1) + (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(X)h(r1)] =

=(1− 2ε+ θ)h̃3 + (ζ − θ)h̃+ (ε− ζ)h̃ = (1− 2ε+ θ)h̃3 + (ε− θ)h̃,w¢ Hx�z

�©



[
4

ψ̃1(s)ψ̃3(s)
=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

(1− δX,−r3) h(X | r3, r2) h(r3, r2, r1) =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3(1− δX,−r3)

{(1− δr3,−r2) [Ah(X) +Bδ(X + r2) + Cδ(X + r3)] +

+δr3,−r2 [Dh(X) + Eδ(X + r3)]}
[(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+(ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

{(1− δr3,−r2) [Ah(X) +Bδ(X + r2)] + δr3,−r2 [Dh(X)]}
[(1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3) + ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+(ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1) + (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

{[Ah(X) +Bδ(X + r2)] (1− 2ε+ θ)h(r1)h(r2)h(r3)+

+ [Dh(X)] ζδ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ [Ah(X) +Bδ(X + r2)] (ζ − θ)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+ [Ah(X) +Bδ(X + r2)] (ε− ζ)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+ [Dh(X)] (ε− ζ)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)} =

��



=

∞
∫

−∞

dr1

∞
∫

−∞

dr2

∞
∫

−∞

dr3

∞
∫

−∞

dXeikXeikr1eikr2eikr3

[A(1− 2ε+ θ)h(X)h(r1)h(r2)h(r3)+

+B(1− 2ε+ θ)δ(X + r2)h(r1)h(r2)h(r3)+

+Dζh(X)δ(r3 + r2)δ(r2 + r1)h(r1)+

+ A(ζ − θ)h(X)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+B(ζ − θ)δ(X + r2)δ(r3 + r1)h(r2)h(r1)+

+ A(ε− ζ)h(X)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+B(ε− ζ)δ(X + r2)δ(r2 + r1)h(r3)h(r1)+

+ D(ε− ζ)h(X)δ(r3 + r2)h(r2)h(r1)] =

= A(1− 2ε+ θ)h̃4 +B(1− 2ε+ θ)h̃2 +Dζh̃2 + A(ζ − θ)h̃2+

+B(ζ − θ) + A(ε− ζ)h̃2 +B(ε− ζ)h̃2 +D(ε− ζ)h̃2 =

= A(1− 2ε+ θ)h̃4 +B(ζ − θ)+

h̃2 [B(1− 2ε+ θ) +Dζ + A(ζ − θ) + (A +B +D)(ε− ζ)] .

w¢ Hxxz

�,7:;5C 95/ E< =81:>50. C 9.->,uG 7, => J57= 6�C05v w¢ H��z 9 C :?,25A5/ E< :9F?681 6,8C 9E8509= ?6,A652.2 }5;@.25;9<5 3 ,;6812=/ F 3 05 ?,7:;5C 9. w© H$z 3 w¢ H��z,658 w¢ H��z 9 w¢ H� �z

Q̃(k, s) =
[

+
\
=

= ψ̃1

[

−(ε− 1)ψ̃3(ζ − θ)
(

h̃2
(

ε2 − ζ
) (

ε2(ζ − θ + 1)− ζ
)

− (ε− 1)2ε2(ζ − θ)
)

+

+ (ε− 1)3ε2ψ̃
((

h̃2 − 1
)

ε2 + h̃2(−θ) + ε
)

− h̃(ε− 1)3ψ̃2
(

ε2(θ − 2ζ) + ζ2
)

+

h̃(ε− 1)4ε2 − h̃ψ̃4
(

ε2 − ζ
)

(ζ − θ)
(

ε3 + ε2(−ζ + θ − 1) + εζ(ζ − θ − 1) + ζ
)

+

+ψ̃5
(

ε2 − ζ
)2

(ζ − θ)2
]

[

h̃(ε− 1)ψ̃5
(

ε2 − ζ
)

(ζ − θ)
(

ε2 + ζ(ζ − θ − 1)
)

+ h̃(ε− 1)3ε2ψ̃(2ε− θ − 1)

−h̃(ε− 1)ψ̃3
(

ε4(3ζ − 2θ) + 2ε3
(

ζ2 − 2ζ(θ + 1) + θ2 + θ
)

+

−ε2
(

(ζ + 1)θ2 − 2ζ(ζ + 2)θ + ζ(ζ(ζ + 4)− 2) + θ
)

+ 2εζ2 + ζ2(ζ − θ − 1)
)

+

−ψ̃6
(

ε2 − ζ
)2

(ζ − θ)2 − (ε− 1)4ε2 + εψ̃4
(

3ε3 − ε2(2ζ + 3) + ε+ ζ2
)

(ζ − θ)2+

−(ε− 1)3ψ̃2
(

ε3 − 2ε2ζ + ζ2
)

]−1

. w¢ Hxyz
t5=C5D213 D. C 6�C0509= w¢ Hxyz 85-.D0,uG ,7 56A=2 .0;= s C1:;F?=/ . / .7109. ? ,B?68.8

ψ̃ = ψ̃(s)
9
ψ̃1 = ψ̃1(s)

3 05;,2 95:; 85-.D0,uG ,7 56A=2 .0;=
k
?,?68.8

h̃ = h̃(k)
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�ù� þÿûù c ñòó d ÿëýù õ�÷ÿì �ù�ùíêû� ë�	�îï øû�õ���ûêû� ø ëï �ù� ÿí�îïëì � ef�g øöù� �þÿû��� �íÿ ÿ ýöùíëùïûü ÿ ñ ôø �� þ��íÿõíõ ü î�êíÿî ýöùíëùïûü î �ùøùöýî ø �õ�� ÿíùû� òòñgg� ò� ñ�h ñ�>6�; 058C1 �.J05 058C5 �09 t2 950 <.01
{¦O {¦O {50> �y$� �y�§x$KOI�~ K .;90 i,-790A �xx� ©§©��#
+Ki} +Ki} �,-:>5 } 9.7è �y$y �§§y�#�
�O+¢� {50> �.>5, �y$y x#�##�
�K~�K �,-:>9. K�609<;C, ~5K;,C. 9 K 58,C09<;C, ��x§ ©y��©$
�+~�¦6O~ �+~ �6-.0 �y$y #y��$�
�+�{� �+� {50> �,-:>9 �y$$ #$ ���©
I��¢ I.-.>,2=09>5</ 5 �,-:>5 �y$y �y#�§�

�ù� þÿûù c ñ� ó �êíÿïÿ îëýê÷ ùûü ÿ �ùöù÷ îýöì ε � þù �ù�ùíêû� ë� 	�îï � � ef�g ñ � �öì� ÿîü ïõ�
þì÷íÿî �ö�î�ëýùø ÿõíõ øêíÿïÿ ì�êëïùíî ÷ îýõ�� íùüø ÿ�ïë�îü ø ÿùöê�õ�íõ�ûÿ �÷ùïëê÷ ùþÿ�ùûü ÿúìíïûü õíù �ì �� ñ��

 � ø ýö�îûÿîü ïõþì÷íÿî j øêíÿïÿ ì�êëïùíî ÷ îýõ�� íùü÷íÿîü ë�êû� ïøù�öù�
ý	ø �÷ÿíÿ÷ ùþÿ�ùûü ÿ úìíïûü õíù �ì �� ñ��

 � íùýõ÷ ÿùëý ø û�øùöýîü j ÷îýõ�� ïõöîþùûêü í� �õ�ùöý�õ ö	øíùíÿî �� ñ��

 ñ ôø �� þ��íÿõíõ ü î�êíÿî ýöùíëùïûü î �ùøùöýî ø �õ�� ÿíùû� òòñgg� ò� ñ�h ñ

�>6�; 058C1 2 H0 HC 9561A H 2 H0 H>C5765;�C >,6.-5</ 5
{¦O § H��� § H��# § H©©§KOI�~ § H© �� § H© �$ § H��x
+Ki} §H�xy § H�©© § H� �y
�O+¢� § H�§y § H�§© § H©x#
�K~�K § H��y § H�x# § H��y
�+~�¦6O~ § H©§§ § H�$§ § H©##
�+�{� § H©�§ § H©§$ § H©�y
I��¢ § H©$# § H©y© § H�#y

�$



�ù� þÿûù c ñ� ó �êíÿïÿ îëýê÷ ùûü ÿ �ùöù÷ îýö	ø öõ�ï �ù�	ø ÷õ�îþìü �ûêû� öõ�ï �ù� û�ùë	ø øê�û�îïÿøùíÿù � þù �ù�ùíêû� ë�	�îï � � ef�g ñ � �öì� ÿîü ïõþì÷íÿî �ù÷ ÿîë�û�õíõ �öî�íÿ û�ùë
÷ ÿ���ê ýöùíëùïûü ù÷ ÿ ì�êøùíê ø öõ�ï �ù�� ÿî �� ñ�ð
 � ø ýö�îûÿîü ÿ û�øùöýîü ïõþì÷íÿî �íùü�ìü �
ëÿ� û��ëýïõøî û�ùëê öîþùïëùûü ÿ

τ1
ÿ
τ2
öõ�ï �ù�ì � õ�ø	ü í ÿî îïë� õíîíûü ùþíî�õ �� ñ�;
 � íùýõ�÷ÿùëý ø ïõþì÷íÿî � ÿ�ýîü øù�ù w ñ ôø �� þ��íÿõíõ ü î�êíÿî ýöùíëùïûü î �ùøùöýî ø �õ�� ÿíùû�òòñgg� ò� ñ�h ñ �>6�; 058C1 〈t〉 τ1 τ2 w{¦O �©© H� �x �© H�©x ��§ H��# § H©$#KOI�~ �§x H©©# �© H#�x �y�H�#§ § H©#�

+Ki} ©$ H©#x # H�$� $�H$�# § Hx$x
�O+¢� y# H�§# � H�$$ ��# H©x© § H�yx
�K~�K x# H#©� � H$�© $x Hx#© § H©y$
�+~�¦6O~ x§ H#$# � H#�$ $y H©© � § H�y�
�+�{� ©�H��� # H© �# x� H#�� § H��$
I��¢ �§ H§§© $ Hy$� #�H#y$ § Hx§�

�ù� þÿûù c ñ� ó�ùöýõ�ûÿ �ùöù÷ îýö	ø �1/ν1 � 1/ν2 �A1
ÿ
A2

 ýîõöîýêû�íîü úìíïûü ÿ ùìýõïõöîþùûü ÿ

�ö��ïõ�ûÿ õ� ÿëùíîü ö	øíùíÿî÷ �� ñ��
 õ�÷ÿì �ù�ùíêû� ë�	�îï øû�õ���ûêû� ø ëï �ù� ÿí�îïëì� ef�g ñ �ùöù÷ îýöê øê�íùû�õíõ øî��ì� ø �õö	ø �� ñ��
 � �ù�ìü �û íù îëýê÷ õøùíêû� �ùöù�÷îýöùû� � ïý	öêû� øùöýõ�ûÿ � õ�ùíõ ø ýù� îþùû� c ñ� �÷îýõ�ù íùüø ÿ�ïë�îü ø ÿùöê�õ�íõ�ûÿ
 ÿc ñ� ñ � õëýùýíÿîü ïõþì÷íÿî � õ�ùíõ ö	øíÿî� øùöýõ�
 øë�	�û�êííÿïù µ21/µ2 øêëý��ìü �ûî�õ øëýùûü õíùöê�õøùíê÷ ÷õ�îþì k õíýîöõ ÿ k ùëõþÿlîöù �� ñ��
 ñ ôø �� þ��íÿõíõ ü î�êíÿî ýöùíëùïûü î�ùøùöýî ø �õ�� ÿíùû� òòñgg� ò� ñ�h ñ�>6�; 058C1 1/ν1 1/ν2 A1 A2 µ2
1/µ2{¦O �� H§#� �$y H#x© § H§���x § H§§��� § H��#KOI�~ �� H�x� �©# Hxy$ § H§�$�� § H§§©§ � § H�$�

+Ki} yHx§$ #x H§ �$ § H§#��� § H§§©#© § H��x
�O+¢� � H�§� �§y H#©# § H§�#� � § H§§©#© § H� �§
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