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Opinia o cyklu prac habilitacyjnych ” Zastosowania struktur geometrycz-
nych w ukladach Liego” oraz innych osiggnieciach naukowych doktora Javiera
de Lucasa Araujo.

Cykl habilitacyjny sktada sie z 9 prac oznaczonych w autoreferacie jako (H1)-(H9) i
opublikowanych w latach 2012-2015. Prace te ukazaly sie w czasopismach: J. Differential
Equations (3 prace), Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. (3 pr.), J. Phys. A (2 pr.)
oraz praca konferencyjna. Wszystkie sa wspélautorskie a laczna liczba wspotautorow z
udzialem w pracach to: A. Ballesteros (2 prace), A. Blasco (1 pr.), J.F. Carifiena (3 pr.)
J. Grabowski (1 pr.), F.J. Herranz (2 pr.), C. Sardon (7 pr.) i S. Vilarifio (2 pr.).

Temat rozprawy. Tematem rozprawy jest analiza gladkich nieautonomicznych
rownaf rézniczkowych na rozmaitoéciach, ktérych pola wektorowe generuja skonczenie
wymiarows algebre Liego, zwanych ukladami Liego. Doktadniej, ukladem Liego nazy-
wane jest zalezne od czasu pole wektorowe X (¢,-) = X;, t € IR, na gladkiej rozmaitosei
N takie, ze podalgebra Liego Lx = Lie{X, |t € IR} (algebra Vessiota-Guldberga) gene-
rowana przez rodzing pél X; w algebrze wszystkich pél wektorowych z nawiasem Liego
jest skoniczonego wymiaru. Takie zalezne od czasu pole definiuje nieautonomiczny uktad
dynamiczny na N, przynajmniej lokalnie, dany przez réwnanie rézniczkowe

?

& = X(L,x). (RR)

Zalozenie, ze algebra Liego Ly jest skoficzonego wymiaru m pozwala czesto na poda-
nie recepty na rozwigzywanie tego nieliniowego réwnania lub przynajmniej na analize
wlasnosci rozwigzan, korzystajac z wiedzy o algebrze Ly .

Takimi uktadami zajmowal sie juz Sophus Lie pod koniec XIX wieku i jedna z konse-
kwencji zalozenia dim Lx = m < oo jest to, ze lokalnie dowolne rozwigzanie z(t) takiego
réwnania mozna w typowych punktach przedstawi¢ jako nieliniowg funkcje uktadu m roz-
wigzan x1(t),. ..,z (t) tego réwnania oraz n parametréw A1 .-+, An odpowiadajacych
za warunki poczatkowe dla x(t), gdzie n = dim N (Tw. Lie-Scheffersa):

2(t) = F(21(2),. ., @m(t), M- ., An). (RS)

Powyzsza wlasnosé jest nazywana wlasnodcia reguly skladania rozwigzan a wyjsciowym
przykladem o tej wlasnoéci sg réwnania liniowe wzgledem = na N = R", wtedy m = n.

Operujac dzisiejszymi terminami i zakladajac zupelnosé pél wektorowych istnienie
takiej wlasnodci mozna wyttumaczy¢ nastepujaco. Potok zaleznego od czasu pola wek-
torowego X mozna wlozyé jako krzywa w grupe Liego Gy algebry Liego Lx dzialajaca
na N. Rozwazenie jednoczesnie m+1 rozwiazan x(t), z1(t), ..., 2m(t) prowadzi do dzia-
tania tejze grupy na zmultiplikowanej przestrzefi stanu N+ = N x ... x N. Wymiar
orbit dziatania grupy Gx nie przekracza wymiaru grupy, zatem dzialanie tej grupy da
foliacje orbit wymiaru nie wigkszego niz dimG x =dimLyx = m, w otoczeniu generycz-
nych punktéw. Przy wystarczajaco duzym m foliacja ta bedzie kowymiaru co najmniej n,
skad wniosck ze z funkeji stalych na lidciach foliacji mozna utworzy¢ n calek pierwszych
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G = (Gy,---,G,). W ten sposéb mozna uzyskaé zwigzek miedzy m + 1 rozwigzaniami
dany w postaci uwiklanej

Gilzl) il . wsBmlf)l = Ay =1 v it (U)

(Warunki poczatkowe dla kazdego z rozwigzan x;(t) ustalamy a stale A; parametryzuja
warunek poczatkowy dla z(t).) Przy odpowiednim wyborze funkcji G; uklad ten daje si¢
rozwigzaé ze wzgledu na x(t), co daje regule sktadania (RS).

Za gléwne osiggniecie rozprawy uwazam pokazanie metody konstrukeji ukladu funk-
cji G; (w konsekwencji czesto tez zaleznosci (RS)) bez catkowania réwnania rézniczko-
wego (RR), korzystajac jedynie z znajomosci struktury algebry Liego L x i hamiltonianow
przypisanych polom wektorowym z Lx.

Wyniki rozprawy. Numeracja prac H1-H9 w autoreferacie jest odwrotna do chro-
nologicznej, oméwie krotko wyniki w kolejnosci zblizonej do chronologicznej. W krétkiej
pracy H9 autorzy proponuja nowe spojrzenie na nieautonomiczne rownanie rozniczkowe
2-go rzedu z nieliniowoscia wiclomianowa 3-go rzedu przez sprowadzenie go przez nie-
standartowa transformate Legendre’a do ukladu dwu réwnan z nieliniowoscig 2-go rzedu
i zauwazenie, ze jest to uklad Liego.

W pracach H8, H7, H3 i H2 wprowadza si¢ uklady Lie-Hamiltona i bada ich pod-
stawowe wiasnosci z punktu widzenia wiasnosci skladania rozwiazan. Wprowadzajaca i
analizujaca odpowiednie pojecia jest praca H8. Definiuje sie tu uktad Lie-Hamiltona jako
uktad pdl wektorowych X, ¢t € IR, ktory generuje skonczenie wymiarowa algebre Liego i
dodatkowo kazde z pél Hy jest hamiltonowskie wzgledem pewnej, tej samej dla wszyst-
kich, struktury Poissona A na N. Autorzy badaja, ktére uklady Lie posiadajg strukture
Lie-Hamiltona i na ile ta struktura jest wyznaczona przez sam uklad. Przedstawiaja
ogolne wlasnosci takich ukladéw i wlasnosci uktadéw ich calek pierwszych.

Jednym z najciekawszych dla mnie elementéw tego podejscia jest wykorzystanie w
pracy H7 faktu, ze calki pierwsze tzw. diagonalnego rozszerzenia ukladu wyjsciowego
moga prowadzi¢ do jawnego wyznaczenia odwzorowania F. Autorzy wykorzystuja tu
geometryczne ujecie problemu zawarte w pracy Carineny, Grabowskiego i Marmo z 2007
roku, wyjasniajacego role diagonalnych rozszerzen. Drugim wykorzystanym elementem
jest podejscie A. Ballesterosa i O. Ragnisco z r. 1998 gdzie wskazano jak wykorzystaé
koalgebry 1 komnozenie do konstrukcji tzw. Casimiréw i w konsekwencji calek pierw-
szych uktadéw hamiltonowskich o skonczenie wymiarowych algebrach i, co jest szcze-
gélnie istotne dla problemu konstrukcji reguly skladania rozwiazan, konstrukeji dodat-
kowych funkeji Casimira dla ukladéw zlozonych (w tym wypadku przedluzei diago-
nalnych). Konkretnie, w pracy H7 wykorzystuje sie komnozenie w algebrze symetrycz-
nej S(L) nad algebra Liego L ukladu do konstrukeji calek pierwszych diagonalnego
(m+1)-krotnego rozszerzenia X na N™*t! wyjsciowego ukladu X na N. Kluczowy wy-
nik pracy H7 to Twierdzenie 26 opisujace catki pierwsze diagonalnych przedhuzen w
terminach m-tych obrazéw przy kommnozeniu zwyklych elementéw Casimira dla algebry
uktadu. Udaje si¢ tu skonstruowaé uklad calek pierwszych wystarczajacy dla jawnego
wyznaczenia reguly skladania F' dla wielu majacych znaczenie w fizyce ukladéw jak
uklady Ermakova, réwnania Riccatiego, hamiltonowskie réwnania Kummera-Schwarza i
uktady Smorodinsky’ego-Winternitza.

Za gtéwny wynik prac H2 i H3 konkludujacy czeéé wezesniejszych rozwazaii mozna
uznac klasyfikacje ukladéw Licgo-Hamiltona na plaszezyznie oraz klasyfikacje algebr
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Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych na plaszczyznie. W klasyfikacji korzysta sie
z wezesniejszych wynikéw. Mianowicie, juz S. Lie podal klasyfikacje skoficzenie wymia-
rowych algebr Liego pél wektorowych na IR" (lokalnie wokél punktéw generycznych).
Jego klasyfikacja zostala udciSlona przez Gonzaléza, Kamrana i Olvera w roku 1992.
Te klasyfikacje wykorzystuja autorzy w H2, dodajac szczegdly. Uzyskane wyniki stosuje
si¢ do analizy konkretnych ukladow znanych wczesniej jako réwnania Milne-Pinney’a,
Kummera-Schwarza, zespolone réwnania Riccatiego, réwnania Buchdala i pewne uklady
Lotki-Volterry. Wyniki z pracy H2 s uzupelnione w artykule H3, gdzie dodatkowe geo-
metryczne i algebraiczne rozwazania prowadza do ciekawych warunkéw dostatecznych na
to by algebra Liego Vessiota-Guldberga dla uktadu Liego byla dana przez pola hamil-
tonowskie i do jawnego wyznaczenia tensora Poissona. Otrzymuje sie nowe wyniki dla
uktadéw na plaszezyZnie, w szczegélnodci dla réwnan Cayleya-Kleina typu Ricattiego,
zespolonych réwnan Bernoulliego i projektywnych réwnan Schroedingera.

W pracy H6 autorzy uogdlniaja podejscie do problemu konstrukcji regut sktadania
rozwigzan do ogoélniejszej klasy ukladéw, tzw. ukladéw Liego-Diraca, gdzie struktura
Poissona na rozmaitosci N jest zastapiona ogdélniejsza strukturg Diraca. Struktura taka
jest zadana przez podwiazke L wigzki Pontriagina PN = TN@&yT*N,dim L = dim N =
n, bedgca maksymalng izotropowa podwigzka dla kanonicznej metryki na wiéknach PN
(sygnatury (+,---,+,—---,—), kazdy ze znakéw n razy) wynikajacej z kanonicznego
parowania kowektoréow i wektorow:

((o,0), (@) = a(3) + G(v).

Na cigciach wigzki L mozna wprowadzi¢ naturalny nawias, ktéry przy zalozeniu inwo-
lutywnosci L wprowadza strukture Liego na cieciach, definiujac w ten sposéb strukture
algebroidu Liego w I'(L). Dodatkowo, w sposéb podobny do definicji hamiltonowskich pél
wektorowych z wykorzystaniem struktury symplektycznej na T* N, wprowadza sie pola
hamiltonowskie wzgledem struktury Diraca (N, L) oraz nawias Poissona dla odpowia-
dajacych im hamiltonianéw. Po wprowadzeniu tych struktur daje sie stosowaé metody
zastosowane wezesniej dla ukltadéw Liego-Hamiltona, z podobnymi wynikami. W szcze-
golnosci przedtuzenia diagonalne stosuja si¢ do struktur Liego-Diraca i do hamiltonianéw
uktadu X, hamiltonowskiego wzgledem wyjéciowej struktury Diraca na N. W ten spo-
sob dostaje sie tez calki pierwsze przedtuzen diagonalnych z pomocy koalgebr Poissona,
podobnie jak w przypadku zwyktych ukladéw Liego-Hamiltona. Autorzy analizuja ta me-
toda rozwigzania dla kilku wersji réwnan typu Schwarza (z pochodna Schwarza). Uwazam
pracg H6 (37 stron w J. Differential Equations) za bardzo soliduy wklad w ta tematyke.

W krétkiej pracy H4 i artykule H1 rozwaza sie k-symplektyczne struktury Liego
(ktére sa innym uogélnieniem struktur Liego-Hamiltona) i ich zastosowanie do konstruk-
cji regut skladania rozwigzan. Struktura k-symplektyczna (N, ) na rozmaitosci N wy-
miaru n(k + 1) (to zalozenie w pracach H1 i H4 mozna by pominaé) jest to zamknieta
2-forma rézniczkowa Q = (w1, ..., wy) na N o wartoéciach w IR¥, dla ktorej czesé wspdlna
Jader ker w; skladowych 2-form jest trywialna. Podobnie jak w przypadku formy sym-
plektycznej dla kazdej 2-formy w; mozna definiowaé hamiltonowskie pola wektorowe i
ich hamiltoniany. Z definicji, pole k-hamiltonowskie ¥ to pole wektorowe, ktére jest ha-
miltonowskie ze wzgledu na kazda forme w;. Warunek o trywialnosci jadra implikuje
jednoznacznosé pola Y przy danych jego hamiltonianach (h1,...,hi) wzgledem presym-
plektycznych form wy,...,w;. Badanie takich struktur byto zapoczatkowane przez C.
Gunthera, A. Awane’a i przez szkole hiszpanska z Manuelem de Leon z Madrytu na
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czele. W pracy H1 pokazuje sie, ze konstrukcje i wlasnosci uktadéw Liego-Hamiltona
daja si¢ w wigkszosci przenies¢ na przypadek k-symplektyczny. Autorzy wykazuja jed-
nak, ze tatwiej niz przy wezeéniejszych metodach daje sie uzyskaé odpowiednia ilosé catek
pierwszych dla przediuzen diagonalnych pewnych ukladéw Liego. W ten sposob uzyskuje
si¢ dodatkowe narzedzie dla konstrukcji regul skladania rozwigzar.

W jeszcze jednej pracy H5 zaproponowano podobna do poprzednich idee konstrukeji
calek pierwszych ukladu ukiadu (RR). Tym razem wykorzystuje sie do tego struktury
Liego-Jacobiego (A, R) na rozmaitosci N, gdzie A jest polem biwektorowym a R polem
wektorowym i para ta spelnia aksjomaty struktury Liego-Jacobiego. Wzgledem takiej
struktury definiuje sie pola hamiltonowskie, ich hamiltoniany, nawias Poissona funkcji
itp. Zaktadajac, ze pola X; sa hamiltonowskie wzgledem takiej struktury wykorzystuje
si¢ elementy Casimira algebry Liego generowanej przez hamiltoniany pél X; do konstruk-
cji calek pierwszych ukladu (RR). Wykazano, ze dla pewnych ukladéw nie istnieje struk-
tura Liego-Jacobiego taka, ze uklad X jest hamiltonowski wzgledem tej struktury. Do
klasyfikacji uktadéw Licgo na IR? podanej w pracy H3 dodaje si¢ tutaj wyniki méwiace,
ktore z tych ukladéw sa hamiltonowskie ze wzgledu na pewna strukture Liego-Jacobiego
a ktore nie sa wzgledem zadnej takiej struktury.

Podsumowanie i ocena cyklu habilitacyjnego. Za gléwna idee cyklu habilita-
cyjnego mozna uzna¢ wykorzystanie struktur geometrycznych na rozmaitoéci N do ana-
lizy zachowania si¢ rozwigzan nieautonomicznego réwnania rézniczkowego (RR) bedacego
ukladem Liego. Wykorzystuje si¢ struktury, ktére pozwalaja przejéé od pél wektorowych
X do reprezentujacych je funkcji (hamiltonianéw). Kolejno analizuje sie pod tym ka-
tem struktury symplektyczne i Poissona, struktury Diraca, struktury k-hamiltonowskie
i struktury Liego-Jordana. Przejécie od pél wektorowych do funkeji daje sie wykonaé
jesli pola wektorowe sa hamiltonowskie wzgledem jednej z takich struktur. Pierwszym
celem takiego przejscia jest konstrukcja statych ruchu (calek pierwszych) ukladu (RR).
Autor cyklu prac H1-H9 zauwazyl tez, i jest to istotny wklad w wiedze w tym temacie,
ze mozna wykorzysta¢ hamiltonowskosé¢ uktadu do konstrukeji praw sktadania rozwigzan
(SR). Uzyskuje to, wykorzystujac geometryczne podejicie do praw skladania zawarte w
pracy Carineny, Grabowskiego i Marmo z r. 2007. Podejécie to wymaga znalezienia wy-
starczajace] ilosci calek pierwszych tzw. przediuzeni diagonalnych wyjsciowego ukladu.
Pokazuje s, ze jesli uklad wyjsciowy (RR) jest hamiltonowski na N ze wzgledu na jedna
z wymienionych struktur geometrycznych to jego przedtuzenie diagonalne na zmultipli-
kowana rozmaito$¢ N™*! réwniez jest hamiltonowskie ze wzgledu na zmultiplikowanie
rozwazanej struktury. W ten spos6b problem redukuje sie do szukania calek pierwszych
(stalych ruchu) uktadu na N™+1,

Dodatkowo, w pracy H7 z r. 2013 autorzy A. Ballesteros, J.F. Carifiena, F.J. Herranz,
J. de Lucas i C. Sardon wykorzystuja idee zawartg w artykule Ballesterosa i Ragnisco z r.
1998, gdzie wskazano jak wykorzysta¢ komnozenie w koalgebrze (i bialgebrze) zwigzanej
z algebra Liego do konstrukeji tzw. elementéw Casimira ukladéw ztozonych. Istotnym
pomyslem autora (autoréw) publikacji H7 jest zauwazenie, ze multiplikowanie ukladu
(RR) do ukladu diagonalnego na N™™*! odpowiada m-krotnemu zlozeniu komnozenia
A:L— L®Ldajac AM : L — [®(m+1) Wykorzystuje si¢ to i znalezione elementy
Casimira do otrzymania calek pierwszych ukladéw hamiltonowskich przedtuzen diago-
nalnych wyjsciowego uktadu.

Sadze, ze wyniki cyklu habilitacyjnego znacznie poszerzaja wiedze na temat uktadéw
Liego i moga pozwoli¢ na lepsze zrozumienie oraz bardziej dogtebna analize¢ zachowan

4



rozwigzan nieautonomicznych réwnan rézniczkowych definiowanych przez pola wekto-
rowe X (t,-) generujace algebre Liego skoficzonego wymiaru. Metoda zaproponowana w
tych pracach moze w przyszlosci pozwoli¢ na analize wielu nowych ukladéw majacych
znaczenie dla fizyki. W ten sposéb wyniki te stanowig istotny wkiad w dziedzine metod
matematycznych fizyki. Metody stosowane w tych badaniach, choé w wiekszosci znane,
s niebanalne. Czeé¢ z nich jest udoskonalana dla uzyskania wynikéw tych publikacji.

Opis i ocena innych dokonan naukowych. W swoim dorobku po doktoracie poza
cyklem habilitacyjnym autor podaje 16 publikacji, wszystkie z wspdtautorami, wiekszoéé
opublikowana renomowanych czasopismach takich jak J. of Physics A (3 prace), J. of
Mathematical Analysis and Applications (2 prace), J. Differential Equations, J. Geome-
tric Mechanics, J. Mathematical Physics (po jednej pracy). Najczedciej cytowane dwie
prace, w J. Geom. Mech. i w Dissertationes Mathematicae z r. 2011, posiadaja 13 cy-
towail (bez autocytowan) - dane wedtug autoreferatu z Web of Knowledge. Jednak wg.
Scholar Google np. druga z tych prac posiada 24 cytowania, bez autocytowar.

Duza czes¢ tych publikacji dotyczy uktadéw Liego i regul sktadania. Nie omawiajac
szezegOtowo tych publikacji mozna powiedzied, ze czes$é ich istotnej zawartoéci nauko-
wej to analiza réznych wariantéw réwnan Riccatiego, w tym uktadu Gambiera, réwnan
Abela z nieliniowoscia wyzszych rzedéw i innych. W pracach tych nie uzywa sie metod
hamiltonowskich, sa to raczej metody bezposrednie.

Publikacje przed doktoratem obejmuja 9 pozycji, z tego najczesciej cytowane sg
dwie prace z r. 2008 z Carinfieng w Phys. Letters A dotyczaca réwnan Milne-Pinney’a
(16 cytowan zewnetrznych) i artykul z Carinfieng i Ranada w czasopiémie SIGMA (14
cytowan zewnetrznych) o teorii uktadéw Liego i zastosowaniu do uktadéw Ermakova.

Oprécz dorobku publikacyjnego nalezy wspomnieé¢ o duzym do$wiadczeniu i dorobku
dydaktycznym habilitanta. Byl on tez promotorem pomocniczym Cristiny Sardon w j€j
doktoracie obronionym w r. 2015. Uczestniczyl w organizacji pieciu miedzynarodowych
spotkan naukowych (konferencji) w Instytucie Matematycznym PAN oraz w o$rodku kon-
ferencyjnym IM PAN w Bedlewie. Trzeba dodaé, ze kandydat wizytowal tez inne odrodki
naukowe poza Polska i Hiszpania, w tym CRM w Montrealu oraz ENS w Paryzu. Juz
po doktoracie w r. 2009 brat udzial z referatami w 23 miedzynarodowych konferencjach,
czeS¢ z nich to referaty zaproszone.

Konkluzja. Podsumowujac powyzsze uwagi moge stwierdzi¢, ze wyniki zawarte w
cyklu habilitacyjnym (H1)-(H9) wnoszg istotny wklad w dziedzing metod matematycz-
nych fizyki. Metody hamiltonowskie zaproponowane w podejéciu habilitanta dla analizy
uktadéw Liego i ich wykorzystanie do konstrukeji regut sktadania rozwiazan nieliniowych,
nieautonomicznych réwnan rézniczkowych stanowia oryginalny i wartosciowy wklad w
te tematyke. Fakt, ze wszystkie prace sa wspélautorskie moze nieco ostabiaé bardzo do-
bre wrazenie przy lekturze dorobku, jednak bardzo (nawet zaskakujaco) wysoki wktad w
kazdg prace zadeklarowany przez autora $wiadczy o jego duzym udziale w tych publika-
cjach. Biorac tez pod uwage pozostate dokonania nie mam watpliwodci, ze przedstawiony
dorobek spelia wymogi stawiane dla uzyskania stopnia doktora habilitowanego.
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