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Streszczenie

Uk≥ad Liego to nieautonomiczny uk≥ad równaÒ róøniczkowych zwyczajnych pierwszego rzÍdu,
którego ogólne rozwiπzanie moøna napisaÊ jako nieautonomicznπ funkcjÍ, tzw. zasada sk≥adania
rozwiπzaÒ, z generycznej rodziny rozwiπzaÒ szczególnych i zbioru sta≥ych [CL.PH12, PW,
CGM00, CGM07]. Istotnymi przyk≥adami uk≥adów Liego sπ nieautonomiczne uk≥ady równaÒ
róøniczkowych liniowych pierwszego rzÍdu i wiÍkszoúÊ rodzajów równaÒ róøniczkowych Riccatiego,
np. macierzowe i konforemne równania Riccatiego [CL.PH12, PW, AW].
Moøna wskazaÊ dwa podstawowe powody zainteresowania uk≥adami Liego. Z jednej strony,

analiza tych uk≥adów wymaga badania istotnych w≥aúciwoúci struktur geometrycznych, takich
jak struktury k-symplektyczne [LV.H1], struktury Diraca [CGL.H6], odwzorowania momentu
[CGL.H6, CGL.H8], lub skoÒczenie wymiarowe algebry Liego pól wektorowych na rozmaitoúciach
[BBHL.H2, GKO92]. Z drugiej strony, uk≥ady Liego pojawiajπ siÍ w fizyce, biologii, medycynie,
itd. [BHL.H3]. Skoro uk≥ady Liego nie sπ dobrze znane [CL.PH12], ich zastosowania prowadzπ
do nowatorskich podejúÊ w badaniu starych i nowych problemów wymienionych pól badawczych
[LV.H1].
Niniejszy autoreferat opisuje wyniki moich badaÒ podoktorskich dotyczπcych zastosowaÒ

geometrycznych i algebraicznych struktur w uk≥adach Liego, zasadach sk≥adania rozwiπzaÒ i
pokrewnych tematach pojawiajπcych siÍ w fizyce, biologii i matematyce. Moje rezultaty zosta≥y
opublikowane w nastÍpujπcych publikacjach:
LV.H1. J. de Lucas i S. Vilariño, k-Symplectic Lie systems: theory and applications, J. DiÄerential

Equations 258, 2221–2255 (2015). (Ranking JCR4: 14/312 w Mathematics) Swój wk≥ad
oceniam na 85%.

BBHL.H2. A. Ballesteros, A. Blasco, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardón, Lie–Hamilton systems
on the plane: Properties, classification and applications, J. DiÄerential Equations 258,
2873–2907 (2015). (Ranking JCR: 14/312 w Mathematics) Swój wk≥ad oceniam na 60%.

BHL.H3. A. Blasco, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardón, Lie–Hamilton systems on the plane:
applications and superposition rules, J. Phys. A 48, 345202 (2015). (Ranking JCR: 11/53
w Physics, Mathematical) Swój wk≥ad oceniam na 65%.

LTV.H4. J. de Lucas, M. Tobolski i S. Vilariño, A new application of k-symplectic Lie systems,
Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 12, 1550071 (2015). (Ranking JCR: 41/53 w Physics,
Mathematical) Swój wk≥ad oceniam na 55%.

HL.H5. F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardón, Jacobi–Lie systems: theory and low dimensional
classification w: The 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, DiÄerential Equations
and Applications, AIMS Proceedings 2015, p. 605–614. Swój wk≥ad oceniam na 70%.

CGL.H6. J.F. Cariñena, J. Grabowski, J. de Lucas i C. Sardón, Dirac–Lie systems and Schwarzian
equations, J. DiÄerential Equations 257, 2303–2340 (2014). (Ranking JCR: 16/312 w
Mathematics) Swój wk≥ad oceniam na 55%.

BCHL.H7. A. Ballesteros, J.F. Cariñena, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardón, From constants of
motion to superposition rules for Lie–Hamilton systems, J. Phys. A 46, 285203 (2013).
(Ranking JCR: 26/78 w Physics, Multidisciplinary) Swój wk≥ad oceniam na 55%.

4Ranking JCR oznacza ranking w Journal Citation Reports w roku opublikowania artyku≥u. Dalsze informacje
odnoúnie danych bibliometrycznych publikacji moøna znaleüÊ w wykazie dorobku habilitacji.
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CGL.H8. J.F. Cariñena, J. de Lucas i C. Sardón, Lie–Hamilton systems: theory and applications,
Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 10, 1350047 (2013). (Ranking JCR: 45/55 w Physics,
Mathematical) Swój wk≥ad oceniam na 65%.

CLS.H9. J.F. Cariñena, J. de Lucas i C. Sardón, A new Lie systems approach to second-order Riccati
equations, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 9, 1260007 (2012). (Ranking JCR: 34/55 w
Physics, Mathematical) Swój wk≥ad oceniam na 70%.

Kiedy skoÒczy≥em pracÍ doktorskπ w 2009 r., istnia≥o tylko kilka zastosowaÒ struktur
symplektycznych i dwójek Drinfelda w uk≥adach Liego [CGM00, CR05]. Po zbadaniu kilku
nowych uk≥adów Liego typu Hamiltonowskiego [CGL.H8, CLS.H9] zauwaøy≥em, øe struktury
geometryczne mogπ graÊ istotnπ rolÍ w tej dziedzinie. NastÍpnie, zastosowa≥em struktury
Poissona, Diraca, Jacobiego i k-symplektyczne do znajdowania zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ i innych
niezmienników uk≥adów Liego pojawiajπcych siÍ w fizyce, matematyce i biologii, np. niezmiennik
Ermakova-Incea [CGL.H8], modele wiryczne [BBHL.H2, BHL.H3] albo pola tensorowe Casimira
[BHL.H3]. Po pierwsze, to pozwoli≥o mi zinterpretowaÊ geometrycznie znane i nowe niezmienniki
stowarzyszone z uk≥adami Liego [BCHL.H7, LTV.H4]. Po drugie, to da≥o poczπtek technice
uproszczenia metod obliczania zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ, sta≥ych ruchu, itp. [BCHL.H7]. Po
trzecie, moje badania doprowadzi≥y do nowych wyników w nowoczesnych geometrycznych teoriach
[LV.H1]. Poúrednio uzyska≥em wiele rezultatów w zakresie istnienia, w≥aúciwoúci i zastosowania
algebr Liego skoÒczonego wymiaru pól wektorowych na p≥aszczyünie [BBHL.H2, HL.H5]. To
stanowi≥o inspiracjÍ dla innych autorów [LS16, CS16, CS16II].
W szczególnoúci, s≥ynna zasada sk≥adaÒ rozwiπzaÒ równaÒ Riccatiego [LS] zosta≥a obliczona

przy zastosowaniu niezmienników symplektycznych skonstruowanych za pomocπ elementu Casimira
sl(2) [BCHL.H7]. Korzystajπc z tego, znalaz≥em jak uproúciÊ obliczenie zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ
dla tzw. uk≥adów Liego-Hamiltona za pomocπ koalgebr Poissona [BBHL.H2, BHL.H3,
BCHL.H7]. Udowodni≥em, øe kaøda struktura k-symplektyczna jest stowarzyszona z algebrami
Poissona funkcji. To by≥o wczeúniej uznane za niemoøliwe albo nieuøyteczne [LV.H1]. Natomiast,
pokaza≥em jak te algebry Poissona upraszczajπ obliczenie zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ i moøna z tego
korzystaÊ aby zbadaÊ uk≥ady Liego pojawiajπce siÍ w teorii sterowania i uk≥adach ca≥kowalnych
[LV.H1]. To stanowi nowe pole zastosowaÒ struktur k-symplektycznych, które aktualnie sπ g≥ównie
stosowane w równaniach róøniczkowych czπstkowych teorii pól [LSV16].
Zagadnienia opisane w tej habilitacji moøna znacznie rozwijaÊ, poniewaø jeszcze wiele innych

geometrycznych struktur moøe zostaÊ zastosowane do uk≥adów Liego. Na przyk≥ad, struktury
Nambu-Poissona zosta≥y zastosowane w badaniu uk≥adów Liego w [LS16]. Dodatkowo, myúlÍ, øe
uk≥ady Liego moøna przeanalizowaÊ za pomocπ struktur wielosymplektycznych, rozmaitoúci Diraca
typu ‘twisted’ i algebroidów Liego (popatrz [CGL.H6]). W najbliøszym czasie planujÍ rozwinπÊ te
pomys≥y.
Uk≥ady Liego by≥y g≥ównie zastosowane przed moimi podoktorskimi badaniami w macierzowych

równaniach Riccatiego, uk≥adach typu Ermakova i kilku uk≥adach Liego pojawiajπcych siÍ w teorii
sterowania i mechanice kwantowej przez Cariñena, Marmo, Winternitza i ich wspó≥pracowników
[CL.PH12, PW, CGM00]. Natomiast, moja rozprawa habilitacyjna opisuje o wiele bardziej
ogólnπ rodzinÍ zastosowaÒ co ilustrujπ analizy uk≥adów Liego pojawiajπcych siÍ w uk≥adach
wirycznych, równaniach Kummera–Schwarza, równaniach hierarchii Riccatiego, modelach z dyfuzjπ,
równaniach Buchdahla i wiele innych ([BBHL.H2, BHL.H3, CLS.H9] i Tabela 2).
Analiza poprzednich metod i ich interpretacji fizycznych zosta≥a przeprowadzona we wspó≥pracy

z mojπ doktorantkπ, dr. C. Sardón, i stanowi czÍúÊ jej pracy doktorskiej [CS15]. W naszych
artyku≥ach skoncentrowa≥em siÍ g≥ównie na teoretycznej czÍúci pracy i proponowa≥em równania
róøniczkowe do analizy przy uøyciu moich rezultatów. C. Sardón zastosowa≥a moje rezultaty
w uk≥adach fizycznych, np. w oscylatorach Winternitza–Smorodinskyego, i wziÍ≥a udzia≥ w
redagowaniu naszych prac. Jej wk≥ad w pierwszych pracach by≥ czasami skromny, ale ostatni artyku≥
jej rozprawy doktorskiej, tj. [EHL.PH1], zosta≥ praktycznie w ca≥oúci wykonany przez niπ.
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Niniejsza rozprawa habilitacyjna ma dwa rozdzia≥y. Pierwszy opisuje najwaøniejsze wyniki.
Skoro uk≥ady Liego sπ raczej ma≥o znane wúród naukowców, to przytaczam doúÊ szczegó≥owo
moje rezultaty i podajÍ duøo przyk≥adów z moich prac. W drugim rozdziale wymieniam inne
osiπgniÍcia naukowe zrealizowane po doktoracie. W szczególnoúci, opisujÍ czternaúcie artyku≥ów,
tzw. [EHL.PH1]–[CL.PH14], które stanowiπ úcis≥π kontynuacjÍ mojej rozprawy doktorskiej.
Dodatkowo, drugi rozdzia≥ zawiera teø artyku≥y [E1] i [E2] dotyczπce geometrycznych w≥aúciwoúci i
zastosowaÒ równaÒ róøniczkowych, np. wykorzystywania wiπzek døetów nieskoÒczonego wymiaru w
badaniu symetrii nieliniowych oscylatorów, oraz opisuje mój udzia≥ w konferencjach, seminariach,
odbyte pobyty naukowe w oúrodkach naukowych i wyk≥ady wyg≥oszone na miÍdzynarodowych
konferencjach, uczelniach i w innych jednostkach naukowych. WiÍcej informacji moøna znaleüÊ w
wykazie dorobku.





ROZDZIA£ 1

Uk≥ady Liego i geometryczne struktury

1. WstÍp

Obecny rozdzia≥ opisuje najbardziej podstawowe pojÍcia i techniki z teorii uk≥adów Liego
[CL.PH12, LS, CGM07, CGM00]. Dodatkowo, podaje krótki stan przedmiotu na etapie przed
osiπgniÍciami mojego autoreferatu, aby pomóc recenzentom w zrozumieniu znaczenia uzyskanych
przeze mnie wyników. Chociaø wiÍkszoúÊ poniøszych rezultatów pojawia siÍ w standardowej
literaturze, opracowa≥em wspólnie z moimi wspó≥pracownikami bardziej uøyteczne podejúcie w
ostatnich latach.
Zak≥adamy, øe struktury sπ rzeczywiste, g≥adkie i globalnie zdefiniowane. To uproszcza

prezentacjÍ wyników i podkreúla najwaøniejsze fakty. Moøna wprowadziÊ dok≥adniejszy opis dodajπc
odpowiednie techniczne za≥oøenia i szczegó≥y. Za≥óøymy w dalszym ciπgu, øe wszystkie równania
róøniczkowe sπ zwyczajne i nieautonomiczne.
Niech (V, [⋅, ⋅]) bÍdzie algebrπ Liego z nawiasem Liego [⋅ , ⋅] ∶ V × V → V . Definiujemy

Lie(B, V, [⋅, ⋅]) jako najmniejszπ podalgebrÍ Liego algebry Liego (V, [⋅, ⋅]) zawierajπcπ podzbiór
B ⊂ V . Oznaczamy (V, [⋅, ⋅]) przez V i Lie(B, V, [⋅, ⋅]) przez Lie(B, [⋅, ⋅]) lub Lie(B) o ile znaczenie
takich skrótów wynika z kontekstu.

DEFINICJA 1.1. Polem wektorowym zaleønym od t na N nazywamy odwzorowanie X ∶
R ×N → TN spe≥niajπce · ○X = fi, gdzie fi ∶ (t, x) ∈ R ×N � x ∈ N i · ∶ TN → N jest kanonicznπ
projekcjπ wiπzki stycznej do N .

Kaøde pole wektorowe zaleøne od t na N jest równowaøne rodzinie pól wektorowych {X
t

}
t∈R

postaci X
t

∶ x ∈ N �X(t, x) ∈ TN na N .
DEFINICJA 1.2. ([CL.PH12], Definicja 2.1) Minimalna algebra Liego pola wektorowego X

zaleønego od t to najmniejsza (w sensie inkluzji) algebra Liego pól wektorowych V X zawierajπca
rodzinÍ pól wektorowych {X

t

}
t∈R, tj. V X = Lie({Xt}t∈R, [⋅, ⋅]).

DEFINICJA 1.3. Krzywa ca≥kowa pola wektorowego X zaleønego od t na N to krzywa
ca≥kowa “ ∶ R → R × N pola wektorowego X̄ ∶= ˆ

t

+ X(t, x) na R × N , która jest ciÍciem wiπzki
pr ∶ (t, x) ∈ R×N � t ∈ R, tj. pr○“ = Id

N

, gdzie Id
N

to odwzorowanie toøsamoúciowe rozmaitoúci N .

Innymi s≥owy, krzywa ca≥kowa pola wektorowego X zaleønego od t na N to ciÍcie “ ∶ R→ R×N
wiπzki pr ∶ (t, x) ∈ R ×N � t ∈ R spe≥niajπce

dfi ○ “
dt

=X(t,fi ○ “). (1.1)

Uk≥ad (1.1) nazywamy uk≥adem stowarzyszonym z X. Odwrotnie, uk≥ad równaÒ róøniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzÍdu na N w postaci normalnej jednoznacznie okreúla pole wektorowe
zaleøne od t na N , których krzywe ca≥kowe, “, sπ takie, øe fi ○ “ to rozwiπzania szczególne (1.1).
To umoøliwia oznaczenie przez X pola wektorowego zaleønego od t i uk≥adu stowarzyszonego z nim
[CL.PH12].

DEFINICJA 1.4. ([CGL.H8], Definicja 4) Niech X bÍdzie polem wektorowym zaleønym od
t na N . Jego dystrybucja stowarzyszona, DX , to uogólniona dystrybucja na N postaci

DX
x

∶= {Y
x

� Y ∈ V X} ⊂ T
x

N, ∀x ∈ N,

9



10 1. UK£ADY LIEGO I GEOMETRYCZNE STRUKTURY

i jego kodystrybucja stowarzyszona, VX , to uogólniona kodystrybucja na N dana wzorem
VX
x

∶= {Ë ∈ T ∗
x

N � Ë(Z
x

) = 0,∀ Z
x

∈ DX
x

} = (DX
x

)○ ⊂ T ∗
x

N, ∀x ∈ N,
gdzie (DX

x

)○ to annihilator podprzestrzeni DX
x

dla kaødego x ∈ N .

Uogólniona dystrybucja DX jest inwolutywna i regularna na kaødej spójnej czÍúci pewnego
otwartego gÍstego podzbioru UX ⊂ N . Wówczas, VX to kodystrybucja regularna na kaødej
spójnej czÍúci UX [CGL.H8, p. 5]. Najwaøniejszy przypadek w tej rozprawie dotyczy uogólnionej
dystrybucji DX zgenerowanej przez skoÒczenie wymiarowπ V X . Wtedy, DX jest ca≥kowalna na N
(cf. [JP, p. 63]). Wymienione powyøej pojÍcia sπ przydatne dla obliczenia sta≥ych ruchu i zasad
sk≥adaÒ rozwiπzaÒ uk≥adów Liego.

DEFINICJA 1.5. Uk≥adem Liego nazywamy X, której minimalna algebra Liego, V X , jest
skoÒczenie wymiarowa. SkoÒczenie wymiarowπ algebrÍ Liego V zawierajπcπ V X nazywamy algebrπ
Liego Vessiota-Guldberga X [BBHL.H2, CL.PH12, PW].

Algebra Liego V X uk≥adu Liego X zawiera istotnπ informacjÍ dotyczπcπ w≥aúciwoúci X, np.
kiedy V X jest rozwiπzalna, to moøemy ca≥kowaÊ X za poúrednictwem kwadratur [CRG].

PRZYK£AD 1.6. Kaødy uk≥ad Liego na R jest lokalnie dyfeomorficzny do równania
Riccatiego [Eg07, PW, LS], tj. równania róøniczkowego danego wzorem

dx
dt
= a1(t) + a2(t)x + a3(t)x2, x ∈ R, (1.2)

gdzie a1(t), a2(t), a3(t) sπ dowolnymi funkcjami zaleønymi od t. Istnieje mnóstwo aplikacji równaÒ
Riccatiego w fizyce [NR02, Ra71].
Równanie Riccatiego (1.2) jest uk≥adem stowarzyszonym z polem wektorowym zaleønym od t

postaci X ∶= ∑3
–=1 a–(t)X–, gdzie

X1 ∶= ˆx, X2 ∶= xˆx, X3 ∶= x2ˆx. (1.3)

Skoro
[X1,X2] =X1, [X1,X3] = 2X2, [X2,X3] =X3,

takie pola wektorowe generujπ algebrÍ Liego V � sl(2). Skoro X przyjmuje wartoúci w V , tj. X
t

∈ V
dla kaødego t ∈ R, to V X ⊂ V i V X jest skoÒczenie wymiarowa. Wówczas, X jest uk≥adem Liego i
V jest algebrπ Liego Vessiota-Guldberga uk≥adu X. PostaÊ minimalnej algebry Liego V X zaleøy od
a1(t), a2(t), a3(t), np. V X = 0 kiedy a–(t) = 0 dla – = 1,2,3.

PRZYK£AD 1.7. Dajmy teraz przyk≥ad uk≥adu Liego analizowanego w [BBHL.H2,
Przyk≥ad 2.1]. Badamy uk≥ad równaÒ róøniczkowych

dx
dt
= a1(t) + a2(t)x + a3(t)(x2 − y2),

dy
dt
= a2(t)y + a3(t)2xy, (x, y) ∈ R2, (1.4)

gdzie a1(t), a2(t), a3(t) sπ dowolnymi funkcjami zaleønymi od t. Uk≥ad (1.4) jest szczególnym
przypadkiem równania Riccatiego na p≥aszczyünie opisywanego w [Eg07]. Piszπc z ∶= x + iy, uk≥ad
(1.4) przyjmuje postaÊ

dz
dt
= a1(t) + a2(t)z + a3(t)z2, z ∈ C. (1.5)

To szczególny przypadek zespolonego równania Riccatiego, który gra waønπ rolÍ w róønych
problemach fizycznych, np. w badaniu nieautonomicznych równaÒ Schrödingera [Sc12] i innych
[BHL.H3]. Szczególne rozwiπzania okresowych równaÒ tego typu zosta≥y zbadane w [Ca97, Or12] i
jeszcze inne rodzaje zespolonych równaÒ Riccatiego pojawi≥y siÍ w [FMR10]. Równania róøniczkowe
(1.5) pojawiajπ siÍ teø w zastosowaniu metody Weina–Normana w kwantowych oscylatorach
harmonicznych [CK13].
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Uk≥ad (1.4) okreúla pole wektorowe zaleøne od t dane wzorem X ∶= ∑3
–=1 a–(t)X–, gdzie

X1 ∶= ˆx, X2 ∶= xˆx + yˆy, X3 ∶= (x2 − y2)ˆx + 2xyˆy (1.6)

generujπ algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga V � sl(2). Zatem, {X
t

}
t∈R ⊂ V X ⊂ V i V X jest skoÒczenie

wymiarowa i X jest uk≥adem Liego. Algebra Liego V to algebra Liego Vessiota-Guldberga dla X i
uk≥ady postaci (1.4) sπ uk≥adami Liego.

Rzeczywiste i zespolone równania Riccatiego sπ szczególnymi równaniami Riccatiego nad
unormowanymi algebrami z dzieleniem. Udowodni≥em, øe takie równania sπ równaniami
konforemnymi Riccatiego w [LT.PH2]. Przyk≥ad 1.7 jest, dodatkowo, szczególnym przyk≥adem
równania Riccatiego Cayleya–Kleina zdefiniowanym i analizowanym w [BHL.H3]. Wykaza≥em, øe
wszystkie takie równania róøniczkowe sπ uk≥admi Liego. Szczegó≥y zosta≥y przeanalizowane z moimi
wspó≥pracownikami i studentami w [BBHL.H2, BHL.H3, LT.PH2].
Równanie Riccatiego pozornie wyglπda prosto. Chociaø jego stowarzysone pole wektorowe ma

prostπ postaÊ wielomianu drugiego rzÍdu, nie ma metody dla jego ca≥kowania dla dowolnych
funkcji zaleønych od t. [Ince]. Jednakøe, ogólne rozwiπzanie, x(t), równania Riccatiego (1.2) moøna
sprowadziÊ do postaci

x(t) ∶=
x(1)(t)(x(3)(t) − x(2)(t)) + kx(2)(t)(x(3)(t) − x(1)(t))

x(3)(t) − x(2)(t) + k(x(3)(t) − x(1)(t)) , k ∈ R,

przez róøne rozwiπzania szczególne x(1)(t), x(2)(t), x(3)(t) [Ince]. To pozwala nam znaleüÊ ogólne
rozwiπzanie równania Riccatiego za pomocπ trzech szczególnych rozwiπzaÒ. Ponadto, prowadzi to
do uproszczenia aplikacji metod numerycznych w tych równaniach [PW]. Dodatkowo daje to nowe
techniki analizy cech rozwiπzaÒ [LT.PH2]. Okazuje siÍ, øe (1.4) posiada podobne w≥aúciwoúci i
w ogólnoúci, Lie udowodni≥, øe kaødy uk≥ad Liego ma podobnπ w≥aúciwoúÊ [LS], co uzasadnia
nastÍpujπcπ definicjÍ [CGM07, LCO09].

DEFINICJA 1.8. Zasadπ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ zaleønπ od m szczególnych rozwiπzaÒ uk≥adu
X na N nazywamy funkcjÍ Ó ∶ Nm × N → N , x = Ó(x(1), . . . , x(m);⁄), takπ, øe ogólne
rozwiπzanie, x(t), uk≥adu X moøna sprowadziÊ do postaci x(t) = Ó(x(1)(t), . . . , x(m)(t);⁄), gdzie
x(1)(t), . . . , x(m)(t) to generyczna rodzina szczególnych rozwiπzaÒ X i ⁄ jest punktem N opisujπcym
warunki poczπtkowe.

PRZYK£AD 1.9. Równania Riccatiego posiadajπ zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ Ó ∶ R3 ×R → R
danπ wzorem

x ∶=
x(1)(x(3) − x(2)) + kx(2)(x(3) − x(1))
x(3) − x(2) + k(x(3) − x(1)) , k ∈ R.

Twierdzenie Liego–ScheÄersa okreúla warunki konieczne i wystarczajπce, aby zagwarantowaÊ,
øe X posiada zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ [LS, Twierdzenie 44]. Nowoczesna postaÊ tego wyniku
[CGM07, Twierdzenie 1] jest opisywana nastÍpujπco.

TWIERDZENIE 1.10. (Twierdzenie Liego–ScheÄersa [LS, CGM07]) Uk≥ad X posiada
zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ wtedy i tylko wtedy, gdy X = ∑r

–=1b–(t)X– dla pewnej rodziny
b1(t), . . . , br(t) funkcji zaleønych od t i dla zbioru X1, . . . ,Xr pól wektorowych generujπcych
r-wymiarowπ algebrÍ Liego. Innymi s≥owy, uk≥ad X posiada zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ wtedy i tylko
wtedy, gdy V X jest skoÒczenie wymiarowa.

Chociaø Twierdzenie Liego–ScheÄersa charakteryzuje uk≥ady Liego, moøe byÊ trudne okreúlenie
czy uk≥ad X jest uk≥adem Liego, tj. czy V X jest skoÒczenie wymiarowa czy nie. Aby to
udowodniÊ, przyda siÍ klasyfikacja moøliwych skoÒczenie wymiarowych algebr Liego V X na
ustalonej rozmaitoúci. Lie udowodni≥, øe kaøda algebra Liego Vessiota-Guldberga na R jest
lokalnie dyfeomorficzna wokó≥ punktu generycznego (tj. punktu wokó≥ którego pola wektorowe
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generujπ dystrybucjÍ regularnπ) do �ˆ
x

, xˆ

x

, x

2
ˆ

x

� � sl(2) [LS, Lie1880]. Klasyfikacja skoÒczenie
wymiarowych algebr Liego pól wektorowych na R2 zosta≥a podana przez Lie [Lie1880III], ale
jej skonstruowanie doprowadzi≥o do wielu nieporozumieÒ. González, Kamran i Olver wyjaúnili te
wszystkie niejasnoúci w [GKO92]. Wykazali, øe kaøda algebra Liego skoÒczonego wymiaru pól
wektorowych na R2 jest lokalnie dyfeomorficzna wokó≥punktu generycznego do jednej z klas w
Tabeli 1. Dlatego nazywamy klasyfikacjÍ w Tabeli 1 klasyfikacjπ GKO. Dodatkowo, Winternitz i
jego wspó≥pracownicy sklasyfikowali prawie wszystkie algebry Liego pól wektorowych nad C na
Cn i zastosowali te wyniki, aby zbadaÊ wielkπ rodzinÍ zespolonych uk≥adów Liego w postaciach
kanonicznych [SW84, SW84II]. Fakt, øe klasyfikacja Winternitza jest oparta na postaciach
kanonicznych stanowi jednπ wadÍ tego rezultatu, poniewaø nie moøna ≥atwo sprowadziÊ pewnych
waønych uk≥adów Liego do jednej z tych postaci i przydatniejszym bÍdzie skorzystanie z innych
metod.
Opis geometryczny zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ oraz jedna z metod ich znalezienia jest oparta na

pojÍciu diagonalnej prolongacji [CGM07].

DEFINICJA 1.11. Niech X(t, x) ∶= ∑n
i=1Xi(t, x)ˆxi bÍdzie polem wektorowym zaleønym od

t na N . Diagonalnπ prolongacjπ X do N (m+1) nazywamy pole wektorowe zaleøne od t na N (m+1)
dane wzorem X̃[m+1] ∶= ∑m

a=0∑ni=1Xi(t, x(a))ˆ
x

i(a) .

Skoro kaøde pole wektorowe moøna zrozumieÊ jako pole wektorowe zaleøne od t, poprzedniπ
definicjÍ moøna zastosowaÊ do pól wektorowych. Diagonalna prolongacja pola wektorowego to pole
wektorowe [CL.PH12].
Cariñena, Grabowski i Marmo wymyúlili nowπ metodÍ obliczenia zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ

[CGM07, CL.PH7]. Warto podkreúliÊ, øe ta metoda to teoretyczne ulepszenie metody
niezmienników Winternitza [PW]. Bardziej dok≥adnie, ta metoda poúrednio wynika z dowodu
Twierdzenia Liego–ScheÄersa [LS]. Metoda ta wyglπda nastÍpujπco:
(1) Wybierzmy bazÍX1, . . . ,Xr algebry Liego Vessiota-Guldberga V stowarzyszonπ z badanym
uk≥adem Liego.

(2) Znajdümy najmniejszπ liczbÍ naturalnπm takπ, øe diagonalne prolongacje pól wektorowych
X1, . . . ,Xr do Nm sπ liniowo niezaleøne w generycznym punkcie.

(3) Wybierzmy wspó≥rzÍdne x1, . . . , xn w N . Definiujπc podobny uk≥ad wspó≥rzÍdnych w
kaødej kopii N w Nm+1, otrzymamy uk≥ad wspó≥rzÍdnych {xi(a) � i = 1, . . . , n, a = 0, . . . ,m}
w Nm+1. Póüniej obliczmy n wspólne ca≥ki pierwsze F1, . . . , Fn dla wszystkich diagonalnych
prolongacji X̃[m+1]1 , . . . , X̃

[m+1]
r

takie, øe ˆ(F1, . . . , Fn)�ˆ(x1(0), . . . , xn(0)) ≠ 0.
(4) Za≥óømy, øe poniøsze ca≥ki pierwsze przyjmujπ okreúlone wartoúci, tj. F

i

= k
i

dla i = 1, . . . , n.
Za pomocπ tych równaÒ, napiszmy x1(0) . . . , xn(0) jako funkcje x1(a), . . . , xn(a), dla a = 1, . . . ,m,
i k1, . . . , kn.

(5) Otrzymane wyraøenia okreúlajπ zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ za poúrednictwem generycznej
rodziny m rozwiπzaÒ szczególnych i sta≥ych k1, . . . , kn.

Wyliczenie F1, . . . , Fn w ramach poprzedniej metody wymaga rozwiπzania uk≥adu równaÒ
róøniczkowych czπstkowych. Moøe siÍ wiÍc zdarzyÊ, øe stosowanie tej procedury jest trudne lub
w ogóle nieskuteczne. Inne techniki obliczenia zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ, np. opisywane przez
Winternitza w [PW, AHW81], teø wymagajπ ca≥kowania pól wektorowych X1, . . . ,Xr, co jest
czÍsto skomplikowane i d≥ugie [PW, CL.PH7]. Formy kanoniczne uk≥adów Liego opisywane przez
Winternitza [SW84, SW84II] sπ przydatne kiedy da siÍ sprowadziÊ nasz uk≥ad Liego do postaci
kanonicznej Winternitza, np. tak siÍ zdarza dla równaÒ oktonionowych Riccatiego [LT.PH2] i dla
równaÒ hierarchii Riccatiego [GL16]. Dodatkowo, ma to zastosowania w wielu uk≥adach fizycznych
i w mechanice kwantowej kwaternionowej [LT.PH2, GL16].
Przed mojπ pracπ habilitacyjnπ, zastosowanie uk≥adów Liego by≥o raczej ograniczone do

równaÒ macierzowych Riccatiego, które by≥y bardzo dok≥adnie zbadane przez Winternitza i jego
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Tabela 1. Klasyfikacja GKO (Gonzáleza, Kamrana, Olvera) [GKO92] klas skoÒczenie
wymiarowych algebr Liego pól wektorowych na R2 i ich najwaøniejsze cechy. Mój wk≥ad
w niniejszej tabeli polega na obliczeniu dziedziny i uk≥adu modu≥owego generujπcego
(pierwsze jedno czy dwa pola wektorowe napisane miÍdzy nawiasami tworzπmodu≥owy uk≥ad
generujπcy) dla kaødej algebry Liego. Te struktury zosta≥y znalezione w pracy [BBHL.H2,
Definicje 3.1 i 4.3], aby sklasyfikowaÊ skoÒczenie wymiarowe algebry Liego pól wektorowych
Hamiltonowskich na R2. Przez g � g1 � g2 oznacza, øe g to suma prosta (jako liniowe
podprzestrzenie) algebr Liego g1 i g2, gdzie g2 jest idea≥em algebry Liego g.

# Prymitywna Baza pól wektorowych X
i

Dziedzina

P1 A

–

� R �R2 {ˆ
x

,ˆ

y

},–(xˆ
x

+ yˆ
y

) + yˆ
x

− xˆ
y

, – ≥ 0 R2

P2 sl(2) {ˆ
x

, xˆ

x

+ yˆ
y

}, (x2 − y2)ˆ
x

+ 2xyˆ
y

R2
y≠0

P3 so(3) {yˆ
x

− xˆ
y

, (1 + x2 − y2)ˆ
x

+ 2xyˆ
y

},2xyˆ
x

+ (1 + y2 − x2)ˆ
y

R2

P4 R2 �R2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

+ yˆ
y

, yˆ

x

− xˆ
y

R2

P5 sl(2) �R2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

− yˆ
y

, yˆ

x

, xˆ

y

R2

P6 gl(2) �R2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, yˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

R2

P7 so(3,1) {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

+yˆ
y

, yˆ

x

−xˆ
y

, (x2−y2)ˆ
x

+2xyˆ
y

,2xyˆ
x

+(y2−x2)ˆ
y

R2

P8 sl(3) {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, yˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

+ xyˆ
y

, xyˆ

x

+ y2ˆ
y

R2

# Nieprymitywna Baza pól wektorowych X
i

Dziedzina

I1 R {ˆ
x

} R2

I2 h2 {ˆ
x

}, xˆ
x

R2

I3 sl(2) (type I) {ˆ
x

}, xˆ
x

, x

2
ˆ

x

R2

I4 sl(2) (type II) {ˆ
x

+ ˆ
y

, xˆ

x

+ yˆ
y

}, x2ˆ
x

+ y2ˆ
y

R2
x≠y

I5 sl(2) (type III) {ˆ
x

,2xˆ
x

+ yˆ
y

}, x2ˆ
x

+ xyˆ
y

R2
y≠0

I6 gl(2) (type I) {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, x

2
ˆ

x

R2

I7 gl(2) (type II) {ˆ
x

, yˆ

y

}, xˆ
x

, x

2
ˆ

x

+ xyˆ
y

R2
y≠0

I8 B

–

� R �R2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

+ –yˆ
y

, 0 < �–� ≤ 1 R2

I9 h2 ⊕ h2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, yˆ

y

R2

I10 sl(2)⊕ h2 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

R2

I11 sl(2)⊕ sl(2) {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

, y

2
ˆ

y

R2

I12 Rr+1 {ˆ
y

}, ›1(x)ˆy, . . . , ›r(x)ˆy, r ≥ 1 R2

I13 R �Rr+1 {ˆ
y

}, yˆ
y

, ›1(x)ˆy, . . . , ›r(x)ˆy, r ≥ 1 R2

I14 R �Rr {ˆ
x

,÷1(x)ˆy},÷2(x)ˆy, . . . ,÷r(x)ˆy, r ≥ 1 R2

I15 R2 �Rr {ˆ
x

, yˆ

y

},÷1(x)ˆy, . . . ,÷r(x)ˆy, r ≥ 1 R2

I16 C

r

–

� h2 �Rr+1 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

+ –yˆy, xˆ
y

, . . . , x

r

ˆ

y

, r ≥ 1, – ∈ R R2

I17 R � (R �Rr) {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

+ (ry + xr)ˆ
y

, xˆ

y

, . . . , x

r−1
ˆ

y

, r ≥ 1 R2

I18 (h2 ⊕R) �Rr+1 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

, r ≥ 1 R2

I19 sl(2) �Rr+1 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
y

,2xˆ
x

+ ryˆ
y

, x

2
ˆ

x

+ rxyˆ
y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

, r ≥ 1 R2

I20 gl(2) �Rr+1 {ˆ
x

,ˆ

y

}, xˆ
x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

+ rxyˆ
y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

, r ≥ 1 R2

wspó≥pracowników [HWA83, LW96], róønych rodzajów równaÒ Milnego–Pinneya, i niektórych
uk≥adów sterowania [CR03, CCR03]. Z matematycznego punktu widzenia, geometryczne
struktury, np. symplektyczne i Poissonowskie struktury, by≥y rzadko wykorzystywane w analizie
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uk≥adów Liego. ParÍ zastosowaÒ zosta≥o znalezionych w uk≥adach ca≥kowalnych [CGM00] i w
analizie uk≥adów klasycznych i kwantowych [CR03].

2. Uk≥ady Liego-Hamiltona

2.1. IstotnoúÊ uk≥adów Liego-Hamiltona. Niespodziewanie zauwaøy≥em, øe istnieje wiÍcej
zastosowaÒ uk≥adów Liego posiadajπcych algebry Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych
Hamiltonowskich wzglÍdem biwektora Poissona [IV] niø aplikacje uk≥adów Liego nieposiadajπcych
øadnej stowarzyszonej struktury geometrycznej [CGL.H8]. Taki fakt zosta≥ zilustrowany w Tabeli
2, gdzie podsumowujÍ wszystkie uk≥ady Liego tego typu znalezione w pracach [LV.H1, BBHL.H2,
BHL.H3, LTV.H4, HL.H5, CGL.H6, BCHL.H7, CGL.H8, CLS.H9]. To doprowadzi≥o mnie
do nastÍpujπcej definicji.

DEFINICJA 2.1. [CGL.H8, Definicja 10] Uk≥adem Liego-Hamiltona X na N nazywamy
uk≥ad Liego, którego algebra Liego Vessiota-Guldberga V X sk≥ada siÍ z pól wektorowych
Hamiltonowskich wzglÍdem pewnego biwektora Poissona na N .

PRZYK£AD 2.2. ([BCHL.H7, Sekcja 7.4] and [CGL.H8, Sekcja 4]) Przeanalizujmy teraz
równania Hamiltona dla n-wymiarowego oscylatora Winternitza–Smorodinskyego [WSUF67] na
T∗Rn0 , gdzie R0 ∶= R�{0}, tj.

�������������

dx

i

dt

= p
i

,

dp

i

dt

= −Ê2(t)x
i

+ k
x

3
i

,

i = 1, . . . , n, (2.1)

gdzie Ê(t) jest dowolnπ funkcjπ zaleønπ od t i k ∈ R. Takie oscylatory zwróci≥y duøo uwagi w
klasycznej i kwantowej mechanice z powodu ich specjalnych w≥aúciwoúci [GPS06, HBS05]. Warto
zauwaøyÊ, øe (2.1) jest izotropicznym oscylatorem harmonicznym kiedy k = 0.
Uk≥ad (2.1) opisuje krzywe ca≥kowe pola wektorowego zaleønego od t na T∗Rn0 danego wzorem

X =
n

�
i=1 �piˆxi + �−Ê

2(t)x
i

+ k
x

3
i

�ˆ
p

i

� . (2.2)

Przeto, X
t

=X3 + Ê2(t)X1, gdzie

X1 ∶= −
n

�
i=1xiˆpi , X2 ∶=

n

�
i=1
1
2
(p
i

ˆ

p

i

− x
i

ˆ

x

i

) , X3 ∶=
n

�
i=1�piˆxi +

k

x

3
i

ˆ

p

i

� . (2.3)

Skoro
[X1,X3] = 2X2, [X1,X2] =X1, [X2,X3] =X3,

uk≥ad (2.1) jest uk≥adem Liego posiadajπcym algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga izomorficznπ do
sl(2). Taka algebra Liego sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich ze wzglÍdu na naturalny
biwektor Poissona Ë ∶= ∑n

i=1 ˆx
i

∧ ˆ
p

i

. W≥aúnie, niech Ë̂ bÍdzie morfizmem miÍdzy wiπzkami
wektorowymi postaci Ë̂ ∶ T∗Rn0 → TRn0 , gdzie [Ë̂(◊)](◊′) ∶= Ë(◊, ◊′) dla dowolnych ◊, ◊′ ∈ T∗Rn0 .
Stπd X

–

= −Ë̂(dh
–

), gdzie – = 1,2,3 i

h1 =
1
2

n

�
i=1x

2
i

, h2 = −
1
2

n

�
i=1xipi, h3 =

1
2

n

�
i=1�p

2
i

+ k
x

2
i

�. (2.4)

Zatem, X jest uk≥adem Liego-Hamiltona.

Kaøde pole wektorowe X
t

, gdzie t ∈ R, posiada funkcjÍ Hamiltonowskπ h
t

= h3 + Ê2(t)h1 i
{h1, h2}Ë = −h1, {h1, h3}Ë = 2h2, {h2, h3}Ë = h3,

gdzie {⋅, ⋅}Ë jest nawiasem Poissona stowarzyszonym z Ë [IV]. Wówczas, X moøna stowarzyszyÊ
z funkcjπ Hamiltonowskπ zaleønπ od t postaci h ∶= h3 + Ê2(t)h1 przyjmujπc wartoúci w
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algebrze Liego skoÒczonego wymiaru funkcji (nad R). Znalaz≥em podobnπ strukturÍ podczas
badania równaÒ Kummera–Schwarza drugiego rzÍdu [BCHL.H7, CGL.H8] i pewnych uk≥adów
ca≥kowalnych z wyrazami liniowymi trygonometrycznymi [BCHL.H7, ADR12]. Badania
w≥aúciwoúci wymienionych powyøej uk≥adów doprowadzi≥o mnie do nastÍpujπcej definicji.

DEFINICJA 2.3. ([CGL.H8, Definicja 11]) Struktura Liego–Hamiltonowska to trójka
(N,Ë, h), gdzie (N,Ë) to rozmaitoúÊ Poissonowska, h to funkcja zaleøna od t i h

t

∶ N → R sπ takie,
øeW ∶= Lie({h

t

}
t∈R,{⋅, ⋅}Ë) jest skoÒczenie wymiarowa. NazywamyW algebrπ Liego-Hamiltona dla

(N,Ë, h). Pole wektorowe X zaleøne od t posiada strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h) jeøeli
X

t

= −Ë̂(dh
t

) dla t ∈ R.
Krótko mówiπc, strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ moøna zrozumieÊ jako krzywπ w algebrze

Liego skoÒczonego wymiaru funkcji wzglÍdem struktury Poissona i uk≥ad X posiada strukturÍ
Hamiltonowskπ jeøeli moøna okreúliÊ go przy pomocy struktury Liego–Hamiltonowskiej. Fakt ten
ilustruje nastÍpujπcy przyk≥ad.

PRZYK£AD 2.4. ([CGL.H8, p. 10–12]) Uk≥ad X postaci (2.2) posiada strukturÍ
Liego–Hamiltonowskπ (T∗Rn0 ,Ë, h = h3 + Ê2(t)h1). W≥aúnie, Xt = −Ë̂(dht) dla kaødego t ∈ R.
Stowarzyszona algebra Liego-Hamiltona ma postaÊ Lie({h

t

}
t∈R). Jeøeli {Xt}t∈R = �X1,X3�, to

{h
t

}
t∈R = {h1, h3} i W = {h1, h2, h3}.
Najwaøniejsze twierdzenie teorii uk≥adów Liego-Hamiltona jest wymienione nastÍpnie. Krótko

mówiπc, takie twierdzenie ustala, øe kaødy uk≥ad Liego-Hamiltona moøna okreúliÊ za pomocπ krzywej
w skoÒczenie wymiarowej algebrze Liego funkcji wzglÍdem struktury Poissona.

TWIERDZENIE 2.5. ([CGL.H8, Twierdzenie 16]) Uk≥ad X posiada strukturÍ
Liego–Hamiltonowskπ wtedy i tylko wtedy, gdy jest uk≥adem Liego-Hamiltona.

2.2. Istnienie i klasyfikacja uk≥adów Liego-Hamiltona na niskowymiarowych
rozmaitoúciach. Po zdefiniowaniu uk≥adów Liego-Hamiltona, zainteresowa≥em siÍ warunkami
charakteryzujπcymi kiedy uk≥ad Liego moøna zrozumieÊ jako uk≥ad Liego-Hamiltona wzglÍdem
jakiejú struktury Poissonowskiej. Jedyny uk≥ad Hamiltonowski na linii liczb rzeczywistych to X = 0
[CGL.H6]. Generalnie nie ma prostego do sprawdzenia kryterium opisujπcego czy jakiú uk≥ad Liego
na ustalonej rozmaitoúci jest uk≥adem Liego-Hamiltona. Ta czÍúÊ pracy zawiera podsumowanie
wyników uzyskanych przeze mnie w tym zakresie.
Aby ustaliÊ kiedy uk≥ad Liego moøna zrozumieÊ jako uk≥ad Liego-Hamiltona przydatne jest

nastÍpujπce kryterium.

STWIERDZENIE 2.6. [CGL.H6, Stwierdzenie 5.1] Jeøeli X jest uk≥adem Liego na
nieparzysto-wymiarowej rozmaitoúci N i DX

x0
= T
x0N dla jednego punktu x0 w N , to X nie jest

uk≥adem Liego-Hamiltona na N .

Na mocy poprzedniego stwierdzenia moøna wnioskowaÊ, øe niektórych istotnych uk≥adów
Liego, np. równania Kummera–Schwarza trzeciego rzÍdu [CGL.H6], nie moøna zbadaÊ za
pomocπ uk≥adów Liego-Hamiltona. To doprowadzi≥o mnie do badania uk≥adów Liego z algebrπ
Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem ogólniejszych struktur
geometrycznych, np. struktury k-symplektycznej albo Diraca [LV.H1, CGL.H6].
Na podstawie klasyfikacji GKO sklasyfikowa≥em w [BBHL.H2] wszystkie algebry Liego

Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury Poissona na
p≥aszczyünie wokó≥ punktu generycznego algebry Liego. W≥aúnie, dziedzina algebry Liego pól
wektorowych to zbiór punktów generycznych algebry Liego. Moja klasyfikacja razem z dziedzinami
algebr Liego pól wektorowych na p≥aszczyünie i innymi pokrewnymi pojÍciami zosta≥a przedstawiona
w Tabelach 1, 3 oraz 4 [BBHL.H2, BHL.H3]. To daje lokalnπ klasyfikacjÍ uk≥adów
Liego-Hamiltona na p≥aszczyünie. NastÍpnie, opisujÍ moje najwaøniejsze wyniki dotyczπce tego
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Tabela 2. Istotne uk≥ady Liego-Hamiltona na p≥aszczyünie wed≥ug ich klas w Tabeli 1.
Wszystkie nastÍpujπce uk≥ady majπ wspó≥czynniki, które sπ funkcjami rzeczywistymi
zaleønymi od czasu poza przypadkiem P1. Uk≥ady ze znakiem ‘∗’ (Ir=214A i Ir=214B) by≥y
analizowane w [BBHL.H2], natomiast uk≥ad ze znakiem ‘†’ w P3 zosta≥ zbadany
w [BCHL.H7, ADR12]. Uk≥ady Liego niniejszej tabeli zosta≥y znalezione w pracach
[LV.H1]–[CLS.H9] (wiÍcej szczegó≥ów w [BHL.H3]).

# Uk≥ady Liego-Hamiltona

P1 Równania Bernoulliego nad C postaci ż = ia(t)z + b(t)zn dla rzeczywistego a(t) i zespolonego b(t)
P2 Równanie Riccatiego nad C

Równania Milnego–Pinneya i Kummera–Schwarza drugiego rzÍdu z c > 0
P3 Rzutowalne równanie Schrödingera na CP1

Uk≥ad na p≥aszczyünie z trygonometrycznymi nieliniowoúciami †

P5 Dyssypatywny oscylator harmoniczny
Równania Riccatiego drugiego rzÍdu w postaci Hamiltonowskiej

I4 Równanie Riccatiego nad liczbami podwójnymi
Po≥πczone równania Riccatiego
Równania Milnego–Pinneya i Kummera–Schwarza drugiego rzÍdu z c < 0
Równania Riccatiego dyfuzji na p≥aszczyünie z c0 = 1

I5 Równania Riccatiego nad liczbami dualnymi
Równania Milnego–Pinneya i Kummera–Schwarza drugiego rzÍdu z c = 0
Oscylator harmoniczny
Równania Riccatiego dyfuzji na p≥aszczyünie z c0 = 0

Ir=114A Równanie zespolone Bernoulli’ego ż = a1(t)z + a2(t)zn
Uogólnione równania Buchdahla
Uk≥ady Lotka–Volterra

Ir=214A Kwadratowe wielomianowe uk≥ady postaci ẋ = bx + c(t)y + f(t)y2, ẏ = y gdzie b ∉ {1,2}∗
Ir=214B Kwadratowe wielomianowe uk≥ady postaci ẋ = bx + c(t)y + f(t)y2, ẏ = y gdzie b ∈ {1,2}∗

Prymitywny model zakaøenia wirusowego∗

tematu. Aby uproúciÊ notacjÍ w dalszym ciπgu, U bÍdzie oznacza≥o úciπgalny otwarty podzbiór
R2.
Forma objÍtoúci  na rozmaitoúci n-wymiarowej N to nie znikajπca n-forma róøniczkowa na N .

Dywergencja pola wektorowego X na N wzglÍdem  to jedyna funkcja divX ∶ N → R spe≥niajπca
L
X

 = (divX), gdzie L
X

okreúla pochodnπ Liego w kierunku X. Czynnik ca≥kujπcy X na U ⊂ N
to funkcja f ∶ U → R taka, øe L

fX

 = 0 na U .
Kluczowym pojÍciem dla osiπgniÍcia klasyfikacji algebr Liego Vessiota-Guldberga jest uk≥ad

modu≥owy generujπcy.

DEFINICJA 2.7. ([BBHL.H2, Definicja 4.3]) Niech V bÍdzie przestrzeniπ wektorowπ pól
wektorowych na U . Mówi siÍ, øe V posiada modu≥owy uk≥ad generujπcy (U1,X1, . . . ,Xp) jeøeli U1 to
otwarty podzbiór U taki, øe X ∈ V �

U1 moøna przedstawiÊ w postaci X �U1 = ∑
p

i=1 giXi�U1 dla pewnych
funkcji g1, . . . , gp ∈ C∞(U1) i pól wektorowych X1, . . . ,Xp ∈ V .
PRZYK£AD 2.8. ([BBHL.H2, Przyk≥ad 4.1]) Zbadamy algebrÍ Liego P3 � so(3) na R2 w

Tabeli 1. Pola wektorowe

X1 = yˆx − xˆy, X2 = (1 + x2 − y2)ˆx + 2xyˆy
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z algebry Liego P3 spe≥niajπ, øe X3 = g1X1 + g2X2 na U1 ∶= {(x, y) ∈ R2 � x ≠ 0} dla funkcji
g1, g2 ∈ C∞(U1) postaci g1 ∶= (x2 + y2 − 1)�x i g2 ∶= y�x. Podzbiór U1 ⊂ R2 jest otwarty. Kaødy
element V jest liniowπ kombinacjπ elementów X1,X2 i X3 = g1X1 + g2X2. Wtedy kaødy X ∈ V �U1
moøe zostaÊ przedstawiony na U1 jako liniowa kombinacja ze wspó≥czynnikami zaleønymi od t pól
wektorowych X1 i X2. WiÍc (U1,X1,X2) stanowi modu≥owy uk≥ad generujπcy dla P3.

Obliczy≥em modu≥owy uk≥ad generujπcy dla kaødej klasy klasyfikacji GKO ([BBHL.H2, Tabela
1] i Tabela 1). To pojÍcie ma kluczowe znaczenie dla nastÍpujπcego twierdzenia i wniosku.

TWIERDZENIE 2.9. ([BBHL.H2, Twierdzenie 4.4]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego pól
wektorowych na U ⊂ R2 posiadajπcπ modu≥owy uk≥ad generujπcy (U1,X1, . . . ,Xp). Wówczas:
1) PrzestrzeÒ V sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury symplektycznej
na U wtedy i tylko wtedy, gdy:
i) Dla funkcji g1, . . . , gp na U1 ⊂ U mamy

X �
U1 =

p

�
i=1 giXi�U1 ∈ V �U1 �⇒ divX �U1 =

p

�
i=1 gidivXi�U1 . (2.5)

ii) Pola wektorowe X1, . . . ,Xp posiadajπ wspólny czynnik ca≥kujπcy nieznikajπcy na U .
2) Jeøeli DV ma rzπd dwa na U , to forma symplektyczna jest jednoznacznie okreúlona poza
nie-zerowπ sta≥π proporcjonalnoúci.

WNIOSEK 2.10. ([BBHL.H2, Wniosek 4.5]) Jeøeli algebra Liego Vessiota-Guldberga V na
U ⊂ R2 sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury symplektycznej i posiada
uk≥ad modu≥owy generujπcy pól wektorowych z zerowπ dywergencjπ, to kaødy element V ma zerowπ
dywergencjÍ.

Zastosowania Twierdzenia 2.9, Wniosku 2.10 i klasyfikacji GKO pozwala≥y mi sklasyfikowaÊ
algebry Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich na R2. Mojπ klasyfikacjÍ
moøna znaleüÊ w Tabeli 3.
Tabela 3 pozwala nam okreúliÊ czy X jest uk≥adem Liego-Hamiltona i opisuje wszystkie waøne

struktury stowarzyszone z tym faktem pod warunkiem, øe moøemy ustaliÊ do której klasy klasyfikacji
GKO naleøy V X . Wtedy zamiana zmiennych pozwala nam sprowadziÊ V X do postaci jednej z
algebr Liego z Tabeli 3, co umoøliwia znalezienie struktury symplektycznej wzglÍdem której X jest
uk≥adem Liego-Hamiltona. Jeøeli V X jest izomorficzna tylko do jednej algebry Liego pojawiajπcej
siÍ w klasyfikacji GKO, to ≥atwo ustaliÊ czy X jest uk≥adem Liego-Hamiltona czy nie.
Istnieje wiele izomorficznych klas algebr Liego Vessiota-Guldberga w klasyfikacji GKO, które

nie sπ dyfeomorficzne, np. I5, P2 i I4. NastÍpujπce wyniki pozwalajπ nam okreúliÊ do której klasy
naleøy algebra Liego Vessiota-Guldberga izomorficzna do poprzednich klas.

DEFINICJA 2.11. ([BHL.H3, Definicja 4.3]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego
Vessiota-Guldberga skoÒczonego wymiaru i niech S2(V ) bÍdzie przestrzeniπ 2-kontrawariantnych
tensorów symetrycznych z elementow w V . Polem tensorowym Casimira V nazywamy element
R ∈ S2(V ) taki, øe LXR = 0 dla kaødego X ∈ V .

TWIERDZENIE 2.12. ([BHL.H3, Twierdzenie 4.4]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego
Vessiota-Guldberga naleøπcπ do jednej z klas P2, I4 lub I5 klasyfikacji GKO. Niech R bÍdzie
nie-zerowym polem tensorowym Casimira V . Zapisujπc R = ∑2

–,—=1R–—ˆ– ⊗ ˆ—, gdzie ˆ1 = ˆx i
ˆ2 = ˆy, zdefiniujemy

I(V ) ∶= sign �det(R–—(x))� , ∀x ∈ domV,
gdzie domV jest dziedzinπ V . Jeøeli I(V ) > 0, to V jest lokalnie dyfeomorficzna do P2; jeøeli
I(V ) < 0, to V jest lokalnie dyfeomorficzna do I4; jeøeli I(V ) = 0, to V jest lokalnie dyfeomorficzna
do I5.
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Tabela 3. Klasyfikacja 4 + 8 klas algebr Liego Vessiota–Gulbderga pól wektorowych
Hamiltonowskich na R2 (opisana po raz pierwszy w [BBHL.H2]). Dla I12, I14A i I16, mamy
j = 1, . . . , r i r ≥ 1; w I14B indeks j przyjmuje wartoúci j = 2, . . . , r.

# Prymitywna Funkcje Hamiltonowskie h
i

Ê Algebry Liego-Hamiltona

P1 A0 � iso(2) y, −x, 12(x2 + y2), 1 dx ∧ dy iso(2)
P2 sl(2) −1

y

, −x
y

, −x2 + y2
y

dx ∧ dy
y

2 sl(2) or sl(2)⊕R

P3 so(3) −1
2(1 + x2 + y2) , y

1 + x2 + y2 , dx ∧ dy(1 + x2 + y2)2 so(3) or so(3)⊕R

− x

1 + x2 + y2 , 1
P5 sl(2) �R2 y, −x, xy, 12y2, − 12x2, 1 dx ∧ dy sl(2) �R2 � h6
# Imprymitywna Funkcje Hamiltonowskie h

i

Ê Algebry Liego-Hamiltona

I1 R ∫ y f(y′)dy′ f(y)dx ∧ dy R or R2

I4 sl(2) (type II) 1
x − y , x + y2(x − y) , xyx − y dx ∧ dy(x − y)2 sl(2) or sl(2)⊕R

I5 sl(2) (type III) − 1
2y2
, − x
y

2 , − x
2

2y2
dx ∧ dy
y

3 sl(2) or sl(2)⊕R

I8 B−1 � iso(1,1) y, −x, xy, 1 dx ∧ dy iso(1,1) � h4
I12 Rr+1 − ∫ xf(x′)dx′,− ∫ xf(x′)›j(x′)dx′ f(x)dx ∧ dy Rr+1 or Rr+2

I14A R �Rr (type I) y, − ∫ x ÷j(x′)dx′, 1 ∉ �÷j� dx ∧ dy R �Rr or (R �Rr)⊕R

I14B R �Rr (type II) y, −x, − ∫ x ÷j(x′)dx′, 1 dx ∧ dy (R �Rr)
I16 C

r−1 � h2 �Rr+1 y, −x, xy, − xj+1
j + 1 , 1 dx ∧ dy h2 �Rr+1

Wraz ze wspó≥pracownikami i mojπ by≥π doktorantkπ zastosowa≥em poprzednie wyniki, aby
ustaliÊ do której klasy klasyfykacji GKO naleøπ oscylatory Winternitza–Smorodinskiego, równania
Kummera–Schwarza drugiego stopnia i inne znane rodzaje uk≥adów Liego na p≥aszczyünie
[BHL.H3].
Aby sprowadziÊ V X do postaci jednej z algebr Liego pojawiajπcych siÍ w klasach Tabeli 3,

zauwaøy≥em, øe nastÍpujπce twierdzenie pozwala nam okreúliÊ do której klasy naleøy algebra Liego
Vessiota-Guldberga izomorficzna do sl(2) i ustaliÊ dla niej symplektycznπ strukturÍ takπ, øe V X
sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich bez wykorzystywania zamiany zmiennych.

STWIERDZENIE 2.13. ([BHL.H3, Stwierdzenie 3.1]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego
Vessiota-Guldberga na p≥aszczyünie. Pola wektorowe V sπ polami wektorowymi Hamiltonowskimi
wzglÍdem biwektora Ë ∈ V ∧ V �{0} wtedy i tylko wtedy, gdy V posiada jednowymiarowπ trywialnπ
reprezentacjÍ Liego w V ∧ V .

TWIERDZENIE 2.14. ([BHL.H3, Twierdzenie 3.6]) Jeøeli V jest algebrπ Liego
Vessiota-Guldberga na p≥aszczyünie posiadajπcπ dwuwymiarowy idea≥ I, I ∧ I ≠ {0} i elementy V
dzia≥ajπ na I jako operatory bezúladowe, tj. odwzorowania Ë

X

∶ Y ∈ I � [X,Y ] ∈ I sπ bezúladowe
dla kaødego X ∈ V , to V jest algebrπ Liego pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem kaødego
elementu I ∧ I�{0}.
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Tabela 4. Niepe≥ny diagram inkluzji miÍdzy klasami klasyfikacji GKO [BBHL.H2].
Znacznie uzupe≥nia on relacje inkluzji podane miÍdzy klasami algebr Liego nieskoÒczonego
wymiaru podanymi w [GKO92]. Algebry Liego zamieszczone poza liniπ z krótkimi punktami
majπ wymiar wiÍkszy od 6. Napiszemy A ⇢ B, aby oznaczyÊ, øe podklasa A jest
dyfeomorficzna do podalgebry Liego klasy B. Kaøda algebra Liego zawiera I1. Klasy
pogrubione i kursywπ stanowiπ algebry Liego pól wektorowych Hamiltonowskich i algebry
Liego rzÍdu pierwszego, odpowiednio. Kolory pozwalajπ nam odróøniÊ strza≥ki.

Zastosowania poprzednich wyników pozwoli≥y znaleüÊ w prosty sposób struktury symplektyczne
dla prawie wszystkich algebr Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich na
p≥aszczyünie (popatrz przyk≥ady 3.4, 3.5, 3.8–3.11 w [BHL.H3]).

2.3. Algebry Liego-Hamiltona. Algebry Liego-Hamiltona stanowiπ waøne pojÍcie w analizie
uk≥adów Liego-Hamiltona. Na przyk≥ad, grajπ one istotnπ rolÍ w obliczeniu zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ
[BCHL.H7] i sta≥ych ruchu uk≥adów Liego-Hamiltona [CGL.H8]. Moje najwaøniejsze wyniki w
tym temacie wyglπdajπ nastÍpujπco.
Kaødy uk≥ad Liego moøe mieÊ róøne stowarzyszone nieizomorficzne algebry Liego-Hamiltona

[BBHL.H2, Przyk≥ad 5.1]. Ten fakt jest kluczowy dla linearyzacji uk≥adów Liego-Hamiltona
i dla zastosowania róønych metod [CGL.H8]. Na przyk≥ad, uk≥ad Liego-Hamiltona X na N
posiadajπcy odpowiednie odwzorowanie momentum, algebrÍ Liego-Hamiltona izomorficznπ do V X

takπ, øe dimV X = dimN moøna zlinearyzowaÊ jednoczeúnie z jego strukturπ Poissona [CGL.H8,
Stwierdzenie 23].
NastÍpujπce stwierdzenia zosta≥y odkryte i zastosowane w [BBHL.H2], øeby ustaliÊ wszystkie

algebry Liego-Hamiltona dla uk≥adów Liego-Hamiltona na p≥aszczyünie. Ich klasyfikacjÍ moøna
znaleüÊ w Tabeli 3.

STWIERDZENIE 2.15. ([BBHL.H2, Stwierdzenie 5.1] Uk≥ad Liego-Hamiltona X na
spójniej symplektycznej rozmaitoúci (N,Ê) posiada stowarzyszonπ algebrÍ Liego-Hamiltona
(HË,{⋅, ⋅}Ê) izomorficznπ do V X wtedy i tylko wtedy, gdy kaøda algebra Liego-Hamiltona nie
izomorficzna do V X jest izomorficzna do V X ⊕R.

STWIERDZENIE 2.16. ([BBHL.H2, Stwierdzenie 5.2] Jeøeli uk≥ad Liego-Hamiltona X
na symplektycznej spójnej rozmaitoúci (N,Ê) posiada stowarzyszonπ algebrÍ Liego-Hamiltona
(HË,{⋅, ⋅}Ê) izomorficznπ do V X , to teø posiada algebrÍ Liego-Hamiltona izomorficznπ do V X ⊕R.

WNIOSEK 2.17. ([BBHL.H2, Wniosek 5.3] Jeøeli X jest uk≥adem Liego-Hamiltona
wzglÍdem spójnej rozmaitoúci (N,Ê) posiadajπcym algebrÍ Liego-Hamiltona (HË,{⋅, ⋅}Ê) takim, øe
1 ∈ {HË,HË}Ê, to X nie posiada øadnej algebry Liego-Hamiltona izomorficznej do V X .
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STWIERDZENIE 2.18. ([BBHL.H2, Stwierdzenie 5.4] Jeøeli X to uk≥ad Liego-Hamiltona
na spójnej rozmaitoúci N posiadajπcy V X sk≥adajπcπ siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich
wzglÍdem struktury symplektycznej Ê nie posiadajπcej øadnej algebry Liego-Hamiltona (HË,{⋅, ⋅}Ê)
izomorficznej do V X , to wszysktie algebry Liego-Hamiltona dla X (wzglÍdem nawiasu Liego {⋅, ⋅}

Ê

)
sπ izomorficzne.

2.4. Sta≥e ruchu dla uk≥adów Liego-Hamiltona. Struktury Liego–Hamiltonowskie
pozwalajπ nam przeanalizowaÊ i zbadaÊ sta≥e ruchu, symetrie Liego i inne w≥aúciwoúci uk≥adów
Liego-Hamiltona. Zacznijmy od pokazania jednego wyniku, który moøna zrozumieÊ jako rozszerzenie
dla uk≥adów nieautonomicznych znanego rezultatu dotyczπcego sta≥ych ruchu autonomicznych
uk≥adów Hamiltonowskich [FM].

STWIERDZENIE 2.19. [BCHL.H7, Stwierdzenie 7] Niech X bÍdzie uk≥adem
Liego-Hamiltona na N posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h). Funkcja niezaleøna
od t jest sta≥π ruchu dla X wtedy i tylko wtedy, gdy komutuje wzglÍdem nawiasu Poissona ze
wszystkimi elementami HË. Rodzina IX sta≥ych ruchu niezaleønych od t tworzy algebrÍ Poissona
(IX , ⋅,{⋅, ⋅}Ë).

NastÍpne stwierdzenie rozszerza poprzedni wynik dla sta≥ych ruchu zaleønych od t dla uk≥adów
Liego-Hamiltona.

STWIERDZENIE 2.20. ([BCHL.H7, Lemat 9 i Stwierdzenie 12]) RozmaitoúÊ Poissona
(N,Ë) indukuje rozmaitoúÊ Poissona (R ×N, Ë̄) ze strukturπ Poissona

{f, g}Ë̄(t, x) ∶= {ft, gt}Ë(x), (t, x) ∈ R ×N.

Jeøeli X jest uk≥adem Liego-Hamiltona na N posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ
(N,Ë, h), to (IX , ⋅,{⋅, ⋅}Ë̄), gdzie IX jest przestrzeniπ wszystkich sta≥ych ruchu zaleønych od t dla
uk≥adu X, jest algebrπ Poissona.

Struktura Poissona stowarzyszona z uk≥adem Liego-Hamiltona pozwala nam stworzyÊ skuteczne
metody obliczenia sta≥ych ruchu pewnego konkretnego rodzaju: tzw. ca≥ki Liego i wielomianowe ca≥ki
Liego zdefiniowane w [BCHL.H7] i pojawiajπce siÍ w problemach fizycznych [Ma95]. Odgrywajπ
one istotnπ rolÍ w opisie zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ uk≥adów Liego-Hamiltona. Dodatkowo, takie ca≥ki
ruchu sπ uøyteczne w analizie uk≥adów fizycznych jak przedstawiono w nastÍpujπcych przyk≥adach.

DEFINICJA 2.21. ([BCHL.H7, Definicje 13 i 16]) NiechX bÍdzie uk≥adem Liego-Hamiltona
na N posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h). Wielomianowπ ca≥kπ Liego X
wzglÍdem (N,Ë, h) nazywamy sta≥π ruchu zaleønπ od t dla X postaci f

t

∶= ∑
I∈M ⁄I(t)hI , gdzie

kaødy I jest r-multi-indeksem: zbiór (i1, . . . , ir) nieujemnych liczb ca≥kowitych gdzie r ∈ N, zbiór M
jest skoÒczonπ rodzinπ multi-indeksów, kaødy ⁄

I

(t) jest funkcjπ zaleønπ od t, i hI ∶= hi11 ⋅ . . . ⋅hirr dla
ustalonej bazy {h1, . . . , hr} algebry Liego-Hamiltona HË. Nazywamy ca≥kπ Liego ca≥kÍ ruchu dla
której ⁄

J

= 0 dla kaødej J spe≥niajπcej �J � ∶= ∑r
–=1 i– ≠ 1.

STWIERDZENIE 2.22. ([BCHL.H7, Stwierdzenia 14 i 15]) Niech X bÍdzie uk≥adem
Liego-Hamiltona ze strukturπ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h). PrzestrzeÒ L

Ë
h

ca≥ek Liego wzglÍdem
(N,Ë, h) tworzy algebrÍ Liego (LË

h

,{⋅, ⋅}Ë̄) izomorficznπ do (HË,{⋅, ⋅}Ë). Algebra Liego L

Ë
h

sk≥ada
siÍ ze sta≥ych ruchu niezaleønych od t wtedy i tylko wtedy, gdy HË jest Abelowa.

Niech S
g

i U
g

bÍdπ symetrycznymi i uniwersalnymi otaczajπcymi algebrami g [Va84]. Obie
algebry Liego moøna zrozumieÊ jako algebry Liego Poissona, gdzie druga bÍdzie nieabelowa,
wzglÍdem naturalnego ≥πczonego iloczynu i nawiasów Liego {⋅, ⋅}

Sg i [⋅, ⋅]Ug (popatrz [Va84,
CL99, BCHL.H7]). Tzw. odwzorowanie symetryzujπce ⁄ ∶ S

g

→ U
g

jest izomorfizmem miÍdzy
g-przestrzeniami, tj. ⁄({v,P}

Sg) = [v,⁄(P )]Ug dla kaødego P ∈ Sg i v ∈ g [Va84].
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STWIERDZENIE 2.23. ([BCHL.H7, Stwierdzenie 19]) Funkcja f jest wielomianowπ ca≥kπ
Liego dla uk≥adu Liego-Hamiltona X wzglÍdem struktury Liego-Hamiltonowskiej (N,Ë, h) wtedy i
tylko wtedy, gdy f

t

= D(P
t

) dla kaødego t ∈ R, gdzie D ∶ (S
g

, ⋅,{⋅, ⋅}
Sg) → (C∞(N), ⋅,{⋅, ⋅}Ë) jest

morfizmem miÍdzy algebrami Poissona takim, øe jego obciÍcie do g jest injektywnym morfizmem
miÍdzy algebrami Liego z D(g) = HË, i krzywa Pt jest liniowπ kombinacjπ z liniowymi
wspó≥czynnikami zaleønymi od t wielomianów spe≥niajπcych równanie róøniczkowe

dP
dt
+ {P,w

t

}
Sg = 0, P ∈ S

g

, (2.6)

gdzie w
t

reprezentuje krzywπ w g takπ, øe D(w
t

) = h
t

dla kaødej t ∈ R.

WNIOSEK 2.24. ([BCHL.H7, Wniosek 21]) Niech X bÍdzie uk≥adem Liego-Hamiltona
posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h) indukujπc morfizm miÍdzy algebrami
Poissona D ∶ S

g

→ C∞(N) jak w Stwierdzeniu 2.23. Funkcja F ∶= D(C), gdzie C jest elementem
Casimira S

g

, jest ca≥kπ ruchu niezaleønym od t dla X. Jeøeli C jest elementem Casimira U
g

, to
F =D(⁄−1(C)) jest sta≥π ruchu niezaleønπ od t dla X.
PRZYK£AD 2.25. ([BCHL.H7, Sekcja 7.1]) Rozwaøamy teraz klasyczny uk≥ad Erkamova

[CL.PH12]:
�������

d2x
dt2 = −Ê2(t)x + b

x

3 ,

d2y
dt2 = −Ê2(t)y,

gdzie Ê(t) jest nie sta≥π czÍstotliwoúciπ i b ∈ R. Ten uk≥ad pojawia siÍ w wielu zastosowaniach
wystÍpujπcych w problemach mechaniki klasycznej i kwantowej [LA08]. Zapisujπc ten uk≥ad równaÒ
róøniczkowych jako uk≥ad równaÒ róøniczkowych pierwszego rzÍdu

�
dx
dt = vx,

dv
x

dt = −Ê2(t)x + b
x

3 ,

dy
dt = vy,

dv
y

dt = −Ê2(t)y, (2.7)

otrzymamy uk≥ad Liego posiadajπcy algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga V izomorficznπ do sl(2)
[CL.PH12]. Rzeczywiúcie, uk≥ad (2.7) opisuje ca≥ki ruchu pola zaleønego od t postaci X = X3 +
Ê

2(t)X1, gdzie pola wektorowe

X1 ∶=−xˆv
x

−yˆ
v

y

, X2 ∶=
1
2
�
v

x

ˆ

v

x

+v
y

ˆ

v

y

−xˆ
x

−yˆ
y

�
, X3 ∶= vxˆx+vyˆy+

b

x

3ˆvx ,

spe≥niajπ relacje konmutacyjne

[X1,X2] =X1, [X1,X3] = 2X2, [X2,X3] =X3. (2.8)

Jest to uk≥ad Liego-Hamiltona. Faktycznie, pola wektorowe X1,X2,X3 sπ Hamiltonowskie ze
wzglÍdu na biwektor Poissona Ë ∶= ˆ

x

∧ ˆ
v

x

+ ˆ
y

∧ ˆ
v

y

. Ich funkcje Hamiltonowskie sπ postaci:

h1 =
1
2
(x2 + y2), h2 = −

1
2
(xv
x

+ yv
y

), h3 =
1
2
�v2
x

+ v2
y

+ b
x

2�

i tworzπ bazÍ dla (HË,{⋅, ⋅}Ë) � (sl(2), [⋅, ⋅]) takπ, øe
{h1, h2} = −h1, {h1, h3} = −2h2, {h2, h3} = −h3. (2.9)

Poniewaø X = X3 + Ê2(t)X1 i Ê(t) nie jest sta≥π, to kaøda sta≥a zaleøna od t dla X jest
wspólnπ ca≥kπ pierwszπ dla pól wektorowych X1,X2,X3. Zamiast znaleüÊ f rozwiπzujπc uk≥ad
równaÒ czπstkowych X1f = X2f = X3f = 0, korzystamy z Wniosku 2.24. To bezpoúrednio prowadzi
do znalezienia ca≥ki ruchu uk≥adu za pomocπ elementu Casimira algebry symetrycznej sl(2). Jeøeli
{v1, v2, v3} to baza sl(2) spe≥niajπca

[v1, v2] = −v1, [v1, v3] = −2v2, [v2, v3] = −v3, (2.10)
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to element Casimira sl(2) przyjmuje postaÊ C = 12(v1⊗̃v3 + v3⊗̃v1) − v2⊗̃v2 ∈ Usl(2). Wówczas,
odwzorowanie odwrotne odwzorowania symetryzujπcego [Va84], ⁄−1 ∶ U

sl(2) → Ssl(2), pozwala nam
znaleüÊ element Casimira S

sl(2):
C = ⁄−1(C) = v1v3 − v22. (2.11)

Izomorfizm miÍdzy algebrami Liego „ ∶ sl(2) → HË spe≥niajπcy „(v–) = h– dla – = 1,2,3
pozwala nam skonstruowaÊ morfizm miÍdzy algebrami Poissona D jak w Stwierdzeniu 2.23. Przeto,
otrzymamy za poúrednictwem wniosku 2.24, øe

F ∶=D(C) = „(v1)„(v3) − „2(v2) = h1h3 − h22 = (vyx − vxy)2 + b�1 +
y

2

x

2� .

W ten sposób odzyskamy, z dok≥adnoúciπ do addytywnej lub niezerowej multiplikatywnej sta≥ej,
dobrze znany niezmiennik Lewisa–Riesenfelda pojawiajπcy sie w wielu zagadnieniach fizycznych
[LA08]. Jeúli Ê(t) jest sta≥a, to V X ⊂ V i F jest sta≥π ruchu dla X.
2.5. Zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ dla uk≥adów Liego-Hamiltona. Algebry

Liego-Hamiltona pozwalajπ nam obliczyÊ zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych
dla uk≥adów Liego-Hamiltona w prostszy sposób niø poprzednimi metodami:

● Metoda ta pozwala nam unikaÊ ca≥kowania uk≥adów równaÒ róøniczkowych
czπstkowych/zwyczajnych jak w metodach Winternitza, Cariñena i ich wspó≥pracowników
[CGM07, CGM00],
● Nie trzeba sprowadziÊ uk≥adu do postaci kanonicznej czego wymaga≥o, na przyk≥ad,
korzystanie z wyników Winternitza [PW, SW84, SW84II].
● Umoøliwia interpretacjÍ geometrycznπ zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ. Natomiast, inne metody
tylko pozwalajπ obliczyÊ postaÊ zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ.

Moja metoda daje siÍ wykorzystaÊ w badaniu uk≥adów Liego-Hamiltona i innych uogólnieÒ
tych uk≥adów, np. w uk≥adach Liego-Diraca [CGL.H6]. Zasady sk≥adaÒ superpozycji dla prawie
wszystkich najwaøniejszych uk≥adów Liego moøna analizowaÊ mojπ metodπ, co pokazuje jej
istotnoúÊ. Procedura ta wymaga wykorzystywania koalgebr Poissona. Teraz zdefiniujÍ to pojÍcie.
Niech (A,�

A

,{⋅, ⋅}
A

) i (B,�
B

,{⋅, ⋅}
B

) bÍdπ algebrami Poissona i niech �
A

, �
B

bÍdπ przemienne.
Wtedy A⊗B staje siÍ algebrπ Poissona (A⊗B,�

A⊗B,{⋅, ⋅}A⊗B) definiujπc
(a⊗ b) �

A⊗B (c⊗ d) = (a �A c)⊗ (b �B d),
{a⊗ b, c⊗ d}

A⊗B = {a, c}A ⊗ b �B d + a �A c⊗ {b, d}B

dla kaødych a, c ∈ A i b, d ∈ B. Podobnie, strukturÍ Poissona na A(m) ∶=
m−times
���������������������������������������������������
A⊗ . . .⊗A moøna

skonstruowaÊ indukcyjnie.
Koalgebra Poissona to trójka (A,�

A

,{⋅, ⋅}
A

,Â) taka, øe (A,�
A

,{⋅, ⋅}
A

) jest algebrπ Poissona
i Â ∶ (A,�

A

,{⋅, ⋅}
A

) → (A ⊗ A,�
A⊗A,{⋅, ⋅}A⊗A), tzw. koprodukt, jest ko≥πcznym homomorfizmem

miÍdzy algebrami Poissona [CP95], tj. (Â⊗ Id) ○Â = (Id⊗Â) ○Â.
Kaødy uk≥ad Liego-Hamiltona X na N moøna wyposaøyÊ w strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ

i stowarzyszonπ z nim algebrÍ Liego-Hamiltona HË � g. Wówczas, istnieje naturalny injektywny
morfizm algebr Liego „ ∶ g→ C∞(N) przyporzπdkujπcy kaødemu elementowi g odpowiedni element
w HË. Wtedy, Sg staje siÍ koalgebrπ Poissona wzglÍdem jednoznaczego koproduktu Â ∶ Sg → Sg⊗Sg
spe≥niajπcego Â(v) = v ⊗ 1 + 1⊗ v (patrz [BCHL.H7]). Ponadto,

LEMAT 2.26. ([BCHL.H7, Lemat 23]) Odwzorowanie Â(m) ∶ (S
g

, ⋅,{⋅, ⋅}
Sg) →

(S(m)
g

, ⋅
S

(m)
g
,{⋅, ⋅}

S

(m)
g
) , dla m > 1, zdefiniowane rekurencyjnie

Â(m) ∶= (
(m−2)−times
���������������������������������������������������������
Id⊗ . . .⊗ Id⊗Â(2)) ○Â(m−1), m > 2, (2.12)
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gdzie Â(2) ∶=Â jest naturalnym koproduktem w S
g

, jest morfizmem algebr Poissona.

LEMAT 2.27. ([BCHL.H7, Lemat 24]) Morfizm „ ∶ g � C∞(N) algebr Liego daje poczπtek
rodzinie morfizmów algebr Poissona D(m) ∶ S(m)

g

� C∞(N)(m) ⊂ C∞(Nm ) takich, øe dla wszystkich
v1, . . . , vm ∈ g ⊂ Sg mamy

�D(m)(v1 ⊗ . . .⊗ vm)�(x(1), . . . , x(m))=[D(v1)](x(1)) ⋅ . . . ⋅ [D(vm)](x(m)), (2.13)

gdzie x(p) jest punktem rozmaitoúci N umieszczonym w pozycji p iloczynu N × . . . ×N ∶= Nm i D
jest morfizmem algebr Liego indukowanym przez „ opisanym w Stwierdzeniu 2.23.

Powyøsze wyniki pozwalajπ nam udowodniÊ Twierdzenie 2.29 i zapewniajπ metodÍ obliczenia
sta≥ych ruchu niezaleønych od t dla diagonalnych prolongacji uk≥adów Liego-Hamiltona. Na
podstawie tego wyniku moøna algebraicznie obliczyÊ zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ uk≥adów
Liego-Hamiltona. Dodatkowo, warto podkreúliÊ, øe takie twierdzenie jest uogólnieniem (prawdziwym
tylko dla tzw. prymitywnych koproduktów) twierdzenia integralnoúci dla symetrycznych
koalgebraicznych uk≥adów opisywanych w [BR].

STWIERDZENIE 2.28. ([BCHL.H7, Stwierdzenie 25]) Jeøeli X jest uk≥adem
Liego-Hamiltona na N posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h), to jego diagonalna
prolongacja X̃[m+1] do kaødego Nm+1 jest takøe uk≥adem Liego-Hamiltona wyposaøonym w strukturÍ
Liego-Hamiltonowskπ (Nm+1,Ëm+1, h̃) postaci

Ëm+1(x(0), . . . , x(m)) ∶=
m

�
a=0Ë(x(a)),

gdzie korzystaliúmy z izomorfizmu wiπzek wektorowych TNm+1 � TN ⊕ � ⊕ TN (m+1 kopii), i
h̃

t

∶=D(m+1)(Â(m+1)(h
t

)), gdzie D(m+1) jest morfizmem algebr Poissona (2.13) indukowanym przez
morfizm algebr Liego g�HË ⊂ C∞(N).
TWIERDZENIE 2.29. ([BCHL.H7, Twierdzenie 26]) Jeúli X jest uk≥adem Liego-Hamiltona

posiadajπcym strukturÍ Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë, h) i C jest elementem Casimira algebry
Poissona (S

g

, ⋅,{,}
Sg), to:

(i) Funkcje postaci
F

(k) =D(k)(Â(k)(C)), k = 2, . . . ,m, (2.14)
sπ sta≥ymi niezaleønymi od t dla diagonalnych prolongacji X̃ pola wektorowego zaleønego od czasu X
do Nm. Dodatkowo, jeøeli funkcje F (k) sπ niesta≥e, to tworzπ zbiór (m−1) funkcjonalnie niezaleønych
funkcji w inwolucji.
(ii) Funkcje postaci

F

(k)
ij

= S
ij

(F (k)), 1 ≤ i < j ≤ k, k = 2, . . . ,m, (2.15)

gdzie S
ij

jest permutacjπ zmiennych x(i) ↔ x(j), sπ sta≥ymi ruchu niezaleønymi od t dla diagonalnych
prolongacji X̃ do Nm.

3. Uk≥ady Liego-Diraca

Twierdzenie ‘no-go’ dla uk≥adów Liego-Hamiltona, tj. Twierdzenie 2.6, pozwala nam udowodniÊ,
øe równania Schwarza nie sπ uk≥adami Liego-Hamiltona [CGL.H6]. Rozpatrzmy równania Schwarza
[Be07, OT09]

{x, t} = d
3
x

dt3
�dx
dt
�
−1
− 3
2
�d
2
x

dt2
��dx
dt
�
−2
= 2b1(t), (3.1)

gdzie {x, t} to pochodna Schwarza funkcji x(t) ze wzglÍdu na zmiennπ t i b1(t) jest dowolnπ funkcjπ
zaleønπ od t [NM13]. To równanie jest szczególnym przypadkiem równania Kummera–Schwarza
trzeciego rzÍdu [CGL.PH6] i pojawia siÍ w analizie rekurencyjnych równaÒ róøniczkowych
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Riccatiego i równaÒ róøniczkowych Kummera–Schwarza drugiego-rzÍdu [NM13]. Dla uproszczenia,
za≥óømy w dalszym ciπgu, øe b1(t) nie jest sta≥π.
Uk≥ad pierwszego rzÍdu równaÒ róøniczkowych uzyskany przez dodawanie zmiennych v ∶= dx�dt

i a ∶= d2x�dt2 w (3.1), tj.
dx
dt
= v, dv

dt
= a, da

dt
= 3
2
a

2

v

+ 2b1(t)v, (3.2)

jest uk≥adem Liego. Rzeczywiúcie, uk≥ad ten jest stowarzyszony z polem wektorowym zaleønym od
t postaci

X

3KS
t

= vˆ
x

+ aˆ
v

+ �3
2
a

2

v

+ 2b1(t)v�ˆa = Y3 + b1(t)Y1,

gdzie pola wektorowe Y1, Y2, Y3 na O2 ∶= {(x, v, a) ∈ T2R � v ≠ 0}, gdzie T2R to druga wiπzka styczna
do R [LM87], majπ postaÊ

Y1 ∶= 2vˆa, Y2 ∶= vˆv + 2aˆa, Y3 ∶= vˆx + aˆv +
3
2
a

2

v

ˆ

a

, (3.3)

i generujπ algebrÍ Liego pól wektorowych V 3KS izomorficznπ do sl(2). Zatem, X3KS to pole
wektorowe zaleøne od t przyjmujπce wartoúci w V 3KS , tj. X3KS jest uk≥adem Liego. Skoro D3KS =
TO2 i O2 jest trójwymiarowπ rozmaitoúciπ, to Twierdzenie ‘no-go’ dla uk≥adów Liego-Hamiltona
ustala, øe to nie jest uk≥ad Liego-Hamiltona i wymagane jest inne podejúcie do jego badania. Pomimo
tego, V 3KS sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich ze wzglÍdu na formÍ presymplektycznπ

Ê1 ∶=
dv ∧ da
v

3 .

W≥aúnie,

ÿ

Y1Ê1 = d�
2
v

� , ÿ

Y2Ê1 = d�
a

v

2� , ÿ

Y3Ê1 = d�
a

2

2v3
� ,

gdzie ÿ
X

Ê to zwÍøenie formy symplektycznej Ê z polem wektorowym X.
Powyøsze relacje uzasadniajπ definicjÍ i analizÍ uk≥adów Liego posiadajπcych algebry Liego

Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury presymplektycznej.
Pomimo tego, ≥atwiej zrozumieÊ struktury presymplektyczne jako szczególne przypadki struktur
Diraca [IV] i analizowaÊ uk≥ady Liego z algebrπ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych
Hamiltonowskich wzglÍdem struktury Diraca. Wprowadzamy teraz te pojÍcia.
Wiπzkπ Pontryagina lub uogólnionπ wiπzkπ stycznπ na rozmaitoúci N nazywamy wiπzkÍ

wektorowπ PN ∶= T ∗N ⊕
N

TN nad N , gdzie ⊕
N

to suma Whitneya wiπzek wektorowych. WiπzkÍ
Pontryagina moøna wyposaøyÊ w naturalne parowanie miÍdzy formami i wektorami. RozmaitoúÊ
Diraca to dwójka (N,L), gdzie N jest rozmaitoúciπ i L to podwiπzka TN ⊕

N

T

∗
N taka, øe: a) L jest

maksymalnπ izotropowπ podwiπzkπ wzglÍdem parowania miÍdzy formami i wektorami, b) przestrzeÒ
ciÍÊ, ‰(L), jest ca≥kowalna ze wzglÍdu na tzw. nawias Couranta [⋅, ⋅]

C

na ‰(PN) [Co90].
Poprzedni przyk≥ad dotyczπcy równania Schwarza i inne przyk≥ady rozwiniÍte w [LV.H1,

LTV.H4, HL.H5, CGL.H6] uzasadniajπ badanie uk≥adów Liego posiadajπcych algebrÍ Liego
Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich ze wzglÍdu na strukturÍ Diraca. Warto
przypomnieÊ, øe pole wektorowe Hamiltowskie wzglÍdem struktury Diraca (N,L), tj. pole wektorowe
L-Hamiltonowskie, jest polem wektorowym X na N takim, øe X + dh ∈ ‰(L) dla pewnej funkcji
h ∈ C∞(N), tzw. funkcja L-Hamiltonowska. PrzestrzeÒ funkcji L-Hamiltonowskich oznaczamy przez
Adm(N,L). Jeøeli X ∈ ‰(L), to mówi siÍ, øe X jest polem wektorowym cechowania. Struktura
Diraca pozwala nam zdefiniowaÊ nawias Poissona {⋅, ⋅}

L

na przestrzeni funkcji L-Hamiltonowskich.
Dodatkowo, kaøda rozmaitoúÊ Diraca indukuje algebroid Liego (PN, [⋅, ⋅]

C

,fl ∶ PN → TN), gdzie fl,
zwane kotwicπ, jest naturalnym rzutem z PN na TN [Ma08].
Powyøszy przyk≥ad ilustruje istnienie uk≥adów Liego niebÍdπcych uk≥adami Liego-Hamiltona i

posiadajπcych algebry Liego Vessiota-Guldberga sk≥adajπce siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich



3. UK£ADY LIEGO-DIRACA 25

wzglÍdem struktury Diraca. Poprzedni i inne podobne przyk≥ady moøna znaleüÊ w [CGL.H6]. Z
tego punktu widzenia, naturalne uogólnienie uk≥adów Liego-Hamiltona do uk≥adów stowarzyszonych
z algebrami Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury
Diraca wyglπda nastÍpujπco.

DEFINICJA 3.1. ([CGL.H6, Definicja 5.2]) Uk≥ad Liego–Diraca to trójka (N,L,X),
gdzie (N,L) jest rozmaitoúciπ Diraca i X jest uk≥adem Liego posiadajπcym algebrÍ Liego
Vessiota-Guldberga pól wektorowych L-Hamiltonowskich.

DEFINICJA 3.2. ([CGL.H6, Definicja 6.1]) Funkcja Hamiltonowska Liego–Diraca to trójka
(N,L,h), gdzie (N,L) oznacza rozmaitoúÊ Diraca i h jest t-parametrycznπ rodzinπ dopuszczalnych
funkcji h

t

∶ N → R takich, øe Lie({h
t

}
t∈R,{⋅, ⋅}L) jest algebrπ Liego skoÒczonego wymiaru. Pole

wektorowe zaleøne od t posiada funkcjÍ Hamiltonowskπ Liego–Diraca (N,L,h) jeúli X
t

+dh
t

∈ ‰(L)
dla wszystkich t ∈ R.

TWIERDZENIE 3.3. ([CGL.H6, Twierdzenie 6.4]) Kaødy uk≥ad Liego–Diraca (N,L,X)
posiada funkcjÍ Hamiltonowskπ Liego–Diraca (N,L,h).

3.1. Prolongacja uk≥adów Liego Diraca i zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ. Zbadajmy teraz
w≥aúciwoúci diagonalnych prolongacji uk≥adów Liego–Diraca. To pozwala nam zastosowaÊ takie
struktury w obliczeniach zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ i wprowadziÊ nowe pojÍcia generalizujπce
diagonalne prolongacje pól wektorowych zaleønych od t.
Niech · ∶ E → N bÍdzie wiπzkπ wektorowπ. Diagonalna prolongacja do Nm jest iloczynem

kartezjaÒskim E[m] ∶= E × � ×E m kopii E, który stanowi wiπzkÍ wektorowπ na Nm w naturalny
sposób:

E

[m](x(1),...,x(m)) � Ex(1) ⊕�⊕Ex(m) .
Kaøde ciÍcie X ∶ N → E w E posiada naturalnπ diagonalnπ prolongacjÍ do ciÍcia X[m] wiπzki
wektorowej E[m]:

X

[m](x(1), . . . , x(m)) ∶=X(x(1)) +� +X(x(m)) .
Niech dana bÍdzie funkcja f ∶ N → R. Diagonalnπ prolongacjπ funkcji f do Nm nazywamy funkcjÍ
danπ wzorem f̃ [m](x(1), . . . , x(m)) ∶= f(x(1)) + . . . + f(x(m)).
Moøemy teø rozpatrywaÊ ciÍcia X(j) z E[m] postaci

X

(j)(x(1), . . . , x(m)) ∶= 0 +� +X(x(j)) +� + 0 . (3.4)

Jasne jest, øe jeúli (X
i

) jest bazπ sk≥adajπcπ siÍ z lokalnych ciÍÊ z wiπzki wektorowej E, to (X(j)
i

),
gdzie j ∈ 1, . . . ,m, jest bazπ lokalnych ciÍÊ z E[m].
Skoro mamy naturalne kanoniczne izomorfizmy

(TN)[m] � TNm i (T ∗N)[m] � T ∗Nm ,
moøemy zinterpretowaÊ diagonalnπ prolongacjÍ X[m] pola wektorowego na N jako pole wektorowe
X̃

[m] na Nm i diagonalnπ prolongacjÍ –[m] z jedno-formy na N jako jedno formÍ –̃[m] na Nm.
Kiedy m jest ustalony, to bÍdziemy pisaÊ po prostu X̃ i –̃.

STWIERDZENIE 3.4. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.1]) Diagonalna prolongacja do Nm pola
wektorowego X na N to jedyne pole wektorowe X̃[m] na Nm rzutowalne wzglÍdem odwzorowania
fi ∶ (x(1), . . . , x(m)) ∈ Nm � x(1) ∈ N na X i niezmiennicze wzglÍdem permutacji zmiennych
x(i) ↔ x(j), gdzie i, j = 1, . . . ,m. Diagonalna prolongacja do Nm z jedno-formy – na N to jedyna
1-forma –̃[m] na Nm taka, øe –̃[m](X̃[m]) =�–(X)[m] dla kaødego pola wektorowego X ∈ ‰(TN).
Zatem, d–̃ =�d– i L

X̃

[m]–̃[m] =�L
X

–. W szczególnoúci, jeøeli – jest zamkniÍta (dok≥adna), takπ bÍdzie
teø diagonalna prolongacja –̃[m] do Nm.
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Niech (xa) bÍdzie lokalnym uk≥adem wspó≥rzÍdnych w N i niech (xa(i)) bÍdzie indukowanym
przez nich uk≥adem wspó≥rzÍdnych w Nm. Jeøeli X ∶= ∑

a

X

a(x)ˆ
x

a i – ∶= ∑
a

–

a

(x)dxa, to

X̃

[m] =�
a,i

X

a(x(i))ˆxa(i) oraz –̃[m] =�
a,i

–

a

(x(i))dxa(i) . (3.5)

Ustalmy wartoúÊ m ∈ N. Jeøeli X1 i X2 sπ polami wektorowymi na N , to �[X1,X2]
[m] =

[�X1
[m]
,

�
X2
[m]]. Na mocy tego, diagonalne prolongacje do Nm elementów skoÒczenie wymiarowej

algebry Liego V na N tworzπ algebrÍ Liego Ṽ [m] izomorficznπ do V . Tak jak dla standardowych pól
wektorowych, moøna zdefiniowaÊ diagonalnπ prolongacjÍ pola wektorowego zaleønego od t na N do
N

m jako jedyne pole wektorowe zaleøne od t postaci X̃[m] na Nm takie, øe �X
t

[m]
jest diagonalnπ

prolongacjπ X
t

do Nm dla kaødego t ∈ R.
Jeøeli X to uk≥ad Liego-Hamiltona, to jego diagonalna prolongacja jest w naturalny sposób

takøe uk≥adem Liego-Hamiltona [BCHL.H7]. Pokaøemy teraz, øe taki wynik moøna uogólniÊ do
uk≥adów Diraca-Liego.

DEFINICJA 3.5. ([CGL.H6, Definicja 7.2]) Niech (N,L
N

) i (M,L
M

) bÍdπ rozmaitoúciami
Diraca. Mówi siÍ, øe Ï ∶ N → M jest odwzrowaniem Diraca ‘forward’ miÍdzy (N,L

N

) i (M,L
M

)
jeøeli (L

M

)
Ï(x)=PÏ(LN)x, gdzie
P

Ï

(L
N

)
x

∶={Ï∗xXx + Ê
Ï(x) ∈ TÏ(x)M ⊕ T ∗

Ï(x)M �Xx + (Ï∗ÊÏ(x))x ∈(LN)x},
dla wszystkich x ∈ N .

STWIERDZENIE 3.6. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.3]) Niech (N,L) bÍdzie strukturπ Diraca
i niech bÍdzie dany naturalny izomorfizm

(TNm ⊕
N

m

T

∗
N

m)(x(1),...,x(m)) � (Tx(1)N ⊕ T ∗x(1)N)⊕�⊕ (Tx(m)N ⊕ T ∗x(m)N).
Diagonalna prolongacja L[m] tworzy rozmaitoúÊ Diraca (N,L[m]).
Dla kaødego fi

i

∶ (x(1), . . . , x(m)) ∈ Nm � x(i) ∈ N , gdzie i = 1, . . . ,m, otrzymamy równoúÊ
P

fi

i

(L[m]) = L. Dodatkowo, L[m] jest niezmienniczy wzglÍdem permutacji x(i) ↔ x(j), dla i, j =
1, . . . ,m.

WNIOSEK 3.7. ([CGL.H6, Wniosek 7.4]) Niech bÍdzie dana rozmiatoúÊ Diraca (N,L).
Wówczas, fl

m

(L[m]) = fl(L)[m], gdzie fl
m

to rzutowanie fl
m

∶ PNm → TNm rozmaitoúci Diraca
(Nm, L[m]). Zatem, jeøeli X jest L-polem wektorowym Hamiltonowskim wzglÍdem L, to jego
diagonalna prolongacja X̃[m] do Nm jest L-polem Hamiltonowskim ze wzglÍdu na L[m]. Dodatkowo,
fl

∗
m

(L[m]) = fl∗(L)[m], gdzie fl∗
m

jest rzutowaniem kanonicznym fl∗
m

∶ PNm → T ∗Nm.
WNIOSEK 3.8. ([CGL.H6, Wniosek 7.4]) Jeøeli (N,L,X) jest uk≥adem Liego–Diraca, to

(Nm, L[m], X̃[m]) jest uk≥adem Liego-Diraca.
STWIERDZENIE 3.9. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.6]) Niech X bÍdzie polem wektorowym i

niech f bÍdzie funkcjπ na N . Wówczas:
(a) Jeøeli f jest funkcjπ L-Hamiltonowskπ dla X, to diagonalna prolongacja f do Nm jest
funkcjπ L[m]-Hamiltonowskπ diagonalnej prolongacji X̃[m] na Nm.

(b) Jeøeli f ∈ Cas(N,L), to f̃ [m] ∈ Cas(Nm, L[m]).
(c) Odwzorowanie ⁄ ∶ (Adm(N,L),{⋅, ⋅}

L

) ∋ f � f̃ [m] ∈ (Adm(Nm, L[m]),{⋅, ⋅}
L

[m]) jest
injektywnym morfizmem algebr Liego.

Skoro zazwyczaj �fg[m] ≠ f̃ [m]g̃[m], to ⁄ nie jest morfizmem algebr Poissona.
Na mocy poprzedniego stwierdzenia moøna udowodniÊ nastÍpujπce wnioski.
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WNIOSEK 3.10. ([CGL.H6, Wniosek 7.7]) Jeøeli h1, . . . , hr ∶ N → R to zbiór funkcji na
N rozmaitoúci Diraca (N,L) generujπcy algebrÍ Liego funkcji skoÒczonego wymiaru ze wzglÍdu na
nawias Poissona {⋅, ⋅}

L

, to ich diagonalne prolongacje h̃[m]1 , . . . , h̃[m]r do Nm generujπ algebrÍ Liego
funkcji wzglÍdem nawiasu Liego {⋅, ⋅}

L

[m] indukowanego przez strukturÍ Diraca (Nm, L[m]).
WNIOSEK 3.11. ([CGL.H6, Wniosek 7.8]) Jeøeli (N,L,X) jest uk≥adem Liego–Diraca

posiadajπcym funkcjÍ Liego–Diraca-Hamiltonowskπ (N,L,h), to (Nm, L[m], X̃[m]) jest uk≥adem
Liego–Diraca z funkcjπ Liego-Diraca-Hamiltonowskπ (Nm, L[m], h[m]), gdzie kaøda h[m]

t

∶= h̃[m]
t

jest
diagonalnπ prolongacjπ funkcji h

t

do Nm.

Poprzednie wyniki moøna zastosowaÊ w badaniu zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ uk≥adów Liego–Diraca
jak zilustrowano w przyk≥adach w [CGL.H6]. Mój kluczowy pomys≥ to rozszerzenie metody
koalgebry Poissona do rozmaitoúci Diraca. To znacznie rozszerza zastosowania koalgebr Poissona.

4. Uk≥ady Liego k-symplektyczne

Analiza struktur k-symplektycznych zosta≥a zapoczπtkowana przez M. de León [LMS88,
LMS93, LSV16], Awane [Aw92], Gunther [Gu87] i innych. Takie struktury pojawi≥y siÍ
jako uogólnienia geometrii symplektycznej w kontekúcie badania klasycznych teorii pól [Gu87].
Formalnie, definicja struktury k-symplektycznej jest nastÍpujπca.

DEFINICJA 4.1. Niech N bÍdzie rozmaitoúciπ n(k + 1)-wymiarowπ i niech Ê1, . . . ,Ê
k

bÍdzie
zbiorem k zamkniÍtych dwu-form na N . Zatem, (Ê1, . . . ,Ê

k

) tworzy strukturÍ k–symplektycznπ
jeøeli �k

i=1 kerÊi(x) = {0} , dla kaødego x ∈ N . Pod takimi warunkami mówi siÍ, øe (N,Ê1, . . . ,Êk)
to rozmaitoúÊ k-symplektyczna.

Struktura k-symplektyczna (Ê1, . . . ,Ê
k

) na rozmaitoúci n(k+1)-wymiarowej N jest równowaøna
zamkniÍtej niezdegenerowanej formie  ∶= ∑k

n=1 Êk ⊗ ek na N przyjmujπcej wartoúci w Rk. Ta 
nazywa siÍ formπ polisymplektycznπ i pozwala nam uproúciÊ formalizm struktur k-symplektycznych.
Struktura k-symplektyczna sprawia kilka problemów: struktury k-symplektycznej nie moøna
stowarzyszyÊ z algebrami Poissona funkcji i nie moøna jej zastosowaÊ, aby zbadaÊ wszystkie równania
róøniczkowe czπstkowe [LSV16, LV.H1].
Zamiast korzystaÊ ze standardowego podejúcia, pokaza≥em, øe struktury k-symplektyczne i

ich pokrewne struktury i techniki sπ przydatne w analizie równaÒ róøniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzÍdu. W szczególnoúci, uogólnienia algebr Poissona funkcji z geometrii symplektycznej
pojawiajπ siÍ i dajπ poczπtek dla metod prostego obliczenia zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ.
Dodatkowo znalaz≥em wiele uk≥adów Liego posiadajπcych algebry Liego Vessiota-Guldberga pól
wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury k-symplektycznej i zastosowa≥em w nich moje
techniki. Opiszmy teraz bardziej szczegó≥owo moje odkrycia dotyczπce uk≥adów Liego i struktur
k-symplektycznych.
Rozpatrzmy znowu równanie Schwarza (3.1) za pomocπ uk≥adu (3.2) na O2. Udowodnijmy teraz,

øe V 3KS generowana przez pola wektorowe (3.3) sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich
ze wzglÍdu na struktury presymplektyczne rozmaitoúci 2-symplektycznej (O2,Ê1,Ê2). Aby tak
zrobiÊ, szukamy dwu-form presymplektycznych Ê takich, øe Y1, Y2 i Y3 sπ polami Hamiltonowskimi
wzglÍdem nich, tj. L

Y

–

Ê = 0 dla – = 1,2,3 i dÊ = 0. Rozwiπzujπc poprzedni uk≥ad równaÒ
róøniczkowych dla Ê, znajdziemy formy presymplektyczne

Ê1 ∶=
dv ∧ da
v

3 , Ê2 ∶= −
2
v

3 (xdv ∧ da + v da ∧ dx + adx ∧ dv). (4.1)

Skoro kerÊ1 = �ˆx� ,kerÊ2 = �xˆx + vˆv + aˆa� i v ≠ 0 na O2, to Ê1 i Ê2 majπ rzπd dwa i
kerÊ1 ∩ kerÊ2 = {0} na O2. Zatem, (Ê1,Ê2) tworzπ strukturÍ dwu-symplektycznπ.
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Ciekawe, øe Y1, Y2 i Y3 sπ polami Hamiltonowskimi wzglÍdem Ê1,Ê2:

ÿ

Y1Ê1 = d�
2
v

� , ÿ

Y2Ê1 = d�
a

v

2� , ÿ

Y3Ê1 = d�
a

2

2v3
� ,

ÿ

Y1Ê2 = −d�
4x
v

� , ÿ
Y2Ê2 = d�2 −

2ax
v

2 � , ÿY3Ê2 = d�
2a
v

− a
2
x

v

3 � .
(4.2)

Chociaø uk≥adu (3.2) nie moøna zbadaÊ za pomocπ uk≥adów Liego-Hamiltona, struktury
presymplektyczne pozwalajπ nam zbadaÊ takie uk≥ady za pomocπ podobnych technik rozwiniÍtych
dla uk≥adów Liego-Hamiltona i Liego-Diraca [CGL.H6, CGL.H8]. Uk≥ad powyøszy posiada
algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem wszystkich form
presymplektycznych poprzedniej struktury 2-symplektycznej. Pomimo tego, øe juø wiemy, øe
(3.1) moøna zbadaÊ za pomocπ uk≥adów Liego–Diraca, nowe podejúcie pozwala nam zbadaÊ
jednoczeúnie uk≥ad za pomocπ wielu struktur presymplektycznych i oferuje nowe techniki z geometrii
k-symplektycznej.
Tabela 5 podsumowuje wiele uk≥adów Liego posiadajπcych algebry Liego Vessiota-Guldberga

pól wektorowych k-Hamiltonowskich (popatrz [LV.H1] dla dalszych szczegó≥ów). Tπ tabelÍ moøna
przed≥uøyÊ za pomocπ innych uk≥adów, np. klas równaÒ Riccatiego kwaternionowych. Takie
przyk≥ady sugerujπ podanie nastÍpujπcej definicji.

DEFINICJA 4.2. Niech (Ê1, . . . ,Ê
k

) bÍdzie strukturπ k-symplektycznπ na rozmaitoúci n(k +
1)-wymiarowej. Pole wektorowe k-Hamiltonowskie wzglÍdem k-symplektycznej Ê1, . . . ,Ê

k

to pole
wektorowe na N Hamiltonowskie ze wzglÍdu na kaødπ strukturÍ presymplektycznπ Ê

i

.

Równowaønie moøna powiedzieÊ, øe X jest –Hamiltonowskie wzglÍdem formy
polisymplektycznej  wtedy i tylko wtedy, gdy X jest k–Hamiltonowskie dla rozmatoúci
k–symplektycznej stowarzyszonej z formπ polisymplektycznπ . W dalszym ciπgu, mówimy o
polach k–Hamiltonowskich i/lub –Hamiltonowskich. Oznaczamy przez Ham(), gdzie  jest formπ
polisymplektycznπ stowarzyszonπ z (Ê1, . . . ,Ê

k

), przestrzeÒ pól wektorowych -Hamiltonowskich.
Ze wzglÍdu na poprzednie komentarze, zdefiniujemy uk≥ady k-symplektyczne nastÍpujπco.

DEFINICJA 4.3. ([LV.H1, Definicja 3.2]) Uk≥ad LieX jest uk≥adem Liego k–symplektycznym
jeøeli V X jest skoÒczenie wymiarowπ algebrπ Liego pól wektorowych k-Hamiltonowskich ze wzglÍdu
na pewnπ strukturÍ k-symplektycznπ (Ê1, . . . ,Ê

k

). Mówimy wtedy, øe (Ê1, . . . ,Ê
k

) jest kompatybilnπ
strukturπ k-symplektycznπ uk≥adu Liego X.

Mówiπc inaczej, uk≥ad X na N jest uk≥adem k–symplektycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych k-Hamiltonowskich ze wzglÍdu na pewnπ
strukturÍ k-symplektycznπ na N . Uk≥ady Liego-Hamiltona to szczególny przyk≥ad uk≥adu Liego
k-symplektycznego. Natomiast, nie kaødy uk≥ad k-symplektyczny jest uk≥adem Liego-Hamiltona, co
wynika, na przyk≥ad, z mojego twierdzenia no-go dla uk≥adów Liego k-symplektycznych [CGL.H6,
Twierdzenie 4.4] i równaÒ Schwarza.
Kaødy uk≥ad Liego k-symplektyczny moøna zrozumieÊ jako uk≥ad Liego–Diraca [LV.H1].

W≥aúnie, jeøeli X jest uk≥adem Liego k-symplektycznym wzglÍdem struktury k-symplektycznej
(Ê1, . . . ,Ê

k

), to V X jest rodzinπ pól wektorowych Hamiltonowskich ze wzglÍdu na kaødπ formÍ
k-symplektycznπ rodziny Ê1, . . . ,Ê

k

. Wówczas, V X jest algebrπ Liego sk≥adajπcπ siÍ z pól
wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem kaødej struktury Diraca LÊr stowarzyszonej z formπ
presymplektycznπ Ê

r

, gdzie r = 1, . . . , k [CGL.H6, Co90]. Kontynuujπc poprzedniπ notacjÍ
mówimy, øe (N,LÊr ,X) jest uk≥adem Liego-Diraca. Nie kaødy uk≥ad Liego-Diraca jest uk≥adem
k-symplektycznym, np. uk≥ad Liego postaci X ≠ 0 na R tworzy uk≥ad Liego-Diraca (R, TR,X) ale
X nie jest uk≥adem Liego k-symplektycznym. Natomiast, moøna zrozumieÊ uk≥ady k–symplektyczne
jako uk≥ady Liego-Diraca na róøne sposoby. To sugeruje, øe trzeba znaleüÊ jakieú naturalne podejúcie
do tych uk≥adów, które proponujÍ opisaÊ przez struktury k-symplektyczne.
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Ustalenie, czy uk≥ad Liego jest uk≥adem Liego k-symplektycznym wymaga rozwiπzania uk≥adu
równaÒ róøniczkowych czπstkowych dla znalezienia kompatybilnej struktury k-symplektycznej.
Trudno ustaliÊ czy taki uk≥ad równaÒ róøniczkowych czπstkowych posiada wystarczajπce
rozwiπzania dla okreúlenia kompatybilnej struktury k-symplektycznej. To uzasadnia poszukiwanie
prostych metod gwarantujπcych, øe uk≥ad Liego jest uk≥adem k-symplektycznym czy nie. NastÍpnie
opiszÍ moje Twierdzenie no-go dla k-symplektycznych struktur, które ustala warunki gwarantujπce,
øe uk≥ad Liego nie jest uk≥adem Liego k-symplektycznym [LV.H1, Twierdzenie 4.4]. G≥ówna
idea polega na ustaleniu czy minimalna algebra Liego uk≥adu Liego podlegajπca badaniu
pozostawia niezmiennicze (w znaczeniu przedstawionym póüniej) jπdra form presymplektycznych
kaødej struktury k-symplektycznej kompatibilnej z uk≥adami Liego. Warunek ten jest ≥atwiejszy
do weryfikacji od bezpoúredniego udowodnienia, øe nie istniejπ k-symplektyczne struktury
kompatybilne z minimalnπ algebrπ Liego.

DEFINICJA 4.4. ([LV.H1, Definicja 4.1]) Dystrybucja D na N jest stabilna wzglÍdem
dzia≥ania algebry Liego V pól wektorowych na N kiedy [X,Y ] ∈ D dla kaødego Y ∈ D i X ∈ V .

DEFINICJA 4.5. ([LV.H1, Definicja 4.2]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego Vessiota-Guldberga
naN . Mówi siÍ, øe V jest s–prymitywna kiedy nie ma dystrybucjiD rzÍdu s niezmienniczej wzglÍdem
dzia≥ania V . Algebra Vessiota-Guldberga V jest nieparzysto-prymitywna kiedy V jest s–prymitywna
dla kaødej nieparzystej wartoúci s < dimN .

UWAGA 4.6. Warto podkreúliÊ, øe poprzednia definicja to uogólnienie pojÍcia prymitywnej
algebry Liego pól wektorowych na R2 uøywanej w [GKO92].

TWIERDZENIE 4.7. (Twierdzenie ‘no-go’ uk≥adów Liego k–symplektycznych
[LV.H1, Twierdzenie 4.4]) Jeøeli X jest uk≥adem Liego na nieparzysto-wymiarowej rozmaitoúci
N i V X jest nieparzysto-prymitywna, to X nie jest uk≥adem k-symplektycznym.

Poprzednie twierdzenie zosta≥o zastosowane w [LV.H1, Przyk≥ad 1] aby pokazaÊ, øe pewne
uk≥ady Liego nie sπ uk≥adami Liego k-symplektycznymi. Na przyk≥ad, rozpatrzmy uk≥ad Liego

dg
dt
=XG(t, g) ∶=

r

�
–=1 b

R

–

(t)XR
–

(g) +
r

�
–=1 b

L

–

(t)XL
–

(g), g ∈ G, (4.3)

gdzie G jest grupπ Liego, XR1 , . . . ,X
R

r

i XL1 , . . . ,X
L

r

tworzπ bazÍ prawo- i lewo-niezmienniczπ
pól wektorowych na G odpowiednio, i bL1 (t), . . . , bLr (t), bR1 (t), . . . , bRr (t) sπ dowolnymi funkcjami
zaleønymi od t. Dodatkowo, za≥óømy, øe G jest spójna. Uk≥ady typu (4.3) pojawiajπ siÍ kiedy
szukamy transformacji odwzorujπc uk≥ad Liego w nowy uk≥ad Liego, np. podczas procesu
redukcji [CL.PH14]. Dodatkowo, kaødy uk≥ad Liego na dowolnej rozmaitoúci moøna rozwiπzaÊ
za pomocπ jednego rozwiπzania uk≥adu (4.3) dla którego pojawiajπ siÍ tylko prawo- albo
lewo-niezmiennicze pola wektorowe. Ponadto, takie uk≥ady pojawiajπ siÍ w teorii sterowania i w
uk≥adach ca≥kowalnych Darbouxa [CCR03, IV]. Udowodni≥em w [LV.H1], øe uk≥ad Liego (4.3)
posiada nieparzysto-prymitywnπ algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych kiedy dimG
jest nieparzysta i algebra Liego G jest prosta. Na mocy Twierdzenia 4.7, taki uk≥ad nie jest uk≥adem
Liego k-symplektycznym.

4.1. Funkcje –Hamiltonowskie. Kaøde pole wektorowe k–Hamiltonowskie moøna
stowarzyszyÊ z rodzinπ h1, . . . , h

k

funkcji Hamiltonowskich (kaødπ wzglÍdem innej róønej struktury
presymplektycznej struktury k-symplektycznej). Zaiste, warto wprowadziÊ jakieú uogólnienie
funkcji Hamiltonowskich dla form presymplektycznych, aby zbadaÊ jednoczeúnie wszystkie funkcje
h1, . . . , h

k

. Podsumujmy najwaøniejsze w≥aúciwoúci uogólnienia, które zaproponowa≥em w [LV.H1].
Moje odkrycia rozszerzπ do struktur k-symplektycznych kilka twierdzeÒ znalezionych przez Awane
w [Aw92] dla pewnego konkretnego rodzaju struktur k–symplektycznych.



30 1. UK£ADY LIEGO I GEOMETRYCZNE STRUKTURY

DEFINICJA 4.8. ([LV.H1, Definicja 5.1]) Niech  ∶= ∑k
i=1 Êi ⊗ ei bÍdzie formπ

polisymplektycznπ na N . Mówi siÍ, øe h ∶= ∑k
i=1 hi ⊗ ei jest funkcjπ –Hamiltonowskπ jeúli istnieje

pole wektorowe X
h

na N takie, øe ÿ
X

h

Ê

i

= dh
i

dla i = 1, . . . , k. W takim przypadku mówi siÍ, øe h to
–funkcja Hamiltonowska dla X

h

. Oznaczamy przez C∞() przetrzeÒ funkcji –Hamiltonowskich.
PRZYK£AD 4.9. (([LV.H1, Sekcja 7]) ) Na mocy (4.2), pola wektorowe Y1 = 4u2ˆ�ˆu +

4uvˆ�ˆv + v2ˆ�ˆw, Y2 = ˆ�ˆu i Y3 = 2uˆ�ˆu + vˆ�ˆv w (3.3) majπ funkcje –Hamiltonowskie
f ∶= 2

v

⊗ e1 − 4x
v

⊗ e2

g ∶= a
v

2 ⊗ e1 + �2 − 2ax
v

2 �⊗ e2, h ∶= a22v3 ⊗ e
1 + �2a

v

− a2x
v

3 �⊗ e2,

wzglÍdem struktury polisymplektycznej  ∶= Ê1 ⊗ e1 + Ê2 ⊗ e2 stowarzyszonej z dwu-formπ
symplektycznπ (Ê1,Ê1) zbudowanπ za pomocπ form presymplektycznych (4.1).
STWIERDZENIE 4.10. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.2]) Jeøeli  ∶= ∑k

i=1 Êi ⊗ ei jest strukturπ
polisymplektycznπ, to kaøde pole wektorowe –Hamiltonowskie jest stowarzyszone co najmniej z
jednπ funkcjπ –Hamiltonowskπ. Odwrotnie, kaøda funkcja –Hamiltonowska indukuje tylko jedno
pole wektorowe –Hamiltonowskie.

STWIERDZENIE 4.11. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.3]) Zbiór C∞() jest przestrzeniπ liniowπ
nad R z naturalnymi dzia≥aniami:

h + g ∶=
k

�
i=1(hi + gi)⊗ e

i

, ⁄ ⋅ h ∶=
k

�
i=1⁄hi ⊗ e

i

gdzie h = ∑k
i=1 hi ⊗ ei, g = ∑ki=1 gi ⊗ ei ∈ C∞() i ⁄ ∈ R.

STWIERDZENIE 4.12. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.4]) PrzestrzeÒ C∞() jest algebrπ Liego
wzglÍdem nawiasu Liego {⋅, ⋅} ∶ C∞() ×C∞()→ C∞() postaci
{h1 ⊗ e1 + . . . + h

k

⊗ ek, h′1 ⊗ e1 + . . . + h′k ⊗ ek} ∶= {h1, h′1}Ê1 ⊗ e1 + . . . + {hk, h′k}Ê
k

⊗ ek, (4.4)

gdzie {⋅, ⋅}
Ê

i

jest nawiasem Poissona indukowanym przez formÍ symplektycznπ Ê
i

, z i = 1, . . . , k.
Zazwyczaj przestrzeÒ C∞() z poprzednim nawiasem nie jest algebrπ Poissona. Jeøeli h ∶=

∑k
i=1 hi ⊗ ei i g ∶= ∑ki=1 gi ⊗ ei ∈ C∞(), to funkcja

h ⋅ g ∶= (h1g1)⊗ e1 + . . . + (h
k

g

k

)⊗ ek (4.5)

nie jest C∞()–funkcjπ [LV.H1]. Skoro (C∞(), ⋅,{⋅, ⋅}) nie jest ogólnie algebrπ Poissona, nie
moøna takøe zagwarantowaÊ, øe {⋅, h} ∶ g ∈ C∞() � {g, h} ∈ C∞(), gdzie h ∈ C∞(), jest
róøniczkowaniem wzglÍdem iloczynu (4.5) funkcji –Hamiltonowskich. To pokazuje, øe geometria
k-symplektyczna róøni siÍ od geometrii Poissona i presymplektyczynej, gdzie poprzednie zbadane
w≥aúciwoúci sπ prawdπ. Pomimo tego, moøemy zagwarantowaÊ, øe {h, g} = 0 dla kaødej lokalnie
sta≥ej funkcji g i, dodatkowo, moøemy jeszcze udowodniÊ inne w≥aúciwoúci tej algebry Liego. Na
przyk≥ad, moøna pokazaÊ nastÍpujπce wyniki.

STWIERDZENIE 4.13. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.5]) Niech (N,) bÍdzie rozmaitoúciπ
polisymplektycznπ. Kaøde pole wektorowe –Hamiltonowskie X dzia≥a jako roøniczkowanie na
algebrze Liego (C∞(), {⋅, ⋅}) postaci

Xf ∶= {f, h}, ∀f ∈ C∞(),
gdzie h jest funkcjπ –Hamiltonowskπ X.

TWIERDZENIE 4.14. ([LV.H1, Twierdzenie 5.6]) Niech  ∶= ∑k
i=1 Êi ⊗ ei bÍdzie formπ

polisymplektycznπ na N . Moøemy zdefiniowaÊ dok≥adny ciπg algebr Liego:

0�

k

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
H0dH(N)⊕ . . .⊕H0dH(N)� C∞() B�→ Ham()→ 0, (4.6)
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gdzie B(f) ∶= −Xf jest polem wektorowym –Hamiltonowskim stowarzyszonym z f i H0dH(N) to
pierwsza grupa kohomologii de Rhama na rozmaitoúci N .

4.2. Indukowane algebry Poissona. Niech (N,Ê1, . . . ,Ê
k

) bÍdzie rozmaitoúciπ
k-symplektycznπ. Za pomocπ wymienionej struktury k-symplektycznej skonstruowa≥em róøne
algebry Poissona na pewnych podzbiorach C∞(N), tzw. indukowane algebry Poissona. Ta
konstrukcja okaza≥a siÍ bardzo waøna w badaniu geometrycznych w≥aúciwoúci zasad sk≥adaÒ
rozwiπzaÒ dla uk≥adów k-symplektycznych i jest kluczowym narzÍdziem w badaniu równaÒ
róøniczkowych zwyczajnych, które przed moimi badaniami nie zosta≥y dok≥adnie zbadane.
Struktura k-symplektyczna (Ê1, . . . ,Ê

k

), baza e1, . . . , ek przetrzeni Rk i inne elementy ◊ ∈
(Rk)∗ pozwalajπ zdefiniowaÊ formÍ polisymplektycznπ  = ∑k

i=1 Êi ⊗ ei. ZwÍøenie ◊ ∶= �, ◊� =
∑k
i=1 ◊(ei)Êi jest formπ presymplektycznπ naN . Niech Adm(◊) bÍdzie zbiorem funkcji dozwolonych
wzglÍdem (N,

◊

) i niech X
f

bÍdzie polem wektorowym Hamiltonowskim funkcji f wzglÍdem
formy presymplektycznej. Jeøeli f jest funkcjπ k–Hamiltonowskπ, to X

f

jest polem wektorowym
k-Hamiltonowskim stowarzyszonym z funkcjπ f .

STWIERDZENIE 4.15. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.1]) Niech  ∶= ∑k
i=1 Êi⊗ ei bÍdzie strukturπ

polisymplektycznπ i ◊ ∈ (Rk)∗. Kaøda funkcja –Hamiltonowska h daje poczπtek funkcji dozwolonej
h

◊

∶= �h, ◊� wzglÍdem (N,
◊

).
STWIERDZENIE 4.16. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.2]) Niech (Ê1, . . . ,Ê

k

) bÍdzie strukturπ
k-symplektycznπ i niech {e1, . . . , ek} bÍdzie bazπ Rk. Ta struktura k-symplektyczna daje poczπtek
formie k-polisymplektycznej postaci  ∶= ∑k

i=1 Êi ⊗ ei i rodzinie algebr Poissona (Adm(◊), ⋅,{⋅, ⋅}◊),
gdzie {⋅, ⋅}

◊

jest nawiasem Poissona indukowanym przez formÍ presymplektycznπ 
◊

, gdzie ◊ ∈ (Rk)∗,
na przestrzeni dozwolonych funkcji wzglÍdem 

◊

.

STWIERDZENIE 4.17. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.3]) Niech  = ∑k
i=1 Êi ⊗ ei bÍdzie formπ

polisymplektycznπ. Kaøde pole wektorowe –Hamiltonowskie X
h

jest róøniczkowaniem na kaødej
algebrze (Adm(

◊

),{⋅, ⋅}
◊

), gdzie ◊ ∈ (Rk)∗, postaci X
h

f = {f, h
◊

}
◊

, ∀f ∈ Adm(
◊

). Dodatkowo,
„

◊

∶ (C∞(),{⋅, ⋅}) → (Adm(
◊

),{⋅, ⋅}
◊

)
h � h

◊

= �h, ◊�
jest izomorfizmem algebr Liego. Wówczas, kaøda algebra Liego skoÒczonego wymiaru (W ⊂
C

∞(),{⋅, ⋅}) jest rozszerzeniem algebry Liego („◊(W),{⋅, ⋅}◊).1
W koÒcu, obok otrzymamy
przemienny diagram, gdzie
W0 ∶= H0(N)k ∩ W , zbiór
G(

◊

) to przestrzeÒ pól
wektorowych cechowania,
tj. G(

◊

) = ker
◊

,
odwzorowanie fi

◊

∶ X ∈
Ham(

◊

) � [X] ∈
Ham(

◊

)�G(
◊

) jest
odwzorowaniem ilorazowym
i Ë

◊

∶ Adm(
◊

) →
Ham(

◊

)�G(
◊

) jest
morfizmem algebr Liego
przekszta≥cajπcym kaødπ
f ∈ Adm(

◊

) w klasÍ [−X
f

].

1Diagram moøna znaleüÊ w [LV.H1] i podsumowuje róøne struktury, które znalaz≥em podczas badania uk≥adów Liego
k-symplektycznych. Strza≥ki postaci A� B oznaczajπ w≥oøenie przestrzeni A w B
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Tabela 5. Uk≥ady Liego posiadajπce algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem formy
k-symplektycznej (patrz [LV.H1]). Dla uproszczenia, oznaczamy Ê

ij

∶= dx
i

∧ dx
j

, ˆ
xi = ˆi.

Zastosowanie Baza pól wektorowych X
i

Funkcje -Hamiltonowskie h
i

struktura k-symplektyczna Ê
i

Zasada sk≥adaÒ
rozwiπzaÒ

∑4
i=1 ˆi � 1

x1−x2 + 1
x3−x4 �⊗ e1 + �∑4i<j=1 1

xi−xj �⊗ e2 Ê12(x1−x2)2 + Ê34(x3−x4)2

dla równaÒ Riccatiego ∑4
i=1 xiˆi 1

2�x1+x2x1−x2 + x3+x4x3−x4 �⊗ e1 + 12 �∑4i<j=1 xi+xjxi−xj �⊗ e2 ∑4
i<j=1 Êij(xi−xj)2

∑3
–=1 a–(t)X– ∑4

i=1 x2i ˆi � x1x2
x1−x2 + x3x4x3−x4 �⊗ e1 + �∑4i<j=1 xixjxi−xj �⊗ e2

Uk≥ady sterowania ˆ1, x2 ⊗ e1 + x3 ⊗ e2 + x4 ⊗ e3 + 13x32 ⊗ e4 Ê12

∑2
–=1 a–(t)X– ˆ2 + x1(ˆ3 + x1ˆ4 + 2x2ˆ5) −x1 ⊗ e1 − 12x21 ⊗ e2 − 13x31 ⊗ e3 + (x5 − x1x22)⊗ e4. Ê13

ˆ3 + 2x1ˆ4 + 2x2ˆ5 x1 ⊗ e2 − x21 ⊗ e3 − x22 ⊗ e4 Ê14

ˆ4 −x1 ⊗ e3 Ê25 + x22 Ê12
ˆ5 −x2 ⊗ e4

Uk≥ady sterowania ˆ1 − x2ˆ3 + x22ˆ5, x2 ⊗ e1 − 13x32 ⊗ e2 + x4 ⊗ e3 + (x1x2 + x3)⊗ e4 Ê12

∑2
–=1 a–(t)X– ˆ

x4 x1 ⊗ e1 + x5 ⊗ e2 − 13x31 ⊗ e3 − x21 ⊗ e4 Ê25

ˆ5
1
2x
2
2 ⊗ e2 − 12x21 ⊗ e3 − x1 ⊗ e4 Ê13

ˆ2 + x1ˆ3 + x21ˆx4 −x1 ⊗ e3 Ê13 + x1Ê12
ˆ3 + x1ˆx4 − x2ˆ5 −x2 ⊗ e2

Równania dyfuzji 4x21ˆ1 + 4x1x2ˆ2 + x22ˆ3, (4x1x3 − 8x21x23
x

2
2
− x222 )⊗ e1 + (x1 − 4x21x3

x

2
2
)⊗ e2 Ê23

x2
+ 4x23Ê12

x

3
2
− 4x3Ê13

x

2
2

∑3
–=1 a–(t)X–, 2x1ˆ1 + x2ˆ2 −2x23

x

2
2
⊗ e1 − 4x3

x

2
2
⊗ e2 − 4Ê13

x

2
2
+ 8x3Ê12

x

3
2
.

ˆ1 (x3 − 4x1x23
x

2
2
)⊗ e1 − 8x1x3

x

2
2
⊗ e2

Uk≥ady Lotka-Volterra ∑5
i=1 xiˆi (x1+x2

x1−x2 + x3+x4x3−x4 )⊗ e1 + (x1+x2x1−x2 + x3+x5x3−x5 )⊗ e2 Ê12(x1−x2)2 + Ê34(x3−x4)2
a(t)X1 + b(t)X2, (x1+x2

x1−x2 + x4+x5x4−x5 )⊗ e3 + (x1+x3x1−x3 + x4+x5x4−x5 )⊗ e4 Ê12(x1−x2)2 + Ê35(x3−x5)2
∑5
i=1 x2i ˆi � x1x2

x1−x2 + x3x4x3−x4 �⊗ e1 + � x1x2x1−x2 + x3x5x3−x5 �⊗ e2 Ê12(x1−x2)2 + Ê45(x4−x5)2
� x1x2
x1−x2 + x4x5x4−x5 �⊗ e3 + � x1x3x1−x3 + x4x5x4−x5 �⊗ e4 Ê13(x1−x3)2 + Ê45(x4−x5)2
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4.3. Struktura k-symplektyczna Liego–Hamiltonowska. Kaøda struktura
k-symplektyczna jest stowarzyszona z wieloma róønymi algebrami Liego funkcji, które grajπ
istotnπ rolÍ w badaniu uk≥adu. Rozpatrzmy znowu równanie Schwarza pierwszego rzÍdu (3.2). Pola
wektorowe Y1, Y2, Y3 postaci (3.3) sπ Hamiltonowskie wzglÍdem struktur presymplektycznych Ê1
and Ê2. W≥aúnie, na mocy (4.2) wynika, øe pola wektorowe Y1, Y2, Y3 majπ funkcje Hamiltonowskie

h

1
1 =
2
v

, h

2
1 =
a

v

2 , h

3
1 =
a

2

2v3
, (4.7)

i

h

1
2 = −
4x
v

, h

2
2 = 2 −

2ax
v

2 , h
3
2 = �
2a
v

− a
2
x

v

3 � , (4.8)

wzglÍdem form presymplektycznych Ê1 i Ê2 postaci (4.1), odpowiednio. Dodatkowo,

�
h

1
i

, h

2
i

�
Ê

i

= −h1
i

,

�
h

1
i

, h

3
i

�
Ê

i

= −2h2
i

,

�
h

2
i

, h

3
i

�
Ê

i

= −h3
i

, i = 1,2.
Zatem, funkcje h–

i

, gdzie – = 1,2,3 i dla ustalonego i, generujπ algebrÍ Liego skoÒczonego
wymiaru funkcji izomorficznej do sl(2). To samo robiπ funkcje h–1 +h–2 , dla – = 1,2,3, i w ogólnoúci
kaøda liniowa kombinacja µ1h–1 + µ2h–2 , dla ustalonego (µ1, µ2) ∈ R2�{(0,0)}.
Rozpatrzmy przestrzeÒ C∞() funkcji –Hamiltonowskich ze wzglÍdu na strukturÍ

dwu-symplektycznπ (Ê1,Ê2). Na mocy (4.2) funkcje
h

– ∶= h–1 ⊗ e1 + h–2 ⊗ e2,
dla – = 1,2,3, generujπ algebrÍ Liego skoÒczonego wymiaru wzglÍdem nawiasu Liego (4.4).
Zatem, kaødy X3KS

t

jest polem wektorowym –Hamiltonowskim dla funkcji –Hamiltonowskiej

h

3KS
t

= (h31 + b1(t)h11)⊗ e1 + (h32 + b1(t)h12)⊗ e2.
Skoro za≥oøyliúmy, øe b1(t) nie jest sta≥π, przestrzeÒ Lie({h3KS

t

}
t∈R,{⋅, ⋅}) jest algebrπ Liego

izomorficznπ do sl(2). Podobnie, kaødy uk≥ad w Tabeli 5 moøna stowarzyszyÊ z funkcjπ
-Hamiltonowskπ zaleønπ od t postaci ∑k

–=1 a–(t)h–. To uzasadnia zdefiniowanie nastÍpujπcych
pojÍÊ i ilustruje istotnoúÊ Twierdzenia 4.20, które ≥πczy kaødy uk≥ad Liego k-symplektyczny z funkcjπ
-Hamiltonowskπ zaleønπ od t.

DEFINICJA 4.18. ([LV.H1, Definicja 7.1]) Struktura k-symplektyczna Liego–Hamiltonowska
to trójka (N,, h), gdzie (N,) jest rozmaitoúciπ polisymplektycznπ i h to t-parametryczna rodzina
funkcji –Hamiltonowskich h

t

∶N → Rk takich, øe Lie({h
t

}
t∈R,{⋅, ⋅}) jest algebrπ Liego skoÒczonego

wymiaru.

DEFINICJA 4.19. ([LV.H1, Definicja 7.2]) Mówi siÍ, øe pole wektorowe X zaleøne od t
posiada strukturÍ k-symplektycznπ Liego-Hamiltonowskπ (N,, h) jeúli B(ht) = −Xt, dla kaødego
t ∈ R.
TWIERDZENIE 4.20. ([LV.H1, Twierdzenie 7.3]) Uk≥ad X posiada strukturÍ

k–symplektycznπ Liego-Hamiltonowskπ wtedy i tylko wtedy, gdy X jest uk≥adem Liego
k-symplektycznym.

4.4. Ogólne w≥aúciwoúci uk≥adów k-symplektycznych. Omówmy teraz niektóre
w≥aúciwoúci uk≥adów Liego k-symplektycznych, które opisa≥em w [LV.H1]. Dodatkowo, pokaøÍ jak
korzystaÊ z indukowanych algebr Poissona, aby obliczyÊ sta≥e ruchu zaleøne od t dla uk≥adów Liego
k-symplektycznych.
Podobnie jak dla kaødego uk≥adu Liego, ogólne rozwiπzanie x(t) uk≥adu Liego

k–symplektycznego na N moøna napisaÊ w postaci x(t) = Ï(g(t), x0), gdzie x0 ∈ N i Ï∶G ×N → N
jest dzia≥aniem grupy Liego. Jeøeli G jest spójna, kaøda krzywa ḡ(t) w G daje poczπtek
zamianie zmiennych zaleønych od t przekszta≥cajπcej uk≥ad Liego X przyjmujπcy wartoúci w
algebrze Liego V X w uk≥ad Liego Y , którego ogólne rozwiπzanie ma postaÊ y(t) = Ï(ḡ(t), x(t)),
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przyjmujπce wartoúci w tej samej algebrze Liego V X [CGL09, CRG]. Jeøeli X jest uk≥adem
Liego k–symplektycznym, to V X sk≥ada siÍ z pól wektorowych k–Hamiltonowskich wzglÍdem
struktury k–symplektycznej. Skoro pola wektorowe {Y

t

}
t∈R naleøπ takøe do V X , to sπ one polami

wektorowymi k-Hamiltonowskimi i Y jest uk≥adem Liego k–symplektycznym.
Kaøde szczególne rozwiπzanie uk≥adu Liego X jest zawarte w orbicie S dzia≥ania Ï. Wówczas,

moøna zdefniowaÊ obciÍcie X �
S

uk≥adu X do kaødej orbity S. Zatem, ca≥kowanie kaødego uk≥adu
Liego X moøna zredukowaÊ do ca≥kowania jego obciÍÊ do kaødej orbity Ï, które sπ takøe uk≥adami
Liego. Jeøeli X jest uk≥adem Liego k-symplektycznym, to interesujπcym bÍdzie sprawdzenie
czy X �

S

jest znowu uk≥adem Liego k-symplektycznym. To wymaga analizy podrozmaitoúci
l–symplektycznych (l ≤ k) rozmaitoúci k–symplektycznej (N,Ê1, . . . ,Ê

k

), które zosta≥y wymyúlone
przez S. Vilariño i M. de León w [LV13].

DEFINICJA 4.21. Niech (N,Ê1, . . . ,Ê
k

) bÍdzie rozmaitoúciπ k-symplektycznπ.
PodrozmaitoúÊ S ⊂ N jest podrozmaitoúciπ l–symplektycznπ wzglÍdem (N,Ê1, . . . ,Ê

k

), (l ≤ k)
jeøeli dimS = n

l

(l + 1) dla liczby ca≥kowitej n
l

i

(T
p

S)⊥,l ∩ T
p

S = {0}, ∀p ∈ S, (4.9)

gdzie (T
p

S)⊥,l jest l–th ortogonalnym dope≥nieniem T
p

S ze wzglÍdu na strukturÍ k-symplektycznπ
(N,Ê1, . . . ,Ê

k

), tj. T
p

S

⊥,l ∶= {v ∈ T
p

N ∶ Ê1(v,w) = . . . = Ê
l

(v,w) = 0,∀w ∈ T
p

S}.

Warunek (4.9) jest równowaøny warunkowi �l
i=1(TpS)⊥i ∩ TpS = {0},∀p ∈ S,gdzie (TpS)⊥i jest

presymplektycznym anihilatorem T
p

S, tj. T
p

S

⊥
i = {v ∈ T

p

N ∶ Ê
i

(v,w) = 0,∀w ∈ T
p

S}. Jeøeli
podrozmaitoúÊ S ⊂ M jest wyposaøona w strukturÍ l–symplektycznπ (ÿ∗Ê1, . . . , ÿ∗Ê

l

) dla l < k,
to dla kaødego l′ takiej, øe l ≤ l′ ≤ k (powinien istnieÊ n

l

′ taki, øe dimS = n
l

′(l′+1)), (ÿ∗Ê1, . . . , ÿ∗Ê
l

′)
jest strukturπ l′–symplektycznπ na S. W rezultacie otrzymujemy nastÍpujπcy wynik.
STWIERDZENIE 4.22. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.4]) Niech (Ê1, . . . ,Ê

k

) bÍdzie
k-symplektycznπ strukturπ na N i niech X bÍdzie uk≥adem Liego k–symplektycznym wzglÍdem tej
struktury. Jeøeli S jest podrozmaitoúciπ l–symplektycznπ takπ, øe DX ⊂ TS, to obciÍcie X do S jest
uk≥adem Liego l–symplektycznym.

STWIERDZENIE 4.23. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.5]) Niech X bÍdzie k–symplektycznym
uk≥adem Liego na N posiadajπcym strukturÍ k-symplektycznπ Liego–Hamiltonowskπ (N,, h). Dla
kaødego ◊ ∈ (Rk)∗, przestrzeÒ IX

◊

sta≥ych ruchu niezaleønych od t i dozwolonych wzglÍdem 
◊

jest
algebrπ Poissona ze wzglÍdu na nawias Poissona {⋅, ⋅}

◊

indukowany przez 
◊

.

STWIERDZENIE 4.24. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.6]) Niech X bÍdzie uk≥adem Liego
k–symplektycznym na N posiadajπcym strukturÍ k-symplektycznπ Liego–Hamiltonowskπ (N,, h).
Dla kaødego ◊ ∈ (Rk)∗, funkcja f ∶ N → R jest sta≥π ruchu X dozwolonπ wzglÍdem 

◊

wtedy i tylko
wtedy, gdy f komutuje (wzglÍdem nawiasu Poissona) z kaødym elementem kaødej algebry Liego
„

◊

(Lie({h
t

}
t∈R,{⋅, ⋅})).

Kaødy uk≥ad autonomiczny Hamiltonowski jest uk≥adem Liego k–symplektycznym wzglÍdem
formy symplektycznej Ê. Posiada teø strukturÍ k-symplektycznπ Liego–Hamiltonowskπ (N,, h),
gdzie h jest funkcjπ Hamiltonowskπ niezaleønπ od t. Zatem, poprzednie stwierdzenie pokazuje, øe
ca≥ki pierwsze niezaleøne od t dla uk≥adu Hamiltonowskiego sπ tymi funkcjami komutujπcymi z h,
co pozwala nam uzyskaÊ dobrze znany wynik z mechaniki Hamiltonowskiej.

4.5. Diagonalna prolongacja uk≥adów Liego k-symplektycznych. Teraz przedstawiÍ
swoje wyniki dotyczπce zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ dla uk≥adów Liego k-symplektycznych. Krótko
mówiπc, struktura k-symplektyczna stowarzyszona z takimi uk≥adami pozwala nam obliczyÊ zasady
sk≥adaÒ rozwiπzaÒ o wiele ≥atwiej niø za pomocπ struktur symplektycznych czy Diraca. Nasz
podstawowy wynik jest nastÍpujπcy:
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STWIERDZENIE 4.25. ([LV.H1, Stwierdzenie 9.1]) Jeúli X jest uk≥adem Liego
k–symplektycznym wzglÍdem (Ê1, . . . ,Ê

k

), to X̃[m] jest uk≥adem Liego k–symplektycznym ze wzglÍdu
na (Ê[m]1 , . . . ,Ê[m]

k

).

Zobrazujmy teraz poprzednie pojÍcie za pomocπ godnego uwagi przyk≥adu, który znalaz≥em
i zbada≥em wspólnie z moimi wspó≥pracownikami w [LV.H1]. Rozpatrzmy znowu równanie
Schwarza (3.1) jako uk≥ad równaÒ róøniczkowych pierwszego rzÍdu. W pracach [CGL.H6, LS13]
obliczy≥em z moimi wspó≥pracownikami zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ dla tych równaÒ rozwiπzujπc
uk≥ad równaÒ czπstkowych chcπc znaleüÊ trzy ca≥ki ruchu niezaleøne od t i funkcjonalnie niezaleøne
dla diagonalnych prolongacji (3.2) doO[2]2 . Aby pokazaÊ ich zalety, obliczmy teraz te ca≥ki za pomocπ
struktur k-symplektycznych.
Równania Schwarza posiadajπ algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych

k-symplektycznych wzglÍdem struktury dwu-symplektycznej (Ê1,Ê2) na O2 przybierajπc postaÊ
(4.1). Stwierdzenie 4.25 zapewnia, øe diagonalne przed≥uøenie do O[2]2 , tj. formy presymplektyczne

Ê

[2]
1 =

2
�
i=1
dv(i) ∧ da(i)
v(i) , Ê

[2]
2 = −

2
�
i=1
2
v

3(i)
(x(i)dv(i) ∧ da(i) + v(i)da(i) ∧ dx(i) + a(i)dx(i) ∧ dv(i)),

dajπ poczπtek dla struktury dwu-symplektycznej na O[2]2 . Jπdra majπ postaÊ

kerÊ[2]1 = � ˆ
ˆx(1) ,

ˆ

ˆx(2) � , kerÊ[2]2 =
2
�
i=1 �x(i)

ˆ

ˆx(i) + v(i)
ˆ

ˆv(i) + a(i)
ˆ

ˆa(i) � .

Oba jπdra majπ przeciÍcie równe zero.
Przypominamy, øe jeøeli dana jest forma polisymplektyczna  ∶= ∑k

i=1 Êi⊗ei na N , jej diagonalna
prolongacja do Nm jest formπ polisymplektycznπ [m] = ∑k

i=1 Ê[m]
i

⊗ ei. Korzystajπc z (4.2)
otrzymamy, øe funkcje k–Hamiltonowskie dla diagonalnych prolongacji pól wektorowych (3.3) do
(O2)2 majπ postaÊ

h

1,[2] =
2
�
i=1�

2
v(i) ⊗ e

1 −
4x(i)
v(i) ⊗ e

2� , h

2,[2] =
2
�
i=1
������

a(i)
v

2(i)
⊗ e1 +

�
�
2 −
2a(i)x(i)
v

2(i)
�
�
⊗ e2
������

i

h

3,[2] =
2
�
i=1
������

a

2(i)
2v3(i)

⊗ e1 +
�
�
2a(i)
v(i) −

a

2(i)x(i)
v

3(i)
�
�
⊗ e2
������
.

Wówczas

�h1,[2], h2,[2]�
[2] = h

1,[2]
, �h1,[2], h3,[2]�

[2] = 2h
2,[2]
, �h2,[2], h3,[2]�

[2] = h
3,[2]
.

Z tego wynika, øe te funkcje generujπ algebrÍ Liego izomorficznπ do sl(2). NastÍpnie, korzystamy z
indukowanych algebr Liego, aby znaleüÊ kilka sta≥ych ruchu niezaleønych od t tych uk≥adów.
Forma polisymplektyczna [2] pozwala nam zdefiniowaÊ kilka struktur presymplektycznych

[2]
›

∶= �[2], ›�, dla dowolnego › ∈ (R2)∗. Na przyk≥ad, niech {◊1, ◊2} bÍdzie bazπ dualnπ dla
{e1, e2}. Otrzymamy wtedy, øe


›1 ∶= �[2], ◊1� = Ê[2]1 , 

›2 ∶= �[2], ◊2� = Ê[2]2 .
Na mocy Stwierdzenia 4.17, Hamiltonowskie funkcje (h1,[2])

›

, (h2,[2])
›

, (h3,[2])
›

, dla kaødego › ∈
(R2)∗, rozpinajπ algebrÍ Liego W takπ, øe sl(2) jest rozszerzeniem tych algebr Liego. Skoro sl(2)
jest prosta, W jest izomorficzna do sl(2) lub zero.
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JeøeliW jest izomorficzna do sl(2), to udowodni≥em w [CGL.H6, BCHL.H7], øe {C
›

, (h
i

)
›

}
›

=
0, gdzie i = 1,2,3, nawias {⋅, ⋅}

›

to nawias Poissona dozwolonych funkcji ze wzglÍdu na [2]
›

i

C

›

= (h1,[2])
›

(h3,[2])
›

− (h2,[2])2
›

.

Warto podkreúliÊ, øe C
›

moøna obliczyÊ za pomocπ elementu Casimira dla algebry Liego
izomorficznej do sl(2) i indukowanej przez h1,[2], h2,[2], h3,[2]. Dodatkowo, C

›

jest sta≥π ruchu
niezaleønπ od t dla diagonalnej prolongacji X̃[2]3KS . Ogólniej, podobnπ procedurÍ moøna zastosowaÊ
w innych algebrach Liego funkcji stowarzyszonych z uk≥adami Liego k-symplektycznymi. Piszπc
› ∶= ⁄1◊1 + ⁄2◊2, gdzie ⁄1,⁄2 ∈ R, otrzymamy C

›

= ⁄21C›1 + ⁄22C›2 + ⁄1⁄2F›1›2 , gdzie C›1 , C›2 i F›1›2
sπ ca≥kami ruchu postaci

C

›1 = (h1,[2])›1(h3,[2])›1 − (h2,[2])2›1 =
(a2v1 − a1v2)2
v

3
1v
3
2

,

C

›2 = (h1,[2])›2(h3,[2])›2 − (h2,[2])2›2 = −4�−x1x2 +
2v1v2(v1x2 − v2x1)
a1v2 − v1a2

� (a2v1 − a1v2)
2

v

3
1v
3
2

− 42,

F

›1›2 = (h1,[2])›1(h3,[2])›2 + (h3,[2])›1(h1,[2])›2 − 2(h2,[2])›2(h2,[2])›1
= −2(a2v1 − v2a1)

2

v

3
1v
3
2

�x1 + x2 −
2v1v2(v1 − v2)
a1v2 − v1a2

� .

Skoro kaøda C
›

jest sta≥π ruchu niezaleønπ od t, to sta≥e ruchu C
›2 , F›1›2 pozwalajπ nam

zdefiniowaÊ nowe, prostsze sta≥e ruchu niezaleøne od t postaci

F1 = x1x2 −
2v1v2(v1x2 − v2x1)
a1v2 − v1a2

, F3 = x1 + x2 −
2v1v2(v1 − v2)
a1v2 − v1a2

,

F4 =
�
F

2
3 − 4F1 +

16
C

›1

= x1 − x2 −
2v1v2(v1 + v2)
a1v2 − v1a2

.

Sta≥e ruchu niezaleøne od t postaci C
›2 , F3 i F4 zosta≥y wykorzystane w [CGL.H6, LS13],

aby obliczyÊ zasadÍ sk≥adaÒ rozwiπzaÒ dla równaÒ Schwarza pierwszego rzÍdu. W tych pracach,
C

›2 , F3, F4 zosta≥y obliczone za pomocπ róønych metod geometrycznych. W [LS13] te funkcje
uzyskano za pomocπ metody charakterystyki, co wymaga≥o duøo nietrywialnych obliczeÒ. W
[CGL.H6], techniki wymyúlone dla uk≥adów Liego-Diraca pozwali≥y nam uzyskaÊ F1 i C

›2 .
Natomiast, F4 zosta≥a obliczona za poúrednictwem symetrii Liego naszego uk≥adu. C

›2 , F3, F4
pojawiajπ siÍ jednoczeúnie ze struktury k-symplektycznej dla równaÒ Schwarza. To kluczowy punkt
dla przydatnoúci tego podejúcia do obliczenia zasad sk≥adaÒ rozwiπzaÒ. Struktura k-symplektyczna
dostarcza nam wiÍcej technik, aby badaÊ w≥aúciwoúci uk≥adów Liego k-symplektycznych niø uk≥ady
Liego-Diraca. Moje techniki zosta≥y wykorzystane w [LTV.H4] dla uzyskania zasad sk≥adaÒ
rozwiπzaÒ dla równaÒ dyfuzji za pomocπ uk≥adów Liego k-symplektycznych.

5. Uk≥ady Liego-Jacobiego

Zdefiniujmy teraz uk≥ady Liego-Jacobiego jako uk≥ady Liego posiadajπce algebrÍ Liego
Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktury rozmaitoúci Jacobiego
[Ki76, IV, Li77]. RozmaitoúÊ Jacobiego to trójka (N,Ë,R), gdzie Ë to pole biwektorowe naN i R to
pole wektorowe na N , tzw. pole wektorowe Reeba, spe≥niajπce [Ë,Ë]

SN

= 2R∧Ë i [R,Ë]
SN

= 0. Pole
wektorowe X na N jest Hamiltonowskie wzglÍdem rozmaitoúci Jacobiego (N,Ë,R) jeøeli istnieje
funkcja f ∈ C∞(N) taka, øe

X = [Ë, f]
SN

+ fR = Ë̂(df) + fR.
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Zatem, f jest funkcjπ Hamiltonowskπ pola wektorowego X i napiszemy X = X
f

. Mówi siÍ, øe f
to dobra funkcja Hamiltonowska i X

f

to dobre pole wektorowe Hamiltonowskie jeøeli f jest ca≥kπ
pierwszπ pola wektorowego Reeba [HL.H5, Definicja 3.5].
PrzestrzeÒ Ham(N,Ë,R) pól wektorowych Hamiltonowskich ze wzglÍdu na (N,Ë,R) to algebra

Liego wzglÍdem standardowego nawiasu Liego pól wektorowych. Dodatkowo, rozmaitoúÊ Jacobiego
pozwala nam zdefiniowaÊ nawias Liego na C∞(N) postaci

{f, g}Ë,R = Ë(df,dg) + fRg − gRf.
Ten nawias Liego stanowi nawias Poissona jeøeli R = 0. Dodatkowo, morfizm „Ë,R ∶ f ∈ C∞(N) �
X

f

∈ Ham(N,Ë,R) jest morfizmem algebr Liego. Warto podkreúliÊ, øe ten morfizm nie jest
koniecznie injektywny.
Podobnie jak w poprzednich sekcjach doszed≥em do wniosku, øe warto wprowadziÊ nastÍpujπcπ

definicjÍ.

DEFINICJA 5.1. ([HL.H5, Definicja 4.1]) Uk≥ad Jacobiego–Liego (N,Ë,R,X) sk≥ada siÍ z
rozmaitoúci Jacobiego (N,Ë,R) i uk≥adu Liego X spe≥niajπcego V X ⊂ Ham(N,Ë,R).
PRZYK£AD 5.2. ([HL.H5, Przyk≥ad 4.3]) Rozpatrzmy grupÍ Liego G ∶= SL(2) macierz 2×2

o wspó≥czynnikach rzeczywistych –,—,“, ” spe≥niajπcych –” − —“ = 1. Blisko elementu neutralnego
funkcje {–,—,“} tworzπ lokalny uk≥ad wspó≥rzÍdnych G. Pola wektorowe

X

R

1 = –ˆ– + —ˆ— − “ˆ“ , X

R

2 = “ˆ– +
1 + —“
–

ˆ

—

, X

R

3 = –ˆ“
tworzπ bazÍ pól wektorowych prawo-niezmienniczych na G. Definiujπc

ËG ∶= –—ˆ– ∧ ˆ— − (1 + —“)ˆ— ∧ ˆ“ , RG ∶= –ˆ– − —ˆ— + “ˆ“ , (5.1)

otrzymamy, øe [ËG,ËG]SN = −2–ˆ– ∧ ˆ— ∧ ˆ“ = 2RG ∧ËG i [RG,ËG]SN = 0. Zatem (G,ËG,RG) jest
rozmaitoúciπ Jacobiego. Rozpatrzmy teraz uk≥ad na G postaci dGdt = ∑3i=1 bi(t)XRi (G), G ∈ G, dla
dowolnych funkcji b

i

(t) zaleønych od t. Poniewaø XG = ∑3
i=1 bi(t)XR

i

przyjmuje wartoúci w algebrze
Liego V G = �XR1 ,XR2 ,XR3 �, uk≥ad XG jest uk≥adem Liego. Uk≥ad XG pojawia siÍ w analizie równaÒ
Briosche–Darbouxa–Halphena, Kummera-Schwarza, Milnego–Pinneya, itp. [CGL.H6, EHL.PH1,
CL.PH12].
Dodatkowo, (G,ËG,RG,X

G) jest uk≥adem Liego-Jacobiego. Rzeczywiúcie, XR1 ,X
R

2 ,X
R

3
sπ polami wektorowymi Hamiltonowskimi wzglÍdem (G,ËG,RG) z dobrymi funkcjami
Hamiltonowskimi

h1 = 1 + 2—“, h2 =
“

–

(1 + —“), h3 = −—–. (5.2)

Takie funkcje sπ pierwszymi ca≥kami XR1 ,X
R

2 ,X
R

3 , odpowiednio, i RG. To pozwala nam skorzystaÊ
z XR

i

+ dh
i

z i = 1,2,3, i RG, aby zgenerowaÊ podwiπzkÍ LG w TG ⊕G T ∗G stanowiπcπ strukturÍ
Diraca na G [Co90]. Pola wektorowe XR1 ,XR2 ,XR3 sπ Hamiltonowskie wzglÍdem LG i dajπ poczπtek
dla uk≥adu Liego–Diraca (G, LG,XG) [CGL.H6].
5.1. Struktury Jacobiego–Liego–Hamiltonowskie. Podobnie jak w przypadku uk≥adów

Liego posiadajπcych algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem
innych struktur geometrycznych, uk≥ady Liego-Jacobiego moøna zbadaÊ za pomocπ funkcji
Hamiltonowskich zaleønych od t ze wzglÍdu na rozmaitoúci Jacobiego.

DEFINICJA 5.3. ([HL.H5, Definicja 5.1]) Struktura Jacobiego-Liego-Hamiltonowska to
czwórka (N,Ë,R, h), gdzie (N,Ë,R) to rozmaitoúÊ Jacobiego i h ∶ (t, x) ∈ R × N � h

t

(x) ∈ N
to funkcja zaleøna od t taka, øe Lie({h

t

}
t∈R,{⋅, ⋅}Ë,R) jest skoÒczenie wymiarowa. Niech dany bÍdzie

uk≥ad X na N . Mówimy, øe X posiada strukturÍ Jacobiego-Liego-Hamiltonowskπ (N,Ë,R, h) jeøeli
X

t

jest polem wektorowym Hamiltonowskim z funkcjπ Hamiltonowskπ h
t

(wzglÍdem (N,Ë,R)) dla
kaødego t ∈ R.
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PRZYK£AD 5.4. ([HL.H5, Przyk≥ad 5.3]) WzglÍdem nawiasu Liego indukowanego przez
(G,ËG,RG) podanego w (5.1), funkcje (5.2) spe≥niajπ, øe

{h1, h2}ËG,RG = −2h2, {h1, h3}ËG,RG = 2h3, {h2, h3}ËG,RG = −h1.

Zatem, (G,ËG,RG, h ∶= ∑3
i=1 bi(t)hi) jest strukturπ Liego-Jacobiego-Hamiltonowskπ dla XG.

Analogicznie Twierdzenia 2.5, 3.3, 4.20 dla uk≥adów Jacobiego–Liego zosta≥y opisane w [HL.H5]
i wyglπdajπ nastÍpujπco.

TWIERDZENIE 5.5. ([HL.H5, Twierdzenie 5.4]) Jeøeli (N,Ë,R, h) jest strukturπ
Liego-Jacobiego–Hamiltonowskπ, to uk≥ad X postaci X

t

∶= X
h

t

, ∀t ∈ R, daje poczπtek dla uk≥adu
Liego-Jacobiego (N,Ë,R,X). Jeøeli X jest uk≥adem Liego i {X

t

}
t∈R sπ polami wektorowymi

Hamiltonowskimi, to X posiada strukturÍ Liego-Jacobiego–Hamiltonowskπ.

Struktury Liego-Jacobiego–Hamiltonowskie moøna zastosowaÊ w analizie uk≥adów
Jacobiego–Liego.

STWIERDZENIE 5.6. ([HL.H5, Stwierdzenie 1]) Niech (N,Ë,R,X) bÍdzie uk≥adem
Jacobiego–Liego posiadajπcym strukturÍ Jacobiego–Liego–Hamiltonowskπ (N,Ë,R, h) dobrych
funkcji Hamiltonowskich {h

t

}
t∈R. Wtedy, f ∈ C∞(N) jest sta≥π ruchu niezaleønπ od t dla X wtedy

i tylko wtedy, gdy f komutuje ze wszystkimi elementami Lie({h
t

}
t∈R,{⋅, ⋅}Ë,R) wzglÍdem {⋅, ⋅}Ë,R.

PRZYK£AD 5.7. ([HL.H5, Przyk≥ad 5.5]) Rozpatrzmy znowu funkcje h1, h2, h3 opisane
w (5.2) i rozmaitoúÊ Jacobiego (G,ËG,RG), gdzie ËG i RG majπ postaÊ (5.1). Wtedy, {h21 +
4h2h3, hi}ËG,RG = 0 dla i = 1,2,3. Zatem, C = h21 + 4h2h3 jest sta≥π ruchu dla XG.

5.2. Uk≥ady Liego-Jacobiego na rozmaitoúciach nisko-wymiarowych. Ta czÍúÊ pracy
stanowi podsumowanie moich wyników w zakresie klasyfikacji skoÒczenie wymiarowych algebr Liego
pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem struktur Jacobiego na R i R2 znalezionej w [HL.H5].
Tabela 6 podsumowuje mojπ klasyfikacjÍ.
Udowodni≥em w [HL.H5], øe równania Riccatiego (1.2) prowadzπ do uk≥adu Liego-Jacobiego

(R,Ë = 0,R = ˆ
x1).

Rzeczywiúcie, elementy bazy X1,X2,X3 ∈ V algebry Liego Vessiota-Guldberga dla (1.2)
posiadajπ funkcje Hamiltonowskie h1 ∶= 1, h2 ∶= x1, h3 ∶= x21. Wówczas, (R,Ë = 0,R = ˆx1 , a0(t)X1 +
a1(t)X2 + a2(t)X3) to uk≥ad Liego-Jacobiego. Skoro kaødy uk≥ad Liego na R moøna sprowadziÊ do
tej postaci za pomocπ lokalnego dyfeomorfizmu na R [GKO92, Lie1880, LS], kaødy uk≥ad Liego
na R moøna zrozumieÊ jako uk≥ad Liego-Jacobiego.
Sklasyfikujmy uk≥ady Liego-Jacobiego postaci (R2,Ë,R,X), gdzie moøemy za≥oøyÊ, øe Ë i R

sπ lokalnie równe albo róøne od zera. Istnieje tylko jeden uk≥ad Liego-Jacobiego z Ë = 0 i R = 0:
(R2,Ë = 0,R = 0,X = 0).
Uk≥ady Liego-Jacobiego postaci (R2,Ë ≠ 0,R = 0) sπ uk≥adami Liego-Hamiltona, których algebry

Vessiota–Guldberga zosta≥y obliczone w [BHL.H3]. W Tabeli 4 oznaczamy takie przypadki literπ
P (Poisson). Uk≥ad Liego-Jacobiego (R2,Ë = 0,R ≠ 0,X) jest taki, øe jeøeli Y ∈ V X , to Y = fR dla
pewnego f ∈ C∞(R2). Przypadki tego typu moøna wprost obliczyÊ za pomocπ danych podanych w
Tabeli 6. Oznaczamy takie przypadki skrótem (0,R) w ostatniej kolumnie.
Stwierdzenia 5.8 i 5.9 poniøej pokazujπ, øe algebry Liego Vessiota-Guldberga w Tabeli 6, które nie

podpadajπ pod wymienione kategorie nie sπ algebrami Liego Vessiota–Guldbega pól wektorowych
Hamiltonowskich ze wzglÍdu na øadnπ rozmaitoúÊ Jacobiego postaci (R2,Ë ≠ 0,R ≠ 0). Wówczas,
kaødy uk≥ad Liego-Jacobiego (R2,Ë,R,X) posiada algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga naleøπcπ do
jednej z klas danych w Tabeli 62.

2Aby wykluczyÊ P1 z – ≠ 0 i I17, trzeba zastosowaÊ ideÍ dowodu Stwierdzenia 5.9
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Tabela 6. Algebry Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich na R2 wzglÍdem
rozmaitoúci Jacobiego (patrz [HL.H5]). P oznacza Poissona. Funkcje 1, ›1(x), . . . , ›r(x) sπ liniowo
niezaleøne i ÷1(x), . . . ,÷r(x) tworzπ bazÍ rozwiπzaÒ dla drf�dxr = ∑r−1

–=0 c–d–f�dx–, c– ∈ R.

# Algebra Liego Baza pól wektorowych X
i

Uk≥ad Liego-Jacobiego

P1 A

–

� R �R2 ˆ

x

,ˆ

y

,–(xˆ
x

+ yˆ
y

) + yˆ
x

− xˆ
y

, – ≥ 0 (– = 0) P
P2 sl(2) ˆ

x

, xˆ

x

+ yˆ
y

, (x2 − y2)ˆ
x

+ 2xyˆ
y

P
P3 so(3) yˆ

x

− xˆ
y

, (1 + x2 − y2)ˆ
x

+ 2xyˆ
y

,

2xyˆ
x

+ (1 + y2 − x2)ˆ
y

P
P4 R2 �R2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+ yˆ
y

, yˆ

x

− xˆ
y

Nie
P5 sl(2) �R2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

− yˆ
y

, yˆ

x

, xˆ

y

P
P6 gl(2) �R2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, yˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

Nie
P7 so(3,1) ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+yˆ
y

, yˆ

x

−xˆ
y

, (x2−y2)ˆ
x

+2xyˆ
y

,

2xyˆ
x

+(y2−x2)ˆ
y

Nie
P8 sl(3) ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, yˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

+ xyˆ
y

, xyˆ

x

+ y2ˆ
y

Nie

I1 R ˆ

x

P, (0,ˆ
x

)
I2 h2 ˆ

x

, xˆ

x

P, (0,ˆ
x

)
I3 sl(2) (type I) ˆ

x

, xˆ

x

, x

2
ˆ

x

P, (0,ˆ
x

)
I4 sl(2) (type II) ˆ

x

+ ˆ
y

, xˆ

x

+ yˆ
y

, x

2
ˆ

x

+ y2ˆ
y

P
I5 sl(2) (type III) ˆ

x

,2xˆ
x

+ yˆ
y

, x

2
ˆ

x

+ xyˆ
y

P
I6 gl(2) (type I) ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, x

2
ˆ

x

Nie
I7 gl(2) (type II) ˆ

x

, yˆ

y

, xˆ

x

, x

2
ˆ

x

+ xyˆ
y

Nie
I8 B

–

� R �R2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+ –yˆ
y

, 0 < �–� ≤ 1 (– = −1) P
I9 h2 ⊕ h2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, yˆ

y

Nie
I10 sl(2)⊕ h2 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

Nie
I11 sl(2)⊕ sl(2) ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

, y

2
ˆ

y

Nie
I12 Rr+1 ˆ

y

, ›1(x)ˆy, . . . , ›r(x)ˆy P, (0,ˆ
y

)
I13 R �Rr+1 ˆ

y

, yˆ

y

, ›1(x)ˆy, . . . , ›r(x)ˆy P, (0,ˆ
y

)
I14 R �Rr ˆ

x

,÷1(x)ˆy,÷2(x)ˆy, . . . ,÷r(x)ˆy P
I15 R2 �Rr ˆ

x

, yˆ

y

,÷1(x)ˆy, . . . ,÷r(x)ˆy Nie
I16 Cr

–

� h2 �Rr+1 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+ –yˆy, xˆ
y

, . . . , x

r

ˆ

y

, – ∈ R (– = −1) P
I17 R � (R �Rr) ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+ (ry + xr)ˆ
y

, xˆ

y

, . . . , x

r−1
ˆ

y

Nie
I18 (h2 ⊕R) �Rr+1 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

Nie
I19 sl(2) �Rr+1 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

y

,2xˆ
x

+ ryˆ
y

, x

2
ˆ

x

+ rxyˆ
y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

Nie
I20 gl(2) �Rr+1 ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

, xˆ

y

, yˆ

y

, x

2
ˆ

x

+ rxyˆ
y

, x

2
ˆ

y

, . . . , x

r

ˆ

y

Nie

STWIERDZENIE 5.8. ([HL.H5, Stwierdzenie 2]) Niech V bÍdzie algebrπ Liego
Vessiota-Guldberga na R2 posiadajπcπ X1,X2 ∈ V �{0} takπ, øe [X1,X2] =X1 i X1∧X2 = 0. Zatem V
nie sk≥ada siÍ z pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem øadnej rozmaitoúci Jacobiego (R2,Ë,R)
dla R ≠ 0 i Ë ≠ 0.

STWIERDZENIE 5.9. ([HL.H5, Stwierdzenie 3]) Nie istnieje rozmaitoúÊ Jacobiego na R2
z Ë ≠ 0 i R ≠ 0 taka, øe elementy algebry Liego dyfeomorficznej do V ∶= �ˆ

x

,ˆ

y

, xˆ

x

+ –yˆ
y

� z
– ∉ {0,−1} bÍdπ polami wektorowymi Hamiltonowskimi.

6. Perspektywy dalszych badaÒ

Moja rozprawa habilitacyjna posiada wiele moøliwoúci rozwoju. Obecnie mam w trakcie
recenzowania trzy prace rozbudowujπce dalsze aspekty mojej rozprawy [GL17, CCJL17, LHT17].
Moja poprzednia doktorantka prowadzi dalej badanie zaproponowanych przeze mnie zastosowaÒ
uk≥adów Liego [LS16]. Kontynuujπc moje poprzednie badania pracujÍ teraz nad jeszcze ciekawszymi
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tematami. Dodatkowo moje badania obejmujπ teraz duøo szersze zainteresowania: bialgebry
Liego, grupy kwantowe, døety nieskoÒczonego wymiaru, równania na superrozmaitoúci, równania
stochastyczne, symetrie BRST i ich zastosowania w matematyce i fizyce.
Napisa≥em jeden artyku≥, obecnie w trakcie recenzji [CCJL17], dotyczπcy zastosowaÒ uk≥adów

Liego-Hamiltona i Liego-Diraca w badaniu równaÒ nieautonomicznych Schrödingera. Z tej pracy
wynika, øe uk≥ady kwantowe posiadajπ nieliniowe zasady sk≥adaÒ rozwiπzaÒ zaleønych mniej
od rozwiπzaÒ szczególnych niø standardowych. Ta praca teø dotyczy badania uk≥adów Liego
posiadajπcych algebry Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Kählera.
W drugiej pracy, równieø w trakcie recenzji [GL17] udowodni≥em, øe wszystkie równania

hierachii Riccatiego, które bardzo czÍsto pojawiajπ siÍ w uk≥adach ca≥kowalnych, sπ uk≥adami Liego
posiadajπcymi algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych konforemnych wzglÍdem metryki
Riemannowskiej. Oznacza to, øe moøna skorzystaÊ z metod Winternitza, aby znaleüÊ ich zasady
sk≥adaÒ rozwiπzaÒ.
Ostatnia praca, bÍdπca obecnie recenzowana [LHT17], pokazuje jak obliczyÊ zasady

sk≥adaÒ rozwiπzaÒ dla uk≥adów Liego-Hamiltona posiadajπcych algebry Vessiota-Guldberga pól
wektorowych Killinga wzglÍdem róønych metryk.
Obecnie rozwijam analog redukcji Marsdena–Weinsteina dla pewnych uk≥adów Liego

posiadajπcych algebrÍ Liego Vessiota-Guldberga pól wektorowych Hamiltonowskich wzglÍdem
struktury wielosymplektycznej. Dodatkowo, korzystam z bialgebr Liego i grup kwantowych, aby
zbudowaÊ uk≥ady ca≥kowalne, które moøna zinterpretowaÊ jako deformacjÍ kwantowπ uk≥adu
Liego-Hamiltona. W szczególnoúci, pracujÍ z moimi kolegami nad deformacjπ kwantowπ równaÒ
Milnego–Pinneya.



ROZDZIA£ 2

Inne aktywnoúci i osiπgniÍcia naukowe

1. Badania stanowiπce kontynuacjÍ rozprawy doktorskiej

Na etapie podoktorskim równieø bada≥em podstawowe w≥aúciwoúci i zastosowania uk≥adów Liego
bez kompatybilnych geometrycznych struktur. Dodatkowo, szuka≥em uogólnieÒ uk≥adów Liego,
które prowadzi≥yby do analizy nie tylko uk≥adów Liego. NastÍpnie, przedstawiam listÍ artyku≥ów
opublikowanych po doktoracie dotyczπcych omówionych powyøszej tematów.

GHL.PH1. P. Garcia-Estevez, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardón, Lie symmetries for Lie systems:
Applications to systems of ODEs and PDEs, Appl. Math. Comp. 273, 435–452 (2016). IF
= 1.014 (2015), (Q1 - 56/312 w Mathematics), Cytowania = 1(0). Swój wk≥ad oceniam na
15%.

LT.PH2. J. de Lucas, M. Tobolski i S. Vilariño, Geometry of Riccati equations over normed division
algebras, J. Math. Anal. Appl. 440, 394–414 (2016). IF = 1.014 (2015), (Q1 - 56/312 w
Mathematics), Cytowania = 1(1). Swój wk≥ad oceniam na 40%.

CL.PH3. J.F. Cariñena i J. de Lucas, Quasi–Lie families, schemes, invariants and their applications
to Abel equations, J. Math. Anal. Appl. 430, 648–671 (2015). IF = 1.014 (2015), (Q1 -
25/53 w Physics, Mathematical), Cytowania = 0. Swój wk≥ad oceniam na 80%.

CL.PH4. J.F. Cariñena, J. de Lucas i P. Guha, A quasi-Lie schemes approach to the Gambier
equation, SIGMA 9, 026 (2013). IF = 1.299 (2013), (Q2 - 25/55 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 5(4). Swój wk≥ad oceniam na 75%.

GL.PH5. J. Grabowski i J. de Lucas, Mixed superposition rules and the Riccati hierarchy,
J. DiÄerential Equations 254, 179–198 (2013). IF =1.570 (2013), (Q1 - 13/302 w
Mathematics), Cytowania = 6(2). Swój wk≥ad oceniam na 70%.

CL.PH6. J.F. Cariñena, J. de Lucas i J. Grabowski, Superposition rules for higher-order systems
and their applications, J. Phys. A: Math. Theor. 45, 185202 (2012).IF = 1.766 (2012), (Q2
- 13/55 w Physics, Mathematical), Cytowania = 14(4). Swój wk≥ad oceniam na 60%.

CL.PH7. J.F. Cariñena i J. de Lucas, Superposition rules and second-order Riccati equations,
J. Geom. Mech. 3, 1–22 (2011). IF = 0.812, (Q2 - 101/245 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 24(13). Swój wk≥ad oceniam na 75%.

CL.PH8. J.F. Cariñena i J. de Lucas, Integrability of Lie systems through Riccati equations, J. Nonl.
Math. Phys. 18, 29–54 (2011). IF = 0.543 (2011), (Q4 - 47/55 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 5(3). Swój wk≥ad oceniam na 70%.

CL.PH9. J.F. Cariñena, J. de Lucas i M.F. Rañada, A geometric approach to integrability of Abel
diÄerential equations, Int. J. Theor. Phys. 50, 2114–2124 (2011). IF = 0.845 (2011), (Q3
- 48/84 w Physics, Multidisciplinary), Cytowania = 8(3). Swój wk≥ad oceniam na 30%.

CGL.PH10. J.F. Cariñena, J. Grabowski i J. de Lucas, Lie families: theory and applications, J. Phys. A:
Math. Theor. 43, 305201 (2010). IF =1.641 (2010), (Q2 - 17/54 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 6(0). Swój wk≥ad oceniam na 60%.

FL.PH11. R. Flores, J. de Lucas i Y. Vorobiev, Phase splitting for periodic Lie systems, J. Phys A.
43, 205208 (2010). IF = 1.641 (2010), (Q2 - 17/54 w Physics, Mathematical), Cytowania
= 7(1). Swój wk≥ad oceniam na 20%.
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CL.PH12. J.F. Cariñena i J. de Lucas, Lie systems: theory, generalizations, and applications, Diss
Math. 479, 1–169 (2011). IF = 0.214, (Q4 - 279/289 w Mathematics), Cytowania = 28(13).
Swój wk≥ad oceniam na 90%.

AC.PH13. F. Avram, J.F. Cariñena i J. de Lucas, A Lie systems approach for the first passage-time
of piecewise deterministic processes, w: Modern Trends of Controlled Stochastic Processes:
Theory and Applications, Luniver Press, 2010, pp. 144–160. Swój uk≥ad oceniam na 50%.

CL.PH14. J.F. Cariñena, J. de Lucas i M.F. Rañada, Lie systems and integrability conditions for
t-dependent frequency harmonics oscillators, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 7, 289–310
(2010). IF = 1.612, (Q2 - 18/47 w PHYSICS, Mathematical), Cytowania = 5(2) . Swój
wk≥ad oceniam na 60%.

2. Inne badania po uzyskaniu tytu≥u doktora

Bada≥em ogólne w≥aúciwoúci równaÒ róøniczkowych, np. nieskoÒczenie wymiarowy formalizm
døetów, mnoøniki Jacobiego, symetrie nie-lokalne, itp. Zastosowa≥em swoje wyniki w istotnych
uk≥adach fizycznych, np. w oscylatorach nieharmonicznych [CL.PH14].
E1. J.F. Cariñena, J. de Lucas and M.F. Rañada, Jacobi multipliers, non-local symmetries, and
nonlinear oscillators, J. Math. Phys. 56, 063505 (2015). IF = 1.234 (2015), (Q2 - 25/53 w
Physics, Mathematical), Cytowania = 1(1). Swój wk≥ad oceniam na 80%.

E2. P.G. Estevez, M.L. Gandarias and J. de Lucas, Classical Lie symmetries and reductions of
a nonisospectral Lax pair, J. Nonlinear Math. Phys. 18, 51–60 (2011). Swój wk≥ad oceniam
na 30%.

3. Edytor ksiaøek

By≥em edytorem ksiπøki:
Geometry of Jets and Fields - in honour of Professor Janusz Grabowski (eds. K. Grabowska, M.

Jóüwikowski, J. De Lucas i M. Rotkiewicz), Banach Center Publications 18, Vol. 110, Warszawa,
2016.

4. Nagrody i stypendia naukowe

● 2016 - Wyróønienie w uznaniu osiπgniÍÊ wp≥ywajπcych na rozwój oraz prestiø Uniwersytetu
Warszawskiego, Uniwersytet Warszawski.
● 2015 - Nagroda indywidualna trzeciego stopnia, Wydzia≥ Fizyki, Uniwersytet Warszawski.
● 2014 - ZwyciÍzca nagrody ‘Nauczyciel Roku’ na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego (Samorza̧d Spraw Studenckich UW).
● 2013 - Nagroda dydaktyczna, Semestr Letni, Uniwersytet Warszawski.
● 2011 - Stanowiska badawcze dla m≥odych matematyków, IMPAN.
● 2011 - Nagroda ‘Premio Especial de Doctorado de la Universidad de Zaragoza 2009/2010’
za wyróøniajπcπ rozprawÍ doktorskπ przyznana przez Uniwersytet w Saragossie, rok
akademicki 2009/2010.
● 2010 - Stanowiska badawcze dla m≥odych matematyków, IMPAN.
● 2009 - Stanowiska badawcze dla m≥odych matematyków, IMPAN.

5. Inne aktywnoúci naukowe

5.1. D≥ugie pobyty naukowe.
● 6 sierpnia–6 wrzeúnia 2016 r.: Centre Recherches Mathématiques, CRM, Uniwersytet
Montrealski, Kanada.
● 9 sierpnia–6 wrzeúnia 2015 r.: Centre Recherches Mathématiques, CRM, Uniwersytet
Montrealski, Kanada.
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● 28 sierpnia–29 wrzeúnia 2012 r.: Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania.
● 1 paüdziernika–31 grudnia 2011 r.: Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania.

5.2. Krótkie pobyte naukowe (do 3 tygodni).

● École Normale Supérieure, Paris, Francja, luty 2017 r.
● Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, grudzieÒ 2016 r.
● Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania, czerwiec 2015 r.
● Politechnika KataloÒska w Barcelonie, Barcelona, Hiszpania, grudzieÒ 2015 r.
● Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, maj 2012 r.
● Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, wrzesieÒ 2010 r.

5.3. Konferencje i seminaria.

(1) Wyk≥ad: Control Lie systems and applications, Geometry of constraints and control,
IMPAN, Warszawa, Polska, 25–31 paüdziernika 2009 r.

(2) Wyk≥ad: Lie families: theory and applications, IV International Summer School on
Control, Geometry and Mechanics, Uniwersytet w Santiago de Compostela, Santiago
de Compostela, Hiszpania, 5–9 lipca 2010 r.

(3) Plakat: Lie systems: theory, generalizations, and applications., IV International
Summer School on Control, Geometry and Mechanics, Uniwersytet w Santiago
de Compostela, Santiago de Compostela, Hiszpania, 5–9 lipca 2010 r.

(4) Plakat: Superposition rules and second-order Riccati equations, XIX International Fall
Workshop on Geometry and Physics, Uniwersytet w Porto, Porto, Portugalia, 6–9
wrzeúnia 2010 r.

(5) Wyk≥ad na zaproszenie: Teoria y aplicaciones de los sistemas de Lie y los esquemas de
quasi-Lie, Faculty of Mathematics, Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, 22
wrzeúnia, 2010 r.

(6) Wyk≥ad: Geometric structures and superposition rules, Centennial congress of the
Spanish Royal Mathematical Society R.S.M.E. 2011, Ávila, Hiszpania, 1–5 lutego
2011 r.

(7) Wyk≥ad: Lie–Hamilton systems: theory and applications, 5th International Summer
School on Geometry, Mechanics and Control, La Cristalera, Miraflores de la Sierra,
Hiszpania, 4–8 lipca 2011 r.

(8) Wyk≥ad na zaproszenie: Lie–Hamilton systems, Congreso de la Sociedad Matematica
Mexicana, Uniwersytet w San Lúıs de Potośı, San Lúıs de Potośı, Meksyk, 9–14
paüdziernika 2011 r.

(9) Wyk≥ad na zaproszenie: Superposition rules and Lie systems, Uniwersytet w Sonorze,
Hermosillo, Meksyk, 16 paüdziernika 2011 r.

(10) Wyk≥ad na zaproszenie: Superposition rules and Lie systems, Uniwersytet w Salamance,
Salamanka, Hiszpania, 15 maja 2012 r.

(11) Wyk≥ad: Mixed superposition rules: theory and some applications, XXI International
Fall Workshop on Geometry and Physics, Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania,
30 sierpnia–1 wrzeúnia 2012 r.

(12) Wyk≥ad na zaproszenie: Lie-Hamilton systems: theory and applications, Wydzia≥ Fizyki,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 2 wrzeúnia 2012 r.

(13) Wyk≥ad na zaproszenie: Mixed superposition rules: theory and applications, Uniwersytet w
Burgos, Burgos, Hiszpania, 16 paüdziernika 2012 r.

(14) Wyk≥ad: Dirac–Lie systems: theory and applications, Thematic day on Dirac
Structures and Applications, Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania, 1 lutego
2013 r.
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(15) Wyk≥ad: Dirac–Lie systems: theory and applications, I Meeting on Lie systems: theory,
generalisations, and applications, IMPAN, Warszawa, 20–24 maja 2013 r.

(16) Wyk≥ad na zaproszenie: Dirac–Lie systems: theory and applications, XXIII Meeting on
DiÄerential Equations and Applications, Uniwersytet Jaume I, Castellon, Hiszpania,
9–13 wrzeúnia 2013 r.

(17) Wyk≥ad na zaproszenie: Geometric structures and Lie systems: Theory and applications,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 20 grudnia 2013 r.

(18) Wyk≥ad: New trends on Lie systems, II Meeting on Lie systems: theory,
generalisations, and applications, IMPAN, Polska, 22–27 wrzeúnia 2014 r.

(19) Wyk≥ad na zaproszenie: Uk≥ady Liego-Hamiltona: teoria i zastosowania, Uniwersytet
£ódzki, £ód ü, Polska, 24 maja 2015 r.

(20) Wyk≥ad: Geometry and applications of Lie–Hamilton systems on the plane, III Meeting
on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN, Warszawa,
21–26 wrzeúnia 2015 r.

(21) Wyk≥ad na zaproszenie: k-symplectic Lie systems: theory and applications, III Young
researchers conference of the RSME, Uniwersytet w Murcji, Murcja, Hiszpania, 7–11
wrzeúnia 2015 r.

(22) Wyk≥ad: A Lie systems approach to the Riccati hierarchy and PDEs, 50th Sophus Lie
Seminar, Oúrodek badawczo-konferencyjny w BÍdlewie, BÍdlewo, Polska, 26 wrzeúnia–1
paüdziernika 2016 r.

(23) Wyk≥ad na zaproszenie: Applications of Lie systems to Bernoulli-type equations,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 16 grudnia 2016 r.

6. Uczestnictwo w konferencjach, kursach, kongresach

(1) School on Combinatorics and Control, Benasque, Hiszpania, 11–17 kwietnia 2010 r.
(2) XIII Winter Meeting on Geometry, Mechanics and Control Theory, Saragossa,
Hiszpania, 26–27 stycznia 2011 r.

(3) XIII Thematic day on: Classic Field Theory, Saragossa, Hiszpania, 28 stycznia 2011
r.

(4) Geometry of Manifolds and Mathematical Physics, Kraków, Polska, 27 czerwca–1
lipca 2011 r.

(5) III Iberoamerican Meeting on Geometry, Mechanics and Control, Salamanka,
Hiszpania, 3–7 wrzeúnia 2012 r.

(6) XV Winter meeting on Mechanics, Geometry and Control, Saragossa, Hiszpania,
30–31 stycznia 2013 r.

(7) 8th Symposium on Integrable Systems, Wydzia≥ Fizyki i Matematyki Zastosowaniej,
Uniwersytet £ódzki, £ódü, Polska, 3–4 lipca 2015 r.

(8) Quantum Spacetime ’16, Zakopane, Polska, 6–12 lutego 2016 r.
(9) Geometry of Jets and Fields, Oúrodek badawczo-konferencyjny w BÍdlewie, Bȩdlewo,
Polska, 10–16 maja 2016 r.

7. Organizacja konferencji

● I Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 20–24 maja 2013 r.
● II Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 22–27 wrzeúnia 2014 r.
● III Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 21–26 wrzeúnia 2015 r.
● Geometry of Fields and Jets, Oúrodek badawczo-konferencyjny w BÍdlewie, BÍdlewo,
Polska, 10–16 maja 2016 r.
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● 50th Sophus Lie Seminar, Oúrodek badawczo-konferencyjny w BÍdlewie, BÍdlewo,
Polska, 26 wrzeúnia–1 paüdziernika 2016 r.

8. AktywnoúÊ jako recenzent, cz≥onkowstwa, itp.

● Recenzent projektów dla Portuguese Foundation for Science and Technology.
● Recenzent dla J. Phys. A, Adv. Math. Phys., Rep. Math. Phys., J. Dyn. Contr. Systems,
Annals of Physics, Proc. Royal Soc. A, Int. J. Geom. Methods Mod. Physics, Advances in
Mathematical Physics, Symmetry, EPJP i inne.

9. Wspó≥praca miÍdzynarodowa

Wspó≥pracujÍ z naukowcami z Uniwersytetu w Saragossie i Burgos (Hiszpania), Centre
de Recherches Mathématiques Uniwersytetu Montrealskiego (Kanada), Politechniki KataloÒskiej
(Hiszpania), IMPAN (Polska), ICMAT (Hiszpania), Universidad Complutense w Madrycie
(Hiszpania), itd. Dodatkowo poprzednio wspó≥pracowa≥em z innymi naukowcami z S.N. Bose
National Centre for Basic Sciences (India), Uniwersytetu w Hermosillo (Meksyk) i Uniwerstyt w
Pau (Francja).
Bra≥em udzia≥ jako wykonawca w projekcie HARMONIA wspó≥pracy miÍdzynarodowej

pod tytu≥em: “Lie systems: theory, generalizations and applications’. W ramach tego projektu
zorganizowa≥em razem z Prof. Januszem Grabowskim trzy konferencie w Warszawie w ramach
wspó≥pracy miÍdzy Polskπ i Hiszpaniπ.

10. JÍzyki

● hiszpaÒski: jÍzyk ojczysty.
● angielski: poziom zaawansowany.
● polski: poziom zaawansowany.
● francuszki: poziom podstawowy.
● niemiecki: poziom podstawowy.
● rosyjski: poziom podstawowy.
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[CGM00] J.F. Cariñena, J. Grabowski, and G. Marmo. Lie-ScheÄers systems: a geometric approach. Napoli Series
on Physics and Astrophysics. Bibliopolis, Naples, 2000.
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