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Streszczenie

Uktad Liego to nieautonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu,
ktorego ogdlne rozwigzanie mozna napisa¢ jako nieautonomiczna funkcje, tzw. zasada skiadania
rozwigzan, z generycznej rodziny rozwiazan szczegdlnych i zbioru stalych [CL.PH12, PW,
CGMO00, CGMO7]. Istotnymi przykladami ukladéw Liego sa nieautonomiczne uklady réwnan
rézniczkowych liniowych pierwszego rzedu i wigkszosé rodzajéow rownan rézniczkowych Riccatiego,
np. macierzowe i konforemne réwnania Riccatiego [CL.PH12, PW, AW].

Mozna wskazaé¢ dwa podstawowe powody zainteresowania ukladami Liego. Z jednej strony,
analiza tych ukladéw wymaga badania istotnych witadciwosci struktur geometrycznych, takich
jak struktury k-symplektyczne [LV.H1], struktury Diraca [CGL.H6|, odwzorowania momentu
[CGL.H6, CGL.H8], lub skonczenie wymiarowe algebry Liego p6l wektorowych na rozmaitosciach
[BBHL.H2, GKO092|. Z drugiej strony, uklady Liego pojawiaja sie w fizyce, biologii, medycynie,
itd. [BHL.H3]. Skoro uklady Liego nie sa dobrze znane [CL.PH12], ich zastosowania prowadza
do nowatorskich podej$¢ w badaniu starych i nowych probleméw wymienionych pdél badawczych
[LV.H1].

Niniejszy autoreferat opisuje wyniki moich badan podoktorskich dotyczacych zastosowan
geometrycznych i algebraicznych struktur w ukladach Liego, zasadach sktadania rozwiazan i
pokrewnych tematach pojawiajacych sie w fizyce, biologii i matematyce. Moje rezultaty zostaly
opublikowane w nastepujacych publikacjach:

LV.H1. J. de Lucas i S. Vilarino, k-Symplectic Lie systems: theory and applications, J. Differential
Equations 258, 2221-2255 (2015). (Ranking JCR* 14/312 w Mathematics) Swéj wklad
oceniam na 85%.

BBHL.H2. A. Ballesteros, A. Blasco, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardén, Lie-Hamilton systems
on the plane: Properties, classification and applications, J. Differential Equations 258,
2873-2907 (2015). (Ranking JCR: 14/312 w Mathematics) Swdj wklad oceniam na 60%.

BHL.H3. A. Blasco, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardén, Lie-Hamilton systems on the plane:
applications and superposition rules, J. Phys. A 48, 345202 (2015). (Ranking JCR: 11/53
w Physics, Mathematical) Sw6j wklad oceniam na 65%.

LTV.H4. J. de Lucas, M. Tobolski i S. Vilarifio, A new application of k-symplectic Lie systems,
Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 12, 1550071 (2015). (Ranking JCR: 41/53 w Physics,
Mathematical) Swéj wklad oceniam na 55%.

HL.H5. F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardén, Jacobi-Lie systems: theory and low dimensional
classification w: The 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations
and Applications, AIMS Proceedings 2015, p. 605-614. Swéj wklad oceniam na 70%.

CGL.H6. J.F. Carinena, J. Grabowski, J. de Lucas i C. Sardén, Dirac—Lie systems and Schwarzian
equations, J. Differential Equations 257, 2303-2340 (2014). (Ranking JCR: 16/312 w
Mathematics) Swéj wklad oceniam na 55%.

BCHL.H7. A. Ballesteros, J.F. Carinena, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardén, From constants of
motion to superposition rules for Lie-Hamilton systems, J. Phys. A 46, 285203 (2013).
(Ranking JCR: 26/78 w Physics, Multidisciplinary) Swéj wklad oceniam na 55%.

4Ranking JCR oznacza ranking w Journal Citation Reports w roku opublikowania artykulu. Dalsze informacje
odnosnie danych bibliometrycznych publikacji mozna znalezé w wykazie dorobku habilitacji.
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CGL.H8. J.F. Carinena, J. de Lucas i C. Sardon, Lie-Hamilton systems: theory and applications,
Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 10, 1350047 (2013). (Ranking JCR: 45/55 w Physics,
Mathematical) Sw6j wkiad oceniam na 65%.

CLS.H9. J.F. Carinena, J. de Lucas i C. Sardén, A new Lie systems approach to second-order Riccati
equations, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 9, 1260007 (2012). (Ranking JCR: 34/55 w
Physics, Mathematical) Swéj wktad oceniam na 70%.

Kiedy skonczylem prace doktorska w 2009 r., istnialo tylko kilka zastosowan struktur
symplektycznych i dwdjek Drinfelda w ukladach Liego [CGMO00, CRO05]. Po zbadaniu kilku
nowych ukladéw Liego typu Hamiltonowskiego [CGL.H8, CLS.H9| zauwazylem, ze struktury
geometryczne moga gra¢ istotna role w tej dziedzinie. Nastepnie, zastosowalem struktury
Poissona, Diraca, Jacobiego i k-symplektyczne do znajdowania zasad sktadan rozwiazan i innych
niezmiennikéw uktadéw Liego pojawiajacych sie w fizyce, matematyce i biologii, np. niezmiennik
Ermakova-Incea [CGL.HS8|, modele wiryczne [ BBHL.H2, BHL.H3| albo pola tensorowe Casimira
[BHL.H3|. Po pierwsze, to pozwolilo mi zinterpretowaé¢ geometrycznie znane i nowe niezmienniki
stowarzyszone z ukladami Liego [BCHL.H7, LTV.H4|. Po drugie, to dalo poczatek technice
uproszczenia metod obliczania zasad skladan rozwiazan, stalych ruchu, itp. [BCHL.HT7]. Po
trzecie, moje badania doprowadzily do nowych wynikéw w nowoczesnych geometrycznych teoriach
[LV.H1]. Posrednio uzyskalem wiele rezultatéw w zakresie istnienia, wlasciwosci i zastosowania
algebr Liego skonczonego wymiaru pél wektorowych na plaszczyznie [BBHL.H2, HL.H5|. To
stanowilo inspiracje dla innych autoréw [LS16, CS16, CS16II].

W szczegdlnosei, stynna zasada skladan rozwiazan réwnan Riccatiego [LS] zostala obliczona
przy zastosowaniu niezmiennikéw symplektycznych skonstruowanych za pomoca elementu Casimira
s[(2) [BCHL.HT7]. Korzystajac z tego, znalazlem jak uprosci¢ obliczenie zasad skladan rozwiazan
dla tzw. ukladéw Liego-Hamiltona za pomoca koalgebr Poissona [BBHL.H2, BHL.H3,
BCHL.H7]. Udowodnilem, ze kazda struktura k-symplektyczna jest stowarzyszona z algebrami
Poissona funkcji. To bylo wczesniej uznane za niemozliwe albo nieuzyteczne [LV.H1]. Natomiast,
pokazatem jak te algebry Poissona upraszczaja obliczenie zasad sktadan rozwiazan i mozna z tego
korzystaé¢ aby zbadaé uklady Liego pojawiajace si¢ w teorii sterowania i uktadach catkowalnych
[LV.H1]. To stanowi nowe pole zastosowan struktur k-symplektycznych, ktore aktualnie sa gtéwnie
stosowane w réwnaniach rézniczkowych czastkowych teorii pél [LSV16].

Zagadnienia opisane w tej habilitacji mozna znacznie rozwija¢, poniewaz jeszcze wiele innych
geometrycznych struktur moze zostaé zastosowane do ukltadow Liego. Na przykltad, struktury
Nambu-Poissona zostaly zastosowane w badaniu ukladéw Liego w [LS16]. Dodatkowo, mysle, ze
uktady Liego mozna przeanalizowaé za pomoca struktur wielosymplektycznych, rozmaitosci Diraca
typu ‘twisted’ i algebroidéw Liego (popatrz [CGL.H6|). W najblizszym czasie planuje rozwinaé te
pomysty.

Uktady Liego bytly gtéwnie zastosowane przed moimi podoktorskimi badaniami w macierzowych
rownaniach Riccatiego, uktadach typu Ermakova i kilku uktadach Liego pojawiajacych sie w teorii
sterowania i mechanice kwantowej przez Carifiena, Marmo, Winternitza i ich wspolpracownikéw
[CL.PH12, PW, CGMO00]. Natomiast, moja rozprawa habilitacyjna opisuje o wiele bardziej
ogoblna rodzine zastosowan co ilustruja analizy ukladéw Liego pojawiajacych sie w ukladach
wirycznych, réwnaniach Kummera—Schwarza, rownaniach hierarchii Riccatiego, modelach z dyfuzja,
réwnaniach Buchdahla i wiele innych ((BBHL.H2, BHL.H3, CLS.H9] i Tabela 2).

Analiza poprzednich metod i ich interpretacji fizycznych zostata przeprowadzona we wspotpracy
z moja doktorantka, dr. C. Sardén, i stanowi cze$¢ jej pracy doktorskiej [CS15]. W naszych
artykutach skoncentrowalem sic gléwnie na teoretycznej czesci pracy i proponowalem réwnania
rozniczkowe do analizy przy uzyciu moich rezultatéw. C. Sardén zastosowala moje rezultaty
w uktadach fizycznych, np. w oscylatorach Winternitza—Smorodinskyego, i wzieta udzial w
redagowaniu naszych prac. Jej wktad w pierwszych pracach byl czasami skromny, ale ostatni artykut
jej rozprawy doktorskiej, tj. [EHL.PH1], zostal praktycznie w calosci wykonany przez nia.
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Niniejsza rozprawa habilitacyjna ma dwa rozdzialy. Pierwszy opisuje najwazniejsze wyniki.
Skoro uktady Liego sa raczej malo znane wéréd naukowcoédw, to przytaczam dosé szczegdlowo
moje rezultaty i podaje duzo przyktadéw z moich prac. W drugim rozdziale wymieniam inne
osiagniecia naukowe zrealizowane po doktoracie. W szczegdlnosci, opisuje czternadcie artykulow,
tzw. [EHL.PH1]-[CL.PH14|, ktére stanowia $cista kontynuacje mojej rozprawy doktorskiej.
Dodatkowo, drugi rozdzial zawiera tez artykuly [E1] i [E2] dotyczace geometrycznych wladciwosci i
zastosowan rownan rézniczkowych, np. wykorzystywania wiazek dzetow nieskonczonego wymiaru w
badaniu symetrii nieliniowych oscylatoréw, oraz opisuje méj udzial w konferencjach, seminariach,
odbyte pobyty naukowe w o$rodkach naukowych i wyklady wygloszone na miedzynarodowych
konferencjach, uczelniach i w innych jednostkach naukowych. Wiecej informacji mozna znalezé w
wykazie dorobku.






ROZDZIAL 1

Uklady Liego i geometryczne struktury

1. Wstep

Obecny rozdzial opisuje najbardziej podstawowe pojecia i techniki z teorii ukladéw Liego
[CL.PH12, LS, CGMO07, CGMO00]. Dodatkowo, podaje krétki stan przedmiotu na etapie przed
osiggnieciami mojego autoreferatu, aby pomoc recenzentom w zrozumieniu znaczenia uzyskanych
przeze mnie wynikéw. Chociaz wiekszosé ponizszych rezultatéw pojawia sie w standardowej
literaturze, opracowalem wspdlnie z moimi wspotpracownikami bardziej uzyteczne podejscie w
ostatnich latach.

Zakladamy, ze struktury sa rzeczywiste, gladkie i globalnie zdefiniowane. To uproszcza
prezentacje wynikow i podkresla najwazniejsze fakty. Mozna wprowadzi¢ doktadniejszy opis dodajac
odpowiednie techniczne zalozenia i szczegdly. Zatézymy w dalszym ciagu, ze wszystkie réwnania
rozniczkowe sa zwyczajne i nieautonomiczne.

Niech (V,[-,-]) bedzie algebra Liego z nawiasem Liego [-,-] : V x V — V. Definiujemy
Lie(B,V,[-,-]) jako najmniejsza podalgebre Liego algebry Liego (V,[-,-]) zawierajaca podzbidér
B c V. Oznaczamy (V,[-,-]) przez V i Lie(B,V,[-,-]) przez Lie(B,[-,-]) lub Lie(B) o ile znaczenie
takich skrotéw wynika z kontekstu.

DEFINICJA 1.1. Polem wektorowym zaleinym od t na N nazywamy odwzorowanie X :
R x N — TN speliajace 70 X =7, gdzie 7: (t,x) e Rx Nz e NiT:TN > N jest kanoniczng
projekcja wiazki stycznej do N.

Kazde pole wektorowe zalezne od t na N jest réwnowazne rodzinie pél wektorowych {X;}ier
postaci X;:x € N~ X(t,2) e TN na N.

DEFINICJA 1.2. ([CL.PH12|, Definicja 2.1) Minimalna algebra Liego pola wektorowego X
zaleznego od t to najmniejsza (w sensie inkluzji) algebra Liego pél wektorowych VX zawierajaca
rodzine pél wektorowych {X;}ier, tj. VX = Lie({X¢ }ier, [ ]).

DEFINICJA 1.3. Krzywa catkowa pola wektorowego X zaleznego od ¢ na N to krzywa
calkowa 7 : R > R x N pola wektorowego X := 0; + X(¢t,z) na R x N, ktora jest cieciem wigzki
pr:(t,x) e RxN —»teR, tj. proy =1Idy, gdzie Idy to odwzorowanie tozsamosciowe rozmaitosci N.

Innymi stowy, krzywa caltkowa pola wektorowego X zaleznego od ¢ na N to ciecie y: R - Rx N
wigzki pr: (t,z) e R x N — t € R spelniajace
dmory
dt
Uktad (1.1) nazywamy ukladem stowarzyszonym z X. Odwrotnie, uklad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu na N w postaci normalnej jednoznacznie okreéla pole wektorowe
zalezne od t na N, ktérych krzywe calkowe, v, sa takie, ze 7 oy to rozwiazania szczegélne (1.1).

To umozliwia oznaczenie przez X pola wektorowego zaleznego od ¢ i ukladu stowarzyszonego z nim
[CL.PH12]|.

DEFINICJA 1.4. ([CGL.HS8]|, Definicja 4) Niech X bedzie polem wektorowym zaleznym od
t na N. Jego dystrybucja stowarzyszona, DX, to uogélniona dystrybucja na N postaci

DX :={Y,|Y eV} cT,N, VzeN,

= X (t,mo7). (1.1)
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i jego kodystrybucja stowarzyszona, VX, to uogélniona kodystrybucja na N dana wzorem
VX = {0 eT'N|9(Z,)=0,Y Z, e DX} = (DX)° cT/N,  VazeN,
gdzie (DX)° to annihilator podprzestrzeni DX dla kazdego x € N.

Uogélniona dystrybucja DX jest inwolutywna i regularna na kazdej spéjnej cze$ci pewnego
otwartego gestego podzbioru UX c N. Wéwcezas, VX to kodystrybucja regularna na kazdej
spéjnej czesci UX [CGL.HS, p. 5]. Najwazniejszy przypadek w tej rozprawie dotyczy uogélnionej
dystrybucji DX zgenerowanej przez skonczenie wymiarowa VX. Wtedy, DX jest calkowalna na N
(cf. [JP, p. 63]). Wymienione powyzej pojecia sa przydatne dla obliczenia stalych ruchu i zasad
sktadan rozwiazan uktadéw Liego.

DEFINICJA 1.5. Ukladem Liego nazywamy X, ktérej minimalna algebra Liego, VX, jest
skoficzenie wymiarowa. Skonczenie wymiarows algebre Liego V zawierajaca V™ nazywamy algebrg
Liego Vessiota-Guldberga X [BBHL.H2, CL.PH12, PW].

Algebra Liego VX ukladu Liego X zawiera istotna informacje dotyczaca wlasciwosci X, np.
kiedy VX jest rozwiazalna, to mozemy calkowaé¢ X za posrednictwem kwadratur [CRG].

PRZYKEAD 1.6. Kazdy uktad Liego na R jest lokalnie dyfeomorficzny do réwnania
Riccatiego [Eg07, PW, LS|, tj. réwnania rézniczkowego danego wzorem

d
d—"f = a1(t) +as(t)z + az()z?, xR, (1.2)

gdzie a1(t),az(t),as(t) sa dowolnymi funkcjami zaleznymi od ¢. Istnieje mnéstwo aplikacji réwnan
Riccatiego w fizyce [NR0O2, Ra71].

Roéwnanie Riccatiego (1.2) jest ukladem stowarzyszonym z polem wektorowym zaleznym od ¢
postaci X = Y3 _, an(t) Xy, gdzie

X1:=0,, Xo=x0,,  X3:=2°0,. (1.3)

Skoro
[ X1, Xo] = X1, [X1,X3]=2X5, [Xo, X3] = X3,

takie pola wektorowe generuja algebre Liego V ~ s1(2). Skoro X przyjmuje wartosci w V', tj. X; e V
dla kazdego t € R, to VX c V i VX jest skoficzenie wymiarowa. Wéwczas, X jest ukladem Liego i
V jest algebra Liego Vessiota-Guldberga ukladu X. Posta¢ minimalnej algebry Liego V¥ zalezy od
a1(t),az(t),as(t), np. VX =0 kiedy aq(t) =0 dla a = 1,2, 3.

PRZYKEAD 1.7. Dajmy teraz przyklad ukladu Liego analizowanego w [BBHL.HZ2,
Przyklad 2.1]. Badamy uktad réwnan rézniczkowych

i—f = a1 () + ag(t)z + as(t) (2 - ?), % = az(t)y +as(t)2zy,  (x,y) eR®, (1.4)

gdzie ai(t),as(t),as3(t) sa dowolnymi funkcjami zaleznymi od t. Uklad (1.4) jest szczegblnym
przypadkiem réwnania Riccatiego na plaszczyznie opisywanego w [Eg07]. Piszac z := = + iy, uklad
(1.4) przyjmuje postaé

% = a1(t) + az(t)z + as(t) 2%, zeC. (1.5)
To szczegblny przypadek zespolonego réwnania Riccatiego, ktéry gra wazna role w réznych
problemach fizycznych, np. w badaniu nieautonomicznych réwnan Schrodingera [Sc12] i innych
[BHL.H3]|. Szczegdlne rozwiazania okresowych réwnan tego typu zostaly zbadane w [Ca97, Or12] i
jeszcze inne rodzaje zespolonych réwnan Riccatiego pojawily sie w [FMR10]. Réwnania rézniczkowe
(1.5) pojawiaja sie tez w zastosowaniu metody Weina—Normana w kwantowych oscylatorach
harmonicznych [CK13].
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Uktad (1.4) okresla pole wektorowe zalezne od t dane wzorem X := 3 _ ay(t) Xa, gdzie
X1 =0, Xy := 20, + Y0y, X3:= (22 - y?)0, + 2xy0, (1.6)

generuja algebre Liego Vessiota-Guldberga V =~ s[(2). Zatem, {X;}yr ¢ VX c Vi VX jest skoficzenie
wymiarowa i X jest uktadem Liego. Algebra Liego V to algebra Liego Vessiota-Guldberga dla X i
uklady postaci (1.4) sa uktadami Liego.

Rzeczywiste i zespolone réwnania Riccatiego sa szczegdlnymi réwnaniami Riccatiego nad
unormowanymi algebrami z dzieleniem. Udowodnilem, ze takie réwnania sa réwnaniami
konforemnymi Riccatiego w [LT.PH2|. Przyklad 1.7 jest, dodatkowo, szczegélnym przykladem
réwnania Riccatiego Cayleya—Kleina zdefiniowanym i analizowanym w [BHL.H3]. Wykazalem, ze
wszystkie takie réwnania rézniczkowe sa uktadmi Liego. Szczegdly zostaly przeanalizowane z moimi
wspolpracownikami i studentami w [BBHL.H2, BHL.H3, LT.PH2].

Roéwnanie Riccatiego pozornie wyglada prosto. Chociaz jego stowarzysone pole wektorowe ma
prosta posta¢ wielomianu drugiego rzedu, nie ma metody dla jego catkowania dla dowolnych
funkcji zaleznych od t. [Ince]. Jednakze, ogdlne rozwiazanie, z(t), réwnania Riccatiego (1.2) mozna
sprowadzié¢ do postaci

o(t) = 21y () (@3) () = 2(2) (1)) + bz 2) (2) (2(3) (1) = 2(1)(1))
w3y () = 2(2) (1) + k(2 (3)(t) = 2(1) (%))

przez rézne rozwiazania szczegélne x(1)(t), z(2)(t),z(3y(t) [Ince]. To pozwala nam znalezé ogélne
rozwiazanie réwnania Riccatiego za pomocy trzech szczegdlnych rozwiazan. Ponadto, prowadzi to
do uproszczenia aplikacji metod numerycznych w tych réwnaniach [PW]. Dodatkowo daje to nowe
techniki analizy cech rozwiazan [LT.PH2]. Okazuje sie, ze (1.4) posiada podobne wlasciwosci i

w ogblnosci, Lie udowodnil, ze kazdy uklad Liego ma podobna wlasciwosé [LS], co uzasadnia
nastepujaca definicje [CGMO07, LCOO09].

, keR,

DEFINICJA 1.8. Zasadqg skladan rozwigzan zalezng od m szczegdlnych rozwiazan uktadu
X mna N nazywamy funkcje ® : N™ x N —» N, z = ®(x(),...,%@m);A), taka, ze ogdlne
rozwiazanie, x(t), uktadu X mozna sprowadzi¢ do postaci z(t) = ®(z(1)(t),...,T@m)(t); A), gdzie
2(1)(t), ..., T(m)(t) to generyczna rodzina szczegblnych rozwiazan X i A jest punktem NN opisujacym
warunki poczatkowe.

PRZYKEAD 1.9. Réwnania Riccatiego posiadaja zasade sktadan rozwiazan @ : R? x R - R
dana wzorem

2 T EE) —r@) ey (re) ~ 1)

keR.
T(3) ~T(2) + k(z@3) —7(1))

Twierdzenie Liego—Scheffersa okresla warunki konieczne i wystarczajace, aby zagwarantowac,
ze X posiada zasade skladan rozwiazan [LS, Twierdzenie 44]. Nowoczesna postaé tego wyniku
[CGMO7, Twierdzenie 1] jest opisywana nastepujaco.

TWIERDZENIE 1.10. (Twierdzenie Liego—Scheffersa [LS, CGMO7]) Uklad X posiada
zasade skladan rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y. _1bo(t)Xs dla pewnej rodziny
bi(t),...,b.(t) funkcji zaleinych od t i dla zbioru Xi,...,X, pol wektorowych generujgcych
r-wymiarowq algebre Liego. Innymi stowy, uklad X posiada zasade skladan rozwigzan wtedy i tylko
wtedy, gdy VX jest skoriczenie wymiarowa.

Chociaz Twierdzenie Liego—Scheffersa charakteryzuje uktady Liego, moze by¢ trudne okreslenie
czy uklad X jest ukladem Liego, tj. czy VX jest skoficzenie wymiarowa czy nie. Aby to
udowodnié, przyda sie klasyfikacja mozliwych skonczenie wymiarowych algebr Liego VX na
ustalonej rozmaitosci. Lie udowodnil, ze kazda algebra Liego Vessiota-Guldberga na R jest
lokalnie dyfeomorficzna wokol punktu generycznego (tj. punktu wokoét ktérego pola wektorowe
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generuja dystrybucje regularna) do (0, 20, 2%0,) ~ sl(2) [LS, Liel1880]. Klasyfikacja skoficzenie
wymiarowych algebr Liego pél wektorowych na R? zostata podana przez Lie [Lie1880III], ale
jej skonstruowanie doprowadzito do wielu nieporozumien. Gonzéalez, Kamran i Olver wyjasnili te
wszystkie niejasnosci w [GKO92]. Wykazali, ze kazda algebra Liego skonczonego wymiaru pdl
wektorowych na R? jest lokalnie dyfeomorficzna wokél punktu generycznego do jednej z klas w
Tabeli 1. Dlatego nazywamy klasyfikacje w Tabeli 1 klasyfikacjo GKO. Dodatkowo, Winternitz i
jego wspoélpracownicy sklasyfikowali prawie wszystkie algebry Liego pél wektorowych nad C na
C™ i zastosowali te wyniki, aby zbadaé¢ wielka rodzine zespolonych ukladéw Liego w postaciach
kanonicznych [SW84, SWB&84II]. Fakt, ze klasyfikacja Winternitza jest oparta na postaciach
kanonicznych stanowi jedna wade tego rezultatu, poniewaz nie mozna tatwo sprowadzi¢ pewnych
waznych uktadow Liego do jednej z tych postaci i przydatniejszym bedzie skorzystanie z innych
metod.

Opis geometryczny zasad skltadan rozwigzan oraz jedna z metod ich znalezienia jest oparta na
pojeciu diagonalnej prolongacji [CGMOT].

DEFINICJA 1.11. Niech X (t,2) := ¥, X'(t,2)0,: bedzie polem wektorowym zaleznym od
t na N. Diagonalng prolongacjq X do N1 pazywamy pole wektorowe zalezne od ¢ na N(™+1)
dane wzorem X[m*1l .= ym sn X’(t,x(a))awl(- .

Skoro kazde pole wektorowe mozna zrozumieé¢ jako pole wektorowe zalezne od t, poprzednia
definicje mozna zastosowaé¢ do pdl wektorowych. Diagonalna prolongacja pola wektorowego to pole
wektorowe [CL.PH12].

Carifiena, Grabowski i Marmo wymy$lili nowa metode obliczenia zasad skladan rozwigzan
[CGMO07, CL.PH7]. Warto podkreslié, ze ta metoda to teoretyczne ulepszenie metody
niezmiennikéw Winternitza [PW]. Bardziej dokladnie, ta metoda posrednio wynika z dowodu
Twierdzenia Liego—Scheffersa [LS]. Metoda ta wyglada nastepujaco:

(1) Wybierzmy baze X, ..., X, algebry Liego Vessiota-Guldberga V stowarzyszona z badanym
uktadem Liego.

(2) Znajdzmy najmniejsza liczbe naturalng m taka, ze diagonalne prolongacje p6l wektorowych
X1,..., X, do N™ sg liniowo niezalezne w generycznym punkcie.

(3) Wybierzmy wspélrzedne z!,...,2" w N. Definiujac podobny uktad wspélrzednych w
kazdej kopii N w N™*!_ otrzymamy uktad wspétrzednych {xéa) |i=1,...,n, a=0,...,m}

w N1 Pézniej obliczmy n wspélne calki pierwsze Fi, ..., F, dla wszystkich diagonalnych
prolongacji Xl[m+1], . ,)ﬁmH] takie, ze O(F1, ... ,Fn)/ﬁ(azéo), . ,x?o)) £ 0.

(4) Zalézmy, ze ponizsze calki pierwsze przyjmuja okreslone wartosci, tj. F; = k; dlai=1,...,n.
Za pomocy tych réwnan, napiszmy x%o) e ,1}?0) jako funkcje :L'%a), . ,x?a), dlaa=1,...,m,
iky,.... kn.

(5) Otrzymane wyrazenia okreslaja zasade skladan rozwiazan za posrednictwem generycznej
rodziny m rozwiazan szczegdllnych i statych kq,..., k,.

Wyliczenie Fi,...,F, w ramach poprzedniej metody wymaga rozwiazania ukladu réwnan

rézniczkowych czastkowych. Moze sie wiec zdarzyé, ze stosowanie tej procedury jest trudne lub
w ogdble nieskuteczne. Inne techniki obliczenia zasad sktadan rozwigzan, np. opisywane przez
Winternitza w [PW, AHWS81], tez wymagaja calkowania pdl wektorowych Xi,..., X,, co jest
czesto skomplikowane i diugie [PW, CL.PH?7]. Formy kanoniczne uktadéw Liego opisywane przez
Winternitza [SW84, SWB8A4II| sa przydatne kiedy da sie sprowadzi¢ nasz uklad Liego do postaci
kanonicznej Winternitza, np. tak sie zdarza dla réwnan oktonionowych Riccatiego [LT.PHZ2] i dla
réwnan hierarchii Riccatiego [GL16]. Dodatkowo, ma to zastosowania w wielu ukladach fizycznych
i w mechanice kwantowej kwaternionowej [LT.PH2, GL16].

Przed moja praca habilitacyjna, zastosowanie ukladow Liego bylo raczej ograniczone do
rownan macierzowych Riccatiego, ktére byly bardzo dokladnie zbadane przez Winternitza i jego
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TABELA 1. Klasyfikacja GKO (Gonzileza, Kamrana, Olvera) [GKO92] klas skonczenie
wymiarowych algebr Liego pdl wektorowych na R? i ich najwazniejsze cechy. M6j wktad
w niniejszej tabeli polega na obliczeniu dziedziny i ukladu modulowego generujacego
(pierwsze jedno czy dwa pola wektorowe napisane miedzy nawiasami tworza modulowy uklad
generujacy) dla kazdej algebry Liego. Te struktury zostaly znalezione w pracy [BBHL.H2,
Definicje 3.1 i 4.3], aby sklasyfikowaé skoniczenie wymiarowe algebry Liego p6l wektorowych
Hamiltonowskich na R?. Przez g ~ g; x go oznacza, ze g to suma prosta (jako liniowe
podprzestrzenie) algebr Liego g1 i g2, gdzie go jest ideatem algebry Liego g.

# Prymitywna Baza pdl wektorowych X; Dziedzina
P; A, >RxR? {02,0y}, (202 + yOy) + YOz — 20y, a=0 R?
Py sl(2) {00,205 + Y0y}, (z% = y*)0s + 2290, R2,o
Ps  s0(3) {y0z — 0y, (1 + 2% = y*)0y + 2298, }, 2290, + (1 + y* — )0, R?
P, R*xR? {02,0y}, 205 + YOy, yOs — x0y R?
Ps  sl(2)xR® {02,0y}, 20 — YOy, YO, 20y R?
Ps  gl(2) xR {02,0y}, 200, YOu, 2y, yOy R?
P s0(3,1) {0z, 0y}, 20y +ydy, ydu — 0y, (2° —y?) 0+ 2xy0y, 2xy0, + (y> —2%) 0y R?
Ps  sl(3) {02,094}, 202, YOu, 0y, Y0y, >0y + xydy, Tyds + >0, R?
# Nieprymitywna  Baza pdl wektorowych X; Dziedzina
L, R {0z} R?
L b {02}, 20, R?
I3 sl(2) (type ) {02}, 20y, 120, R?
L sl(2) (typeII) {02 + Oy, 02 +y0y }, 270 + Y20, RZ,,
I5 sl(2) (type III)  {0x,220y + yd,}, x°y + 2y, ]Rfﬁo
Is gl(2) (type I) {82,0y}, 20z, 20, R?
I gl(2) (type II) {0z, 90y}, 20z, %0y + 2y0, R2.o
Is Ba~RxR? {02,0y}, 20, + aydy, 0<lal<1 R?
Ty ho @ b2 {0z,0y}, 205, y0y R?
Lio  sl(2)® b2 {0:,0y}, 20z, y0y, %0y R?
In sl(2) @sl(2) {0z,0y}, 202, y0y, 20z, y> 0y R?
Lz R {0y}, €1(2)0y, ..., &x(2)Dy, T21 R?
Iiz RxR™ {0y}, 90y, &1(2)Dy, ..., & (2)0y, 121 R?
Iy RxR" {0z, m()0y },m2(x)0y,...,nr(x)0y, 721 R?
Iis; RZxR" {0z,y0y },m(x)Dy,...,nr(x)0y, 721 R2
Lie CL~hyxR™ {0z, 0y}, 20z + aydy, Ty, ..., x" 0y, T =1, aelR R?
Ly Rx(RxR") {82,8y}, 00, + (ry + ")y, 2y, ..., x" 10y, r21 R?
Ls (ha®R)xR™  {8,,0,},20s, 20y, ydy, x20y, ..., "0y, 721 R?
Ly sl(2)xR™! {0:,0y}, 20y, 200y + rydy, 20y + raydy, £°0y, ..., 270y, r>1 R?
Lo gl(2) x R™! {0z,0y}, 20z, 20y, Y0y, x2 0y + r2ydy, 220y, ..., 270, 21 R?

13

wspolpracownikéw [HWAS83, LW96|, réznych rodzajéw réwnan Milnego—Pinneya, i niektérych
ukltadéw sterowania [CR03, CCRO03]. Z matematycznego punktu widzenia, geometryczne
struktury, np. symplektyczne i Poissonowskie struktury, byly rzadko wykorzystywane w analizie
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uktadéw Liego. Pare zastosowan zostalo znalezionych w ukladach catkowalnych [CGMOO] i w
analizie ukladéw klasycznych i kwantowych [CRO3].

2. Uklady Liego-Hamiltona

2.1. Istotno$é uktadéw Liego-Hamiltona. Niespodziewanie zauwazylem, ze istnieje wiecej
zastosowan ukladéw Liego posiadajacych algebry Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych
Hamiltonowskich wzgledem biwektora Poissona [IV] niz aplikacje ukladéw Liego nieposiadajacych
zadnej stowarzyszonej struktury geometrycznej [CGL.HS8]|. Taki fakt zostal zilustrowany w Tabeli
2, gdzie podsumowuje wszystkie uktady Liego tego typu znalezione w pracach [LV.H1, BBHL.H2,
BHL.H3, LTV.H4, HL.H5, CGL.H6, BCHL.H7, CGL.H8, CLS.H9]. To doprowadzilo mnie
do nastepujacej definicji.

DEFINICJA 2.1. [CGL.H8, Definicja 10] Ukladem Liego-Hamiltona X na N nazywamy

uktad Liego, ktérego algebra Liego Vessiota-Guldberga VX sklada sie z pdél wektorowych
Hamiltonowskich wzgledem pewnego biwektora Poissona na N.

PRZYKLAD 2.2. (BCHL.H7, Sekcja 7.4] and [CGL.HS8, Sekcja 4]) Przeanalizujmy teraz
réwnania Hamiltona dla n-wymiarowego oscylatora Winternitza—Smorodinskyego [WSUF67] na
T*RE, gdzie Rg := R\{0}, tj.

dIL‘i
dt
dp; _
dt
gdzie w(t) jest dowolng funkcja zalezng od t i k € R. Takie oscylatory zwrécily duzo uwagi w
klasycznej i kwantowej mechanice z powodu ich specjalnych wlasciwosci [GPS06, HBS05]. Warto
zauwazy¢, ze (2.1) jest izotropicznym oscylatorem harmonicznym kiedy k = 0.
Uklad (2.1) opisuje krzywe catkowe pola wektorowego zaleznego od ¢ na T*R{} danego wzorem

X = i [piazi + ( Q(t)xz :3)81,1] (2.2)

i=1 7

_pl7
1=1,...,n, (2.1)
(t)zl+—

Z

Przeto, X; = X3 +w?(t) X1, gdzie

- xiOp,, Xy = Z; 3 (PiOp; — 2i0z,) Xg:=), (piaxi + Fapi) : (2.3)
=1 i=

i=1 i
Skoro
[X1, X3] = 2Xo, [X1, X2] = X1, [X2, X3] = X3,
uktad (2.1) jest ukladem Liego posiadajacym algebre Liego Vessiota-Guldberga izomorficzna do
5[(2). Taka algebra Liego sklada sie z p6l wektorowych Hamiltonowskich ze wzgledu na naturalny
biwektor Poissona A := Y, 0y, A Op,. Wlasnie, niech A bedzie morfizmem miedzy wigzkami
wektorowymi postaci A : T*RE - TRZ, gdzie [A(0)](#") = A(6,6") dla dowolnych 6,6’ € T*RY.
Stad X4 = -A(dhy), gdzie o= 1,2,3
1& 1& 1& k

:§;x?, h2=—§;xipi, h3:§;(p?+x—?). (2.4)

Zatem, X jest ukladem Liego-Hamiltona.

Kazde pole wektorowe X;, gdzie ¢ € R, posiada funkcje Hamiltonowska h; = hg + w?(t)hy i
{h1,ha}r = ~h1, {h1,h3}A = 2ha, {h2,h3}A = h3,

gdzie {-,-} jest nawiasem Poissona stowarzyszonym z A [IV]. Wéwczas, X mozna stowarzyszy¢
z funkcja Hamiltonowska zalezng od t postaci h = hg + w?(t)h; przyjmujac wartosci w
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algebrze Liego skonczonego wymiaru funkcji (nad R). Znalazlem podobna strukture podczas
badania réwnan Kummera—Schwarza drugiego rzedu [BCHL.H7, CGL.HS8] i pewnych uktadéw
calkowalnych z wyrazami liniowymi trygonometrycznymi [BCHL.H7, ADR12]. Badania
wlasciwoéci wymienionych powyzej uktadéw doprowadzito mnie do nastepujacej definicji.

DEFINICJA 2.3. ([CGL.H8, Definicja 11]) Struktura Liego—Hamiltonowska to tréjka
(N,A,h), gdzie (N, A) to rozmaitosé¢ Poissonowska, h to funkcja zalezna od ¢t i hy : N - R sg takie,
ze 0 := Lie({h¢ }rer, {*, - o) jest skoficzenie wymiarowa. Nazywamy 20 algebrq Liego-Hamiltona dla
(N,A,h). Pole wektorowe X zalezne od t posiada strukture Liego—Hamiltonowskq (N, A, h) jezeli
X, =-A(dhy) dlateR.

Krétko méwiac, strukture Liego—Hamiltonowska mozna zrozumieé¢ jako krzywa w algebrze
Liego skonczonego wymiaru funkcji wzgledem struktury Poissona i uktad X posiada strukture
Hamiltonowska, jezeli mozna okresli¢ go przy pomocy struktury Liego—Hamiltonowskiej. Fakt ten
ilustruje nastepujacy przyktad.

PRZYKLAD 2.4. ([CGL.H8, p. 10-12]) Uklad X postaci (2.2) posiada strukture
Liego-Hamiltonowska (T*RZ, A,k = h3 + w?(t)h1). Wlasnie, X; = —A(dh;) dla kazdego t € R.
Stowarzyszona algebra Liego-Hamiltona ma posta¢ Lie({h;}er). Jezeli {X;iher = (X1, X3), to
{ht}ter = {h1,h3} 120 = {hq,ho,h3}.

Najwazniejsze twierdzenie teorii uktadéw Liego-Hamiltona jest wymienione nastepnie. Krétko
moéwiac, takie twierdzenie ustala, ze kazdy uktad Liego-Hamiltona mozna okreéli¢ za pomoca krzywej
w skonczenie wymiarowej algebrze Liego funkcji wzgledem struktury Poissona.

TWIERDZENIE 2.5. ([CGL.H8, Twierdzenie 16])  Uklad X posiada strukture
Liego—Hamiltonowskq wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest uktadem Liego-Hamiltona.

2.2. Istnienie i klasyfikacja ukladéw Liego-Hamiltona na niskowymiarowych
rozmaitos$ciach. Po zdefiniowaniu ukitadéw Liego-Hamiltona, zainteresowalem sie warunkami
charakteryzujacymi kiedy uklad Liego mozna zrozumieé jako uklad Liego-Hamiltona wzgledem
jakiejs struktury Poissonowskiej. Jedyny uktad Hamiltonowski na linii liczb rzeczywistych to X =0
[CGL.H6|. Generalnie nie ma prostego do sprawdzenia kryterium opisujacego czy jaki$ uktad Liego
na ustalonej rozmaitosci jest ukladem Liego-Hamiltona. Ta cze$é pracy zawiera podsumowanie
wynikow uzyskanych przeze mnie w tym zakresie.

Aby ustali¢ kiedy uklad Liego mozna zrozumieé jako uklad Liego-Hamiltona przydatne jest
nastepujace kryterium.

STWIERDZENIE 2.6. [CGL.H6, Stwierdzenie 5.1] Jezeli X jest ukladem Liego na
nieparzysto-wymiarowej rozmaitosci N i Dg) = T,,N dla jednego punktu zo w N, to X mnie jest
uktadem Liego-Hamiltona na N.

Na mocy poprzedniego stwierdzenia mozna wnioskowaé, ze niektérych istotnych uktadow
Liego, np. réwnania Kummera—Schwarza trzeciego rzedu [CGL.H6|, nie mozna zbadaé za
pomocyg ukladéw Liego-Hamiltona. To doprowadzilo mnie do badania ukladéw Liego z algebra
Liego Vessiota-Guldberga pol wektorowych Hamiltonowskich wzgledem ogdlniejszych struktur
geometrycznych, np. struktury k-symplektycznej albo Diraca [LV.H1, CGL.H6|.

Na podstawie klasyfikacji GKO sklasyfikowalem w [BBHL.H2] wszystkie algebry Liego
Vessiota-Guldberga pdél wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury Poissona na
plaszczyznie wokdél punktu generycznego algebry Liego. Wtasdnie, dziedzina algebry Liego pdl
wektorowych to zbiér punktow generycznych algebry Liego. Moja klasyfikacja razem z dziedzinami
algebr Liego p6l wektorowych na ptaszczyznie i innymi pokrewnymi pojeciami zostata przedstawiona
w Tabelach 1, 3 oraz 4 [BBHL.H2, BHL.H3]. To daje lokalna Kklasyfikacje ukltadéw
Liego-Hamiltona na ptaszczyznie. Nastepnie, opisuje moje najwazniejsze wyniki dotyczace tego
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TABELA 2. Istotne uklady Liego-Hamiltona na plaszczyznie wedlug ich klas w Tabeli 1.
Wszystkie nastepujace uklady maja wspolczynniki, ktore sa funkcjami rzeczywistymi
zaleznymi od czasu poza przypadkiem P;. Uklady ze znakiem ‘x' (I73% i I73%) byly
analizowane w [BBHL.H2|, natomiast uklad ze znakiem ‘i’ w Pj3 zostal zbadany
w [BCHL.H7, ADR12]. Uklady Liego niniejszej tabeli zostaly znalezione w pracach

[LV.H1]-[CLS.H9] (wiecej szczegéléw w [BHL.H3)).

# Uktady Liego-Hamiltona

Py Réwnania Bernoulliego nad C postaci z = ia(t)z + b(t)z"™ dla rzeczywistego a(t) i zespolonego b(t)
P2 Roéwnanie Riccatiego nad C
Réwnania Milnego—Pinneya i Kummera—Schwarza drugiego rzedu z ¢ > 0

Ps3 Rzutowalne rownanie Schrodingera na CP?

Uktad na ptaszczyznie z trygonometrycznymi nieliniowosciami t

Ps Dyssypatywny oscylator harmoniczny

Roéwnania Riccatiego drugiego rzedu w postaci Hamiltonowskiej

I4 Réwnanie Riccatiego nad liczbami podwéjnymi
Potaczone réwnania Riccatiego
Réwnania Milnego—Pinneya i Kummera—Schwarza drugiego rzedu z ¢ < 0
Réwnania Riccatiego dyfuzji na plaszczyznie z co = 1

I5 Réwnania Riccatiego nad liczbami dualnymi
Réwnania Milnego—Pinneya i Kummera—Schwarza drugiego rzedu z ¢ =0
Oscylator harmoniczny
Réwnania Riccatiego dyfuzji na plaszczyznie z co = 0

724 Roéwnanie zespolone Bernoulli’ego 2 = a1(t)z + aa(t)2"

Uogolnione réwnania Buchdahla
Uktady Lotka—Volterra

1733 Kwadratowe wielomianowe uktady postaci & = bz + c(t)y + f(£)y°, v = y gdzie b ¢ {1,2}*

1532 Kwadratowe wielomianowe uktady postaci & = bx + c(t)y + f(t)y?, ¥ = y gdzie be {1,2}*

Prymitywny model zakazenia wirusowego”®

tematu. Aby uprosci¢ notacje w dalszym ciagu, U bedzie oznaczalo $ciggalny otwarty podzbiér
R2.

Forma objetosci €2 na rozmaitosci n-wymiarowej N to nie znikajaca n-forma rézniczkowa na N.
Dywergencja pola wektorowego X na N wzgledem ) to jedyna funkcja divX : N — R spelniajaca
LxQ = (div X)Q, gdzie Lx okresla pochodna Liego w kierunku X. Czynnik catkujgcy X na U c N
to funkcja f: U — R taka, ze LyxQ=0na U.

Kluczowym pojeciem dla osiggniecia klasyfikacji algebr Liego Vessiota-Guldberga jest uktad
modutowy generujacy.

DEFINICJA 2.7. ([BBHL.H2, Definicja 4.3]) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa pél
wektorowych na U. Méwi sie, ze V' posiada modulowy uklad generujocy (Ui, X1, ..., X,) jezeli Uy to
otwarty podzbiér U taki, ze X € V|y, mozna przedstawié¢ w postaci X|y, = ¥:X_; ¢:X;|v, dla pewnych
funkeji g1,...,9p, € C*(Ur) i pél wektorowych Xi,..., X, e V.

PRZYKLAD 2.8. ((BBHL.H2, Przyklad 4.1]) Zbadamy algebre Liego P3 =~ s0(3) na R? w
Tabeli 1. Pola wektorowe

X1 =y0, — 20y, X2=(1+x2—y2)8x+2xy8y
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z algebry Liego P3 spelniaja, ze X3 = g1 X1 + g2 X2 na Uy := {(z,y) € R?> |  # 0} dla funkcji
g1,92 € C=(Uy) postaci g1 := (2?2 +y> = 1)/z i g2 := y/x. Podzbiér U; c R? jest otwarty. Kazdy
element V jest liniowa kombinacja elementéow X, Xo i X3 = g1 X; + g2 Xo. Wtedy kazdy X € V|,
moze zostaé¢ przedstawiony na U; jako liniowa kombinacja ze wspotczynnikami zaleznymi od ¢ pdl
wektorowych Xj i Xs. Wiec (Up, X1, X2) stanowi modulowy uklad generujacy dla Ps.

Obliczytem modulowy uklad generujacy dla kazdej klasy klasyfikacji GKO ([ BBHL.HZ2, Tabela
1] 1 Tabela 1). To pojecie ma kluczowe znaczenie dla nastepujacego twierdzenia i wniosku.

TWIERDZENIE 2.9. ((BBHL.H2, Twierdzenie 4.4]) Niech V bedzie algebrq Liego pdl
wektorowych na U c R? posiadajgcq modulowy uklad generujgcy (Ui, X1, ... , Xp). Wowczas:
1) Przestrzen V' sklada sie z pol wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury symplektycznej
na U wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

i) Dla funkcji g1,...,9p, na Uy c U mamy

p p
)(‘U1 = ZgiXi|U1 € V|U1 — diV)(‘U1 = ZgidiVXi’Ul- (25)
i=1 i=1

ii) Pola wektorowe X1, ..., X, posiadajg wspolny czynnik calkujocy nieznikajocy na U.

2) Jezeli DV ma rzqgd dwa na U, to forma symplektyczna jest jednoznacznie okreslona poza
nie-zerowq stalq proporcjonalnosci.

WNIOSEK 2.10. ((BBHL.H2, Wniosek 4.5]) Jezeli algebra Liego Vessiota-Guldberga V' na
U c R? sklada sie z pdl wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury symplektycznej i posiada
uklad modulowy generujgcy pol wektorowych z zerowq dywergencjq, to kazdy element V. ma zerowq
dywergencje.

Zastosowania Twierdzenia 2.9, Wniosku 2.10 i klasyfikacji GKO pozwalaly mi sklasyfikowaé
algebry Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych Hamiltonowskich na R?. Moja klasyfikacje
mozna znalez¢ w Tabeli 3.

Tabela 3 pozwala nam okredli¢ czy X jest ukladem Liego-Hamiltona i opisuje wszystkie wazne
struktury stowarzyszone z tym faktem pod warunkiem, ze mozemy ustali¢ do ktérej klasy klasyfikacji
GKO nalezy VX. Wtedy zamiana zmiennych pozwala nam sprowadzi¢ VX do postaci jednej z
algebr Liego z Tabeli 3, co umozliwia znalezienie struktury symplektycznej wzgledem ktérej X jest
ukladem Liego-Hamiltona. Jezeli VX jest izomorficzna tylko do jednej algebry Liego pojawiajacej
sie w klasyfikacji GKO, to tatwo ustali¢ czy X jest ukladem Liego-Hamiltona czy nie.

Istnieje wiele izomorficznych klas algebr Liego Vessiota-Guldberga w klasyfikacji GKO, ktére
nie sg dyfeomorficzne, np. I5, Py i I4. Nastepujace wyniki pozwalaja nam okresli¢ do ktorej klasy
nalezy algebra Liego Vessiota-Guldberga izomorficzna do poprzednich klas.

DEFINICJA 2.11. ([BHL.H3, Definicja 4.3]) Niech V bedzie algebra Liego
Vessiota-Guldberga skonczonego wymiaru i niech S3(V') bedzie przestrzenia 2-kontrawariantnych
tensorow symetrycznych z elementow w V. Polem tensorowym Casimira V nazywamy element

R e So(V) taki, ze Lx R =0 dla kazdego X € V.

TWIERDZENIE 2.12. ([BHL.H3, Twierdzenie 4.4]) Niech V bedzie algebrq Liego
Vessiota-Guldberga naleigeq do jednej z klas Po, 1y lub I klasyfikacji GKO. Niech R bedzie
nie-zerowym polem tensorowym Casimira V. Zapisujgc R = Ziﬁ:l RY89, ® 0g, gdzie O = Oy @
0o = 0y, zdefiniujemy

Z(V) :=sign (det(Raﬁ(:p))) , Va e domV,
gdzie domV jest dziedzing V. Jezeli Z(V') > 0, to V jest lokalnie dyfeomorficzna do Pay; jezeli
Z(V) <0, toV jest lokalnie dyfeomorficzna do 1y; jezeli Z(V') =0, to V jest lokalnie dyfeomorficzna
do 15.
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TABELA 3. Klasyfikacja 4 + 8 klas algebr Liego Vessiota—Gulbderga pél wektorowych
Hamiltonowskich na R? (opisana po raz pierwszy w [BBHL.HZ2]). Dla I;5, I144 i I;5, mamy

j=1,...,rir>1; wlyyp indeks j przyjmuje wartosci j = 2,...,7.

# Prymitywna Funkcje Hamiltonowskie h; w Algebry Liego-Hamiltona
P:1 Ao ~iso(2) y, -z, 2(a®+y7), 1 dx A dy is0(2)

1 2,2
Py sl(2) R s d“’gdy sI(2) or sl(2) ® R

Y Y Y Y

-1 Y dx A dy
P 3 —_— 3 3)eR
3 00(3) 2(1+ 22 +942) 1+a2+y2’ (1+22+y?)2 s0(3) or s0(3) @
o r

1+x2+y2’
Ps  sl(2)xR? Y, —T, TY, %yZ, —%mQ, 1 dx A dy 5[(2) x R2 ~ hg
# Imprymitywna  Funkcje Hamiltonowskie h; w Algebry Liego-Hamiltona
I, R [¥ fy)dy’ f(y)dxady  RorR?

1 dxAd
L si(2) (type II) , Lty xSy sl(2) or sl(2) ® R

r-y 2z-y) z-y (z-y)
1 T z? dx A dy
IS 5[(2) (type III) *E, 7?’ 727y2 y3 5[(2) or 5[(2) @R
Is B_q ~iso0(1,1) Yy, —x, xy, 1 dx A dy iso(1,1) ~ by
I, R™ - [Ff(@")dx, ~ [Tf(2)€(a)dx"  f(x)dxady — R™ or R™?
Liua RxR" (typel) y, - [“n;(@)dx’, 1¢(n;) dx Ady RxR" or (RxR") @R
Iiug RxR" (typell) y, -z, — [Fn;(z")dx’, 1 dx Ady (RxR™)
Jj+1
Ti6 CTy~hax R™ gy —z, xy, et 1 dx A dy ho x Rr+1
J

Wraz ze wspdlpracownikami i mojg byla doktorantka zastosowalem poprzednie wyniki, aby
ustali¢ do ktorej klasy klasyfykacji GKO naleza oscylatory Winternitza—Smorodinskiego, réwnania
Kummera—Schwarza drugiego stopnia i inne znane rodzaje ukladéw Liego na plaszczyznie
[BHL.H3|.

Aby sprowadzi¢é VX do postaci jednej z algebr Liego pojawiajacych sie w klasach Tabeli 3,
zauwazyltem, ze nastepujace twierdzenie pozwala nam okresli¢ do ktérej klasy nalezy algebra Liego
Vessiota-Guldberga izomorficzna do s[(2) i ustali¢ dla niej symplektyczng strukture taka, ze VX
sktada sie z pdl wektorowych Hamiltonowskich bez wykorzystywania zamiany zmiennych.

STWIERDZENIE 2.13. (IBHL.H3, Stwierdzenie 3.1]) Niech V bedzie algebrg Liego
Vessiota-Guldberga na plaszczyinie. Pola wektorowe V' sq polami wektorowymi Hamiltonowskimi
wzgledem biwektora A € V A V\{0} wtedy i tylko wtedy, gdy V posiada jednowymiarowq trywialng
reprezentacje Liego w 'V AV.

TWIERDZENIE 2.14. ([BHL.H3, Twierdzenie 3.6]) Jezeli V jest algebrq Liego
Vessiota-Guldberga na plaszczyZnie posiadajgcq dwuwymiarowy ideal I, I AT + {0} i elementy V
dzialajg na I jako operatory bezsladowe, tj. odwzorowania Ox :Y € I —» [X,Y] € I sq bezsladowe
dla kazdego X €V, to V jest algebrq Liego pol wektorowych Hamiltonowskich wzgledem kazdego
elementu I A I\{0}.
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TABELA 4. Niepelny diagram inkluzji miedzy klasami klasyfikacji GKO [BBHL.HZ2].
Znacznie uzupelnia on relacje inkluzji podane miedzy klasami algebr Liego nieskoniczonego
wymiaru podanymi w [GKO092]. Algebry Liego zamieszczone poza linia z kr6tkimi punktami
maja wymiar wigkszy od 6. Napiszemy A -> B, aby oznaczyé¢, ze podklasa A jest
dyfeomorficzna do podalgebry Liego klasy B. Kazda algebra Liego zawiera I;. Klasy
pogrubione i kursywa stanowia algebry Liego po6l wektorowych Hamiltonowskich i algebry
Liego rzedu pierwszego, odpowiednio. Kolory pozwalaja nam odrézni¢ strzatki.

I/dim >6
:'dim 6 —

:dim 5—
:dim 4—
1. .
ydim 3 —
]

]

1dim 2 —
R S

Zastosowania poprzednich wynikéw pozwolity znalezé w prosty sposob struktury symplektyczne
dla prawie wszystkich algebr Liego Vessiota-Guldberga pdl wektorowych Hamiltonowskich na
plaszczyznie (popatrz przyktady 3.4, 3.5, 3.8-3.11 w [BHL.H3]).

2.3. Algebry Liego-Hamiltona. Algebry Liego-Hamiltona stanowia wazne pojecie w analizie
uktadéw Liego-Hamiltona. Na przyktad, graja one istotng role w obliczeniu zasad sktadan rozwiazan
[BCHL.HY7] i stalych ruchu ukladéw Liego-Hamiltona [CGL.H8|. Moje najwazniejsze wyniki w
tym temacie wygladaja nastepujaco.

Kazdy uklad Liego moze mieé rézne stowarzyszone nieizomorficzne algebry Liego-Hamiltona
[BBHL.H2, Przyklad 5.1]. Ten fakt jest kluczowy dla linearyzacji ukladéw Liego-Hamiltona
i dla zastosowania réznych metod [CGL.HS8]. Na przyklad, uklad Liego-Hamiltona X na N
posiadajacy odpowiednie odwzorowanie momentum, algebre Liego-Hamiltona izomorficzna do VX
taka, ze dim V¥ = dim N mozna zlinearyzowaé jednoczesnie z jego strukturs Poissona [CGL.HS,
Stwierdzenie 23].

Nastepujace stwierdzenia zostaly odkryte i zastosowane w [BBHL.H2]|, zeby ustali¢ wszystkie
algebry Liego-Hamiltona dla ukladéw Liego-Hamiltona na plaszczyznie. Ich klasyfikacje mozna
znalezé w Tabeli 3.

STWIERDZENIE 2.15. ((BBHL.H2, Stwierdzenie 5.1] Uklad Liego-Hamiltona X na
spdjniej symplektycznej rozmaitosci (N,w) posiada stowarzyszong algebre Liego-Hamiltona
(Ha,{", }w) izomorficzng do VX wtedy i tylko wtedy, gdy kazda algebra Liego-Hamiltona nie
izomorficzna do VX jest izomorficzna do VX @ R.

STWIERDZENIE 2.16. ((BBHL.H2, Stwierdzenie 5.2] Jezeli uklad Liego-Hamiltona X
na symplektycznej spdjnej rozmaitosci (N,w) posiada stowarzyszong algebre Liego-Hamiltona
(Ha, {}w) izomorficzng do VX, to tez posiada algebre Liego-Hamiltona izomorficzng do VX @& R.

WNIOSEK 2.17. ((BBHL.H2, Wniosek 5.3] Jezeli X jest ukladem Liego-Hamiltona
wzgledem spéjnej rozmaitosci (N,w) posiadajecym algebre Liego-Hamiltona (Ha,{,-}o) takim, Ze
1e{Hp, Hr}w, to X nie posiada Zadnej algebry Liego-Hamiltona izomorficznej do VX,
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STWIERDZENIE 2.18. ((BBHL.H2, Stwierdzenie 5.4] Jezeli X to uklad Liego-Hamiltona
na spojnej rozmaitosci N posiadajgcy VX skladajgcq sie z pol wektorowych Hamiltonowskich
wzgledem struktury symplektycznej w nie posiadajgcej zZadnej algebry Liego-Hamiltona (Ha, {-, }w)
izomorficznej do VX, to wszysktie algebry Liego-Hamiltona dla X (wzgledem nawiasu Liego {-,-}.,)
sq izomorficzne.

2.4. Stale ruchu dla ukladéw Liego-Hamiltona. Struktury Liego-Hamiltonowskie
pozwalajg nam przeanalizowa¢ i zbadaé stale ruchu, symetrie Liego i inne wlasciwosci uktaddw
Liego-Hamiltona. Zacznijmy od pokazania jednego wyniku, ktéry mozna zrozumieé jako rozszerzenie
dla uktadéw nieautonomicznych znanego rezultatu dotyczacego statych ruchu autonomicznych
uktadéw Hamiltonowskich [FM].

STWIERDZENIE 2.19. [BCHL.H7, Stwierdzenie 7] Niech X bedzie ukladem
Liego-Hamiltona na N posiadajgcym strukture Liego—Hamiltonowskq (N, A, h). Funkcja niezalezna
od t jest stalg ruchu dla X wtedy i tylko wtedy, gdy komutuje wzgledem nawiasu Poissona ze
wszystkimi elementami Hp. Rodzina T™ stalych ruchu niezaleznych od t tworzy algebre Poissona

(Z’—Xv " {'7 }A)
Nastepne stwierdzenie rozszerza poprzedni wynik dla statych ruchu zaleznych od ¢ dla uktadow
Liego-Hamiltona.

STWIERDZENIE 2.20. ((BCHL.H7, Lemat 9 i Stwierdzenie 12]) Rozmaitos¢ Poissona
(N, A) indukuje rozmaitos$é Poissona (R x N,A) ze strukturg Poissona

{fag}/i(tvm) = {ftagt}A(x)a (t,l‘)ERXN.
Jezeli X jest ukladem Liego-Hamiltona na N posiadajgcym strukture Liego—Hamiltonowskq

(N,A,h), to (TX, {5 FR), gdzie X jest przestrzeniq wszystkich stalych ruchu zaleznych od t dla
uktadu X, jest algebrg Poissona.

Struktura Poissona stowarzyszona z uktadem Liego-Hamiltona pozwala nam stworzy¢ skuteczne
metody obliczenia statych ruchu pewnego konkretnego rodzaju: tzw. catki Liego i wielomianowe catki
Liego zdefiniowane w [BCHL.H7] i pojawiajace sie w problemach fizycznych [Ma95]. Odgrywaja
one istotna role w opisie zasad sktadan rozwiazan ukladéw Liego-Hamiltona. Dodatkowo, takie catki
ruchu sg uzyteczne w analizie uktadéw fizycznych jak przedstawiono w nastepujacych przykladach.

DEFINICJA 2.21. ([BCHL.H?7, Definicje 131 16]) Niech X bedzie uktadem Liego-Hamiltona
na N posiadajacym strukture Liego-Hamiltonowska (N,A,h). Wielomianowq calkq Liego X
wzgledem (N, A,h) nazywamy stalg ruchu zalezng od t dla X postaci f; := Y jenr Ar(t)h!, gdzie
kazdy I jest r-multi-indeksem: zbiér (i1, ...,4,) nieujemnych liczb catkowitych gdzie r € N, zbiér M
jest skoficzona rodzing multi-indekséw, kazdy A;(t) jest funkcja zalezna od t, i h! := hlf -...-hir dla
ustalonej bazy {hi,...,h,} algebry Liego-Hamiltona H,. Nazywamy calkq Liego catke ruchu dla
ktorej Ay =0 dla kazdej J spelniajacej |J|:= Yr_; iq # 1.

STWIERDZENIE 2.22. ([BCHL.H7, Stwierdzenia 14 i 15]) Niech X bedzie ukladem
Liego-Hamiltona ze strukturq Liego—Hamiltonowskq (N, A, h). Przestrzen 22 calek Liego wzgledem
(N,A,h) tworzy algebre Liego (22,{-,};\) izomorficzng do (Ha,{-,-}a). Algebra Liego 22 sklada
sie ze statych ruchu niezaleznych od t wtedy i tylko wtedy, gdy Ha jest Abelowa.

Niech Sy i Uy beda symetrycznymi i uniwersalnymi otaczajacymi algebrami g [Va84]. Obie
algebry Liego mozna zrozumieé jako algebry Liego Poissona, gdzie druga bedzie nieabelowa,
wzgledem naturalnego laczonego iloczynu i nawiaséw Liego {-,-}s, i [,]u, (popatrz [Va84,
CL99, BCHL.HT7]). Tzw. odwzorowanie symetryzujgce X\ : Sy - Uy jest izomorfizmem miedzy
g-przestrzeniami, tj. A({v, P}s,) = [v, \(P)]y, dla kazdego P € Sy iveg [Va84].
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STWIERDZENIE 2.23. ((BCHL.H7, Stwierdzenie 19]) Funkcja f jest wielomianowq calkq
Liego dla ukladu Liego-Hamiltona X wzgledem struktury Liego-Hamiltonowskiej (N, A, h) wtedy i
tylko wtedy, gdy fy = D(P;) dla kaidego t € R, gdzie D : (Sg,-,{-,-}s,) = (C=(N),,{-}a) jest
morfizmem miedzy algebrami Poissona takim, Ze jego obciecie do g jest injektywnym morfizmem

miedzy algebrami Liego z D(g) = Hp, i krzywa P, jest liniowg kombinacjg z liniowymi
wspotczynnikamsi zaleznymi od t wielomiandw spetniajgcych réwnanie rozniczkowe

dP

E + {P, wt}sg = 0, Pe Sg, (26)

gdzie wy reprezentuje krzywg w g takq, Ze D(wy) = hy dla kazdej t € R.

WNIOSEK 2.24. ([IBCHL.H7, Wniosek 21]) Niech X bedzie ukladem Liego-Hamiltona
posiadajgcym strukture Liego—Hamiltonowskq (N,A,h) indukujec morfizm miedzy algebrami
Poissona D : Sy - C*(N) jak w Stwierdzeniu 2.23. Funkcja F := D(C), gdzie C jest elementem
Casimira Sy, jest catkq ruchu niezaleznym od t dla X. Jezeli C jest elementem Casimira Uy, to
F = D(\Y(C)) jest stalg ruchu niezaleing od t dla X.

PRZYKLAD 2.25. ([BCHL.H7, Sekcja 7.1]) Rozwazamy teraz klasyczny uklad Erkamova
[CL.PH12]:

2
(éTQx = —w?(t)x + x—b3,
d
Fg :_w2(t)ya
gdzie w(t) jest nie stala czestotliwoscia i b € R. Ten uklad pojawia si¢ w wielu zastosowaniach

wystepujacych w problemach mechaniki klasycznej i kwantowej [LA08]. Zapisujac ten uktad réwnan
rézniczkowych jako ukitad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

d dve  _ b
d—f = Vg, % = —UJQ(t).'L' + o) (2 7)
dy  _y dvy —w2(t) ’
dt Y dt Y,

otrzymamy uklad Liego posiadajacy algebre Liego Vessiota-Guldberga V' izomorficzna do sl(2)
[CL.PH12|. Rzeczywiscie, uktad (2.7) opisuje calki ruchu pola zaleznego od ¢ postaci X = X3 +
w?(t) X1, gdzie pola wektorowe

b
X1:==20y,—y0y,, Xa:= (Uxavﬁfvyavy_f”ax—yay)a X3::018x+vy8y+58%,

1

2

spelniaja relacje konmutacyjne
[X1, Xo] = X1, [X5,X3]=2Xp,  [Xo, X3] =X (2.8)

Jest to uklad Liego-Hamiltona. Faktycznie, pola wektorowe X, X2, X3 sa Hamiltonowskie ze
wzgledu na biwektor Poissona A := 0, A 9y, + 0y A Op,. Ich funkcje Hamiltonowskie sa postaci:

1 1 1 b
h1=§(x2+y2), h2=—§(:pvm+yvy), h3=§( §+v§+ﬁ)
i tworzg baze dla (Ha, {-,-}a) = (sI(2),[-,-]) taka, ze
{h1,ho} = -ha, {h1,h3} = =2ho, {ha, h3} = —hs. (2.9)
Poniewaz X = X3+ w?(t)X1 i w(t) nie jest staly, to kazda stala zalezna od t dla X jest
wspolng caltka pierwsza dla pdél wektorowych X7, Xs, X3. Zamiast znalezé f rozwiagzujac uklad
rownan czastkowych X f = Xof = X3 f =0, korzystamy z Wniosku 2.24. To bezposrednio prowadzi

do znalezienia calki ruchu ukladu za pomoca elementu Casimira algebry symetrycznej s[(2). Jezeli
{v1,v2,v3} to baza s[(2) spelniajaca

[v1,v2] = -y, [v1,v3] = =202, [v2,v3] = —v3, (2.10)
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to element Casimira sl(2) przyjmuje postaé¢ C = %(m@z}g + v38V1) — v2®V2 € Uy(a). Wowcezas,
odwzorowanie odwrotne odwzorowania symetryzujacego [Va84], A~! : Usi(2) = Ssi(2), Pozwala nam
znalez¢ element Casimira Sgy(9):

C=X"C) = viv3 - v3. (2.11)
Izomorfizm miedzy algebrami Liego ¢ : sl(2) — Hp speliajacy ¢(ve) = ho dla a = 1,2,3
pozwala nam skonstruowac¢ morfizm miedzy algebrami Poissona D jak w Stwierdzeniu 2.23. Przeto,
otrzymamy za posrednictwem wniosku 2.24, ze

F:= D(C) = ¢(v1)p(v3) — 6% (v2) = hihg — h = (vyz — vy)? + b(l * i—Z) :

W ten sposéb odzyskamy, z dokladnosciag do addytywnej lub niezerowej multiplikatywnej statej,
dobrze znany niezmiennik Lewisa—Riesenfelda pojawiajacy sie w wielu zagadnieniach fizycznych
[LAO08)]. Jedli w(t) jest stata, to VX c Vi F jest stata ruchu dla X.

2.5. Zasady skladan rozwigzan dla ukladéw  Liego-Hamiltona. Algebry
Liego-Hamiltona pozwalaja nam obliczy¢ zasady sktadan rozwigzan réwnan rézniczkowych
dla uktadéw Liego-Hamiltona w prostszy sposéb niz poprzednimi metodami:

e Metoda ta pozwala nam unikaé¢ catkowania ukladéw réwnan rézniczkowych
czastkowych /zwyczajnych jak w metodach Winternitza, Carinena i ich wspétpracownikéw
[CGMO07, CGMO00],

e Nie trzeba sprowadzi¢ ukladu do postaci kanonicznej czego wymagalo, na przyklad,
korzystanie z wynikéw Winternitza [PW, SW84, SW&4II].

e Umozliwia interpretacje geometryczng zasad sktadan rozwiazan. Natomiast, inne metody
tylko pozwalajg obliczy¢ postaé zasady sktadan rozwigzan.

Moja metoda daje sie wykorzysta¢ w badaniu ukladéw Liego-Hamiltona i innych uogdlnien
tych ukladéw, np. w ukladach Liego-Diraca [CGL.H6|. Zasady skladan superpozycji dla prawie
wszystkich najwazniejszych ukladéw Liego mozna analizowaé¢ moja metoda, co pokazuje jej
istotnoé¢. Procedura ta wymaga wykorzystywania koalgebr Poissona. Teraz zdefiniuje to pojecie.

Niech (A, *4,{:,-}a) 1 (B, *p,{-,-} B) beda algebrami Poissona i niech * 4, * 5 beda przemienne.
Wtedy A ® B staje sie algebra Poissona (A ® B, * 4B, {*, } 4ep) definiujac

(a®b) xagp (c®d) =(a*ac)®(bxpd),
{a®b,c®d}agp ={a,c}a®brpd+arsc®{bd}p
m—times
—~
dla kazdych a,c € A i b,d € B. Podobnie, strukture Poissona na AM = A®...® A mozna
skonstruowaé¢ indukcyjnie.

Koalgebra Poissona to trojka (A, x4,{-,-}a,A) taka, ze (A, x4,{:,-}4) jest algebra Poissona
PA: (Ayxa, {3a) > (A® A, xae4,{ }asa), tzw. koprodukt, jest kolgcznym homomorfizmem
miedzy algebrami Poissona [CP95], tj. (A®Id)o A= (Id® A)o A.

Kazdy uktad Liego-Hamiltona X na N mozna wyposazy¢ w strukture Liego—Hamiltonowska
i stowarzyszona z nim algebre Liego-Hamiltona Ha ~ g. Wéwczas, istnieje naturalny injektywny
morfizm algebr Liego ¢ : g » C*°(N) przyporzadkujacy kazdemu elementowi g odpowiedni element
w Ha. Wtedy, Sy staje si¢ koalgebra Poissona wzgledem jednoznaczego koproduktu A : S; — S;® 5,
spelniajacego A(v) =v®1+1®v (patrz [BCHL.HT|). Ponadto,

LEMAT 2.26. ([BCHL.H7, Lemat 23]) Odwzorowanie A (Sg, 5 {}sy) —

(Sg(m)"sgm>’{"'}sém)) , dla m > 1, zdefiniowane rekurencyjnie

(m-2)—times

—
A = (Ide...elde AD)o AP D 5o (2.12)
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gdzie A@) := A jest naturalnym koproduktem w Sy, jest morfizmem algebr Poissona.

LEMAT 2.27. ((BCHL.H7, Lemat 24]) Morfizm ¢ : g - C*(N) algebr Liego daje poczatek
rodzinie morfizméw algebr Poissona D™ : Sg(m) = C°°(N)(m) c C®(N™) takich, ze dla wszystkich
Vl,...,Um € g C Sg mamy

(D™ @i ®vn) |2y, s 2m) = [DED] @) - - [D(om)] (@), (2.13)

gdzie z(,y jest punktem rozmaitosci N umieszczonym w pozycji p iloczynu N x ... x N := N™ i D
jest morfizmem algebr Liego indukowanym przez ¢ opisanym w Stwierdzeniu 2.23.

Powyzsze wyniki pozwalaja nam udowodnié Twierdzenie 2.29 i zapewniaja metode obliczenia
statych ruchu niezaleznych od ¢ dla diagonalnych prolongacji ukladéw Liego-Hamiltona. Na
podstawie tego wyniku mozna algebraicznie obliczy¢ zasady skladan rozwiazan ukladéw
Liego-Hamiltona. Dodatkowo, warto podkreslié, ze takie twierdzenie jest uogélnieniem (prawdziwym
tylko dla tzw. prymitywnych koproduktéw) twierdzenia integralnosci dla symetrycznych
koalgebraicznych uktadéw opisywanych w [BR].

STWIERDZENIE 2.28. ([BCHL.H7, Stwierdzenie 25]) Jezeli X jest ukladem
Liego-Hamiltona na N posiadajgcym strukture Liego—Hamiltonowske (N, A, h), to jego diagonalna
prolongacja Xm+11 g kazdego N™! jest takze ukladem Liego-Hamiltona wyposazonym w strukture
Liego-Hamiltonowskg (N™**, A™*1 h) postaci

Am+1(:c(0), e ,x(m)) = Z A(Sc(a)),
a=0

gdzie korzystaliémy z izomorfizmu wigzek wektorowych TN™1 ~ TN @ .- ® TN (m+1kopii), i
Ry := DDA ()| gdzie D™D jest morfizmem algebr Poissona (2.13) indukowanym, przez
morfizm algebr Liego g = Hp c C*°(N).

TWIERDZENIE 2.29. (IBCHL.H7, Twierdzenie 26]) Jesli X jest ukladem Liego-Hamiltona
posiadajgeym strukture Liego—Hamiltonowskq (N,Ah) i C jest elementem Casimira algebry
Poissona (Sg,, 1, }s,), to:

(i) Funkcje postaci

F®O - pB(A®(©)),  k=2,....m, (2.14)
sq stalymi niezaleznymi od t dla diagonalnych prolongacji X pola wektorowego zaleinego od czasu X
do N™. Dodatkowo, jezeli funkcje F(k) sq niestale, to tworzq zbior (m—-1) funkcjonalnie niezaleznych
funkcji w inwolucji.
(ii) Funkcje postaci

F=8;(F®), 1<i<js<k,  k=2....m, (2.15)
gdzie Si; jest permutacjq zmiennych x ;) < x5y, sq stalymi ruchu niezaleznymi od t dla diagonalnych
prolongacji X do N™.

3. Uklady Liego-Diraca

Twierdzenie ‘no-go’ dla uktadéw Liego-Hamiltona, tj. Twierdzenie 2.6, pozwala nam udowodni¢,
ze rGwnania Schwarza nie sa ukladami Liego-Hamiltona [CGL.H6]. Rozpatrzmy réwnania Schwarza

[Be07, OT09]
A3z (dz\' 3 (d%z)(dz\?
A= () S EE) =m0, 3.1

{1} dt3(dt) 2(dt2 (dt) 10 3.1)
gdzie {x,t} to pochodna Schwarza funkcji x(t) ze wzgledu na zmienna ¢ i by (¢) jest dowolna funkcja
zalezna od t [NM13]. To réwnanie jest szczegdlnym przypadkiem réwnania Kummera—Schwarza
trzeciego rzedu [CGL.PHG6| i pojawia si¢ w analizie rekurencyjnych réwnan rézniczkowych
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Riccatiego i réwnan rézniczkowych Kummera—Schwarza drugiego-rzedu [NM13]. Dla uproszczenia,
zaltézmy w dalszym ciagu, ze bi(t) nie jest stala.
Uktad pierwszego rzedu réwnan rézniczkowych uzyskany przez dodawanie zmiennych v := da/dt
ia:=d%z/dt? w (3.1), tj.
dz dv da 3a®
E =, E = a, E = 57 + 2bl(t)1}, (32)
jest ukladem Liego. Rzeczywiscie, uktad ten jest stowarzyszony z polem wektorowym zaleznym od

t postaci
2

X5 =00, + ad, + (g% + 2bl(t)'0) Oa = Y3+ 01()Y1,

gdzie pola wektorowe Y1,Ys, Y3 na O = {(z,v,a) € T?2R|v # 0}, gdzie T?R to druga wiazka styczna
do R [LM8T7], maja postaé

2
Y] := 200, Y5 := v, + 2a0,, Y3 :=v0, + a0, + ga—f)a, (3.3)
v

i generuja algebre Liego pdl wektorowych V3K9 izomorficzna do sl(2). Zatem, X359 to pole
wektorowe zalezne od t przyjmujace wartosci w V3 S tj. X355 jest ukladem Liego. Skoro D3KS =
TOy i Oy jest tréjwymiarows rozmaitoscig, to Twierdzenie ‘no-go’ dla uktadéw Liego-Hamiltona
ustala, ze to nie jest uktad Liego-Hamiltona i wymagane jest inne podejscie do jego badania. Pomimo

tego, V3E9 sklada sie z p6l wektorowych Hamiltonowskich ze wzgledu na forme presymplektyczng
i dv Ada
1=
Witaénie,

2 a a2
vecill) wneal2). )

gdzie txw to zwezenie formy symplektycznej w z polem wektorowym X.

Powyzsze relacje uzasadniaja definicje i analize uktadow Liego posiadajacych algebry Liego
Vessiota-Guldberga pdl wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury presymplektycznej.
Pomimo tego, tatwiej zrozumieé¢ struktury presymplektyczne jako szczegdlne przypadki struktur
Diraca [IV] i analizowa¢ uklady Liego z algebra Liego Vessiota-Guldberga pdl wektorowych
Hamiltonowskich wzgledem struktury Diraca. Wprowadzamy teraz te pojecia.

Wigzkq Pontryagina lub wogdlniong wigzkq styczng na rozmaitosci N nazywamy wiazke
wektorowg PN :=T*N @y TN nad N, gdzie &y to suma Whitneya wiazek wektorowych. Wiazke
Pontryagina mozna wyposazy¢ w naturalne parowanie miedzy formami i wektorami. Rozmaitosé
Diraca to dwéjka (N, L), gdzie N jest rozmaitoscia i L to podwiazka TN @y T* N taka, ze: a) L jest
maksymalna izotropowa podwiazka wzgledem parowania miedzy formami i wektorami, b) przestrzen
cigé, I'(L), jest calkowalna ze wzgledu na tzw. nawias Couranta [-,-]c na T'(PN) [Co90].

Poprzedni przyklad dotyczacy réwnania Schwarza i inne przyklady rozwiniete w [LV.H1,
LTV.H4, HL.H5, CGL.H6| uzasadniaja badanie ukladéw Liego posiadajacych algebre Liego
Vessiota-Guldberga pdél wektorowych Hamiltonowskich ze wzgledu na strukture Diraca. Warto
przypomnieé, ze pole wektorowe Hamiltowskie wzgledem struktury Diraca (N, L), tj. pole wektorowe
L-Hamiltonowskie, jest polem wektorowym X na N takim, ze X + dh € T'(L) dla pewnej funkcji
heC*®(N), tzw. funkcja L-Hamiltonowska. Przestrzen funkcji L-Hamiltonowskich oznaczamy przez
Adm(N,L). Jezeli X € T'(L), to méwi sie, ze X jest polem wektorowym cechowania. Struktura
Diraca pozwala nam zdefiniowaé¢ nawias Poissona {-,-} 1, na przestrzeni funkcji L-Hamiltonowskich.
Dodatkowo, kazda rozmaito$é Diraca indukuje algebroid Liego (PN, [-,-]c,p: PN — TN), gdzie p,
zwane kotwicg, jest naturalnym rzutem z PN na TN [Ma08].

Powyzszy przyktad ilustruje istnienie uktadéw Liego niebedacych uktadami Liego-Hamiltona i
posiadajacych algebry Liego Vessiota-Guldberga sktadajace sie z pol wektorowych Hamiltonowskich
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wzgledem struktury Diraca. Poprzedni i inne podobne przyklady mozna znalez¢ w [CGL.H6]. Z
tego punktu widzenia, naturalne uogélnienie uktadéw Liego-Hamiltona do uktadéw stowarzyszonych
z algebrami Liego Vessiota-Guldberga pol wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury
Diraca wyglada nastepujaco.

DEFINICJA 3.1. ([CGL.H6, Definicja 5.2]) Uklad Liego—Diraca to tréjka (N, L,X),
gdzie (N,L) jest rozmaitoscig Diraca i X jest ukladem Liego posiadajacym algebre Liego
Vessiota-Guldberga pél wektorowych L-Hamiltonowskich.

DEFINICJA 3.2. ([CGL.H6, Definicja 6.1]) Funkcja Hamiltonowska Liego—Diraca to tréjka
(N, L,h), gdzie (N, L) oznacza rozmaito$¢ Diraca i h jest t-parametryczna rodzing dopuszczalnych
funkcji hy : N — R takich, ze Lie({h¢}eer, {-,-}1) jest algebra Liego skonczonego wymiaru. Pole
wektorowe zalezne od t posiada funkcje Hamiltonowska Liego-Diraca (N, L, h) jesli Xy +dh € T'(L)
dla wszystkich ¢ € R.

TWIERDZENIE 3.3. ([CGL.H6, Twierdzenie 6.4]) Kazdy ukltad Liego—Diraca (N,L,X)
posiada funkcje Hamiltonowskq Liego—Diraca (N, L, h).

3.1. Prolongacja uktadéw Liego Diraca i zasady sktadan rozwigzan. Zbadajmy teraz
witadciwosci diagonalnych prolongacji ukladéw Liego—Diraca. To pozwala nam zastosowaé takie
struktury w obliczeniach zasad skladan rozwigzan i wprowadzi¢ nowe pojecia generalizujace
diagonalne prolongacje pdl wektorowych zaleznych od t.

Niech 7 : E - N bedzie wiazka wektorowa. Diagonalna prolongacja do N™ jest iloczynem
kartezjanskim EI™ := E x ... x E m kopii E, ktéry stanowi wiazke wektorowa na N™ w naturalny
sposbb:

g™ E

(x(l)vvx(m)) TR

®-@F

Z(m) *
Kazde ciecie X : N - FE w FE posiada naturalna diagonalng prolongacje do ciecia X [m] wiazki
wektorowej Elml.
X[m] (ac(l), ces ,[L’(m)) = X(.T}(l)) +oeeet X({L‘(m)) .
Niech dana bedzie funkcja f: N — R. Diagonalng prolongacjg funkcji f do N™ nazywamy funkcje
dana wzorem ]A‘Im](as(l), T () = f(gc(l)) ot f(Tom))-
Mozemy tez rozpatrywacé ciecia X ) z EI™ postaci
XD (zay, s my) =04+ X (2¢5y) ++0. (3.4)

Jasne jest, ze jesli (X;) jest baza skladajaca sie z lokalnych cie¢ z wiazki wektorowej E, to (X fj )),
gdzie j€1,...,m, jest baza lokalnych cie¢ z Elm]
Skoro mamy naturalne kanoniczne izomorfizmy
(TN ~1TN™ i (TN~ TN

mozemy zinterpretowa¢ diagonalng prolongacje X [m] pola wektorowego na N jako pole wektorowe
X[l na N™ i diagonalng prolongacje al™ z jedno-formy na N jako jedno forme @™ na N™.
Kiedy m jest ustalony, to bedziemy pisa¢ po prostu X i @.

STWIERDZENIE 3.4. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.1]) Diagonalna prolongacja do N™ pola
wektorowego X na N to jedyne pole wektorowe XM na N™ rzutowalne wzgledem odwzorowania
m (x(l),...,x(m)) € N™ = zy € N na X 1 niezmiennicze wzgledem permutacji zmiennych
Ty < T(5), gdzie i,5 = 1,...,m. Diagonalna prolongacja do N™ z jedno-formy o na N to jedyna
1-forma @™ na N™ taka, ze @™ (XIm]) = m[m] dla kazdego pola wektorowego X € I'(T'N).
Zatem, da = do i L 5im) al™ = Lxa. W szezegdlnosci, jezeli o jest zamknieta (dokladna), takq bedzie

tez diagonalna prolongacja alml do N™.
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Niech (x%) bedzie lokalnym ukladem wspélrzednych w N i niech (.TU?Z)) bedzie indukowanym
przez nich ukladem wspdlrzednych w N™. Jezeli X := Y, X*(2)0pa 1 av:= ¥, ag(x)dz?, to

Xml 2 ;Xa($(i))ax‘&) oraz  al™ = az;aa(x(i))df(li)' (3.5)

Ustalmy wartos¢ m € N. Jezeli X7 i X9 sa polami wektorowymi na N, to [Xl,XQ][m] =

[E[m],)?;[m]]. Na mocy tego, diagonalne prolongacje do N elementéw skonczenie wymiarowej
algebry Liego V na N tworza algebre Liego V™! izomorficzna do V. Tak jak dla standardowych pol
wektorowych, mozna zdefiniowa¢ diagonalna prolongacje pola wektorowego zaleznego od t na N do
N™ jako jedyne pole wektorowe zalezne od ¢ postaci X (™ na N™ takie, ze X:[m] jest diagonalng
prolongacja X; do N™ dla kazdego t € R.

Jezeli X to uktad Liego-Hamiltona, to jego diagonalna prolongacja jest w naturalny sposéb
takze ukladem Liego-Hamiltona [BCHL.HT]. Pokazemy teraz, ze taki wynik mozna uogélnié¢ do
uktadow Diraca-Liego.

DEFINICJA 3.5. ([CGL.H6, Definicja 7.2]) Niech (N, Ly) i (M, Lys) beda rozmaitosciami
Diraca. Méwi sie, ze ¢ : N - M jest odwzrowaniem Diraca ‘forward’ miedzy (N,Ly) i (M, L)
jeZeli (LM)gp(m)zmcp(LN)x; gdzie

mcp(LN)x::{(P*xXx T Wy(z) € T¢($)M ® T;(I)M|Xx + (so*ww($))x€ (LN)x},
dla wszystkich x € N.

STWIERDZENIE 3.6. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.3]) Niech (N, L) bedzie strukturg Diraca
i niech bedzie dany naturalny izomorfizm

(TN™ ®nym T*Nm)(m(m..’m(m)):(T NeT;, N)e-o (T, Ne&T, N).

Z(1) Z(1) Z(m) Z(m)

Diagonalna prolongacja L™ tworzy rozmaitosé Diraca (N, L[m]).

Dla kazdego m; : ($(1),...,l‘(m)) € N" = x;y € N, gdzie i = 1,...,m, otrzymamy réwnosé
s137“([/[7”]) = L. Dodatkowo, LI jest niezmienniczy wzgledem permutacji x(;y < x5, dla i,j =
1,...,m.

WNIOSEK 3.7. ([CGL.H6, Wniosek 7.4]) Niech bedzie dana rozmiato$é Diraca (N, L).
Wowczas, pm(L™Y) = p(D)™) gdzie pp to rzutowanie pp, : PN™ - TN™ rozmaitosci Diraca
(Nm,L[m]). Zatem, jezeli X jest L-polem wektorowym Hamiltonowskim wzgledem L, to jego
diagonalna prolongacja Xl qgo N™ jest L-polem Hamiltonowskim ze wzgledu na L™ Dodatkowo,
p;‘n(L[m]) =p* (L)[m], gdzie p;, jest rzutowaniem kanonicznym py, : PN™ - T*N™.

WNIOSEK 3.8. ([CGL.H6, Wniosek 7.4]) Jezeli (N,L,X) jest ukladem Liego—Diraca, to
(N™, L[m],X[m]) jest uktadem Liego-Diraca.

STWIERDZENIE 3.9. ([CGL.H6, Stwierdzenie 7.6]) Niech X bedzie polem wektorowym i
niech f bedzie funkcjg na N. Wowczas:
(a) Jezeli f jest funkcjg L-Hamiltonowskq dla X, to diagonalna prolongacja f do N™ jest
funkcjq Liml -Hamiltonowskq diagonalnej prolongacji Xl png N™.
(b) Jezeli f € Cas(N, L), to fI"™ e Cas(N™, LI™]).
(¢) Odwzorowanie A : (Adm(N,L),{-,-}r) > f ~ fI™ e (Adm(N™, L™ {-) -} 1m)) Jest

mjektywnym morfizmem algebr Liego.

Skoro zazwyczaj E[m] + fImlglm] to X nie jest morfizmem algebr Poissona.
Na mocy poprzedniego stwierdzenia mozna udowodni¢ nastepujace wnioski.
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WNIOSEK 3.10. ([CGL.H6, Wniosek 7.7]) Jezeli hy,...,h, : N - R to zbiér funkcji na
N rozmaitosci Diraca (N, L) generujgcy algebre Liego funkcji skoriczonego wymiaru ze wzgledu na
nawias Poissona {-,-} 1, to ich diagonalne prolongacje ﬁgm], e ,ELm] do N™ generujq algebre Liego

funkcji wzgledem nawiasu Liego {-,-};m) indukowanego przez strukture Diraca (N™, L[m]).

WNIOSEK 3.11. ([CGL.H6, Wniosek 7.8]) Jezeli (N,L,X) jest ukladem Liego—Diraca
posiadajgcym funkcje Liego—Diraca-Hamiltonowskq (N, L,h), to (Nm,L[m],)?[m]) jest ukladem
Liego—Diraca z funkcjg Liego-Diraca-Hamiltonowskg (N™, L[m], h[m]), gdzie kazda hgm] = Aﬁgm] jest
diagonalng prolongacjq funkcji hy do N™.

Poprzednie wyniki mozna zastosowaé w badaniu zasad sktadan rozwiazan uktadow Liego—Diraca
jak zilustrowano w przykladach w [CGL.H6]. M6j kluczowy pomyst to rozszerzenie metody
koalgebry Poissona do rozmaitos$ci Diraca. To znacznie rozszerza zastosowania koalgebr Poissona.

4. Uklady Liego k-symplektyczne

Analiza struktur k-symplektycznych zostala zapoczatkowana przez M. de Leén [LMSS8S,
LMS93, LSV16|, Awane [Aw92], Gunther [Gu87] i innych. Takie struktury pojawily sie
jako uogdlnienia geometrii symplektycznej w kontekscie badania klasycznych teorii pél [Gu87].
Formalnie, definicja struktury k-symplektycznej jest nastepujaca.

DEFINICJA 4.1. Niech N bedzie rozmaitoscia n(k + 1)-wymiarowa i niech wy, ..., wy bedzie
zbiorem k zamknietych dwu-form na N. Zatem, (wi,...,w) tworzy strukture k—symplektyczng
jezeli NF, kerw;(x) = {0}, dla kazdego = € N. Pod takimi warunkami méwi sie, ze (N,wr,...,wy)
to rozmaito$é k-symplektyczna.

Struktura k-symplektyczna (w1, . ..,wy) na rozmaitoséci n(k + 1)-wymiarowej N jest réwnowazna
zamknietej niezdegenerowanej formie €2 := El;;:l wy ® e na N przyjmujacej wartosci w R¥. Ta Q
nazywa sie formg polisymplektyczng i pozwala nam uproéci¢ formalizm struktur k-symplektycznych.
Struktura k-symplektyczna sprawia kilka probleméw: struktury k-symplektycznej nie mozna
stowarzyszy¢ z algebrami Poissona funkcji i nie mozna jej zastosowac, aby zbadaé¢ wszystkie rownania,
rézniczkowe czastkowe [LSV16, LV.H1].

Zamiast korzysta¢ ze standardowego podejscia, pokazalem, ze struktury k-symplektyczne i
ich pokrewne struktury i techniki sg przydatne w analizie réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu. W szczegdlnosci, uogodlnienia algebr Poissona funkcji z geometrii symplektycznej
pojawiaja sie i daja poczatek dla metod prostego obliczenia zasad skladan rozwigzan.
Dodatkowo znalaztem wiele uktadéw Liego posiadajacych algebry Liego Vessiota-Guldberga pdél
wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury k-symplektycznej i zastosowalem w nich moje
techniki. Opiszmy teraz bardziej szczegbétowo moje odkrycia dotyczace uktadéow Liego i struktur
k-symplektycznych.

Rozpatrzmy znowu réwnanie Schwarza (3.1) za pomoca ukladu (3.2) na Oy. Udowodnijmy teraz,
ze V3KS generowana przez pola wektorowe (3.3) sklada sie z p6l wektorowych Hamiltonowskich
ze wzgledu na struktury presymplektyczne rozmaitosci 2-symplektycznej (Oz,w1,ws). Aby tak
zrobié¢, szukamy dwu-form presymplektycznych w takich, ze Y7,Y5 i Y3 sa polami Hamiltonowskimi
wzgledem nich, tj. Ly,w = 0 dla o = 1,2,3 i dw = 0. Rozwiazujac poprzedni uklad réwnan
rézniczkowych dla w, znajdziemy formy presymplektyczne

_dv/\da

2
, wy = -—(zdvada+vdandr+adrAdv). (4.1)
v

w1 -+
v3

Skoro kerw; = (0;),kerws = (20, +v0y +ady) 1 v #+ 0 na Oy, to wy i we maja rzad dwa i
ker wy N kerws = {0} na Oy. Zatem, (w1,wsy) tworza strukture dwu-symplektyczna.
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Ciekawe, ze Y1, Yo i Y3 sg polami Hamiltonowskimi wzgledem w1, ws:

2 a CL2
we=d (D). mea=a(3), “’d(z—)

4x 2ax 2a aQ:B)

(4.2)
LYl"‘J?:_d(?)? Ly2w2:d(2—v—2), Ly3w2:d(—__

v v3

Chociaz ukladu (3.2) nie mozna zbadaé za pomoca ukladéw Liego-Hamiltona, struktury
presymplektyczne pozwalaja nam zbadaé takie uktady za pomoca podobnych technik rozwinietych
dla ukladéw Liego-Hamiltona i Liego-Diraca [CGL.H6, CGL.H8|. Uklad powyzszy posiada
algebre Liego Vessiota-Guldberga po6l wektorowych Hamiltonowskich wzgledem wszystkich form
presymplektycznych poprzedniej struktury 2-symplektycznej. Pomimo tego, ze juz wiemy, ze
(3.1) mozna zbadaé¢ za pomoca ukladéw Liego-Diraca, nowe podejscie pozwala nam zbadaé
jednoczesénie uktad za pomoca wielu struktur presymplektycznych i oferuje nowe techniki z geometrii
k-symplektycznej.

Tabela 5 podsumowuje wiele uktadow Liego posiadajacych algebry Liego Vessiota-Guldberga
pél wektorowych k-Hamiltonowskich (popatrz [LV.H1] dla dalszych szczegdtéw). Ta tabele mozna
przedtuzy¢ za pomoca innych ukladow, np. klas réwnan Riccatiego kwaternionowych. Takie
przyktady sugeruja podanie nastepujacej definicji.

DEFINICJA 4.2. Niech (wy,...,wk) bedzie struktura k-symplektyczna na rozmaitosci n(k +
1)-wymiarowej. Pole wektorowe k-Hamiltonowskie wzgledem k-symplektycznej wi,...,wr to pole
wektorowe na N Hamiltonowskie ze wzgledu na kazda strukture presymplektyczna w;.

Réwnowaznie mozna powiedzieé¢, ze X jest -Hamiltonowskie wzgledem formy
polisymplektyczne] 2 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest k—Hamiltonowskie dla rozmatosci
k—symplektycznej stowarzyszonej z forma polisymplektyczna . W dalszym ciaggu, méwimy o
polach k—Hamiltonowskich i/lub Q—Hamiltonowskich. Oznaczamy przez Ham(€2), gdzie € jest forma
polisymplektyczng stowarzyszona z (w1, .. .,wy ), przestrzen pol wektorowych Q-Hamiltonowskich.

Ze wzgledu na poprzednie komentarze, zdefiniujemy uktady k-symplektyczne nastepujaco.

DEFINICJA 4.3. ([LV.H1, Definicja 3.2]) Uktad Lie X jest uktadem Liego k—symplektycznym
jezeli VX jest skohczenie wymiarowa algebra Liego p6l wektorowych k-Hamiltonowskich ze wzgledu
na pewng strukture k-symplektyczna (w1, ..., wy). Méwimy wtedy, ze (w1, ...,wg) jest kompatybilng
strukturg k-symplektyczng uktadu Liego X.

Moéwiac inaczej, uktad X na N jest ukladem k—symplektycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada algebre Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych k-Hamiltonowskich ze wzgledu na pewng
strukture k-symplektyczna na N. Uklady Liego-Hamiltona to szczegdlny przyktad uktadu Liego
k-symplektycznego. Natomiast, nie kazdy uktad k-symplektyczny jest ukladem Liego-Hamiltona, co
wynika, na przyklad, z mojego twierdzenia no-go dla ukladéw Liego k-symplektycznych [CGL.HS6,
Twierdzenie 4.4] i réwnan Schwarza.

Kazdy uklad Liego k-symplektyczny mozna zrozumie¢ jako uktad Liego-Diraca [LV.H1].
Wiaénie, jezeli X jest uktadem Liego k-symplektycznym wzgledem struktury k-symplektycznej
(wi,...,wy), to VX jest rodzing pdél wektorowych Hamiltonowskich ze wzgledu na kazda forme
k-symplektyczna rodziny wi,...,wy. Woéwczas, VX jest algebra Liego skladajaca sie z pdl
wektorowych Hamiltonowskich wzgledem kazdej struktury Diraca L“" stowarzyszonej z forma
presymplektyczna w,, gdzie r = 1,...,k [CGL.H6, Co090]. Kontynuujac poprzednia notacje
méwimy, ze (N, L7 X) jest ukladem Liego-Diraca. Nie kazdy uktad Liego-Diraca jest ukladem
k-symplektycznym, np. uklad Liego postaci X # 0 na R tworzy uklad Liego-Diraca (R, TR, X) ale
X nie jest uktadem Liego k-symplektycznym. Natomiast, mozna zrozumie¢ uktady k—symplektyczne
jako uktady Liego-Diraca na rézne sposoby. To sugeruje, ze trzeba znalez¢ jakie$ naturalne podejscie
do tych uktadéw, ktére proponuje opisaé przez struktury k-symplektyczne.
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Ustalenie, czy uktad Liego jest uktadem Liego k-symplektycznym wymaga rozwiazania uktadu
rownan rézniczkowych czastkowych dla znalezienia kompatybilnej struktury k-symplektycznej.
Trudno wustali¢ czy taki uktad réwnan rézniczkowych czastkowych posiada wystarczajace
rozwiazania dla okreslenia kompatybilnej struktury k-symplektycznej. To uzasadnia poszukiwanie
prostych metod gwarantujacych, ze uktad Liego jest uktadem k-symplektycznym czy nie. Nastepnie
opisze moje Twierdzenie no-go dla k-symplektycznych struktur, ktére ustala warunki gwarantujace,
ze uklad Liego nie jest ukladem Liego k-symplektycznym [LV.H1, Twierdzenie 4.4]. Gléwna
idea polega na ustaleniu czy minimalna algebra Liego ukladu Liego podlegajaca badaniu
pozostawia niezmiennicze (w znaczeniu przedstawionym pé6zniej) jadra form presymplektycznych
kazdej struktury k-symplektycznej kompatibilnej z ukladami Liego. Warunek ten jest tatwiejszy
do weryfikacji od bezposredniego udowodnienia, ze nie istnieja k-symplektyczne struktury
kompatybilne z minimalna algebra Liego.

DEFINICJA 4.4. ([LV.H1, Definicja 4.1]) Dystrybucja D na N jest stabilna wzgledem
dzialania algebry Liego V pdl wektorowych na N kiedy [X,Y ] € D dla kazdego Y e D i X € V.

DEFINICJA 4.5. ([LV.H1, Definicja 4.2]) Niech V' bedzie algebra Liego Vessiota-Guldberga
na N. Méwi sie, ze V' jest s—prymitywna kiedy nie ma dystrybucji D rzedu s niezmienniczej wzgledem
dziatania V. Algebra Vessiota-Guldberga V jest nieparzysto-prymitywna kiedy V' jest s—prymitywna
dla kazdej nieparzystej wartosci s < dim V.

UWAGA 4.6. Warto podkredli¢, ze poprzednia definicja to uogdlnienie pojecia prymitywnej
algebry Liego pél wektorowych na R? uzywanej w [GK092].

TWIERDZENIE 4.7. (Twierdzenie °‘no-go’ ukladéw Liego k—symplektycznych
[LV.H1, Twierdzenie 4.4]) Jezeli X jest ukladem Liego na mieparzysto-wymiarowej rozmaitosci
N i VX jest nieparzysto-prymitywna, to X nie jest ukladem k-symplektycznym.

Poprzednie twierdzenie zostalo zastosowane w [LV.H1, Przyklad 1] aby pokazaé, ze pewne
uktady Liego nie sg uktadami Liego k-symplektycznymi. Na przyklad, rozpatrzmy uktad Liego

dg T T
— = X(t,9) = Y bR (X (9) + L ()X (9),  geG, (4.3)
de a=1 a=1

gdzie G jest grupa Liego, XF,...,X? i XlL,...,XrL tworza baze prawo- i lewo-niezmiennicza

pél wektorowych na G odpowiednio, i b¥(t),...,bE(t), b5 (¢),...,bE(t) sa dowolnymi funkcjami
zaleznymi od t. Dodatkowo, zalézmy, ze G jest spéjna. Uklady typu (4.3) pojawiaja sie kiedy
szukamy transformacji odwzorujac uklad Liego w nowy uklad Liego, np. podczas procesu
redukcji [CL.PH14]. Dodatkowo, kazdy uklad Liego na dowolnej rozmaitosci mozna rozwiazaé
za pomoca jednego rozwiagzania ukladu (4.3) dla ktérego pojawiaja sie tylko prawo- albo
lewo-niezmiennicze pola wektorowe. Ponadto, takie uktady pojawiaja sie w teorii sterowania i w
ukladach catkowalnych Darbouxa [CCRO03, IV]. Udowodnilem w [LV.H1]|, ze uklad Liego (4.3)
posiada nieparzysto-prymitywna algebre Liego Vessiota-Guldberga pdél wektorowych kiedy dim G
jest nieparzysta i algebra Liego G jest prosta. Na mocy Twierdzenia 4.7, taki uktad nie jest uktadem
Liego k-symplektycznym.

4.1. Funkcje Q—Hamiltonowskie. Kazde pole wektorowe k—Hamiltonowskie mozna
stowarzyszy¢ z rodzina hi, ..., hj funkcji Hamiltonowskich (kazda wzgledem innej réznej struktury
presymplektycznej struktury k-symplektycznej). Zaiste, warto wprowadzi¢ jakie§ uogdlnienie
funkcji Hamiltonowskich dla form presymplektycznych, aby zbada¢ jednoczesnie wszystkie funkcje
hi,...,hi. Podsumujmy najwazniejsze wlasciwosci uogélnienia, ktére zaproponowatem w [LV.H1].
Moje odkrycia rozszerza do struktur k-symplektycznych kilka twierdzen znalezionych przez Awane
w [Aw92] dla pewnego konkretnego rodzaju struktur k—symplektycznych.
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DEFINICJA 4.8. ([LV.H1, Definicja 5.1]) Niech Q := YF w; ® ¢ bedzie forma
polisymplektyczng na N. Moéwi sie, ze h := Zle h; ® €' jest funkcja Q—Hamiltonowskq jesli istnieje
pole wektorowe Xj, na N takie, ze tx,w; = dh; dlai=1,..., k. W takim przypadku méwi si¢, ze h to
Q—funkcja Hamiltonowska dla Xp. Oznaczamy przez C*°(£2) przetrzen funkcji Q-Hamiltonowskich.

PRZYKLAD 4.9. (([LV.H1, Sekcja 7]) ) Na mocy (4.2), pola wektorowe Y7 = 4u?0/0u +
4uvd[0v +v20)Ow, Yo = 0/0u i Y3 = 2ud/Ou +vd/Ov w (3.3) maja funkcje Q-Hamiltonowskie

f::2@)61—4—‘”(}9@2
g::%®61+(2 2’”)@6 h = 2U3®e +(2“—“x)®e

wzgledem struktury polisymplektycznej Q = w; ® e! + wy ® €? stowarzyszonej z dwu-forma
symplektyczna (w1,w;) zbudowana za pomoca form presymplektycznych (4.1).

STWIERDZENIE 4.10. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.2]) Jezeli Q := Y5 w; ® €' jest strukturg
polisymplektyczng, to kazde pole wektorowe QQ—Hamiltonowskie jest stowarzyszone co najmniej z
jedng funkcjg Q—Hamiltonowskq. Odwrotnie, kazda funkcja Q—Hamiltonowska indukuje tylko jedno
pole wektorowe QQ—Hamiltonowskie.

STWIERDZENIE 4.11. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.3]) Zbior C*(Q2) jest przestrzeniq liniowq
nad R z naturalnymi dzialaniama:

k . k .
h+g:=> (hi+g)®¢, Ah:=> Ahi®e€
i=1 i=1
gdzieh=Yk h;j®e, g=Yk gi®e’ e C®(Q) i NeR.
STWIERDZENIE 4.12. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.4]) Przestrzer C* () jest algebrg Liego
wzgledem nawiasu Liego {-,-}q : C*(2) x C*(2) - C*(Q) postaci
(mee +. . . +h o Mo +. . +h, 0@ qg={h,h}u, @ +. ..+ {ht,h}}o, @ (4.4)
gdzie {-,-},, jest nawiasem Poissona indukowanym przez forme symplektyczng w;, zi=1,... k.

Zazwycza] przestrzen C (2) z poprzednim nawiasem nie jest algebra Poissona. Jezeli h :=
YE hi®eig=Yr g ®e eC®(Q), to funkcja
h-g:= (hlgl)®el+...+(hkgk)®ek (4.5)
nie jest C*°(2)—funkcja [LV.H1]. Skoro (C*(R2),-,{-,-}q) nie jest ogdlnie algebra Poissona, nie
mozna takze zagwarantowaé, ze {-,h}q : g € C*(Q) » {g,h}q € C=(Q), gdzie h € C*(Q), jest
rézniczkowaniem wzgledem iloczynu (4.5) funkeji Q-Hamiltonowskich. To pokazuje, ze geometria
k-symplektyczna rézni sie od geometrii Poissona i presymplektyczynej, gdzie poprzednie zbadane
wlasciwosci sa prawda. Pomimo tego, mozemy zagwarantowaé, ze {h,g}q = 0 dla kazdej lokalnie

statej funkcji g i, dodatkowo, mozemy jeszcze udowodnié inne wlasciwosci tej algebry Liego. Na
przyktad, mozna pokazaé¢ nastepujace wyniki.

STWIERDZENIE 4.13. ([LV.H1, Stwierdzenie 5.5]) Niech (N,Q) bedzie rozmaitoscig
polisymplektyczng. Kazde pole wektorowe Q-Hamiltonowskie X dziala jako rozniczkowanie na
algebrze Liego (C*°(Q), {-,-}q) postaci

Xf = {f’h}Q7 vfGCoo(Q)a
gdzie h jest funkcjq QQ—Hamiltonowskqg X .

TWIERDZENIE 4.14. ([LV.H1, Twierdzenie 5.6]) Niech Q = YF, w; ® €' bedzie formg

polisymplektyczng na N. Mozemy zdeﬁmowac doktadny cigg algebr Liego:
k

0 -HO (V) @ ... @ Hyy (V) C®(2) 22 Ham(Q) - 0, (4.6)
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gdzie Bo(f) = -Xy jest polem wektorowym Q-Hamiltonowskim stowarzyszonym z f i HgH(N) to
pierwsza grupa kohomologit de Rhama na rozmaitosci N.

4.2. Indukowane algebry Poissona. Niech (N,wi,...,w;) bedzie rozmaitoscia
k-symplektyczna. Za pomoca wymienionej struktury k-symplektycznej skonstruowatem rézne
algebry Poissona na pewnych podzbiorach C*(N), tzw. indukowane algebry Poissona. Ta
konstrukcja okazata sie bardzo wazna w badaniu geometrycznych wtasciwosci zasad sktadan
rozwigzan dla ukltadéow k-symplektycznych i jest kluczowym narzedziem w badaniu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, ktore przed moimi badaniami nie zostaly doktadnie zbadane.

Struktura k-symplektyczna (wi,...,wy), baza e',...,e" przetrzeni RF i inne elementy 6
(R*)* pozwalaja zdefiniowaé forme polisymplektyczng Q = Zle w; ® e'. Zwezenie Qp = (Q,0) =
¥ | 0(e")w; jest forma presymplektyczng na N. Niech Adm(Qy) bedzie zbiorem funkeji dozwolonych
wzgledem (INV,€lp) i niech X; bedzie polem wektorowym Hamiltonowskim funkcji f wzgledem
formy presymplektycznej. Jezeli f jest funkcjg k-Hamiltonowska, to Xy jest polem wektorowym
k-Hamiltonowskim stowarzyszonym z funkcja f.

STWIERDZENIE 4.15. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.1]) Niech Q:= Y% | w; ® €’ bedzie strukturg
polisymplektyczng i 0 € (Rk)*. Kazda funkcja Q—-Hamiltonowska h daje poczgtek funkcji dozwolonej
hg = (h,8) wzgledem (N,y).

STWIERDZENIE 4.16. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.2]) Niech (wi,...,wy) bedzie strukturq
k-symplektyczng i niech {617...,6k} bedzie bazg R*. Ta struktura k-symplektyczna daje poczgtek
formie k-polisymplektycznej postaci € := Zle w; ® €' i rodzinie algebr Poissona (Adm(y),-,{-,-}),
gdzie {-,-}¢ jest nawiasem Poissona indukowanym przez forme presymplektyczng Qg, gdzie 6 € (]Rk)*,
na przestrzeni dozwolonych funkcji wzgledem Q.

STWIERDZENIE 4.17. ([LV.H1, Stwierdzenie 6.3]) Niech Q = ¥F w; ® e bedzie formg
polisymplektyczng. Kazde pole wektorowe Q—-Hamiltonowskie Xy, jest rézniczkowaniem na kazdej
algebrze (Adm(Qy), {-,-}g), gdzie 0 € (R*)*, postaci Xpf = {f, hote, Vf € Adm(Qy). Dodatkowo,

g (CZ(Q),{ 1) —» (Adm(Qg),{-})
h e hg={h,0)

jest izomorfizmem algebr Liego. Wowczas, kazida algebra Liego skoriczonego wymiaru (W c
C>=(0),{,-}q) jest rozszerzeniem algebry Liego (pg(W), {-,-}g).}

W koncu, obok otrzymamy
przemienny diagram, gdzie
Wy = HY(N)® n W, zbiér
G(Q9) to przestrzen pdl
wektorowych cechowania,

HY <(\)A ﬁwu c w(sz)

tj. G(Q@) = ker €y,

odwzorowanie mwy : X €

Ham(Qp) ~ [X] €

Adm(!lo) Ham(Q) Ham(Q4)/G(Qy) jest
X ob / odwzorowaniem ilorazowym

N 0l Htam(@) i Ap  : Adm(p) -

/ Ham () /G(0) jest

S £ BaW) >0 morfizmem  algebr Liego

przeksztatcajacym kazda
f e Adm(€p) w klase [-X].

1Diagram mozna znalez¢ w [LV.H1] i podsumowuje rézne struktury, ktére znalaztem podczas badania uktadéw Liego
k-symplektycznych. Strzalki postaci A — B oznaczajg wlozenie przestrzeni A w B



TABELA 5. Uklady Liego posiadajace algebre Liego Vessiota-Guldberga pdl wektorowych Hamiltonowskich wzgledem formy

k-symplektycznej (patrz [LV.H1]). Dla uproszczenia, oznaczamy w;; := dz; A dx;, Oy, = 0.

Zastosowanie Baza pél wektorowych X; Funkcje Q2-Hamiltonowskie h; struktura k-symplektyczna w;
Zasada skladan Z‘-l 0; LR — ®e1 + Z‘-l ) ®e “l2 . 4 @34
X B =12 Ti-T3  T3-T4 i<j=l z;-a; (z1-22)? " (z3-24)?
rozwigzan
2 2 : : 4 9. 1(zi1+xo | x3+TYy 1 4 Tit+xy 4 Wi j
dla réwnan Riccatiego | Y;_; ©:i0; 3 (—wl_w o ) ®ert; (Zi<j:1 7, ) ®€2 i<zt @ima)?
3 4 249, 1T xT3Tq 4 TiTj
Yoliaa(t)Xa Y1 xi0; (r_m +ok ) ®er+ (ijzl Tima; ) ® ez
Uktady sterowania o1, To®eL+T3®er + x4 ®e3+ %mg ® es w12
2 1T _2 1T 3 2
Za:l aa(t)Xa 82+$1(63+$184+2$285) -r1®e; — 5T1 ® ez — 51‘1®e3+(m5—x1x2)®64. w13
83+2x184+2x235 1‘1®62—xf®63—l‘§®64 w14

84 -r1 ®es was + Ig wiz
85 -T2 @ ey

Uklady sterowania 01 — 2203 + 505, To®eq — %x% Qer+ra®e3+ (122 +23) ®eq w12

Y2 aa(t)Xa Oz, T1®e +I5 @€ — 3T ®e3 — T ®eq was
Os %xé@ez—%mf®63—x1 ® €4 w13
0o + 103 + 130z, -r1 ®e3 w13 + T1wi2
83+I18z4 —56265 -T2 @ ea

Réwnania dyfuzji

Zi:l aa(t)Xa,

2 2
4%181 + 4:E1$282 + {E263,

x

T3 s i
_qrimy  xh B Tag
(4$1$3 8715 > ) ®er + (:El 4 93% ) ® e

2£E181 + $282

T -
—21%®61—4%®62
2 2

2
w23 4 drzwio _ 4dz3wig

xo zg z%

4wis 8xrzwig
—— + 5.

3 o
o1 (x374x;g§)®el 78223 ® e
Uktady Lotka-Volterra | .5, x:0; (% + %) ®el + (% + %) ® ea (wl“’_lﬁz)z + (wS“i?;‘4)2
a(t)Xl + b(t)Xz’ (% + ﬁ) ®es+ (% + %) ®eq (:'11“119622)2 + (9036‘)—905)2
?=1 wfai (% + %) ®ert (% + %) ®e2 (:clw—19022)2 + (if:)—élﬂfss)2
w13 w45s

(111'2 + T4T5 )®€3+( r1x3 + T4T5 )®e4

T1—T2 T4—T5 1—x3 Ty4—T5

@1-23)% 1 (@a-25)?
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4.3. Struktura k-symplektyczna Liego—Hamiltonowska. Kazda struktura
k-symplektyczna jest stowarzyszona z wieloma réznymi algebrami Liego funkcji, ktore graja
istotna role w badaniu ukladu. Rozpatrzmy znowu réwnanie Schwarza pierwszego rzedu (3.2). Pola
wektorowe Y7, Yo, Y3 postaci (3.3) sa Hamiltonowskie wzgledem struktur presymplektycznych wq
and wy. Wlasnie, na mocy (4.2) wynika, ze pola wektorowe Y7, Y2, Y3 maja funkcje Hamiltonowskie

2 a a?
ht== hi=— hS = — 4.7
1 v’ 1 02’ 1 203’ ( )
i
4 2 2 2
h%:_ xa h’%:2_ anv hg ( a_a;)v (48)
v v v v

wzgledem form presymplektycznych wy i we postaci (4.1), odpowiednio. Dodatkowo,
{hi,hi}, =-hi, {ni,hi}, :—2h§, {ni ni}  =-hi, i=1,2.

17" 197 177

Zatem, funkcje hi, gdzie a = 1,2,3 i dla ustalonego 1, generuj@ algebre Liego skonczonego
wymiaru funkcji izomorficznej do s[(2). To samo robia funkcje A + hg, dla o =1,2,3, i w ogdlnosci
kazda liniowa kombinacja p1h{ + u2hg, dla ustalonego (u1,pu2) € R%\{(0,0)}.

Rozpatrzmy przestrzen C*(€) funkcji Q-Hamiltonowskich ze wzgledu na strukture
dwu-symplektyczna (w1,ws). Na mocy (4.2) funkcje

h* = hS @e + hy ® €2,
dla o = 1,2, 3, generuja algebre Liego skonczonego wymiaru wzgledem nawiasu Liego (4.4).
Zatem, kazdy XE’K 9 jest polem wektorowym Q-Hamiltonowskim dla funkcji Q-Hamiltonowskiej

RS = (B3 +by(t)hd) @ el + (B3 +bi(t)hd) ® €2

Skoro zatozyliémy, ze bi(t) nie jest stala, przestrzen Lie({h3¥°}ier,{-,-}a) jest algebra Liego
izomorficzng do sl(2). Podobnie, kazdy uklad w Tabeli 5 mozna stowarzyszyé z funkcja
Q-Hamiltonowska zalezna od t postaci 22:1 aq(t)he. To uzasadnia zdefiniowanie nastepujacych
pojeé iilustruje istotnosé Twierdzenia 4.20, ktére taczy kazdy uklad Liego k-symplektyczny z funkcja
Q-Hamiltonowska zalezna od t.

DEFINICJA 4.18. ([LV.H1, Definicja 7.1]) Struktura k-symplektyczna Liego—Hamiltonowska
to tréjka (N, Q, h), gdzie (N, Q) jest rozmaitoscig polisymplektyczna i h to t-parametryczna rodzina
funkeji Q-Hamiltonowskich hy: N — RF takich, ze Lie({h¢ }ier, {-,-}) jest algebra Liego skonczonego
wymiaru.

DEFINICJA 4.19. ([LV.H1, Definicja 7.2]) Méwi sie, ze pole wektorowe X zaleine od t
posiada strukture k-symplektyczng Liego-Hamiltonowskq (N,Q,h) jesli Bq(h:) = =Xy, dla kazdego
teR.

TWIERDZENIE 4.20. ([LV.H1, Twierdzenie 7.3]) Uklad X posiada  strukture
k—symplektyczng Liego-Hamiltonowskq wtedy 1 tylko wtedy, gdy X jest wukliadem Liego
k-symplektycznym.

4.4. Ogélne wlasSciwosci ukladéw k-symplektycznych. Oméwmy teraz niektére
wlasciwosci ukladéw Liego k-symplektycznych, ktére opisatem w [LV.H1]. Dodatkowo, pokaze jak
korzysta¢ z indukowanych algebr Poissona, aby obliczy¢ stale ruchu zalezne od t dla uktadéw Liego
k-symplektycznych.

Podobnie jak dla kazdego ukladu Liego, ogdlne rozwiazanie x(t) ukladu Liego
k—symplektycznego na N mozna napisa¢ w postaci z(t) = ¢(g(t), o), gdzie xge N i p:Gx N - N
jest dzialaniem grupy Liego. Jezeli G jest spéjna, kazda krzywa g(t) w G daje poczatek
zamianie zmiennych zaleznych od t przeksztalcajacej uktad Liego X przyjmujacy wartosci w
algebrze Liego VX w uklad Liego Y, ktérego ogblne rozwiazanie ma postaé y(t) = ¢(g(t),z(t)),
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przyjmujace wartoéci w tej samej algebrze Liego VX [CGL09, CRG]. Jezeli X jest ukladem
Liego k-symplektycznym, to VX sklada sic z pdl wektorowych k-Hamiltonowskich wzgledem
struktury k-symplektycznej. Skoro pola wektorowe {Y;}r naleza takze do VX, to sa one polami
wektorowymi k-Hamiltonowskimi i Y jest ukladem Liego k—symplektycznym.

Kazde szczegblne rozwiazanie uktadu Liego X jest zawarte w orbicie S dzialania ¢. Wowczas,
mozna zdefniowaé obciecie X|g uktadu X do kazdej orbity S. Zatem, catkowanie kazdego ukladu
Liego X mozna zredukowaé¢ do catkowania jego obcieé¢ do kazdej orbity ¢, ktére sa takze uktadami
Liego. Jezeli X jest ukladem Liego k-symplektycznym, to interesujacym bedzie sprawdzenie
czy Xl|s jest znowu ukladem Liego k-symplektycznym. To wymaga analizy podrozmaitosci
I-symplektycznych (I < k) rozmaitosci k—symplektycznej (N,w,...,wy), ktore zostaly wymyslone
przez S. Vilarino i M. de Leén w [LV13].

DEFINICJA  4.21. Niech (N,wi,...,wr) bedzie rozmaitoscia k-symplektyczna.
Podrozmaitos¢ S c N jest podrozmaito$cig l—-symplektyczng wzgledem (N,wi,...,wg), (I < k)
jezeli dim S =n;(l + 1) dla liczby calkowitej n; i

(T,8)"'nT,S={0}, VpeS, (4.9)

gdzie (1,8 )lvl jest [-th ortogonalnym dopetnieniem 7},S ze wzgledu na strukture k-symplektycznag
(N,wi,...,wk), tj. TpSl’l ={veT,N:wi(v,w) =... =w(v,w) =0,Vw e T,,S}.

Warunek (4.9) jest réwnowazny warunkowi N_;(7,S)* nT,S = {0}, Vp € S,gdzie (T,S)* jest
presymplektycznym anihilatorem 7,5, tj. 7,5 = {v € T,N : w;(v,w) = 0,Yw € T,S}. Jezeli
podrozmaito$¢ S ¢ M jest wyposazona w strukture [-symplektyczna (t*wq, ...,t%w;) dla I < k,
to dla kazdego I’ takiej, ze | <1’ < k (powinien istnie¢ ny taki, ze dim S = ny(I'+1)), (¢*wy, ..., wyr)
jest strukturg I'-symplektyczna na S. W rezultacie otrzymujemy nastepujacy wynik.

STWIERDZENIE 4.22. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.4|) Niech (wi,...,wr) bedzie
k-symplektyczng strukturg na N ¢ niech X bedzie ukiadem Liego k—symplektycznym wzgledem tej
struktury. Jezeli S jest podrozmaito$ciq 1-symplektyczng takq, e DX c TS, to obciecie X do S jest
uktadem Liego l-symplektycznym.

STWIERDZENIE 4.23. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.5]) Niech X bedzie k—symplektycznym
uktadem Liego na N posiadajgcym strukture k-symplektyczng Liego—Hamiltonowskq (N, h). Dla
kazdego 0 € (R¥)*, przestrzen ZGX statych ruchu niezalezZnych od t i dozwolonych wzgledem Qg jest
algebrqg Poissona ze wzgledu na nawias Poissona {-,-}g indukowany przez Q.

STWIERDZENIE 4.24. ([LV.H1, Stwierdzenie 8.6]) Niech X bedzie ukladem Liego
k—symplektycznym na N posiadajgcym strukture k-symplektyczng Liego—Hamiltonowskg (N, h).
Dla kazdego 0 € (Rk)*, funkcja f: N - R jest stalg ruchu X dozwolong wzgledem 2y wtedy © tylko
wtedy, gdy f komutuje (wzgledem nawiasu Poissona) z kaZdym elementem kazdej algebry Liego

pg(Lie({ht}ers 1 1))-

Kazdy uktad autonomiczny Hamiltonowski jest ukladem Liego k—symplektycznym wzgledem
formy symplektycznej w. Posiada tez strukture k-symplektyczna Liego-Hamiltonowska (N, €, h),
gdzie h jest funkcja Hamiltonowska niezalezna od t. Zatem, poprzednie stwierdzenie pokazuje, ze
calki pierwsze niezalezne od t dla uktadu Hamiltonowskiego sg tymi funkcjami komutujacymi z h,
co pozwala nam uzyskaé¢ dobrze znany wynik z mechaniki Hamiltonowskiej.

4.5. Diagonalna prolongacja ukladéw Liego k-symplektycznych. Teraz przedstawie
swoje wyniki dotyczace zasad skladan rozwiazan dla uktadéw Liego k-symplektycznych. Krotko
mowigc, struktura k-symplektyczna stowarzyszona z takimi uktadami pozwala nam obliczy¢ zasady
sktadan rozwiazan o wiele latwiej niz za pomoca struktur symplektycznych czy Diraca. Nasz
podstawowy wynik jest nastepujacy:
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STWIERDZENIE 4.25. ([LV.H1, Stwierdzenie 9.1]) Jesli X jest ukladem Liego
k—symplektycznym wzgledem (w1, ... ,wk), to X[m] jest uktadem Liego k—symplektycznym ze wzgledu
na (wgm],...,wl[gm]).

Zobrazujmy teraz poprzednie pojecie za pomoca godnego uwagi przykiadu, ktéry znalaztem
i zbadalem wspélnie z moimi wspdlpracownikami w [LV.H1]. Rozpatrzmy znowu réwnanie
Schwarza (3.1) jako uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. W pracach [CGL.H6, LS13]
obliczytem z moimi wspélpracownikami zasade skladan rozwiazan dla tych réwnan rozwiazujac
uktad réwnan czastkowych chcac znalezé trzy catki ruchu niezalezne od t i funkcjonalnie niezalezne

dla diagonalnych prolongacji (3.2) do OgZ]. Aby pokazaé ich zalety, obliczmy teraz te catki za pomoca
struktur k-symplektycznych.

Roéwnania Schwarza posiadaja algebre Liego Vessiota-Guldberga po6l wektorowych
k-symplektycznych wzgledem struktury dwu-symplektycznej (wi,ws) na O przybierajac postaé
(4.1). Stwierdzenie 4.25 zapewnia, ze diagonalne przedluzenie do (9£2], tj. formy presymplektyczne

2 dov A da i 2 2
W?] B b ( )vu) 2, w£2] T ; (z) (2@ vy A dagy +vgydagy Adegy +agydegy Advg),

(2]

daja poczatek dla struktury dwu-symplektycznej na O5. Jadra majg postac

0 0 2 0 0 0
rer ol2] OIS | |
erwy <8x(1) ) ax@) > ) erw, @ Z(i ] i ; i ]

Oba jadra maja przeciecie rowne zero. A
Przypominamy, ze jezeli dana jest forma polisymplektyczna Q:= Zf 1 w; ®e' na N, jej diagonalna
prolongacja do N™ jest forma polisymplektyczng QU™ = ZZ_ w I'g e, Korzystajac z (4.2)

otrzymamy, ze funkcje k—Hamiltonowskie dla dlagonalnych prolongaCJl p6l wektorowych (3.3) do
(02)? maja postaé

pb2] Z Z( 2 el _ 4 (3 ® 62)’ p2(2] _ Z[ (z) 1, (2 B 2(1(233(1) ) ®62]

v Y

2 [ a2 Qarn A2\ x(;
h3’[2]=Z!2(§) ®€1+( agy (2)3())®€2]’
; v

Y(i) E0)
Wéwezas

L2 120210 _ 102 12] 130210 _op2[2] 202] 1302\ _ p3[2]
{h R }Qm—h , {h h }Qm_% : {h R }Qm—h .

Z tego wynika, ze te funkcje generuja algebre Liego izomorficzng do sl(2). Nastepnie, korzystamy z
indukowanych algebr Liego, aby znalez¢ kilka stalych ruchu niezaleznych od ¢ tych uktadéw.
Forma polisymplektyczna 02 pozwala nam zdefiniowa¢ kilka struktur presymplektycznych

Q?] = (Q[21,§), dla dowolnego ¢ € (R?)*. Na przykltad, niech {f1,6} bedzie baza dualna dla

{el,e?}. Otrzymamy wtedy, ze
Qe = (P 0y =Pl g, = (01 6y) =Wl

Na mocy Stwierdzenia 4.17, Hamiltonowskie funkcje (A1), (h212), (R312]);, dla kazdego ¢ «
(R?)*, rozpinaja algebre Liego 20 taka, ze s[(2) jest rozszerzeniem tych algebr Liego. Skoro s[(2)
jest prosta, 20 jest izomorficzna do s[(2) lub zero.
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Jezeli 20 jest izomorficzna do s[(2), to udowodnitem w [CGL.H6, BCHL.HT7], Ze {Cy, (h;)¢}e =
(2] ;

0, gdzie i = 1,2,3, nawias {-,-}¢ to nawias Poissona dozwolonych funkcji ze wzgledu na Q;

Ce = (WP (e - (2.

Warto podkreslié, ze C¢ mozna obliczy¢ za pomocy elementu Casimira dla algebry Liego

izomorficznej do s[(2) i indukowanej przez RUEI 2121 32 Dodatkowo, C¢ jest stalg ruchu

niezalezna od t dla diagonalnej prolongacji X?[,%S Ogodlniej, podobng procedure mozna zastosowaé

w innych algebrach Liego funkcji stowarzyszonych z ukladami Liego k-symplektycznymi. Piszac
f = )\101 + )\292, gdzie /\1,)\2 € R, otrzymamy Cg = /\%Cgl + )\%C& + /\1)\2F§1£2, gdzie Cgl, C& i F&&
sa catkami ruchu postaci
_ 2
C§1 _ (hl,[Q] )51 (h3,[2] )51 _ (h2,[2])gl _ (a21)1 alUQ) ’

3,3
U1Vs

42
3,3 )
V1Vs

_ _ 2
Ce, = (hl,[2])§2(h3,[2])£2 B (h2’[2])§2 _ 4 (—J}lxg . 20102 (V122 vzm)) (agv1 —a1v2)”

a1V2 —U1G2

Feep = (hly[Z])&(hg’[Q])& + (h37[2])§1 (hl’[ﬂ)& - 2(h2’[2])§2(h2’[2])§1

_ _2(agvl —v9a1)? (1131 A 2uyv9(v1 — 1)2))

3,3
ViU, aive — v1as

Skoro kazda C¢ jest stala ruchu niezaleznag od t, to stale ruchu Cg,, F¢ ¢, pozwalaja nam
zdefiniowaé nowe, prostsze stale ruchu niezalezne od ¢ postaci

2uiv9 (V12 — V2x1) 2v1v9 (v — v2)

; F3 =21 +x9 -
ajve — v1a2 a1v2 — v1a2

16 2 +
F4= F32—4F1+—=$1—$2—M.
051 ajv2 — V109

Stale ruchu niezalezne od ¢ postaci Cg,,F3 i Fj zostaly wykorzystane w [CGL.H6, LS13],
aby obliczy¢ zasade sktadan rozwiazan dla réwnan Schwarza pierwszego rzedu. W tych pracach,
Ce,, F3, Fy zostaly obliczone za pomoca réznych metod geometrycznych. W [LS13] te funkcje
uzyskano za pomoca metody charakterystyki, co wymagalo duzo nietrywialnych obliczen. W
[CGL.H6], techniki wymyslone dla ukladéw Liego-Diraca pozwalily nam uzyskaé¢ Fi i Cg,.
Natomiast, Fy zostala obliczona za posrednictwem symetrii Liego naszego uktadu. Cg,, F3, Fy
pojawiaja sie jednoczesnie ze struktury k-symplektycznej dla réwnan Schwarza. To kluczowy punkt
dla przydatnosci tego podejécia do obliczenia zasad sktadan rozwiazan. Struktura k-symplektyczna
dostarcza nam wiecej technik, aby bada¢ wlasciwosci uktadéw Liego k-symplektycznych niz uktady
Liego-Diraca. Moje techniki zostaly wykorzystane w [LTV.H4] dla uzyskania zasad skladan
rozwigzan dla réwnan dyfuzji za pomoca uktadow Liego k-symplektycznych.

Fiy =229 -

5. Uklady Liego-Jacobiego

Zdefiniujmy teraz uklady Liego-Jacobiego jako uklady Liego posiadajace algebre Liego
Vessiota-Guldberga pdl wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktury rozmaitosci Jacobiego
[Ki76, IV, Li77]. Rozmaitos¢ Jacobiego to tréjka (N, A, R), gdzie A to pole biwektorowe na N i R to
pole wektorowe na N, tzw. pole wektorowe Reeba, spelniajace [A,A]lsy = 2RAA1[R,A]sny =0. Pole
wektorowe X na N jest Hamiltonowskie wzgledem rozmaitosci Jacobiego (N, A, R) jezeli istnieje
funkcja f e C*(N) taka, ze

X =[A, flsn+ fR=A(df) + fR.
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Zatem, f jest funkcjg Hamiltonowskq pola wektorowego X i napiszemy X = Xy. Méwi sie, ze f
to dobra funkcja Hamiltonowska i Xy to dobre pole wektorowe Hamiltonowskie jezeli f jest calky
pierwsza pola wektorowego Reeba [HL.H5, Definicja 3.5].

Przestrzen Ham(N, A, R) pél wektorowych Hamiltonowskich ze wzgledu na (N, A, R) to algebra
Liego wzgledem standardowego nawiasu Liego pdél wektorowych. Dodatkowo, rozmaitosé Jacobiego
pozwala nam zdefiniowaé¢ nawias Liego na C*°(N') postaci

{f.9}a,r =A(df,dg) + fRg - gRf.
Ten nawias Liego stanowi nawias Poissona jezeli R = 0. Dodatkowo, morfizm ¢p g : f € C*(N)
Xy € Ham(N,A, R) jest morfizmem algebr Liego. Warto podkresli¢, ze ten morfizm nie jest
koniecznie injektywny.
Podobnie jak w poprzednich sekcjach doszedtem do wniosku, ze warto wprowadzi¢ nastepujaca
definicje.

DEFINICJA 5.1. ([HL.H5, Definicja 4.1]|) Uktad Jacobiego—Liego (N, A, R, X') sklada si¢ z
rozmaitosci Jacobiego (N, A, R) i ukladu Liego X spelniajacego VX c Ham(N, A, R).

PRZYKEAD 5.2. ([HL.H5, Przyktad 4.3]) Rozpatrzmy grupe Liego G := SL(2) macierz 2 x2
o wspolczynnikach rzeczywistych «, 3,7, spelniajacych ad — 5+ = 1. Blisko elementu neutralnego
funkcje {a, 8,7} tworza lokalny uktad wspélrzednych G. Pola wektorowe

1
Xf%=a8a+ﬁ05—y&y, XE=~0, + +—m857 X§:a87
o
tworza baze pdl wektorowych prawo-niezmienniczych na G. Definiujac
Ag = af0, AOg— (1 + Bv)0g A 0y, Rg = ady — $0g + 70, (5.1)

otrzymamy, ze [AG7A(G]SN = —2a8a AN 85 AN 67 = QRG AN AG i [R([;, AG]SN = 0. Zatem (G,A([;, RG) jest
rozmaitoscig Jacobiego. Rozpatrzmy teraz uktad na G postaci % =3, bi(t)XZ-R(g), G € G, dla
dowolnych funkeji b;(t) zaleznych od ¢. Poniewaz X© = ¥2_ b;(t) X przyjmuje wartoéci w algebrze
Liego V€ = (Xf%, XQR,Xf), uklad X© jest ukladem Liego. Uklad X© pojawia siec w analizie réwnan
Briosche-Darbouxa—Halphena, Kummera-Schwarza, Milnego—Pinneya, itp. [CGL.H6, EHL.PH1,
CL.PH12|.

Dodatkowo, (G,Ag,Rg, X®) jest uktadem Liego-Jacobiego. Rzeczywiscie, X¥, X1t XZI
sa polami wektorowymi Hamiltonowskimi wzgledem (G,Ag,Rg) 2z dobrymi funkcjami
Hamiltonowskimi

hi=1+2By, ho= %(1 +37y),  hz=-Ba. (5.2)

Takie funkcje sa pierwszymi catkami X f%,Xf,Xf, odpowiednio, i Rg. To pozwala nam skorzystaé
z XZ-R +dh; z1=1,2,3,1 Rg, aby zgenerowaé¢ podwiazke Lg w TG &g T*G stanowiaca strukture
Diraca na G [C090]. Pola wektorowe X f%, X f, X f sa Hamiltonowskie wzgledem Lg i daja poczatek
dla uktadu LiegoDiraca (G, Lg, X¢) [CGL.HS6].

5.1. Struktury Jacobiego—Liego—Hamiltonowskie. Podobnie jak w przypadku ukladow
Liego posiadajacych algebre Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych Hamiltonowskich wzgledem
innych struktur geometrycznych, uktady Liego-Jacobiego mozna zbadaé¢ za pomoca funkcji
Hamiltonowskich zaleznych od t ze wzgledu na rozmaitosci Jacobiego.

DEFINICJA 5.3. ([HL.H5, Definicja 5.1]) Struktura Jacobiego-Liego-Hamiltonowska to
czworka (N, A, R,h), gdzie (N,A,R) to rozmaito$¢ Jacobiego i h : (t,2) € Rx N — hy(x) € N
to funkcja zalezna od t taka, ze Lie({h¢}ter, {-,-}a,r) jest skonczenie wymiarowa. Niech dany bedzie
uklad X na N. Méwimy, ze X posiada strukture Jacobiego-Liego-Hamiltonowskq (N, A, R, h) jezeli
X; jest polem wektorowym Hamiltonowskim z funkcja Hamiltonowska h; (wzgledem (N, A, R)) dla
kazdego t € R.
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PRZYKLAD 5.4. ([HL.H5, Przyklad 5.3]) Wzgledem nawiasu Liego indukowanego przez
(G, Ag, Rg) podanego w (5.1), funkcje (5.2) spelniaja, ze

{h17 hQ}Ag,RG = _2h27 {hh h3}A@,R@ = 2h37 {h27 h3}A@,RG = _hl-
Zatem, (G, Ag, Rg, h = Y2, b;j(t)h;) jest struktura Liego-Jacobiego-Hamiltonowska dla X©.

Analogicznie Twierdzenia 2.5, 3.3, 4.20 dla uktadéw Jacobiego—Liego zostaly opisane w [HL.H5]
i wygladaja nastepujaco.

TWIERDZENIE 5.5. ([HL.H5, Twierdzenie 5.4]) Jezeli (N,A,R,h) jest strukturq
Liego-Jacobiego-Hamiltonowskq, to uktad X postaci X; = Xp,, Vt € R, daje poczgtek dla ukiadu
Liego-Jacobiego (N,A, R, X). Jezeli X jest ukladem Liego i {X;}wr sa polami wektorowymi
Hamiltonowskimi, to X posiada strukture Liego-Jacobiego—Hamiltonowskg.

Struktury Liego-Jacobiego—Hamiltonowskie —mozna zastosowaé¢ w analizie ukladéw
Jacobiego-Liego.

STWIERDZENIE 5.6. ([HL.H5, Stwierdzenie 1]) Niech (N,A,R,X) bedzie ukladem
Jacobiego—Liego posiadajgcym strukture Jacobiego—Liego—Hamiltonowskq (N,A, R,h) dobrych
funkcji Hamiltonowskich {h;}ter. Wtedy, f € C®(N) jest stalg ruchu niezalezng od t dla X wtedy
i tylko wtedy, gdy f komutuje ze wszystkimi elementami Lie({hy }eer, {:,-}a,r) wzgledem {-,-}a Rr-

PRZYKLAD 5.7. ([HL.H5, Przyklad 5.5]) Rozpatrzmy znowu funkcje hi,ho,hs opisane
w (5.2) i rozmaitosé¢ Jacobiego (G,Ag,Rg), gdzie Ag i Rg maja posta¢ (5.1). Wtedy, {h? +
4hohs, hi}ag re =0 dlai=1,2,3. Zatem, C = h% +4hshs jest stalg ruchu dla XG.

5.2. Uklady Liego-Jacobiego na rozmaito$ciach nisko-wymiarowych. Ta czeéé¢ pracy
stanowi podsumowanie moich wynikoéw w zakresie klasyfikacji skoniczenie wymiarowych algebr Liego
pél wektorowych Hamiltonowskich wzgledem struktur Jacobiego na R i R? znalezionej w [HL.H5].
Tabela 6 podsumowuje moja klasyfikacje.

Udowodnilem w [HL.H5|, ze réwnania Riccatiego (1.2) prowadza do ukladu Liego-Jacobiego
(R, A=0,R=0,,).

Rzeczywiscie, elementy bazy Xi,Xo, X3 € V algebry Liego Vessiota-Guldberga dla (1.2)
posiadaja funkcje Hamiltonowskie hy := 1, hg = 71, hg := 2. Wéwcezas, (R, A =0, R = 0,,,a0(t) X1 +
a1 (t)Xs + az(t)X3) to uktad Liego-Jacobiego. Skoro kazdy uklad Liego na R mozna sprowadzié¢ do
tej postaci za pomoca lokalnego dyfeomorfizmu na R [GKO92, Lie1880, LS|, kazdy uklad Liego
na R mozna zrozumieé¢ jako uktad Liego-Jacobiego.

Sklasyfikujmy uklady Liego-Jacobiego postaci (R?, A, R, X), gdzie mozemy zalozy¢, ze A i R
sg lokalnie réwne albo rézne od zera. Istnieje tylko jeden uktad Liego-Jacobiego z A =01i R = 0:
(R2,A=0,R=0,X =0).

Uklady Liego-Jacobiego postaci (R, A # 0, R = 0) sa ukladami Liego-Hamiltona, ktérych algebry
Vessiota—Guldberga zostaly obliczone w [BHL.H3|. W Tabeli 4 oznaczamy takie przypadki litera
P (Poisson). Uktad Liego-Jacobiego (R?,A =0, R #0,X) jest taki, ze jezeli Y e VX, to Y = fR dla
pewnego f € C*(R?). Przypadki tego typu mozna wprost obliczyé za pomoca danych podanych w
Tabeli 6. Oznaczamy takie przypadki skrétem (0, R) w ostatniej kolumnie.

Stwierdzenia 5.8 i 5.9 ponizej pokazuja, ze algebry Liego Vessiota-Guldberga w Tabeli 6, ktore nie
podpadaja pod wymienione kategorie nie sa algebrami Liego Vessiota-—Guldbega pdl wektorowych
Hamiltonowskich ze wzgledu na zadng rozmaito$é Jacobiego postaci (R%, A # 0, R # 0). Woéwczas,
kazdy uklad Liego-Jacobiego (R?, A, R, X) posiada algebre Liego Vessiota-Guldberga nalezaca do
jednej z klas danych w Tabeli 62.

2Aby wykluczy¢ Py z a # 0 i 117, trzeba zastosowaé ide¢ dowodu Stwierdzenia 5.9
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TABELA 6. Algebry Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych Hamiltonowskich na R? wzgledem
rozmaitosdci Jacobiego (patrz [HL.H5]). P oznacza Poissona. Funkcje 1,&1(z), ..., & (z) sa liniowo
niezalezne i 0y (), ..., n-(z) tworza baze rozwiazan dla d” f/dz" = Y74 cad® f/dz®, cq € R.
#  Algebra Liego  Baza pdél wektorowych X; Uktad Liego-Jacobiego
P1 A, =RxR? Oz, Oy, (20 + ydy) + Y0z —xdy, a>0 (x=0)P
Py sl(2) O, 20z + Y0y, (22 - y?) 0y + 2xyd, P
Ps  s0(3) YOu — 20y, (1 + 22 — %)y + 220y,

2zy0, + (1 +y* - 2%)d, P
Py R*xR? O, Oy, 0y + YOy, yOy — 10y Nie
Ps sl(2)xR? Oz, Oy, 0z — YOy, YOz, 0y P
Ps gl(2) xR? Oz, Oy, 0, YO, Ty, YOy Nie
P7 s0(3,1) Oz, Oy, 0y +y0y, YOu —x0y, (z° —1y*) Dz +2xyd,y,

22y0, +(y* —x2) 0y Nie
Ps  sl(3) O, Oy, £0s, YO, £0y, YOy, t20s + xydy, YOy + Y20y Nie
ILL R Oz P, (0,0:)
12 f)g Bz,ataz P, (0, Bz)
I3 sl(2) (type I) O, 0z, 2% 0y P, (0,02)
L sl(2) (type II) Oy + Oy, 20y + yOy, x>0z + Y0, P
Is  sl(2) (type III)  0,2x0, +y0Oy, 220, + YOy P
Ie  gl(2) (typeI) Oz, Oy, 0y, 20y Nie
I gl(2) (type 1)  Ou,ydy, 20x, 220, + Ty0y Nie
Is  Ba=RxR? Oz, Oy, w05 + aydy, 0<|a|<1 (a=-1)P
Is  bhadbhe Oz, Oy, 0, YOy Nie
Iio sl(2) @be O, Oy, £0s, YOy, 20, Nie
L1 sl(2) @sl(2) Oz, Oy, 20, YOy, 20y, Y20, Nie
Lz R™! Oy, &1(2) 0y, . .., & (x) 0y P, (0,9,)
Lz RxR™ By, Y0y, &1(2)0y, . .., Er(2)0y P, (0,08,)
ILiau RxR" Oz, m(2)0y,n2(x)0y, ..., nr(x)0y P
Lis R*xR" Oz, Y0y, n1(x)0y, ..., nr(x)0y Nie
Lis CL=bawR™  8,,0,,x0, + aydy,z0,,...,z"0,, aeR (a=-1)P
Ii;7 Rx(RxR") 8z,8y7xc‘9m+(ry+:cr)8y,x8y,...,x“18y Nie
L (h2®@R)xR™  0,,0y, 20,20y, y0y,2°0y,...,2"0y Nie
Ly sl(2) x R™! Oy, By, 2Oy, 220, + Y0y, 20y + r2ydy, 2°9y, ..., 278, Nie
Lo gl(2) xR™! O, Oy, £0s, 0y, YOy, 20y + raydy, 29y, ..., 170, Nie

STWIERDZENIE 5.8. ([HL.H5, Stwierdzenie 2]) Niech V  bedzie algebrq Liego

Vessiota- Guldberga na R? posiadajgcq X1, Xo € V\{0} takq, e [X1,Xo2] = X1 i X1A X2 =0. Zatem V
nie sktada sie z pél wektorowych Hamiltonowskich wzgledem zadnej rozmaitosci Jacobiego (R%, A, R)

dla R+0 i A=#0.

STWIERDZENIE 5.9. ([HL.H5, Stwierdzenie 3]) Nie istnieje rozmaitosé Jacobiego na R*
zA+#0 iR #0 taka, ze elementy algebry Liego dyfeomorficznej do V = (Oy, 0y, 20, + ay0y) z
a ¢ {0,-1} bedg polami wektorowymi Hamiltonowskimi.

6. Perspektywy dalszych badan

Moja rozprawa habilitacyjna posiada wiele mozliwosci rozwoju. Obecnie mam w trakcie
recenzowania trzy prace rozbudowujace dalsze aspekty mojej rozprawy [GL17, CCJL17, LHT17].
Moja poprzednia doktorantka prowadzi dalej badanie zaproponowanych przeze mnie zastosowan
uktadéw Liego [LS16]. Kontynuujac moje poprzednie badania pracuje teraz nad jeszcze ciekawszymi
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tematami. Dodatkowo moje badania obejmuja teraz duzo szersze zainteresowania: bialgebry
Liego, grupy kwantowe, dzety nieskonczonego wymiaru, réwnania na superrozmaitosci, réwnania
stochastyczne, symetrie BRST i ich zastosowania w matematyce i fizyce.

Napisatem jeden artykul, obecnie w trakcie recenzji [CCJL17], dotyczacy zastosowan ukladéw
Liego-Hamiltona i Liego-Diraca w badaniu réwnan nieautonomicznych Schrodingera. Z tej pracy
wynika, ze uktady kwantowe posiadaja nieliniowe zasady skladan rozwigzan zaleznych mniej
od rozwiazan szczegllnych niz standardowych. Ta praca tez dotyczy badania uktadow Liego
posiadajacych algebry Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych Kéahlera.

W drugiej pracy, réwniez w trakcie recenzji [GL17| udowodnilem, ze wszystkie réwnania
hierachii Riccatiego, ktére bardzo czesto pojawiaja sie w uktadach catkowalnych, sa uktadami Liego
posiadajacymi algebre Liego Vessiota-Guldberga pol wektorowych konforemnych wzgledem metryki
Riemannowskiej. Oznacza to, ze mozna skorzysta¢ z metod Winternitza, aby znalez¢ ich zasady
sktadan rozwiazan.

Ostatnia praca, bedaca obecnie recenzowana [LHT17], pokazuje jak obliczy¢ zasady
sktadan rozwiazan dla uktadéw Liego-Hamiltona posiadajacych algebry Vessiota-Guldberga pdl
wektorowych Killinga wzgledem réznych metryk.

Obecnie rozwijam analog redukcji Marsdena—Weinsteina dla pewnych uktadéw Liego
posiadajacych algebre Liego Vessiota-Guldberga pél wektorowych Hamiltonowskich wzgledem
struktury wielosymplektycznej. Dodatkowo, korzystam z bialgebr Liego i grup kwantowych, aby
zbudowaé¢ uktady catkowalne, ktére mozna zinterpretowaé¢ jako deformacje kwantowsg ukitadu
Liego-Hamiltona. W szczegdlnosci, pracuje z moimi kolegami nad deformacjg kwantowa réwnan
Milnego—Pinneya.
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Inne aktywnos$ci i osiggniecia naukowe

1. Badania stanowigce kontynuacje rozprawy doktorskiej

Na etapie podoktorskim réwniez badatem podstawowe wtasciwosci i zastosowania uktadéw Liego
bez kompatybilnych geometrycznych struktur. Dodatkowo, szukalem uogélnien uktadéw Liego,
ktére prowadzilyby do analizy nie tylko uktadéw Liego. Nastepnie, przedstawiam liste artykutéw
opublikowanych po doktoracie dotyczacych oméwionych powyzszej tematéw.

GHL.PHI1.

LT.PH2.

CL.PHS.

CL.PH4.

GL.PH5.

CL.PH6.

CL.PHT.

CL.PHS.

CL.PH9.

CGL.PH10.

FL.PH11.

P. Garcia-Estevez, F.J. Herranz, J. de Lucas i C. Sardon, Lie symmetries for Lie systems:
Applications to systems of ODEs and PDEs, Appl. Math. Comp. 273, 435-452 (2016). IF
= 1.014 (2015), (Q1 - 56/312 w Mathematics), Cytowania = 1(0). Swdj wklad oceniam na
15%.

J. de Lucas, M. Tobolski i S. Vilarino, Geometry of Riccati equations over normed division
algebras, J. Math. Anal. Appl. 440, 394-414 (2016). IF = 1.014 (2015), (Q1 - 56/312 w
Mathematics), Cytowania = 1(1). Sw6j wklad oceniam na 40%.

J.F. Carinena i J. de Lucas, Quasi—Lie families, schemes, invariants and their applications
to Abel equations, J. Math. Anal. Appl. 430, 648-671 (2015). IF = 1.014 (2015), (Q1 -
25/53 w Physics, Mathematical), Cytowania = 0. Swéj wktad oceniam na 80%.

J.F. Carinena, J. de Lucas i P. Guha, A quasi-Lie schemes approach to the Gambier
equation, SIGMA 9, 026 (2013). IF = 1.299 (2013), (Q2 - 25/55 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 5(4). Swéj wklad oceniam na 75%.

J. Grabowski i J. de Lucas, Mixed superposition rules and the Riccati hierarchy,
J. Differential Equations 254, 179-198 (2013). IF =1.570 (2013), (Q1 - 13/302 w
Mathematics), Cytowania = 6(2). Sw6j wktad oceniam na 70%.

J.F. Carinena, J. de Lucas i J. Grabowski, Superposition rules for higher-order systems
and their applications, J. Phys. A: Math. Theor. 45, 185202 (2012).IF = 1.766 (2012), (Q2
- 13/55 w Physics, Mathematical), Cytowania = 14(4). Sw6j wktad oceniam na 60%.

J.F. Cariniena i J. de Lucas, Superposition rules and second-order Riccati equations,
J. Geom. Mech. 3, 1-22 (2011). IF = 0.812, (Q2 - 101/245 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 24(13). Swéj wklad oceniam na 75%.

J.F. Carifiena i J. de Lucas, Integrability of Lie systems through Riccati equations, J. Nonl.
Math. Phys. 18, 29-54 (2011). IF = 0.543 (2011), (Q4 - 47/55 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 5(3). Swéj wklad oceniam na 70%.

J.F. Cariniena, J. de Lucas i M.F. Raniada, A geometric approach to integrability of Abel
differential equations, Int. J. Theor. Phys. 50, 2114-2124 (2011). IF = 0.845 (2011), (Q3
- 48/84 w Physics, Multidisciplinary), Cytowania = 8(3). Swdj wklad oceniam na 30%.
J.F. Carinena, J. Grabowski i J. de Lucas, Lie families: theory and applications, J. Phys. A:
Math. Theor. 43, 305201 (2010). IF =1.641 (2010), (Q2 - 17/54 w Physics, Mathematical),
Cytowania = 6(0). Sw6j wklad oceniam na 60%.

R. Flores, J. de Lucas i Y. Vorobiev, Phase splitting for periodic Lie systems, J. Phys A.
43, 205208 (2010). IF = 1.641 (2010), (Q2 - 17/54 w Physics, Mathematical), Cytowania
= 7(1). Swéj wkiad oceniam na 20%.
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CL.PH12. J.F. Carinena i J. de Lucas, Lie systems: theory, generalizations, and applications, Diss
Math. 479, 1-169 (2011). IF = 0.214, (Q4 - 279/289 w Mathematics), Cytowania = 28(13).
Swdéj wklad oceniam na 90%.

AC.PH13. F. Avram, J.F. Carinena i J. de Lucas, A Lie systems approach for the first passage-time
of piecewise deterministic processes, w: Modern Trends of Controlled Stochastic Processes:
Theory and Applications, Luniver Press, 2010, pp. 144-160. Swdj uklad oceniam na 50%.

CL.PH14. J.F. Carinena, J. de Lucas i M.F. Ranada, Lie systems and integrability conditions for
t-dependent frequency harmonics oscillators, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 7, 289-310
(2010). IF = 1.612, (Q2 - 18/47 w PHYSICS, Mathematical), Cytowania = 5(2) . Swdj
wktad oceniam na 60%.

2. Inne badania po uzyskaniu tytulu doktora

Badalem ogoélne wladciwosci réwnan rézniczkowych, np. nieskonczenie wymiarowy formalizm
dzetéw, mnozniki Jacobiego, symetrie nie-lokalne, itp. Zastosowalem swoje wyniki w istotnych
uktadach fizycznych, np. w oscylatorach nieharmonicznych [CL.PH14].

E1l. J.F. Carifiena, J. de Lucas and M.F. Ranada, Jacobi multipliers, non-local symmetries, and
nonlinear oscillators, J. Math. Phys. 56, 063505 (2015). IF = 1.234 (2015), (Q2 - 25/53 w
Physics, Mathematical), Cytowania = 1(1). Sw6j wklad oceniam na 80%.

E2. P.G. Estevez, M.L. Gandarias and J. de Lucas, Classical Lie symmetries and reductions of
a nonisospectral Lax pair, J. Nonlinear Math. Phys. 18, 51-60 (2011). Sw6j wklad oceniam
na 30%.

3. Edytor ksiazek

Bytem edytorem ksigzki:

Geometry of Jets and Fields - in honour of Professor Janusz Grabowski (eds. K. Grabowska, M.
Jézwikowski, J. De Lucas i M. Rotkiewicz), Banach Center Publications 18, Vol. 110, Warszawa,
2016.

4. Nagrody i stypendia naukowe

e 2016 - Wyrdznienie w uznaniu osiagnie¢ wplywajacych na rozwdj oraz prestiz Uniwersytetu
Warszawskiego, Uniwersytet Warszawski.

e 2015 - Nagroda indywidualna trzeciego stopnia, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski.

e 2014 - Zwyciezca nagrody ‘Nauczyciel Roku’ na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego (Samorzad Spraw Studenckich UW).

e 2013 - Nagroda dydaktyczna, Semestr Letni, Uniwersytet Warszawski.

e 2011 - Stanowiska badawcze dla mtodych matematykéw, IMPAN.

e 2011 - Nagroda ‘Premio Especial de Doctorado de la Universidad de Zaragoza 2009,/2010’
za wyrdzniajaca rozprawe doktorska przyznana przez Uniwersytet w Saragossie, rok
akademicki 2009,/2010.

e 2010 - Stanowiska badawcze dla mtodych matematykéw, IMPAN.

e 2009 - Stanowiska badawcze dla mtodych matematykéw, IMPAN.

5. Inne aktywnos$ci naukowe

5.1. Dlugie pobyty naukowe.

e 6 sierpnia—6 wrzesnia 2016 r.: Centre Recherches Mathématiques, CRM, Uniwersytet
Montrealski, Kanada.

e 9 sierpnia—6 wrze$nia 2015 r.: Centre Recherches Mathématiques, CRM, Uniwersytet
Montrealski, Kanada.
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e 28 sierpnia—29 wrzesnia 2012 r.: Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania.
e 1 pazdziernika—31 grudnia 2011 r.: Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania.

5.2. Krétkie pobyte naukowe (do 3 tygodni).

Ecole Normale Supérieure, Paris, Francja, luty 2017 r.

Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, grudzien 2016 r.

Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania, czerwiec 2015 r.
Politechnika Katalonska w Barcelonie, Barcelona, Hiszpania, grudzien 2015 r.
Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, maj 2012 r.

Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, wrzesienn 2010 r.

5.3. Konferencje i seminaria.

(1) Wyklad: Control Lie systems and applications, Geometry of constraints and control,
IMPAN, Warszawa, Polska, 25-31 pazdziernika 2009 r.

(2) Wyklad: Lie families: theory and applications, IV International Summer School on
Control, Geometry and Mechanics, Uniwersytet w Santiago de Compostela, Santiago
de Compostela, Hiszpania, 5-9 lipca 2010 r.

(3) Plakat: Lie systems: theory, generalizations, and applications., IV International
Summer School on Control, Geometry and Mechanics, Uniwersytet w Santiago
de Compostela, Santiago de Compostela, Hiszpania, 59 lipca 2010 r.

(4) Plakat: Superposition rules and second-order Riccati equations, XIX International Fall
Workshop on Geometry and Physics, Uniwersytet w Porto, Porto, Portugalia, 6—9
wrzesnia 2010 r.

(5) Wyklad na zaproszenie: Teoria y aplicaciones de los sistemas de Lie y los esquemas de
quasi-Lie, Faculty of Mathematics, Uniwersytet w Salamance, Salamanka, Hiszpania, 22
wrzesdnia, 2010 r.

(6) Wyklad: Geometric structures and superposition rules, Centennial congress of the
Spanish Royal Mathematical Society R.S.M.E. 2011, Avila, Hiszpania, 1-5 lutego
2011 r.

(7) Wyklad: Lie-Hamilton systems: theory and applications, 5th International Summer
School on Geometry, Mechanics and Control, La Cristalera, Miraflores de la Sierra,
Hiszpania, 4-8 lipca 2011 r.

(8) Wyklad na zaproszenie: Lie—Hamilton systems, Congreso de la Sociedad Matematica
Mexicana, Uniwersytet w San Luis de Potosi, San Luis de Potosi, Meksyk, 9-14
pazdziernika 2011 r.

(9) Wyklad na zaproszenie: Superposition rules and Lie systems, Uniwersytet w Sonorze,
Hermosillo, Meksyk, 16 pazdziernika 2011 r.

(10) Wyklad na zaproszenie: Superposition rules and Lie systems, Uniwersytet w Salamance,
Salamanka, Hiszpania, 15 maja 2012 r.

(11) Wyklad: Mized superposition rules: theory and some applications, XXI International
Fall Workshop on Geometry and Physics, Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania,
30 sierpnia—1 wrzesnia 2012 r.

(12) Wyktad na zaproszenie: Lie-Hamilton systems: theory and applications, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 2 wrze$nia 2012 r.

(13) Wyklad na zaproszenie: Mized superposition rules: theory and applications, Uniwersytet w
Burgos, Burgos, Hiszpania, 16 pazdziernika 2012 r.

(14) Wyklad: Dirac—Lie systems: theory and applications, Thematic day on Dirac
Structures and Applications, Uniwersytet w Saragossie, Saragossa, Hiszpania, 1 lutego
2013 r.
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(15) Wyklad: Dirac—Lie systems: theory and applications, I Meeting on Lie systems: theory,
generalisations, and applications, IMPAN, Warszawa, 20-24 maja 2013 r.

(16) Wyklad na zaproszenie: Dirac—Lie systems: theory and applications, XXIII Meeting on
Differential Equations and Applications, Uniwersytet Jaume I, Castellon, Hiszpania,
9-13 wrzeénia 2013 r.

(17) Wyklad na zaproszenie: Geometric structures and Lie systems: Theory and applications,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 20 grudnia 2013 r.

(18) Wyklad: New trends on Lie systems, II Meeting on Lie systems: theory,
generalisations, and applications, IMPAN, Polska, 22-27 wrzesnia 2014 r.

(19) Wyklad na zaproszenie: Uklady Liego-Hamiltona: teoria i zastosowania, Uniwersytet
Lodzki, Léd 7, Polska, 24 maja 2015 r.

(20) Wyklad: Geometry and applications of Lie—Hamilton systems on the plane, III Meeting
on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN, Warszawa,
21-26 wrzesénia 2015 r.

(21) Wyklad na zaproszenie: k-symplectic Lie systems: theory and applications, III Young
researchers conference of the RSME, Uniwersytet w Murcji, Murcja, Hiszpania, 7-11
wrzesnia 2015 r.

(22) Wyklad: A Lie systems approach to the Riccati hierarchy and PDFEs, 50th Sophus Lie
Seminar, Osrodek badawczo-konferencyjny w Bedlewie, Bedlewo, Polska, 26 wrze$nia—1
pazdziernika 2016 r.

(23) Wyklad na =zaproszenie: Applications of Lie systems to Bernoulli-type equations,
Uniwersytet w Burgos, Burgos, Hiszpania, 16 grudnia 2016 r.

6. Uczestnictwo w konferencjach, kursach, kongresach

(1) School on Combinatorics and Control, Benasque, Hiszpania, 11-17 kwietnia 2010 r.

(2) XIIT Winter Meeting on Geometry, Mechanics and Control Theory, Saragossa,
Hiszpania, 26-27 stycznia 2011 r.

(3) XIIT Thematic day on: Classic Field Theory, Saragossa, Hiszpania, 28 stycznia 2011
r.

(4) Geometry of Manifolds and Mathematical Physics, Krakéw, Polska, 27 czerwca—1
lipca 2011 r.

(5) IIT Iberoamerican Meeting on Geometry, Mechanics and Control, Salamanka,
Hiszpania, 3—7 wrzesnia 2012 r.

(6) XV Winter meeting on Mechanics, Geometry and Control, Saragossa, Hiszpania,
30-31 stycznia 2013 r.

(7) 8th Symposium on Integrable Systems, Wydzial Fizyki i Matematyki Zastosowaniej,
Uniwersytet f.0dzki, £.6dz, Polska, 3—4 lipca 2015 r.

(8) Quantum Spacetime ’16, Zakopane, Polska, 6-12 lutego 2016 r.

(9) Geometry of Jets and Fields, Osrodek badawczo-konferencyjny w Bedlewie, Bedlewo,
Polska, 10-16 maja 2016 r.

7. Organizacja konferencji

I Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 20-24 maja 2013 r.

II Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 2227 wrze$nia 2014 r.

IIT Meeting on Lie systems: theory, generalisations, and applications, IMPAN,
Warszawa, Polska, 21-26 wrze$nia 2015 r.

Geometry of Fields and Jets, Osrodek badawczo-konferencyjny w Bedlewie, Bedlewo,
Polska, 10-16 maja 2016 r.
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e 50th Sophus Lie Seminar, O$rodek badawczo-konferencyjny w Bedlewie, Bedlewo,
Polska, 26 wrzeénia—1 pazdziernika 2016 r.

8. Aktywno$é jako recenzent, cztonkowstwa, itp.

e Recenzent projektow dla Portuguese Foundation for Science and Technology.

e Recenzent dla J. Phys. A, Adv. Math. Phys., Rep. Math. Phys., J. Dyn. Contr. Systems,
Annals of Physics, Proc. Royal Soc. A, Int. J. Geom. Methods Mod. Physics, Advances in
Mathematical Physics, Symmetry, EPJP i inne.

9. Wspélpraca miedzynarodowa

Wspblpracuje z naukowcami z Uniwersytetu w Saragossie i Burgos (Hiszpania), Centre
de Recherches Mathématiques Uniwersytetu Montrealskiego (Kanada), Politechniki Katalofiskiej
(Hiszpania), IMPAN (Polska), ICMAT (Hiszpania), Universidad Complutense w Madrycie
(Hiszpania), itd. Dodatkowo poprzednio wspdlpracowalem z innymi naukowcami z S.N. Bose
National Centre for Basic Sciences (India), Uniwersytetu w Hermosillo (Meksyk) i Uniwerstyt w
Pau (Francja).

Bralem udzial jako wykonawca w projekcie HARMONIA wspdlpracy miedzynarodowej
pod tytutem: “Lie systems: theory, generalizations and applications’. W ramach tego projektu
zorganizowalem razem z Prof. Januszem Grabowskim trzy konferencie w Warszawie w ramach
wspoéipracy miedzy Polsks i Hiszpania.

10. Jezyki

hiszpanski: jezyk ojczysty.
angielski: poziom zaawansowany.
polski: poziom zaawansowany.
francuszki: poziom podstawowy.
niemiecki: poziom podstawowy.
rosyjski: poziom podstawowy.
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