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1 Wstęp
Modele fizyczne opisująpe zjav'iska w otaczającym nas świecie opierają się często na nieliniowych rów-

naniarh ró)niczkowy"l'. ws"aa 
"l"u 

ua""ydowanie wyróżnioną rolę pełnią tzw' równania zupełnie całko-

walne, zwane takźe równania,mi solitonow1łni' Charal<teryzują się one bardzo ciekawymi własnościami

matematycznJ,mi i choć stanov/ią baxdzo szczególną klasę ńlł'!ań pojawiają się, czasem dośó nieocze_

kiwanie, w bardzo wielu działach ńzyki, np. w teolii względności, teorii pola, nieliniowej optyce, teorii

splężystości, hydlodynamice, magnetohydrod1'namice czy frzyce p|azmy'- 
Ńie istnieje, pows zechlie przyjęta przez wszystkich, ścisła definicja zupełnej całkowalności' Przykła-

dowo, N. J. ńit"li" * [1] podaje trzy cec}ry jakie powinny być spelnione przez rówrrarria posiadające tę

własność; są to: (i) istnienie wietu zasad zachowa.nia, (ii) obecność geometrii algebraicznej, (iii) możli
rvose toust.,'t 

"'1i 
s"isłych rozwiązań. ostatłia cecha ozrtacza w plaktyce istnienie metod generacji wielu

(nieskończeuie wielu) ścisłych rozwią,zań. TaĘ metodą j€st transformacja Bdcklunda, która umożliwia

konstrukcję nowych tozwiązai- z jlż zlanych. Jedna,k, co najistotniejsze, poprzez tzw' nieliniorvą zasa_

dę superpozycji transformacja ta pozwala generowaó lowe toz:wiązalia w sposób czysto algeblaicŻny,

bóz uzycia całkowania' Inną' cha,ra&terystyczną cechą równń zupełnie całkowalnych jesi istńenie tzw'

pary Laxa, czyli układu liuiowego, którego wa.runkami zgodności są rozpatr}.wane rówuania nieliuowe.

To z kolei jest podstawą do stosowania metody odwlotnego rozptaszania.
ogrorrna większość równań solitonowych pojawia się w fizyce; czasem wielokrotnie, w zupełnie

różnych działach. Przykładem jest równanie sinusa-Gordonal

1
GG)

analizowane przez matematyków (m.in. przez E. Boura [2], L' Bia.nchiego [3]'[4] i A. V' Bócklunda [5])

przy ba.daniu powierzchni pseudosferycznych. W kontekście fizyczngn równanie to pojawia się przy

rozpatrywaniu clyslokacji w kryształach [6], tunelowaniu w nadprzewodnikach [7], propagacji ultra-

k!ótkich impulsów światła [8] oraa nieliniówej teorii oddziaływań cząptek elementa.rnych [9]. Niezwykle

istotne j€st to, że nieliniowa zasada superpozycj i, pozwalająca generować nowe rozwiązania, nie jest

jed}.nie matematycznną ciekawostĘ. Tak otrzyma,rre rozwiązania okaaują się mieć fizyczne znaczerie'

boikonałego przykładu dostarcza właśnie równanie sinusa-Gordona. W latach siedemdziesiątych ubie-

głego wieku c. L. Lamb [10] zastosował zasadę ńeliniowej supe.pozycji do analizy rozkładu impulsów

żui n n stabilnych impulsów 2rr. Doświadczalnie efekt ten został potwierdzony w 1970 roku przez

H. M. Gibbsa i R. E. Slushera, którzy zaobserwowa.li rozpad impulsu 6rr na trzy impulsy 2rr w parach

rubidu [11].
Do nieławna ws'ystkie Iównania solitonowe pojawiające się w fizyce były otrzyrnyvane w wyniku

przybliżeń równań podstawovych' Przykładem jest równartie Kortewega_de Vriesa [12]

ą+6uua+u,,,:o, (Kdv)

którego rozwiąa.nie u(n,t) = i cosh_2 |€a - *l] poprawnie opisuje pojedynczą falę tozchodzagą

się z prędkością tl w prostoĘtny':rrr kana.l;' Równa&ie (Kdv) zostało rł1prowadzone z równń hydrody_

narnili w prz1pa.dku 2-wymiarowego bezwirowego ruchu nieściśliwej, nielepkiej cieczy przy założel\ll
odpowiednic}r wa.rrrnków brzegorłych i przede wszystkim dokonując wielu przybliżeń (m'in' przyjmując,

iż długość karrału jest Żnacznie 'większa niż jego głębokośó oraz amplituda fali jest mała w porówna-

niu clo głębokości). Podobnie jest Ż innymi lós'naniami solitonowymi modelującymi zjawiska fizyczne'

Wyjątkiem, o którpn wa,rto wspomnieó, jest równanie Ernsta [13]

:2(e3+e:), €:t(p,z) (E'

stanowiące redukcję próżniowych równań Einsteina fiPy = 0, w przypadku gdy czasoprzestrzeń dopusz-

cza istnienie dwóĄ komutujących wektorów Killinga oraz dystrybucja plostopadła do tych wektorów

oz'laczają pochodn€ cz ryt;rowe' czyli u-, : f,fu
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1stosujemy notację, w kt&ej indeksy t't]'c'v'ź' a'B '. '



jest calkowalna. Pod końec lat siedemdziesiątych ubiegłego stulecia D. Maison udowodrrił' ze równa_

nie Erqsta jest zupełnie całkowalne [14]' [15]. Nie jest to zaska,kujące, gdy zausłaży się, że Iowna,nie to
może być interpretowa.rre jal<o tzw. system LelieulTe [t6]'[17] dla 2-wymia.rowej powierzchni zanurzo-
n€j $' 3-wymiarowej przestrzeni Minkowskiego [18]'[19]. otwarĘm p1'taniem pozostaje jedual< zupełna
całkowalność pełnych równń Einsteina. wcia]ż nie zna,rny odpowiedzi, pomimo że znany jest ukła,d
liniowy' któIego warunki całkowalności sprowadzają się do równań Einsteina'ze stałą kosmologiczną

Ru, = !\9p,. Układem tym jest liniowe równa.rrie Rarity-Schwingera Vo6V1cD = 0 na pole spinorowe

VlBć opisujące czą.stkę elementa.rną o spinie 3 [20]'[19].
Podobnie ja"k równanie Ernsta, równania sólitonowe tozważane w pracarh |H1]-[H5] zostały otrzy_

mane bez użycia metod plzybliżonyó.

1.1 Geometria 2-w;rmiarowych powierzchni za :rzonycln w przestrzeni 1E3

Z wieloma równa.uia.rni zupełnie całkowalnymi wiąźe się nierozerwalnie geometria różniczkowa po-
wierzcbni 2-w}łnia,rowych zanurzonych w 3-wymiaxowej przestrzeni płaskiej. Rółnania solitonowe po-
jawiają się tu najczęściej jako redukcje równań zgodności opisujących zanurzenie (czyli równań Gaussa-
Mainardi-Codaazi).

Podane poniżej krótkie omówienie własności rórnania sinusa.Gordona GG) jako reprezentaflta
równań solitonowych pozwoli nam wprowa'dzić oznaczenia i wielkości geometryczne wykorzyst1'wane w
dalszej części pracy.

w matematyce równanie (sG) pojawia się plzy ał.aliŻiez-wmia,rowych powierzchni o stałej ujemnej
krz1'wiźnie Gaussa zanurzonych w 3-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej E3. Teoria powierzdtni 2-

wymiarowych pelni kluczową rolę w omawianych pracach, dlatego poniżej zostana opisa'ne jej zasadnicze
ęzęśc|.

Ni€ch Ę c ]E3 oznacza 2-wymiarową powierzchnię'

E : (u, o) .-" r(u, r-') e Es (1)

spara'metryzowaną lokaln}łni współrzędnymi u, o € JR. W dowolnym, generycznym pulkcie p powierzch_

ni 
' 

wektory ru oraz Ta są styczne do E i wyznaczają płaszczyzlę styczlą TrE Jednostkowy wektor
normalny do powierzchni D wyraża się wzorem

Jv : 
't" 

t to,. 
(2\

lfu x r!l

Zgodnie z twierdzeniem Bonneta E jest jednoznacznie wŻnaczona' z dokładnością do obrotów i prze'
sunięó w lE3 poprzez pierwszą formę fundamenta.lną (metlykę)

fi = dr. tu' : E du' + ZF dud, + G du2

oraz drugą formę fundamentalną

9u : -dr 'd,N : e duz +2f dudP + g d'u', (n)

gdzie . ozlacza standardowy iloczyn skalarny w JE3. Można p okazaś |!7], że zasłsze istnieją współrzędne
(o' p), w których obie formy firndamentalne są diagonahe, tzn.

gI: A? do12 + AzdBz, gtt: ąA? d,ą2 + nzA3d72. (5)

Tal<ie współrzędne naa1wa,rny krz1'wiznowymi. F\rnkcje,41, Az, nt, !7z są zwiąŻarre ze sobą wałunkami
zgodności (podanymi w (9)). l}zecia forma fundamentalna

gttt: dN'dN (6)

zadaje metrykę na, sferze zdefrniowanej przez odwzorowanie Gaussa prz;4risujące punktowi p € E wektor

normalny lV zanzepiorty w t}'rn punkcie. Forma ŁIII nie j€st nową wielkością geometryczną niezbędną

(3)



do opisu powierzcbni ! c 1E3. Łatwo spr awdzić, że załhodz| gI1I :2TlgII - rcgI ' 
gdzie 11 : \(a+ rcz)

jest średlrią krzywizlą, a K: n7n2 krzywizną Gaussa. Jednak pełni ona bałdzo ważną ro1ę w naszych

rozważariach, więc waxto ją wplowadz'tć już tenz'
Równanie sinusa-Gordona (sG) jest równaniem zgodności, które pojawia się przy badaniu pseu_

dosfery, czyli powierzchni o stałej ujemnej kz1wiźnie Gaussa K _ _llp' : consź' Wybierając odpo_

wiednio współ]rzędne (u, r-,) nietrudno p ońzać," że fotmy htndamenta'lne 91 : du2 + 2cosa d'ud'a + duz,

q11 : |siiu duiu definiują pseudosferę, o ile funkcja o spełnia (sG)' Hównania Gaussa_Weigartena,
"opi"ująl"" 

"rniuny 
,"p""r, *"ktorón, stycznych i normalnego do powierzchni, stanowią układ liniowy,

ńa'"!o *a.u"łi"- żgoclności jest równanie (sG). Ttansformację Bócklunda olaz nieliniową zasadę

superpozycji dla lównania sinusa-Gordona (sG) otr4łnuje się metodarni geometryczn)'mi'

2 Zlpełrrie całkowalne równania w modelach teorii
sprężystości

Cykl prac [H1]_[H5] stałrowi wkład w projekt Hidden Geometńc Stru'cturc in Nonknear Physical Sys-

i""ns, itó."go óeiem jest poszukiwanie, idenffikacja i opis układów zupełnie całkowalnych w1'wodzących

się z równań fizyki matematycznej. BardŻo istotn€ jest jedna,k to' że w lama'ch tego plojektu układy ta_

kie nie są otrzyrn1'wane w wyniku stosowania do równań pierwotnych meiod aproksymaryjnych' Podsta-

*o*ą -"todąi"h pozyskiwania jest odpowiednia redukcja lównań, np. poprzez nałożenie odpowiednich

więz6w geometrycznych. Dokładńe w taki sposób zostały uzyskane równa,nia opisa'ue w omawianych

pracach: w |H1] rozważono układ równań równowagi membrany (reprezentowanej przez powierŻchnię

ż-wyrniarową) przy założeniu, że v€wnetTzne na,pięcia nie są zdeterminovrane przez jej kształt' Inaczej

mówiąc, opisa"rro słtuację gdy równania nie pozwalają w jednoznaczny sposób wyzlaczyć la'pięó' Szcze'
gółowa arraliza tego pfz}padku doprowadziła do sformułowania analitycznej i geometrycznej chałak-

aelystyki ta.kich powierzchń [H1]. okaaało się, że powierzchnie reprezeDtujące takie membrany należą

do tz1ł,. powierzchli L-izotermicznych występujących naturalnie w geometrii Laguerre'a' W tozważa-

nych równaniach powierzchnie L-izotermiczne nie są jednak dowolne, Iecz spełniają dodatkowe więzy'

opis wprowadzony w [II1] umożliwił w}tóżnienie i przeanalizowa.rrie szczegó|aych typów badarrych

pó*i"'u"}'ni, które dodatkówo posiadają płaskie obie linie krz1'wiznowe, czyli stanowiących podklasę

powierzchni Ennepera. W skład nich wchodzą m.in. uogólnione cyklidy Dupina [H2]' okazuje się, że

metoda analityczna wprowadzona w [H1] pozwala na opis dowolnych powierzchai L-izotelmicznych
poprzez ba.dania niejednorodnego równania liniowego. Ten rezultat siał się podstarMą do pogłebionej

anali"y pruep"o.adzonej w [H3]-[I{4]. Wedle wiedzy autora aóaliza powierzdrni L-izoteTmicznych tą
metodą nie jest powszechnió zna'na. 'W pracy [H3] przea,rralizowano iransformację Biicklunda wyko
rzystując powyższe podejście. Wykazano' że transformacji tej odpowiada tzw' transformałja Darboux

tl''io*ógo ió.''ania s1owalżyszonego z powierzchnią Lizotermiczną. Głównym rezultatem pracy [H4] jest

w;prońdzenie reprezentacji t}?u weierstrassa dla specjalnej podklasy ba'danych powierzchni zwa'rrych

powierzchniami Lminimalnymi. W t}.rn prz}padku lozwinięta metoda okazała się bardzo skuteczrra i
owocna. W pracy [}I5] poddarro ałralizie inne równanie, zwane równaniem tele$a'ficŻnym' mające swe

źródło w modelu opisującym propagację naprężeń w niejednorodnym ośrodku sprężystym' otlzymuje
się je poprzez wybór szc"ególnego równania stanu ośrodka. Konstrukcja transforrnacji Bżicklunda dla

tego równania umożliwiła wykazanie jego własności solitonowych. wa/żnym rczultatem było wykrycie

i opis prawdopodobnie wcześniej nie obserwowanego za,chowania rozwiązań reprezentujących oddziału-

1ące "olitony. 

-P""""hodzące 
przez siebie solitony wydają się vpnieniac quasi-cząstkę [H5]'

Warto też dodać, że nie istnieją ogólne metody lub algory{my pozwalające generorvaó równa,rria

solitouowe' Każde nowe równałrie (czy układ równań) jest więc z zaintelesowałiem przyjmowane nie

tylko przez matematyków, ale tal<że fizyków.
eoniżej, w da.lszej częsci niniejszego rcndziału, opisujemy w szczegółach rezultaty zawa'rte w selii

prac lH1]_[H5]. ostatni rozdział zawiera listę głównych wyników wraa z odnośnikami do konkretnych

folmuł '



Szczególowy opis rozpoczynamy od krótkiego wyprowadzeńa układu równań na równowagę me_

chaniczną powłoki i membrany [21] oraa pokazania, że puy odpowiednĘ redukcji ukła,d ten staje się
zupełnie całkowalny. w teorii sprężystości poulokq (shell) naą'wamy stlu]dulę oglaJdczoną dwoma
ponrierzchniarni E_, E1, pomiędzy którymi odległość jest stała, i mała w porównałriu z pozostalymi
wf,'rnia.rami. Przyjmuje się ponadto, że wszystkie własności powłoki można' opisać plzy !życiu dwuwy-
miarowej powierzchni ż (middle surJace) zlajdującej się w równej odległosci od D_ i E1 (rys.l)'

Rys.1: Model powloki. Rys.2: Siły działające na E.

KoĘn1'rn, kluczowym uproszczeniem jest założenie' zgodnie z którym tensor rra'pręźęi! dij można
zastąpió siłami i momentami sił jal<ie działają na E. Na rys. 2 zazlałzono sześć sił (na jednostkę

długości)2 T1, T12, N1, T2, T21, N2 działających na powierzchlie E. Dodatkowo m' E działa'ją cztety
momenty sił, które wra'Ż z powyższ3.mi siłałrti wchodzą w sklad sześciu rórłnań równowagi powłoki. W
dalszych rozważniach zakładamy' że momenty sił są pomijahe, co sprowa.dza zagadnienie do tzw. teorii
membran (sńell mernbrane źńeor!). w efekcie tej redukcji dostajemy: Ą : Nr: 0,T12:T21 ę $ i
równania równowagi przyjmują postać

(AzT) 
" 

+ (At S) p + At B S - Az.Tz + At Azh = 0,

(AI2)B + (A2s)" + A2oS _ A1BT1ł A1Azpz : 0, (7)

ląT1+K2T2+p3:0,

gdzie (p1,p2,p) są składow1łni nacisku (surloce loading), czyll ŻewnętMn€go ciśnienia działającego
na membranę. Przy zadanej geometrii powierzchni E, tzn. przy zadarrych funkcjach ,41' A2, tł,1 i n2

otaz zal'attym ciśuieniu system (7) jesi dobrze określon}.rn układem równń na wielkości Tt, Tz i S.
Pamiętac należy jednak, że A1, A2, ą i rc2 nie są dowolne i muszą spełniać równania zgodności Gaussa-
Mainardi-Codaazi (9) (podałre niżej).

W prałach [II1]-[H2] zbadano szczególowo układ (7) w przypa'dku, gdy,9:0 olaz występuje
jed}łlie stała siła (pe : Z = const,) dzia'ło'jp,a lłzdłuż normalnej do powierzchni. Wówczas równa.nia

równowagi (7) redukują się do

Tb + (Ioe Az) "(T 
* rz) : o,

T2B ł (|og A1) B(T2 _ T) : Q, (8)

I<lTt+K2T2+Z:0,

gdzie funkcje At, Az, rct i rc2 spełniają równania Gaussa-Mainaxdi_Codazzi (GMC)

nz.ł (IogAz).(nz _ rcl) :0'
rtrB ł (log_Ar)B(nr _ft2)=0, 

(9)

(*)" . (t) u+ 
o,n,t,e, : o'

System (8) wraz z rownaniami (9) sianowi nieliniowy układ równań, z którego m.in. wynika, że kształt
pówierzchni E jest ograniczony równaniami róvnowagi (8). Inaczej mówiąc, rówrrania (8) na'kładają

2wskaźnik l odpowiada q'spółrzędnej o, a v/Bkaźnik 2 współrzędnej B.



więzy na układ (9) i nie każdy kształt memblany jesi realizowalny. w najplostszym pvypadku ?' :
T2 _ ę: ę9ą57' i równałria równowagi (8) redukują się do znanego równania Younga_Laplace'a:

'11: &1+ R2: -c-L Z = const.'

z którcgo wynika' że powierzcblia 
' 

ma stałą krzywiznę średnią, a w szczególnym prz1padku (gdy

Z : 0) jest powierzchrrią minimalną.
Wańo dodac, że układ (8)-(9) stanowi przykład szerokĘ klasy s1'stemów równań zupełnie całko-

walnych pojawiajacych się w kontekście tzw. powierzchni Ępu o |22]. Poza t}łn jego uogólnienie (dla

danego niestałego Z) złalazlo zaslosowanie w opisie ciekłych kryształów [23].

Szczegółowa ańa.liza układu (8)-(9) (dla z l0) przeprowadzona w [H1] pozwoliła

i) w pełni opisać (geometrycznie i a.nalitycznie) powierzchrrie l, dla których nie jest możliwe jed-

noz;aacz;oe v11,znaczenie lapięć T7, T2,

ii) wyznaczyć w jawny sposób liczne przykłady powierzchni o własnościach i).

W generycznym przypadku napięcia fi i T2 rnołąbyć wznitczone w następujący sposób. Różniczkując
po o oraz B rówlanie liniowe (8)3 wyznaczamy dwa nowe równania zawierające T1B otaz T2o. 'Ie dwa
równa.rria wraa z równauia.mi (8)1,2 pozwalają wyliczyć wsz}stkie pochodne funkcji 4' a t}'rrt sarnyln

wyznaczyć waruŃi całkowalności Ę.p : ĘBo sprowa,dzające sie do lównania

FTtłvT2:g, (10)

gdzie p', v wytażają się ptzez A1, A2, K|) K2 oraa ich pochodne. Dopóki p i z nie znikają jednocześnie'

napięciamogąbyćwyznaczonezukładu(8)3i(10).Wprz1padkugdyp:7=gistniejejednopa.lame-
trowa lodzina rozwiązańT1\T2, a więc napięcia nie mogą być jednoznaczńe obliczone. Ten prz1padek
jest określony przez wałunki

lron l'At"t'\l :0.L''' \ A2x2l )"B ' (tl)
1og(ł':1rt2).p * (log,4r)p(log 11). -p 1199 12)"(Iog n2)B _ (log rł1). (log r2)B = 0.

Szczegółowa analiza pokazuje, że jeśli warunek (11)1 jest spełniony wraa z równarriami (8)3 i (10) to
zachodzi (11)2' Ten fa,kt umożliwia geometTyczną cha'Iaktelyzację lozpatr}'wanych tutaj powierzchni,

gdyż (11)1 oznacza' że w odpowiednio przeskalowanych współrzędnych krz1wiznowych (a,B) trzecia
forma fundamentalna 91Il powierzchni E jest kouforemnie płaska:

gut : e2o (daz + d'82) -

Dostajemy więc następujący [I11]

}iakt 1. Napięcia u membranóe sq jed'noznacznie vlznacaone, o ile trzecia forma Jund'arnentąlna
pouierzchni E nie jest lłonforemnźe plaslea,

Możliwa jest ta"kże chaxa,LtelYstyka geom etlyczna plzy I'życiu transformacji Combescure powierzch_

ni E do powierzchni minimalnej.
R.ozważane powyżej powierzchnie mogą być ta,lcźe schara&teryzowane w sposób analiĘczny [H1];

mówi o tym następujący
Fakt 2. Jed,noparametrowa rod'zina ronłi'qzań T1, T2 jest uuznaczona przez funkcję 0, spelniajqą

(12)

0oo ł tpo = _e2e . ("_'\ 
"p 

: _ 
 i+iPe-' ' (13)

gdńel:t@)'g=g(B).
Wałto zallważyć, że funkcje / i g nie są dowolue, gdyż kompaiybilność obu równń (13) wymaga

(t'z.+afr)t'Ą*=0,
by

(14)



co z kolei oŻnacza' że obie funkcje (w generyczq'm przypadku) są funkcjami eliptycznyni. okazuje
się, że możliwe jest przeformułowanie trbJ<tu 2' ta& by wprowadzić do opisu równanie liniowe oraz by
otrzyma,c jarłly wzór na wektor wodzryy r powierzchni 

'' 
w tym celu konieczne jest po pielwsze

scałkowanie ukła,du Gaussa_weinga,Itena

(i) :$ r T)ff) (i),:(:,r's
okrcślającego reper unorInowa.nych wektorów stycznych X, Y i wektora normalnego lV : X x Y.
Równa.rria (15) rnożna rczvłilryać, w}Tarżając w}'nik w telminach funkcji holomorficznej p(z), takiej że

d zadana formułą

"o:3!.l-, p:p(z), z-atiB
L+ pp

jest rozwiązaniem równania Liouville'a (13)1. Bezpośrednia droga do znalezienia wektora rircdŻąpego r
polega na scałkowaniu równań

ro: ArX, rB: AzY, (17)

co technicznie jest trudne (np. w}'rnaga wcześniejszego yl,zlaczelia A1 i ,42). Całkowa,nie powyższych

formuł może być zastąpione pĘez różniczkowanie. Dokonuje się tego poprzez wprowadzenie funkcji

ó: r. jV (18)

mierząpej odległość od początku ut<ładu w lE3 do punłtu r na powierzchrri E. Przepisanie równań (9)'
(15), (17) w terminałh b znacznie upraszcza ala)izę ptob\emu i pozwala dowieśó następujący [H1]

Eakt 3. Wektor uod,zqcy powierzchni reprezentujqcej membranę o nieolareślonych napięciach rna

postać
r = e-qbooX + e-0 bopy + (bo + b)iv, (19)

gd,zie b : const., Junkcja bs jest dana przez

. 2Too':ffiał (20)

oraz To jest szczegóIngm, izeczyuistym rozwiqzanietn nźejed,norodnego róunani'a Lamć

r*+ (lnat+c)r : !, c : const.

z niejed.norodnościq P(a, B) takq, łe P2 = t@,) ł s(F)' Funkcje r1Q)' @2(z) spełnóajg jed'norod'ną

uercje Tó ]flo,ni,a (21), a reper (x'r'N) jest dana przez

x +iY =]ąd]ąP ('Ęil#,)

':_"ń-;lłt+:a;rł
Powyższy fal<t jest jednym z glównych rezultatów pracy [H1].
Fultkcja p(z; 92, g) pojawiająca się w potencjale v = Lap + C równania (21) ozlacza el|ptyczną

funkcję Weierstrassa. Warto wspomnieó, iż j€st to koĘna prżesłan'ka przemawiająca za zupełną całko-

walnością rozważa.nych tu równań. Fł-rnkcja Weierstrassa p występuje w geometrii algebraicznej przy
rozwłżaniu krz}.wej a]gebraicznej trzeciego stopnia y2 : 4x3 _ gz:t - 9a' Według niektórych matema-

tyków |1] geometria 
'lgebraiczna 

nierozłącznie pojawia się przy badaniu zupełnej calkowalności (np'

*) (i) (15,

(16)

(21)



występuje przy badaniu równań Eulera opisujących ruch obTotowy. ciała sztywnego)' Co wiecej' Fakt

s 
""*Jai"L'" konstrukcję wielu przykładów, * iń tu.. ugólnionych cyklid Dupiaa szczegółowo prze_

urruli"o*urry"h * [H2]. Fostać wektoruv.oa"ą""go (19) w jaway sposob ukazuje ba'rdzo ważną.właurość

rozwiązania. Jeśli r jest wektolom wodzą"yrrl-.ńka""j po*ierzchni E, to takźe powiepchnia róv/no]egła

ilT, r.r-J'": *"r.t.. *ódzący ma postac rli ] rł b]V, jest rozwią,zaniem zagadnien)'a' lrn'czej mówiąc roz-

*iązurrl"ń;"., "'*r"" 
ńj"irlu po*i"ruchni równole!łych' Wniosek terr wynika także z symetrii równań

nl"iirrio*y"L i może być pokazany już na wstępnym etapie analizy równŃ (8) i (9)'

Podejście matemaiyczne uż1'te do sformułowania Faktu 3 może być takżc wykorzystane do badania

oeoi.'iłr"y"t' po*l"rucirri. zat"łrrość potencjału U od funkcji Wrcielstrassa jest konsekwencją walunku

iir)r. j"sil -"*-ymy powierzchnie iosiadające konfor-emnie p1asĘ trzecią formę fundamentalną 947

i.łvii rirźi^v pivrll" 1rr;'1 to ot'"y-amy równanie liniowe (typu (zr)) z dowolnym potencjałem U'

iakie powiel"chnie zostały zbadne w [H3]-[Ha]'
Jarł.ne przykłady powier"chni opisJ.nych w'Fakcie 3 zostały skonstruov/ane m.in. w przypadku, gdy

"ripiv""r,ui,i'it"j" 
ó("; gr, g.) ,"a"["jn ;ię jo funkcji elementarnych, tzn' gdy wyznalzn|k gg_z7ga : o

i dostajemy

,=+ a]bo "="'(*Ł-i)
albo ':c(*ńa-i)'(23)

edz|e c : const. Diaq/szystkich powyższych posta,ci funkcji 8J , szczegóIne rozw|ązanie ?6 (wraz z 11' !D2)

i;;;;. i;;j;";ń" *y"''"-i'" 1fu. 
"rrzykładowe 

rodziny powielzchni równolegtych odpowiadające

t}m lozwiąŻaniom pokazano poniżej (rys. 3).

Rys' 3: Powierzchnie równoległe odpowiadające rczwiązaniom (23)1' (23)'?'

Ważna klasa powierzchni, dla których równanie (13)r redukuje się do

(e_o).B : o ę4)

została szczegółowo opisana w [H2]. tedukcja ta zachodzi, gdy co najmniej jedna z funkcji l lub 9

:"*J'ił.' óii"":" 'ięje" 
**trr'ik ('zł) ;est ,j*''o*a';''y założcniu, ż€ obie lodziny linii krz1'wiznowych

izdefiniowanych odpowiednio przez o': 
"on"t' 

i B : alnst') sa płaskie' .Powierzchnie 
posiadające taĘ

iłu"nośó 
"ą 

ru.""g3lnym przypadkiem tzw. powierzchni Ennepera [24], któIe zawielają co najmniej

jedną płasĘ rodzinę linii Lzywiznowych' Z'fr,yczr'ego p;,lnktu widzenia płaskość linii krzywiznowych

po"iągu 
"u 

sobą płu,s_kość wewnętrznyJh napięć membiany reprez€ntov/anej przez powierzchrrię' lnaczej

*o*ii", ,ruplę"iu p tzylożole aó p,rr*ta* irrii o : 
"o"st' 

otaz B = const' leżą w jednej pŁaszczyź'rie'

ń."r'u"i."ń, 
"**u 

rtek (24) ozłicza, że potencjał U jest stały w (2L) (tzrL' nie występuje funkcja

r", u j"ar-l"'"t'łu C) oraz funkcja P zi|eży od jednej zmiennej' Przypadek ten jest więc opisany

następującym niejednorodn1tn rówaaniem liniovym

P(a)
T,.+cT::, u =coftst. (25)



z geometlycznego punktu widzenia powierzchnie takie stanowią podklase tzw. powierzchĘi kanało-
wych, które zdeflniowsne są ja'lo obwiednie rodziny sfer o środkach na danej krz1'wej 'y i promieńar,h
zmieniajacych się według zadanej funkcji r. W nasz]rm przypa'dku (dla C > 0) krzywa jest płaska i
dana równaniem

7: 1-ogą(a)' Ę (o),0)T,

gdzie

r : |ąĄ(o) + p|' p: corLst. (27)

Stałe o6 i ą znłiązane są równością 
"3 

_ ń = 1. Przy użyciu nowej vspółrzędnej lokalnej rr. : u(B)
możemy w1,znaczyó wektor wodzący otrzymanej powierzchni

r(a,u) : _$eę

gdzie !(a) : coĄ * F, e-ę : o'o _ cocosdcoslr' Powierzchnie (28) naay'wamy uogólnion;'rni cy-
klida.mi Dupina [II1]-[H2]. cyktidy Dupina są szczególnym przypadkiem (28) dla P = const. i mogą
być zdefiniowane ja&o powierzchnie' na których wszystkie linie krzywiznowe są okręgami. Warto w t1łn
miejscu przypomnieć, że cyklidy Dupina były intes1'n'rrie badane przez geometrów juź od ich pierwszego
pojawienia się w roku 1822 w pracy [25]. W XIX wieku rozpatr1'wali je m.in. J. C. Maxwell [26] i A.
Cayley [27]. ostatnio pojawiają się przy tzvf. projektowa'niu wspomaganJ.ru komput€lowo (computer'

aided design) oraz przy badaniu całkowalnych układów Hamiltona Ępu hydrodyna'micznego [28|. Ja&o
powierzdnie żotermiczne (co oznacza, z€ istnieje tra,rrsformałja o r+ ą' : ą'(a), 9 - B' : F'(0), -
wyniku której rxetryka gr staje się konforemnie płaska) pojawiają się w naturalny 6posób w kontekście
ułładów całkowalnych [29].

Dowolna krzywa płaska moźę być zapisana w postaci (26) poprzez odpowiedni dobór funkcji P w
(27) (przykła<lowo Pjo) : _ 

$ sin 2o generuj€ (przeskalo$,aną1 t"uy*ą u**ą *troidą: 'y = (oq sin3 o,

co"3 o)T, o e [o,2lr)). Przykła'dy rodziny równoległych powietzchni generowanych przez elipsę oraa

krzywą Talbota zostały przedstawione na rys. 4.

Ą(o) = JrP(a)sin 
ąd,ot, Fz(ą) = f e61"oroao,

(26)

(28)("""ł,"")-(i)

Rys.4: Povrierzchnie równoległe generołvarre odpowiednio przez elipsę oraa krzy'wą Talbota'

Wa.rto dodać, że powierzchnie, dla których C < 0 w (25) także mają ciekawe własności. W klasie tej

znajdują się m.in' szczególne powierzchnie minimalne mające, jak wyńka z konstrukcji, płaskie linie
krzywiznowe. Nie jest prałvdą' ż€ wszystkie ta]iie powierzdnie minimalne są uogólnionymi cyklida'nri

Dupiua, mimo to zachodzi następujący [H2]

Fakt 4. Istnieje tmnsformacja Cornbescure pornigd'zg rozuaźanymi membranąmi o nieofueślonych

napięcźachTi a tr)oui,erzcknio,mi nlinźmalnymi posiadajqcgrnź płaskie l,inie lerzu,Iłiznoue. Wszlstkie łakźe

powierzchnie mini,malne mogq bgć uzyskane u ten sposób.



W szczególności, uogólnione cyklidy Dupina (28) odpowia.dają (w kontekście Fal<tu 4) rodzinie

powierzchni minimalnych postaci

/ uń-Ę cos o cosh B\
r-6 : { 

'sirr 
o cósh F _ dr" |, (29)

\ dpcosasinhP-B /
gdzie d,s -- csfao oraa u: arccos(sechp).

Przeprowadzona analiza pozwala Łakże tozwiązaó system (8) oraz v'ryzrlaczyć jednopa'rametrową

rodzinę napięć

- z (, sG)\+_:_ r,=_!_(1_491 __:.-, {30)'l__'E\'__Ę)*;;Fr'z:_[{\'_ ei t rlAi

gdzie f i g są w ogólności odpowiednimi funkcjami eliptycznymi, a €: const- I\rnkcje opisujące

geometrię wewnetrzną i definiujące powyższe wielkości ł i ł mogą być wliczone w ścisły sposób'

Kolejnym bezpośrednim ,,dowodem'' świadcząąłn o zupełnej całkowalności omawianych tu Tów-

nań jest tzw. para Laxa, czyli układ liniowy' którego warunki zgodności są równoważne równaniom

(8)-(9). ważnym spostTzeźeniem jest fakt, ze równania równowagi (8)r,z są ideti'yczle z równania-

mi zgdności Gaussa-Mainardi-C odazzi (9)1,2, gdy dokona się utożsamienia (T1,r2) * (rc2, rr1)' Jest

to jedna z głównych przyczyn ca}kowalności systemu (8)-(9). Podobieństowo tych równań umoźliwia
także kompaktowy zapis pa,ry Laxa, w której dodatkowo uwzględniona jest transforrnacja Combescure

powierzchni ! do powierzchni minimalnej lHl].

Wszystkie rozwaźane dotychczas powierzchnie są L-izotermiczne, tzn. posiadają konforemnie płasĘ
trzecią formę fundamentalną 9rrr zapisaną we współrzędnych krz1'wiznowych. Dla takich powierzchni

znana jest tlansformacja B?icklunda, co jest kolejnym przejawem zupełnej całkowalności ba,danych

rówrlń. W naszym przypadku mamy następujące
stwierdzeuie (Tfansformacja Bdcklunda powierzchni L,izotermicznych) Niech r oz-nacza wektor

wodzący powierzchni L-izotermicznej D. Wówczas, nowa powierzchnia L-izotermiczna E jest zadana

przez wektor wodzący

,=r_ \ (rx+zY+o.łI), (31)
rnot \' )'

gdzie stała m jest tzw. pararnetrem Bżicklunda oraz \, o, t, p, z są ,,funkcjami własnymi" zgodnego

układu liniowego

(l

(i

(;)

(;)

0
0

0

0
},,?i,ł,) (l)

.t i t)0
(32)

0
0
0
0

-rna-o - ea

F\rnkcje te spełniają następując ą fotmu\ę p2 + v2 + q2 : 2mot'
TYansforlaacja po'łll'ższa była badana m.in. plŻez L. Bianchiego [30] oraz L' P' Eisenhalta |31]'

Fa]d 3 dosta,rcza metody, zgodnie z którą powierzchnie L_izotermiczne mogą byó konstluowane poplzez

rozwiązania równania liniowego

r,"+vr:!r, z: ałiF, (33)



gdzie U(z) jest zespolon}m potencjałem, a funkcja rzecz}'wista P(a, Ą spełania równanie Moutałda3
P.B : 2(1mU)P. Nasurra się w t}łn miejscu następujące pytanie:

Jesli U odpowiada zadanej powierzchni Lizotermicznej E' jaki potencjal 0 ;est "*ią"u.'y 
u

powierzchnią i otlzyfilarLą z D przy użyciu tlansformacji Bźicklunda (31)-(32)?

okazuję się [H3l, że transformacji Biicklunda odpowiada transformacja Da"rboux [32] potencjału, czli

0: u+z(loga),,, (34)

gdzie funkcja rzecz1wista' ó : 2e_0 o spełnia liniowe równanie z przesuniętym potencjałem

a." + va : f,a. (35)

Pojalvienie się transformarji Dałboux, cuęsto występującej w kontekście równń zupełnie całkowalnych'
jest netuIalne. Pozwala ona zapisać funkcje o, t, tl, v speł\ia:ące układ' (32) przy użyciu roz:więait
jednorodnych równań liniowych z potencjałem U ora'Ż z potencjałem U. Tbansformacja Bd,cklunda
zawarta w stwieldzeniu prowadzi do nieliniowej superpozycji rozwiąpań opisujących powierzchnie L-
izotermiczne. W tym miejscu uwidacznia się slła metod dostępnych dla równń zupełnie całkowalnych i
dla geom€trii u nimi związanej. Ma,ją,c dwie powierzchnie Lizotermiczne r1 ora'z 12 vraz z pa,rafuętrarrri

Biicklrrnda odpowiednio rn,l i mz ł ml, skonstruowane zgodnie z opisem w powyższym stwieldzeniu'
możemy skonstruować trzecią powielzchnie Lminimalną E12 w sposób algebraiczny, bez użycia całko'
wania. Jej wektor wodzący R- zadany jest następującym wzorem [H3]

It:

gdzie funkcje j1 (ż : L,. . . ,4) wyrażają się algebraicznie poprzez tozwiazania układu (32) ze stałymi m1

oraz n22. W plary [H3] przeanalizowano szczegółowo trałrsformację Biicklunda działająpą na uogólnione
cyklidy Dupina' podając jawne rozwiązania s1rstemu (32) w tym przypadku' Żgodnie z opisaną wyżej
metodą, powierzchni E12 odpowiada równanie liniowe z potencjałem l)o : U + 20., (Sóz" _ SuSz),
gdzie Ą i s2 spełniają równanie (35) ze stał1łni m1 i rn2.

Sposób opisu powierzchni L-izotermicznych zawarty w Fa'kcie 3 rodzi kolejne, ciekawe mat€matycz-
nie p}'tania. Rozwiązałtie Tg równania niejednorodego (33), wraz z tozwiązaniami Ó1, Ó2 jednorodnej

wersji tego równania, odpowiada pewnej powierzchrri L-izotermicznej 
'.

Jakim geometrycznym transformacjom odpowiada użycie w rozwiązaniu liniowej kombinacji
funkcji @1, 12 oraz dodanie rozwiązania jednorodnego do nĘednorodnego?

Tbansformacj e, o których mowa:

(36)tli1. hl
/l:^ i, l'

rtrr)z
rt it is
rz jł jz

( B; )-( Bł ):'(B; )'':(:: :: )'""1''o;' \o r./

02e\-

zad'aae są ptzez 10 paxarnetrósr' pecz1wistych.
Nie jest trudno odpowiedzieć na powyższe pytanie pa,miętając, że powierzcbrrie L-izotermiczne po_

jawiają sie w naturalny sposób $' geometlii Laguerre'a |33], czli w geometrii, której podstawow1łni

obiektami są sfery i płaszczyzny w ppestrzeni Euklidesowej JE3. Grupa zachowująpa kontakt między

t}Tni obiektami znlie iię g",'pą Laguei"e'a i jest izomorficzna grupie Poincarógo JRa x So(1,3)' Najbar-

dziej odpowiednm podejściem do opisu przeksztalceń Laguerre'a jest wykorzystanie zerowej kwadry}i

L w ptzesttzeli JR6 z iloczynem skalam}'m o sygnatupe (_ + + + {-). Dwuwymiarową powierzch_

nię E- w IE3 można zdefiniówać jako obwiednię 2-palarn€tIowej rodziny sfer [33]'[3a]'[35]'[Ha]' w ten

Tg rł Ą:7o 1or1@|2 + azlt@z + azór@z + og|lzl2, o1,03€JR''

3Poprzednio (w Fakcie 3) ównanie Moutarda było spełnione na mocy warunku P2 : l ł 9'



sposób powielzchnie są definiowa,ne w geometlii Lagueue'a: powierzchni E c 1E3 odpowiada pa'ra

podrozmaitości w L, każd'a odpowiadająpa rodzinie sfer w 1E3. Szczegółowa ałraliza grupy Laguene'a
dowodzi, że tra.nsformacji (37)z odpowiada translacja E w ]E3 oraa (dla o2 : g i o' = oe) "przejście'' do

powierzctni równoległej !ll, zdefiniowanej przez r| :r+zą'N. TYansfolmacje (37)1, w których ma-

cierze S € su(z) C sL(2,c) generują obroty E. Prawdziwie nietrywialne przekształcenia powierzchni

są vynikiem działania transformacji (37)r, gdzie macierze S nie należą do gupy 5U(2). Użwa'jw
teiminologii pochodzącej z teotli względności transformacje te odpowiadają pchnięciom (boostom) lo-

rentzowskim, czyli przejciom do poruszającego się układu inercja,nego. Nowa powierzchrria otlzymaDa
w ien sposób ma postac [H4]

1.)n Tn'

gdzie rr, € 1R oraa l: (n1,n2,n3) jest stałym jednostkowym wektorom.
omawiany tutaj opis matematycŻny powierzchni Lizotermicznych okaaał się wyjątkowo atla'kcyjny

i efekt}Trny w plz}padku tzw. powierzchni L-minimalnych, czyli powierzdrni będących analogiem po'
wierzcbd minimalnych w ]B3. Powierzchnie Lminimalne mogą być zdeńniowane ja,ko punkty krytyczne
funkcjonału W : 

"| 
(T12 /K- L)d'A, gdzie'l1i K sąWz1wiztta.mi: średnią i Gaussa odpowiednio. Lokalnie

powielzchnie te spełniają równanie różriczkowe Łgo tzędu (we współczynnikach meiTyki)

gdzie Alrr jest operatorem Laplace'a względem trzeciej formy furrdamentalnej (12). Równanie (39) (w

przypadku gdy powielzchnia jest Lizotermiczna) redukuje się do równania Ę'*UP : 0, a wiec na]rła-

da dodatkowe więzy na niejednorodnośó P w równaniu (33). Stąd wyuika' że P daje się predstawić w
postaci P : rr,1|@1|2 +n2lL@2+ń2ó1O2+ng|@2|2, gdzie nL, rr,3 € IR' i ru2 € c. Przy użyciu tIaflsformaćji
Laguerre'a funkcja P może być zredułowana do następującej formy kwadratowej P : |Ór|'Ż + e|Ózl'Ż,

gdzie e : -1,o,1. w rezulta.ie możliwa staje się konstrukcja reprezentacji Weierstrassa dowolnej
powierzchni Lminimalnej będącej jednocześnie powierzchnią L-izotermiczną [II4]:

(38)

(3e)o,,,(T):0,

,=*(
)-'1'*r-(

!: o-a* | oF@)d'p-b, b:const.

p+ P \
t(p-il l,
r-pp /

_ 
'[ (t 

_ ep2)Fę)ap
tJQ+ep2)F(p)d.p

(1 + e) .[ pF(p)dp
(40)

(41)

gdzie

Powierzchnia L-minimalna (40)-(41) jest zdefiniowana przez funkcję holomorficzną F(p), gdzie p jest lo-

kalną współrzędną zespoloną na powierzchni. Dla e : 1, b : 0 otfz}'nujemy dobrze zna.rrą reprezentację
weierstrassa dla powierzchui minimalnych' Rożne wańości paxa&etru e odpowiadają powierzchniom

o szczegóhej charakterystyce geometrycznej:

e: _1: powiepchnie, dla których środki centlalnej kongrueucji sfer leżą la pŁaszczyźn|e z:0 w ]E3,

e : 0: powierzchnie, dla któlych centralna kongnrencja sfer jest styczna do płaszczyzrry z : b w E3,

€ = 1: powieuchńe równoległe do powievchni minimalnej.

Klasyfikałja powyźs za była zlala przez W. Blasch}e [33] .

wybielając różne fr'rnkcje F(p) możemy konstruować dowolue powierzchrrie Lminimalr'q w szQze-

gólności powierzchńe analogiczne do minimahych. Na rys. 5 zamieszczono powierzchnie L_minimalue
dla r'(p) : i i r@ :1* }, czyl1' odpowieduiki powierzchń minimalnych: helikoidy i powierzchni

Henneberga'|H4]. R1's. 6 przedstawia zamkniętą powiepchnię L-minimalną będącą jednocześnie uogól_

nioną cyklidą Dupina (z lewej) [E2] oraz przykład L-minima.lnej powierzchłi L wraz z jej ttansformacją
Bżicklunda ]ts! (z prawej) [H3].

sinh(n).lV + (cosh(n) -
cosh(n) + sin}I(ri.)lv .n



Rys. 5: L-minimalne powierzchnie odpowiadające helikoidzie i powierzchni Henneberga.

Rys' 6: L-minimalna uogólniona cyklida Dupina oraa Lminimalna powierchnia ! wraz z jej
transformacj ą Bdcklunda ts!.

W dalszej części niniejszego opracorłania skupimy się na innym równaniu, mającym bezpośredni
związek z modelami w teolii sprężystości. Równaniem t}'rn jest nielinorve równanie telegrańczne [H5]

",,_(tr#ry),łÓ=0, 
r:ra,t). (42)

TYansformacja r : vĘłŻ? o, X : tań p sprowadza (42) do nieliniowego równania

rT, lr..:lu*fu], c')

opisującego propagację naprężeń ? w idealnie twardym, niejednorodnym ośrodku splężystym o za,da-

n}'rn równaniu stanu f : 7(e, X) postaci

T = \F+ x'Ż tanł, e: i(lyzlyz(O + sine cosl). (44)

zrniennę t ix w (43) są zmiennymi: czaso'wą i przestrzenną, a e opisuje deformację. okazuje się, źe

równanie (42) jest zupełnie całkowalne, ajego rozwi@ania otrz}'mane metodami solitonowymi posiada_

ją ciekawe własności, być może nie obserwowa,rre wcześniej. Wiadomo [36], że z kaźdą pseudosferyczną
powierzchnią w E3 można związaó rozw|ązanie równania (43). stąd możemy wysnuć wniosek o po-

wiązaniu (43) z równa,niem sinusa-Gordona (sG). Istotnie, oba równania odpowiadają dwóm różnym
parametryzacjom 2-w}.miaxowej rozmaitości całkowej odpowiedniego ideału lóżniczkowego o stałych
wspólczynnikarh (cc id'eat) |H5). Wplowadznie nowych współrzędnych (tzw ' reciprocal) umożliwiło
wlrznaczenie układu liniowego, który jest zgodny na mocy równania (sG). Ten rezultat z kolei pozwo-

liŁ zna\eźć transfolma.ję Biicklunda umożliwiającą konstrukcję ścisłych rozwiryań równałria (42), o

których opowiada"ury więcej poniźej.



startujął z rozwiązałria trywialnego lD : 0 generujemy jedno'solitonorłe tozwiązarie

-112
B

, Ę= lld_ ,a:l(ff)'*.n'n-' (45)

gdzie a, B są nieliniovymi funkcjarni (nowych) współrzędrrych p i t. Stały parametr p decyduje o

kształcie i prędkości solitonu. Rozwipanie (45) ma postać zlokalizowałrej pętli, która poruszając się

zarhowuje swój kształt. Rys' 7 prezentuj e rozwiązanie (45) dla ustalonego czasu i i patameŁtu p: !f 2'

Z pułtu widzenia związku rozważałrego równania (42) z równaniem sinusa-Gordona (sG), rozwiązanie

Rys. 7: Bozwiązanie jedno_solitonowe ą dla p = Il2'

to odpowiada 2-wymia.rowej powierzchni Diniego [37]. Szczególnie inte!€sujące jest d\ru-solitonowe

rozwiąaanie ó równania (42), którc otlz}Tnujemy działając dwukrotnie transformacją Biicklunda ze

stał}Tlri paxametrarni p I u. Rozwiązanie jest skomplikowane' ale dane jawn1łn wzorern

gdzie ry: pd_ Blp' n2: vd_ Blv oraa, podobnie jak poprzednio' o i B są funkcjami p i czasu

f. Arruliuu (46) pozwala nie tylko potwieldzić powszechnie znaoe własności tego typu tozw'tązafi, a|e

przede wszystkim ujawnić nowe ciekawe zachowania. Rozwiązanie potyźsze opisuje dwa poruszające

sie solitony (rys. 8). Z początku zbliżają się do siebie, przy czym,,większy'' z nich porusza się szybciej'

w czasie spotkania, solitony wydają się mijac, tak że po oddaleniu zachwują swój kształt.
opisanó dotychczas zachovtaoie solitonówjest dość staudardowe. W przypadku, gdy tl:2iu:I12

oddzial1wa,nie spotykających się solitonów dostarcza nowJ.ch, prawdopodobnie nieznanych wcześniej

za.chowań. Poczttkowo znajdujące się daleko od siebie (takiej samej wielkościa) solitony zbliżają się ze

stałą pTędkością' Gdy znajdują się stosunłowo blisko powstaje dodatkowa struktura w kształcie ósemki

8 (rys. 9)' Struktula powiększa się w miare, gdy solitony mijają się, po czym znika, gdy sie odda1ają' W
pewnej chwili wykres leplezentujący oba solitony wraa z nowo powstałą stlulfturą staje się całkowicie

iymetryczny. Ta,kie odział1'wanie moźna inteIpletować ja'ko wymiana ,,tożsamości'' solitonów między

sobą przy uźyciu dodatkowo powstałej struktury w kształcie 8.

By w pełni zrozumieć zachowanie spotykająłych sie solitonów warto przeprowadzić podobną a'rralizę

w plzypadku, cdy pv ł 1, tzn. gdy solitony lóżnią się wielkością. Takie oddział1'wanie, dla' p:2 i
, : i1io 

"o"tń" 
,ilustTowane na rys. 10. Wid,aó, że początkowo struktula 8 j€st rozłączna z krzywą

replezentującą solitony. Po pewnym czasie łączy s\ę z nią tworząc ponowie jedną krzywą' Szczegóły

poŁączetia zostały zilustrowane na rys. 11' Struktura 8 zachowuje się jak quasiczą,stka w]'miany, która
istnieje tylko przez skończony czas i vymieniana jest ptzez odziałujące ze sobą solitony.

awynika to z wyboru p, v tak, że pv : l.

T4
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Rys. 10: ii w funkcji p dla różnych czasów ł o&iaĘ'waoie solitonów dla p:2iv =3/L0. stTuktura.
w kształcie ósemki (quasi-czą5tka 8) będąła początkowo rozłącmla z głowną krzywą, podczas oddzia-
ływałia lączy się z nią'

Rys' 11: ó w furrkcji p dla różnyclr czasó'n' f,: oddziaływanie solitonów dla p:2 i v = 3lL0. szęzęgóły
oddziaływania: (a) Główaa lazywa i quasi-cząptka 8 przecinają się; (b) Quasi-cząptka 8 i główna krąlwa
posiadają łspólną styczną; (c) Główna krzywa i quasi-cząptka 8 połąpzyły się.

16



3 Podsumowanie wyników
Wśród najwazniejszych r€zultató$' zamieszczonych w cyklu prac [Hl]-|Hs] możemy w}rnienić

. geometryczną i ana,lityczną chaxaktelystykę membran o nieokreślon}-tn rozkładzie napięć we'
wnetrznych [II1],

o szcząółot1t opis równań równowagi (8) wraa z równarriami Gaussa-Mainardi-Codazzi (9) jako

ukła.du zupełnie całkowalnego [H1]'

. ana.lityczny opis poqrierŻchni L-izotelmicznych (czyli dopuszczających konforemnie płasĘ tvecią
formę firnda.mentalną spara.metryzowaną przy użyciu wspołrzędnych krz1'wiznowych) poprzez

niejednorodne równanie liniowe (33) IH1]-[H4]'

o opis transformacji Biicklrrnda dla powierzchni L-izotelmicznych przy użyciu równania (33) [H3]'

o analiza powierzchni L-izotermicznych będąpych jednocześnie powierzcbrriami L-minimalnymi oraz
konstrukcja reprezentacji Weielstrassa (40)-(4i) tych powierzcbni [II4],

o wJrkazanie własności solitonowych równania telegrańcznego oraa wyĘrcie nowych zachowań od-
działujących solitonów [H5].
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A. Szereszewski, J. Tafel, Perfect fluid spacetimes with two sl.mmetries, Class. Quanturn
Grao. 2L, 1755-1759 (2004)

A. Szereszewski, J, Tafel, Flom 2-dimeruional surfaces to cosmological solutions, Gen.
Relatźa. Gratłit' 37 (2),257-269 (2005)

W artykule 3) została zaplezentowana nowa metoda rozwiązyxania !ównań Einsteina 2

płynem doskonałym, przy założeniu, że czasoptzestrzefi dopuszcza dwa komutujące wekto_

ry Killinga. Metoda opiera się na spostpeżeniu, że mając daną 2-wymiarową powierzchnię

zanużoną w 3-wymia,Iowej nieńzycznej przestTzeni Minkowskiego równałria Einsteina redu-

kują się do jednego nieliniowego róvrrania. staJtując z powieIzchni obIotowej w pruestlŻ€ni

Minkowskiego zostało skonstruowane nowe kosmologiczne rozwiąpanie typu Biarhiego V1I6.

Pon'yższa metoda została za€tosowana w ałtykule 4) do specjatnych powierzcbli, które są

niezmiennicze ze względu na l-w1łnia,rową grupę s}metrii w przestrzeni Minkowskiego. W
wyniku otrzymano norMe rozwivania kosmologiczne typu Bianchiego II, VIs oraa VII\.
Rozwią'za,nia te za.leżą od funkcji jednej zmiennej, której wybór może posłużyć do kontrolo_

wania rółnarria sta.nu.

1)

2)

3)

4)
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5) C. Rogers, A. Szereszewski, On the Geometry of Complex-Lamellar Magnetohydrodyna-
mics: Unive$al Motions, Slud. Appl. Math.128 (3)' 225-251 (2OI2)

W a,ltykule 5) poddano analizie układ równań różniczkowych magnetohydrodynamiki. Użńo
podejścia geometlycznego, w którym wielkości fizyczne i geometryczDe są opisywane wzglę-

dem ruchomego reperu ortonormalnego {t,n,b} stowa,rzyszonego z linia,rri prądu cieczy.

Stosując podejście geometryczne udało się zbadać prz1padek, gdy pole magnetyczne jest

równolegle do kierunku binormalnego t. Przy dodatkovych założeniach geometrycznydr, w
szczególności gdy t.(V X t):0 (czyli gdy mamy do czynienia z przepł;'łvem określanpn ter-
milem cornplex-Iarnellar) pokazano, że |inie prądu są geodezyjnymi na uogólnionych heliko_

idach, a linie pola magnetycznego maja kształt helis. Wykaza,uo takźe, że kluczowe wielkości
geometryczne | fizyczle mogą być wyraźone w terminałh torsji linii prądu. Prosty zabieg
matematyczny umożliwił konstrukcję ogólrriejszych rozwięai nie spełniających warunku
t. (V x t):0.

A. Szereszewski, J. Tafel, M. Jakimowicz, D-dimensional metrics with D-3 symmetries,
Int. J. Theor. Phys. 51 (5),1360-1369 (2012)

W artykule 6) zbadano s}a1etrie, któIe posiadają D-wyrniałowe metryki próżniowe Einste'
ila z D _ ts komutującymi wektorami Killinga. Wyznaczono wszystkie istotne parametly
tej s}uetlii mogące prowadzić do novych rozwiąza:ć' Szczegółowo przeanalizowano przypa_

dek 5-wyrniarowy. Udało się wykazać' że tozwiapanie Reissnera-Nordstróma (zapisane jako

5-wymiaroły odpowiednik Ę?u Kaluzy-Kleina) jest powi@ałre poptzeŻ tę tTansfolma.cję

s}metrii z metryką Grossa-Perrego. Udowodniono ta'kże' że 5-w;rmiarowa metryka opisująca
fale pp jest zwią,zana w analogiczny sposób z rozwiąaaniem Grossa-Perrego-Sorkina.

A. Sym, A. Szereszewski, on Dałboux's Approach to R-SepałabiliĘ of Vałiables, S1GM.4
7, 095 (2011)

A. Szereszewski, A. Sym, On Da.rboux's approach to R-separability of variables. Classifr-
cation of conformally flat 4-dimensional binary metrics. J. Phys. A, Math Theor, 48 (2015),

No.38,385201.

W ańykule 7) zostało opisane nowe pod€jście do ba.dania E-separacji (tzn. sepałacji z
czynnikiem funkcyjnym ł) w stacjona,rnym równaniu Sdródingera zdefiniowanym na n-
wymiarowej przestrzeni Riemanna dopuszczającej współrzędne ortogonalne. Metoda ta (za_

początkowana przez G. Darboux w płaskim prz1padku 3-wymiarowym) umożliwia bada,nie
prz1padków separacji, w któlych liczba stałycb sepalacji nie jesi ma.ksymalna. Slormuło'
wano w sposób jawny wanrnki konieczne i dostateczne na metrykę i czynnik B ta.k, by
.&-sepałacja mogła zachodzić. Wprowadzolo także xaźttąklasę metryk binarnych (spełnia-
jących jeden u warunków R-sepałowalności) oraz podano systematyczną procedurę, która
pozwoliła zttaleźć 1 przeanalizowaó wiele 3-w1mia,rowych przykładów.

Tematyka powyższa była kont}'nuowana w pracy 8), w któĘ uogólniono warunki ,B-sepa.rowal-

ności na prz1padek metryk o dowolnej sygnaturze. Podano także pełną klas1dkałję 4-

w;miałowydr, konforemnie płaskich metryk binarnych, co wymagało znalezieńa wszyst-
kich rozwiązń układu nieliniowych równń różniczkowych. W szczególności pokaza'no, że w
najba.ldziej intelesującym plz}padku na.stępującej metryki

o _ 'łz']s!'łą 1,1,,L1z * u'lzutrl!,k 
14,z1z * ułŁuźłlą 

,4rz1z * ui!,u!ą!,lą 
16a ę ' g1

' Ą(u') ' Fz@) !b(u") h'Ąl1l" )

Edzie u.ij : ui _ uj , slala 7 jest 'sk,łvarrtowan a' tŻn' 1 ę {_2' _1, o, 1} oraz firnkcje F(zi)
muszą byó odpowiednimi wielomianami. Wykazarro ta,kże, że wcześniej znane .R_separowalne

metryki podane przez E. Kalninsa i W. Millera Jr. zawierają sie w klasie metryk binarnych.

6)

7)

8)



Rozwijalra metoda pozwoliła skonstruować wiele przykładów metryk niestżickelowskich oraa
metryk dopuszczających nieregula.rną R-separację. Zaproponowano też uzasadnienie dla
terminu 'n-wymiarowa metryka izotermiczna' wprowadzonego w pracy 7). Zgodnie z nim
n-\^']mia,Iowa metryka izotermiczna chaxakteryzuje się tym, iż każda 2_wymiarowa pod_

Iozmaitość zdefiniowana poprzez ustalenie n _ 2 współrzędnych ortogonalnych posia,da 2-

w)'miarową metlykę izotelmiczną w zwykłym senEie.

Badania 4-w}ryniarorłych (oraz n-w1łniałowych) metryk birrałnych są kont}'nuowane. w pra.y
Dżagonal Einstein metńcs of special kind 4-w}miaJowe metryki binarne zostały przeanalizowane

z punktu widz€nia konforemnej Einsteinowskości. okazuje się, że istnieje klasa metryk (*) z
m: _3l4,które nie są konformnie płaskie, ale są konformne do metlyk spełniajqpych próżniowe

równania Einsteina R u = 0. WspółczYnnik konforemly może być obliczony i jawnie w1'rażony
przy użyciu tensora weyla metlyki 9. W generycznym prz1pa,dku metryki (*) nie posiadają
żadnych konforemnych wektorów Killinga, ale udało się sklasyfikować wszystkie prz1padki, w
których m€tryki tego t}pu posiadają s}Tnetrie konforemne.

Innym naukowym plojektem, w który jestem zaarrgźowany dotyczy dyskretyzacji 2_wynia"rowych
powieŹchni zanurzonych w 3-wymia.rowej rzecz}'Wistej przestrzeni rzutowej iP3. Paxametryzując
powierzchnie przy użyciu współrzędnych asymptotycznych 6tają się dostępne standardowe me_

tody dykretyzacji dla sieci as}'rnptotycznych. okazuje się, że dyskretyzacja w tym przypa,dku
możliwa jest nie tylko na poziomie algebraicznym (dyskretyzacja rówlań różrticzkowych), ale ta.k-

źe geometlyczn}'m. od darł'na wiadomo, źe istnieje ledukcja równań Gaussa-Mainałdi-Codaazi
prowadząca do równań zupełnie całkowalnych. Co więcej, s}'m€tlyczna redułcja tych równań
prowadzi do powierzchni rzutowo.minimalnych, które w naturalny sposób pojawiają się w kon-
tekscie równań solitonowych i mogą być sklasyńkowane algebraicznie i geometlycznie. W podobny
sposób można dokonać redułcji na poziomie dyskretnym, co pozwalala m.in. zdeńniować dyskret-
ne powierzchnie rzutowominima]ne. wsŻystkie powyższ€ lezultaty zostarrą zarMarte w publikacji
Discrete projectźI)e minimal surJaces: geometry and' integraóiri'v. Plojekt ten jest lealizowarry we

współpracy z prof. W. K. Schiefem.

,(l^ l".o/ćć'sh

2\


