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1 Wstep

Modele fizyczne opisujace zjawiska w otaczajacym nas $wiecie opieraja sig czgsto na nieliniowych réw-
naniach rézniczkowych. Wér6d nich zdecydowanie wyrézniona rolg pelnig tzw. réwnania zupelnie catko-
walne, zwane takze réwnaniami solitonowymi. Charakteryzuja si¢ one bardzo ciekawymi wlasnodciami
matematycznymi i choé¢ stanowia bardzo szczegdlna klase réwnah pojawiajg sig, czasem do$¢ nieocze-
kiwanie, w bardzo wielu dzialach fizyki, np. w teorii wzglednosci, teorii pola, nieliniowej optyce, teorii
sprezystoéci, hydrodynamice, magnetohydrodynamice czy fizyce plazmy.

Nie istnieje, powszechnie przyjeta przez wszystkich, écisla definicja zupeinej catkowalnosci. Przykia-
dowo, N. J. Hitchin w [1] podaje trzy cechy jakie powinny by¢ speinione przez réwnania posiadajace te
wlasnoéé; sa to: (i) istnienie wielu zasad zachowania, (ii) obecnoé¢ geometrii algebraicznej, (iil) mozli-
woéé konstrukeji $cistych rozwigzan. Ostatnia cecha oznacza w praktyce istnienie metod generacji wielu
(nieskoficzenie wielu) cistych rozwigzaf. Taka metoda jest transformacja Bicklunda, ktéra umozliwia
konstrukcje nowych rozwigzah z juz znanych. Jednak, co najistotniejsze, poprzez tzw. nieliniowg zasa-
de superpozycji transformacja ta pozwala generowaé nowe rozwigzania w spos6b czysto algebraiczny,
bez uzycia calkowania. Inng, charakterystyczng cechg réwnan zupeinie calkowalnych jest istnienie tzw.
pary Laxa, czyli ukladu liniowego, ktérego warunkami zgodnosci sg rozpatrywane réwnania nielinowe.
To z kolei jest podstawg do stosowania metody odwrotnego rozpraszania.

Ogromna wiekszoé¢ réwnan solitonowych pojawia si¢ w fizyce; czasem wielokrotnie, w zupelnie
réznych dzialach. Przykladem jest réwnanie sinusa-Gordona!

Wy = iz sinw (sG)
P
analizowane przez matematykéw (m.in. przez E. Boura [2], L. Bianchiego [3],[4] i A. V. Bicklunda [5])
przy badaniu powierzchni pseudosferycznych. W kontekscie fizycznym réwnanie to pojawia sig przy
rozpatrywaniu dyslokacji w krysztalach [6], tunelowaniu w nadprzewodnikach [7], propagacji ultra-
krétkich impulséw $wiatla [8] oraz nieliniowej teorii oddzialywan czastek elementarnych [9]. Niezwykle
istotne jest to, Ze nieliniowa zasada superpozycji, pozwalajaca generowaé nowe rozwigzania, nie jest
jedynie matematycznna cickawostka. Tak otrzymane rozwigzania okazujg sig mieé fizyczne znaczenie.
Doskonalego przykladu dostarcza wlasnie réwnanie sinusa-Gordona. W latach siedemdziesiatych ubie-
glego wieku G. L. Lamb [10] zastosowal zasade nieliniowej superpozycji do analizy rozkladu impulséw
2N7 na N stabilnych impulséw 27. Do§wiadczalnie efekt ten zostal potwierdzony w 1970 roku przez
H. M. Gibbsa i R. E. Slushera, ktérzy zaobserwowali rozpad impulsu 67 na trzy impulsy 2 w parach
rubidu [11].
Do niedawna wszystkie réwnania solitonowe pojawiajace sie w fizyce byly otrzymywane w wyniku
przyblizen réwnah podstawowych. Przykladem jest réwnanie Kortewega-de Vriesa [12]

g + 6uty + Uprr =0, (KdV)

ktérego rozwiazanie u(z,t) = gcosh_2 [lg(w - vt)] poprawnie opisuje pojedyncza falg rozchodzaca
sie z predkoécig v w prostokatnym kanale. Réwnanie (KdV) zostalo wyprowadzone z réwnan hydrody-
namiki w przypadku 2-wymiarowego bezwirowego ruchu nieéciéliwej, nielepkiej cieczy przy zalozeniu
odpowiednich warunkéw brzegowych i przede wszystkim dokonujac wielu przyblizen (m.in. przyjmujac,
iz, dlugo$é kanalu jest znacznie wigksza niz jego gleboko$é oraz amplituda fali jest mala w poréwna-
niu do glebokosci). Podobnie jest z innymi réwnaniami solitonowymi modelujacymi zjawiska fizyczne.
Wyjatkiem, o ktérym warto wspomnieé, jest réwnanie Ernsta [13]

(E+€) (8,,,, - %sp + ezz) =2(E2+&), £=E(p2) (Er)

stanowiace redukcje prézniowych réwnai Einsteina R, = 0, w przypadku gdy czasoprzestrzen dopusz-
cza istnienie dwéch, komutujacych wektoréw Killinga oraz dystrybucja prostopadia do tych wektoréw

2
1Stosujemy notacje, w ktérej indeksy u,v,z,y,t, 00, 8. .. oznaczaja pochodne czastkowe, cayli wuv = '—;u;v



jest catkowalna. Pod koniec lat siedemdziesiatych ubieglego stulecia D. Maison udowodnil, ze réwna-
nie Ernsta jest zupelnie calkowalne [14],[15]. Nie jest to zaskakujace, gdy zauwazy sig, ze rownanie to
moze byé interpretowane jako tzw. system Lelieuvre [16],[17] dla 2-wymiarowej powierzchni zanurzo-
nej w 3-wymiarowej przestrzeni Minkowskiego [18],[19]. Otwartym pytaniem pozostaje jednak zupelna
catkowalnoéé pelnych réwnan Einsteina. Weiaz nie znamy odpowiedzi, pomimo Ze znany jest uktad
liniowy, ktérego warunki catkowalnosci sprowadzaja si¢ do réwnan Einsteina ze stala kosmologiczng
R, = Agy. Ukladem tym jest linjowe réwnanie Rarity-Schwingera V , 5¥AYP = 0 na pole spinorowe
WABC opisujace czastke elementarna o spinie 3 [20],[19].

Podobnie jak réwnanie Ernsta, réwnania solitonowe rozwazane w pracach [H1]-[H5] zostaly otrzy-
mane bez uzycia metod przyblizonych.

1.1 Geometria 2-wymiarowych powierzchni zanurzonych w przestrzeni E?

Z wieloma réwnaniami zupelnie calkowalnymi wigZe sie nierozerwalnie geometria rézniczkowa po-
wierzchni 2-wymiarowych zanurzonych w 3-wymiarowej przestrzeni ptaskiej. Réwnania solitonowe po-
jawiajg sie tu najezedciej jako redukeje réwnan zgodnoéci opisujacych zanurzenie (czyli réwnan Gaussa-
Mainardi-Codazzi).

Podane ponizej krétkie oméwienie wlasnosci réwnania sinusa-Gordona (sG) jako reprezentanta
réwnan solitonowych pozwoli nam wprowadzié¢ oznaczenia i wielkodci geometryczne wykorzystywane w
dalszej czesci pracy.

W matematyce réwnanie (sG) pojawia si¢ przy analizie 2-wymiarowych powierzchni o statej ujemne;
krzywiznie Gaussa zanurzonych w 3-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej E3. Teoria powierzchni 2-
wymiarowych petni kluczowa role w omawianych pracach, dlatego ponizej zostana opisane jej zasadnicze
czedei.

Niech ¥ C E? oznacza 2-wymiarowa powierzchnie,

2 (u,v) - r(u,v) € B3 (1)

sparametryzowang, lokalnymi wspétrzednymi u, v € B. W dowolnym, generycznym punkcie p powierzch-
ni ¥ wektory 7, oraz 7, sa styczne do L i wyznaczaja plaszczyzne styczna T,X. Jednostkowy wektor
normalny do powierzchni ¥ wyraza sie wzorem

Tu X Ty
N=—", 2
|7y X 7y (2)

Zgodnie z twierdzeniem Bonneta ¥ jest jednoznacznie wyznaczona z dokladnoécig do obrotéw i prze-
sunieé w IE? poprzez pierwsza forme fundamentalna (metryke)

g1 = dr - dr = E du® + 2F dudv + G dv* (3)
oraz drugg forme fundamentalng
grr = —dr - dN = edu® + 2f dudv + g dv?, (4)

gdzie - oznacza standardowy iloczyn skalarny w E3. Mozna pokazaé [17], ze zawsze istnieja wspéirzedne
(e, B), w ktérych obie formy fundamentalne sa diagonalne, tzn.

gr = A2 do? + AZdp?, grr = k1A2 do® + ko A3 dB>. (5)

Takie wspdlrzedne nazywamy krzywiznowymi. Funkcje Ay, Aa, k1, K2 58 zwigzane ze sobg warunkami
zgodnodci (podanymi w (9)). Trzecia forma fundamentalna

grrr =dN -dN (6)

zadaje metryke na sferze zdefiniowanej przez odwzorowanie Gaussa przypisujace punktowip € X wektor
normalny N zaczepiony w tym punkcie. Forma gy nie jest nowa wielkoscia geometryczng niezbedna



do opisu powierzchni £ C E3. Latwo sprawdzié, ze zachodzi grir = 2Hgrr — Kgr, gdzie H = (k1 +K2)
jest érednia krzywizna, a K = k1kg krzywizng Gaussa. Jednak pelni ona bardzo wazng role w naszych
rozwazaniach, wiec warto ja wprowadzié¢ juz teraz.

Réwnanie sinusa-Gordona (sG) jest réwnaniem zgodnosci, ktére pojawia si¢ przy badaniu pseu-
dosfery, czyli powierzchni o stalej ujemnej krzywiznie Gaussa K = —1 /p? = const. Wybierajac odpo-
wiednio wspéirzedne (u, v) nictrudno pokazaé, ze formy fundamentalne gr = du? + 2 cosw dudv + dv?,
grr = %sinw dudv definiujg pscudosfere, o ile funkcja w spelnia (sG). Réwnania Gaussa-Weigartena,
opisujgce zmiany repern wektoréw stycznych i normalnego do powierzchni, stanowia uklad liniowy,
ktérego warunkiem zgodnosci jest réwnanie (sG). Transformacje Backlunda oraz nieliniowa zasade
superpozycji dla réwnania sinusa-Gordona (sG) otrzymuje si¢ metodami geometrycznymi.

2 Zupelnie calkowalne réwnania w modelach teorii
sprezystosci

Cykl prac [H1]-[H5] stanowi wkiad w projekt Hidden Geometric Structure in Nonlinear Physical Sys-
tems, ktérego celem jest poszukiwanie, identyfikacja i opis ukladéw zupelnie calkowalnych wywodzacych
sie z réwnan fizyki matematyczne]j. Bardzo istotne jest jednak to, ze w ramach tego projektu uktady ta-
kie nie sg otrzymywane w wyniku stosowania do réwnan pierwotnych metod aproksymacyjnych. Podsta-
wowg metoda ich pozyskiwania jest odpowiednia redukcja réwnaf, np. poprzez natozenie odpowiednich
wiezéw geometrycznych. Dokladnie w taki sposéb zostaly uzyskane réwnania opisane w omawianych
pracach: w [H1] rozwazono uklad réwnan réwnowagi membrany (reprezentowane] przez powierzchnie
2-wymiarowa) przy zalozeniu, Ze wewnetrzne napiecia nie sa zdeterminowane przez jej ksztatt. Inaczej
méwigc, opisano sytuacje gdy réwnania nie pozwalaja w jednoznaczny sposob wyznaczy¢ napieé. Szcze-
gélowa analiza tego przypadku doprowadzila do sformulowania analitycznej i geometrycznej charak-
terystyki takich powierzchni [H1]. Okazalo sie, ze powierzchnie reprezentujace takie membrany naleza
do tzw. powierzchni L-izotermicznych wystgpujacych naturalnie w geometrii Laguerre’a. W rozwaza-
nych réwnaniach powierzchnie L-izotermiczne nie sa jednak dowolne, lecz speiniaja dodatkowe wiezy.
Opis wprowadzony w [H1] umozliwil wyréznienie i przeanalizowanie szczegolnych typéw badanych
powierzchni, ktére dodatkowo posiadaja plaskie obie linie krzywiznowe, czyli stanowigcych podklasg
powierzchni Ennepera. W sklad nich wchodzg m.in. uogélnione cyklidy Dupina [H2]. Okazuje sig, ze
metoda analityczna wprowadzona w [H1] pozwala na opis dowolnych powierzchni L-izotermicznych
poprzez badania niejednorodnego réwnania liniowego. Ten rezultat stal si¢ podstawa do poglebionej
analizy przeprowadzonej w [H3]-[H4]. Wedle wiedzy autora analiza powierzchni L-izotermicznych ta
metoda nie jest powszechnie znana. W pracy [H3] przeanalizowano transformacje Backlunda wyko-
rzystujac powyzsze podejécie. Wykazano, ze transformacji tej odpowiada tzw. transformacja Darboux
liniowego réwnania stowazyszonego z powierzchnia L-izotermiczng. Giéwnym rezultatem pracy [H4] jest
wyprowadzenie reprezentacji typu Weierstrassa dla specjalnej podklasy badanych powierzchni zwanych
powierzchniami L-minimalnymi. W tym przypadku rozwinigta metoda okazala si¢ bardzo skuteczna i
owocna. W pracy [H5] poddano analizie inne réwnanie, zwane rownaniem telegraficznym, majace swe
sr6dlo w modelu opisujacym propagacje naprezefi w niejednorodnym oérodku sprezystym. Otrzymuje
sie je poprzez wybér szczegblnego réwnania stanu oérodka. Konstrukeja transformacji Biacklunda dla
tego réwnania umozliwila wykazanie jego wlasnosci solitonowych. Waznym rezultatem bylo wykrycie
i opis prawdopodobnie wezeéniej nie obserwowanego zachowania rozwigzan reprezentujacych oddziatu-
jace solitony. Przechodzace przez siebie solitony wydaja sig wymieniaé quasi-czastke [H5].

Warto tez dodaé, ze nie istnicja ogélne metody lub algorytmy pozwalajace generowad réwnania
solitonowe. Kazde nowe réwnanie (czy ukiad réwnan) jest wiec z zainteresowaniem przyjmowane nie
tylko przez matematykéw, ale takze fizykéw.

Ponizej, w dalszej czeéei niniejszego rozdziatu, opisujemy w szczegdlach rezultaty zawarte w serii
prac [H1]-[H5]. Ostatni rozdzial zawiera liste gléwnych wynikéw wraz z odnosnikami do konkretnych
formul.



Szczegbtowy opis rozpoczynamy od krétkiego wyprowadzenia ukladu réwnai na réwnowagg me-
chaniczng powloki i membrany [21] oraz pokazania, ze przy odpowiedniej redukeji uklad ten staje sig
zupelnie calkowalny. W teorii sprezystoéci powlokg (shell) nazywamy strukture ograniczona dwoma
powierzchniami ¥_, ¥, pomiedzy ktérymi odleglo$é jest stala i mala w poréwnaniu z pozostalymi
wymiarami. Przyjmuje sie ponadto, ze wszystkie wlasnoéci powloki mozna opisaé przy uzyciu dwuwy-
miarowe]j powierzchni 3 (middle surface) znajdujacej si¢ w réwnej odlegtosci od X_ i X4 (rys.1).
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Rys.1: Model powloki. Rys.2: Sily dzialajace na X.

Kolejnym, kluczowym uproszczeniem jest zalozenie, zgodnie z ktérym tensor naprezen o;; mozna
zastapié silami i momentami sil jakie dzialaja na . Na rys. 2 zaznaczono sze$é sit (na jednostke
dtugosci)? T, Tia, N1, Ts, To1, N dzialajacych na powierzchnie ¥. Dodatkowo na ¥ dzialajg cztery
momenty sit, ktére wraz z powyzszymi sitami wchodza w sklad szedciu réwnan réwnowagi powloki. W
dalszych rozwazniach zaktadamy, ze momenty sil sa pomijalne, co sprowadza zagadnienie do tzw. teorii
membran (shell membrane theory). W efekeie tej redukeji dostajemy: N1 = Ny = 0, T1g = Ty = Si
réwnania réwnowagi przyjmuja postaé

(A2Th)a + (A1S)3 + A1pS — AzaTo + A1 Aspy =0,
(A1T2)p + (A28)a + A20S — A1pT1 + A1Azps = 0, (7)
k1Th + koT2 +p3 =0,
gdzie (p1,pa,p3) sa skladowymi nacisku (surface loading), czyli zewnetrznego ci$nienia dzialajacego
na membrane. Przy zadanej geometrii powierzchni ¥, tzn. przy zadanych funkejach Aq, As, 1 i Ko
oraz zadanym ciénieniu system (7) jest dobrze okredlonym ukladem réwnan na wielkosci T3, Ts i 5.
Pamictaé nalezy jednak, ze A;, Ag, k1 i k2 nie sa dowolne i muszg spelniaé¢ réwnania zgodnoéci Gaussa-
Mainardi-Codazzi (9) (podane nizej).

W pracach [H1]-[H2] zbadano szczegdlowo uklad (7) w przypadku, gdy S = 0 oraz wystepuje
jedynie stata sila (ps = Z = const.) dzialajaca wzdluz normalnej do powierzchni. Wéwczas réwnania
réwnowagi (7) redukuja si¢ do

Tia + (log A2)a(T1 — T2) =0,
Typ + (log A1)p(T2 — T1) =0, (8)
K11 + kT +Z =0,

gdzie funkcje Ay, As, K1 i Ko spelniaja réwnania Gaussa-Mainardi-Codazzi (GMC)

Kog + (log Az)a(ﬁz = K.}_) = D,

Kig + (log A1)g(k1 — K2) =0, (9)
A2a Alﬁ .
(32).+ (F2), +rmatrta =0

System (8) wraz z rownaniami (9) stanowi nieliniowy uklad réwnai, z ktérego m.in. wynika, ze ksztalt
powierzehni T jest ograniczony réwnaniami réwnowagi (8). Inaczej méwiac, réwnania (8) nakladaja

2Wskaznik 1 odpowiada wspélrzednej e, a wskaznik 2 wspélrzednej 5.



wigzy na ukiad (9) i nie kazdy ksztalt membrany jest realizowalny. W najprostszym przypadku 77 =
T, = ¢ = const. i réwnania réwnowagi (8) redukuja sie do znanego réwnania Younga-Laplace’a:

H =K1+ kg = —c~1Z = const.,

z ktérego wynika, e powierzchnia ¥ ma stala krzywizng érednia, a w szczegélnym przypadku (egdy
Z = 0) jest powierzchnig minimalna.

Warto dodag, ze uklad (8)-(9) stanowi przyklad szerokiej klasy systeméw réwnan zupelnie caiko-
walnych pojawiajacych sie w kontekécie tzw. powierzchni typu O [22]. Poza tym jego uogdlnienie (dla
danego niestalego Z) znalazlo zastosowanie w opisie cieklych krysztatow [23].

Szczegblowa analiza uktadu (8)-(9) (dla Z # 0) przeprowadzona w [H1] pozwolila
i) w pelni opisa¢ (geometrycznie i analitycznie) powierzchnie ¥, dla ktérych nie jest mozliwe jed-
noznaczne wyznaczenie napieé¢ T3, Th,
ii) wyznaczyé¢ w jawny sposéb liczne prayklady powierzchni o wlasnosciach i).

W generycznym przypadku napiecia Ty i T» moga by¢ wyznaczone w nastgpujacy sposéb. Rézniczkujae
po a oraz @ réwnanie liniowe (8); wyznaczamy dwa nowe réwnania zawierajace T15 oraz Tz,. Te dwa
réwnania wraz z réwnaniami (8); » pozwalaja wyliczyé wszystkie pochodne funkeji T;, a tym samym
wyznaczyé warunki catkowalnoéci Tiap = Tiga sprowadzajace sie do réwnania

uTy +vTy =0, (10)

gdzie p, v wyrazaja sig przez A;, Ag, K1, kg oraz ich pochodne. Dopdki p i © nie znikaja jednoczeénie,
napiecia moga by¢ wyznaczone z ukladu (8)s i (10). W przypadku gdy g = v = 0 istnieje jednoparame-
trowa rodzina rozwiazafi T i Ta, a wiec napiecia nie moga by¢é jednoznacznie obliczone. Ten przypadek
jest okreslony przez warunki

[log (22)], =0, (11)

log(k1k2)as + (log A1)g(log k1)a + (log A2)q(log £2)s — (log K1)a(log ka2)s = 0.

Szczegblowa analiza pokazuje, ze jesli warunck (11); jest spelniony wraz z réwnaniami (8)3 i (10) to
zachodzi (11);. Ten fakt umozliwia geometryczng charakteryzacjg rozpatrywanych tutaj powierzchni,
gdyz (11); oznacza, ze w odpowiednio przeskalowanych wspdlrzednych krzywiznowych (e, 3) trzecia
forma fundamentalna grr; powierzchni ¥ jest konforemnie plaska:

grrir = et (d(12 + dﬁz) q (12}

Dostajemy wigc nastepujacy [H1]

Fakt 1. Napiecia w membranie sg jednoznacznie wyznaczone, o ile trzecia forma fundamentalna
powierzchni ¥ nie jest konforemnie plaska.

Mozliwa jest takze charakterystyka geometryczna przy uzyciu transformacji Combescure powierzch-
ni ¥ do powierzchni minimalne;j.

Rozwazane powyzej powierzchnie moga byé takze scharakteryzowane w sposéb analityczny [HL1J;
méwi o tym nastepujacy

Fakt 2. Jednoparametrowa rodzina rozwigzan Ty, Ta jest wyznaczona przez funkcje 6, spelniajgcq

g alEl g EAR T SU G 13
o B = —€, (E )a'@— 4(f+g)2e ] ( )

gdzie f = f(a), g = g(B).
Warto zauwazyé, ze funkcje f i g nie sa dowolne, gdyz kompatybilnoéé obu réwnan (13) wymaga
by

- s ffg: Py
(62 + 83) 1o 0, (14)



co z kolei oznacza, e obie funkcje (w generycznym przypadku) sg funkcjami eliptycznymi. Okazuje
sie, ze mozliwe jest przeformutowanie Faktu 2, tak by wprowadzié¢ do opisu réwnanie liniowe oraz by
otrzymaé jawny wzér na wektor wodzacy r powierzchni ¥, W tym celu konieczne jest po pierwsze
scatkowanie ukladu Gaussa-Weingartena

X 0 -6 -¢\ (X X 0 6. O X
Yl =g gy a0 ¥ . Y| =0, 0 —|1¥ (15)
ol 8 R G R B N N/, g ot N

okreslajacego reper unormowanych wektoréw stycznych X, Y i wektora normalnego N = X x Y.
Réwnania (15) mozna rozwigzaé, wyrazajac wynik w terminach funkeji holomorficznej p(z), takiej ze
6 zadana formuts
2 I
b o |_,
L+ pp
jest rozwigzaniem réwnania Liouville'a (13);. Bezpoérednia droga do znalezienia wektora wodzacego 7
polega na scalkowaniu réwnan

p=p2), z=a+if (16)

Ta=M4X, rg=AY, (17)
co technicznie jest trudne (np. wymaga wczedniejszego wyznaczenia A; i Ap). Calkowanie powyzszych
formul moze byé zastapione przez rézniczkowanie. Dokonuje sie tego poprzez wprowadzenie funkeji

b=r-N (18)

mierzacej odleglodé od poczatku ukladu w E? do punktu = na powierzchni £. Przepisanie réwnan (9),
(15), (17) w terminach b znacznie upraszcza analiz¢ problemu i pozwala dowiesé nastepujacy [H1]

Fakt 3. Wektor wodzqcy powierzchni reprezentujgcej membrane o nieokreslonych napigciach ma
postaé

7 = e %o X + e PbogY + (bo + b) IV, (19)
gdzie b = const., funkcja by jest dana przez
= o TP o
oraz Ty jest szezegdlnym, rreczywistym rozwigzaniem niejednorodnego réwnania Lamé
Lot (ip(z)+C)T: ;, C = const. (21)

z nmiejednorodnodcig P, B) takg, ze P2 = f(a) + g(B). Funkcje ®1(2), ®2(z) speiniajq jednorodng
wersje réwnania (21), a reper (X,Y,IN) jest dany przez

. o2 — 02
5 e v 9
X‘HY—@P—_H@F (@ +23) |
1 Z 20,0, (22)
{ D10y + 010,

i(D1Dy — 19;)

e e SR R
2
|21]% + (2] |®1% — |®2]?

Powyzszy fakt jest jednym z gléwnych rezultatéw pracy [H1].

Funkeja p(z; g2,93) pojawiajaca sie w potencjale U = 3o + C réwnania (21) oznacza eliptyczng
funkcje Weierstrassa. Warto wspomnieé, iz jest to kolejna przestanka przemawiajaca za zupelng catko-
walnoécig rozwazanych tu réwnan. Funkcja Weierstrassa p wystepuje w geometrii algebraicznej przy
rozwazaniu krzywej algebraicznej trzeciego stopnia y* = 4z® — gaz — g3. Wedtug niektérych matema-
tykéw [1] geometria algebraiczna nierozlacznie pojawia si¢ przy badaniu zupelnej calkowalnoéci (np.



wystepuje przy badaniu réwnan Eulera opisujacych ruch obrotowy ciala sztywnego). Co wiece], Fakt
3 umozliwia konstrukcje wielu przykladéw, w tym tzw. ugdlnionych cyklid Dupina szczegblowo prze-
analizowanych w [H2]. Posta¢ wektora wodzacego (19) w jawny sposéb ukazuje bardzo wazng wlasnosé
rozwigzania. Jedli r jest wektorem wodzacym szukanej powierzchni X, to takze powierzchnia réwnolegla
2!l ktérej wektor wodzacy ma postaé rll = 74BN, jest rozwiazaniem zagadnienia. Inacze] méwiac roz-
wigzaniem jest zawsze rodzina powierzchni réwnoleglych. Wniosek ten wynika takze z symetrii réwnan
nieliniowych i moze by¢ pokazany juz na wstepnym etapie analizy réwnan (8) i (9)-

Podejécie matematyczne uzyte do sformulowania Faktu 3 moze byé takze wykorzystane do badania
ogdlniejszych powierzchni. Zalezno$é potencjatu U od funkeji Weierstrassa jest konsekwencja warunku
(11)g. Jesli rozwazymy powierzchnie posiadajace konforemnie plasks trzecia forme fundamentalna gyrz
(czyli zalozymy jedynie (11)1) to otrzymamy réwnanic liniowe (typu (21)) z dowolnym potencjalem u.
Takie powierzchnie zostaly zbadne w [H3]-[H4].

Jawne przyklady powierzchni opisanych w Fakcie 3 zostaly skonstruowane m.in. w przypadku, gdy
eliptyczna funkcja p(z; g2, g3) redukuje sig¢ do funkcji elementarnych, tzn. gdy wyznacznik g3 —27g2 =0
i dostajemy

1 1 1 1 1
= = — [t b :2(—— —), 23
=2 iy o e (sinz(cz) 3) i sinh?(cz) Rir (29)

gdzie ¢ = const. Dla wszystkich powyzszych postaci funkcji p, szczegdlne rozwigzanie Tp (wraz z @1, P2)
réwnania (21) zostalo wyznaczone [H1]. Przykladowe rodziny powierzchni réwnoleglych odpowiadajace
tym rozwiazaniom pokazano ponizej (rys. 3).

Rys. 3: Powierzchnie réwnolegle odpowiadajace rozwigzaniom (23)1, (23)2.

Wazna klasa powierzchni, dla ktérych réwnanie (13)2 redukuje sig do
(e)ap =0 (24)

zostala szczegblowo opisana w [H2]. Redukcja ta zachodzi, gdy co najmniej jedna z funkcji f lub g
jest stata. Okazuje sig, ze warunck (24) jest réwnowazny zalozeniu, ze obie rodziny linii krzywiznowych
(zdefiniowanych odpowiednio przez o = const. i 3 = const.) sa plaskie. Powierzchnie posiadajace taka
wiasnoéé sg szczegblnym przypadkiem tzw. powierzchni Ennepera [24], ktére zawieraja co najmniej
jedna plaska rodzine linii krzywiznowych. Z fizycznego punktu widzenia plaskos¢ linii krzywiznowych
pociaga za soba plasko$é wewngtrznych napigé membrany reprezentowanej przez powierzchnig. Inaczej
méwiac, napiecia przylozone do punktéw linii @ = const. oraz 3 = const. leza w jednej plaszczyznie.
Rachunkowo, warunek (24) oznacza, ze potencjal U jest staly w (21) (tzn. nie wystgpuje funkcja
p, a jedynie stala C) oraz funkcja P zalezy od jednej zmiennej. Przypadek ten jest wigc opisany
nastepujacym niejednorodnym réwnaniem liniowym

P(a)

T.:+CT = = C' = const. (25)



7 geometrycznego punktu widzenia powierzchnie takie stanowia podklase tzw. powierzchni kanato-
wych, ktére zdefiniowane sa jako obwiednie rodziny sfer o érodkach na danej krzywej v i promieniach
zmieniajacych si¢ wedlug zadanej funkeji r. W naszym przypadku (dla C > 0) krzywa jest plaska i
dana réwnaniem

D= (—'G'UFl (Ol), FQ(Q),O)Ta (26)

gdzie
Fi(a) = fP(cxe) sinada, F(a)= f P(a)cosada, r=|cgFi{a)+p|, p=const. (27)

Stale ag i cg zwiazane sa réwnoécig af — c; = 1. Przy uzyciu nowej wspéirzgdnej lokalnej v = u()
mozemy wyznaczy¢ wektor wodzgcy otrzymanej powierzchni

1 Go
= a,u,
=8 i Co
r(a,u) = —te sin a cos u & |’ (28)
sinu 0

gdzie ¥(a) = coFy +p, € ¥ = ag — ¢pcosacosu. Powierzchnie (28) nazywamy uogdlnionymi cy-
klidami Dupina [H1]-[H2]. Cyklidy Dupina sa szczegdlnym przypadkiem (28) dla P = const. i mogg
by¢ zdefiniowane jako powierzchnie, na ktérych wszystkie linie krzywiznowe sg okregami. Warto w tym
miejscu przypomnieé, ze cyklidy Dupina byly intesywnie badane przez geometréw juz od ich pierwszego
pojawienia sie w roku 1822 w pracy [25]. W XIX wieku rozpatrywali je m.in. J. C. Maxwell [26] i A.
Cayley [27]. Ostatnio pojawiajg sie przy tzw. projektowaniu wspomaganym komputerowo (computer-
aided design) oraz przy badaniu catkowalnych ukladéw Hamiltona typu hydrodynamicznego [28]. Jako
powierzchnie izotermiczne (co oznacza, ze istnieje transformacjia a — o = &/(a), § — ' = §'(6), w
wyniku ktérej metryka gy staje si¢ konforemnie plaska) pojawiaja sie w naturalny sposéb w kontekscie
ukladéw catkowalnych [29].

Dowolna krzywa plaska moze byé zapisana w postaci (26) poprzez odpowiedni dobér funkeji P w
(27) (przykladowo P(a) = —3 sin2a generuje (przeskalowang) krzyws zwang astroidg: vy = (ao sin®
cos® oe)T, a € [0,27)). Przyklady rodziny réwnoleglych powierzchni generowanych przez elips¢ oraz
krzywg Talbota zostaly przedstawione na rys. 4.

Rys. 4: Powierzchnie réwnolegle generowane odpowiednio przez elips¢ oraz krzywa Talbota.

Warto dodac, ze powierzchnie, dla ktérych C' < 0 w (25) takze maja ciekawe wiasnoéci. W klasie tej
znajdujg, sie m.in. szczegdlne powierzchnie minimalne majace, jak wynika z konstrukeji, ptaskie linie
krzywiznowe. Nie jest prawds, ze wszystkie takie powierzchnie minimalne s3 uogdlnionymi cyklidami
Dupina, mimo to zachodzi nastepujacy [H2]

Fakt 4. Istnieje transformacja Combescure pomiedzy rozwazanymi membranami o nieokreslonych
napieciach T; a powierzchniami minimalnymi posiadajgcymi plaskie linie krzywiznowe. Wszystkie takie
powierzchnie minimalne mogg byé uzyskane w ten sposdb.



W szczegdlnoéei, uogélnione cyklidy Dupina (28) odpowiadaja (w kontekscie Faktu 4) rodzinie
powierzchni minimalnych postaci

/1 —dicosacoshj

Tmin = | sinacoshf —dpa |, (29)
dpcosasinh 3 — 8

gdzie dy = ¢p/a, oraz u = arccos(sechf3).
Przeprowadzona analiza pozwala takze rozwiagzaé system (8) oraz wyznaczy¢ jednoparametrowa
rodzing napigé

T1:—Z(1—M)+ : T2=-—Z—~(1—f(°‘))— £ (30)

2."62 A% RzA% 2 2.‘%1 A? K1 A% ]

gdzie f i g sa w ogélnoici odpowiednimi funkcjami eliptycznymi, a € = const. Funkcje opisujace
geometrie wewnetrzng i definiujace powyzsze wielkoéci T; i T mogg by¢ wyliczone w §cisly sposéb.

Kolejnym bezposrednim ,dowodem” $wiadczacym o zupelnej catkowalnosci omawianych tu row-
naf jest tzw. para Laxa, czyli uklad liniowy, ktérego warunki zgodnosci sa réwnowazne réwnaniom
(8)-(9). Waznym spostrzezeniem jest fakt, ze réwnania réwnowagi (8)1,2 sa identyczne z réwnania-
mi zgdnosci Gaussa-Mainardi-Codazzi (9)1,2, gdy dokona si¢ utozsamienia (71,7Tz) < (ro,k1). Jest
to jedna z gléwnych przyczyn catkowalnoéci systemu (8)-(9). Podobienstowo tych réwnaf umozliwia
takze kompaktowy zapis pary Laxa, w ktérej dodatkowo uwzgledniona jest transformacja Combescure
powierzchni ¥ do powierzchni minimalnej [H1].

Weszystkie rozwazane dotychczas powierzchnie sg L-izotermiczne, tzn. posiadaja konforemnie plaska
trzecia forme fundamentalna grr zapisana we wspélrzednych krzywiznowych. Dla takich powierzchni
znana jest transformacja Bicklunda, co jest kolejnym przejawem zupeinej catkowalnosci badanych
réwnan. W naszym przypadku mamy nastepujace

Stwierdzenie (Transformacja Bécklunda powierzchni L-izotermicznych) Niech r oznacza wektor
wodzacy powierzchni L-izotermicznej . Wéwczas, nowa powierzchnia L-izotermiczna ¥ jest zadana
przez wektor wodzacy

A
F:r——-(,u.X—i—uY—é—aN), (31)
mot

gdzie stala m jest tzw. parametrem Bicklunda oraz A, o, t, y, v s3 ,funkcjami wlasnymi” zgodnego
ukladu liniowego

A 0 0 0 A 0 A

o 0 0 0. & 0 o

t =]0 0 g - o S0 HERlS
U 0 mef—ef me? 0 —bg I

v 0 0 0 03 0 v

i (32)

A 0 0 0 0 Ao A
I} 0 0 0 0 e? o
t = 0 0 0 0 el t
I 0 0 0 0 [/ 7
v 0 —-me?—¢e? me? -6, O v

B

Funkcje te spelniajg nastepujaca formule p? + 12 + o2 = 2mot.

Transformacja powyzsza byla badana m.in. przez L. Bianchiego [30] oraz L. P. Eisenharta [31].
Fakt 3 dostarcza metody, zgodnie z ktéra powierzchnie L-izotermiczne moga by¢ konstruowane poprzez
rozwigzania rownania liniowego

1
T..+UT = ZP, z=a+1i8, (33)
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gdzie U(z) jest zespolonym potencjatem, a funkcja rzeczywista P(a, §) spelania réwnanie Moutarda?
P,p = 2(ImU)P. Nasuwa si¢ w tym miejscu nastepujace pytanie:

Jeéli U odpowiada zadanej powierzchni L-izotermicznej ¥, jaki potencjal U jest zwiazany z
powierzchnia ¥ otrzymana z ¥ przy uzyciu transformacji Bicklunda (31)-(32)7

Okazuje sie [H3], ze transformacji Bicklunda odpowiada transformacja Darboux [32] potencjatu, czyli
U:U+2(log&)zz, (34)

gdzie funkeja rzeczywista & = 2e~ %o spelnia liniowe réwnanie z przesunigtym potencjalem
Gye + UG = %a. (35)

Pojawienie sig transformacji Darboux, czesto wystepujacej w kontekscie réwnah zupetnie catkowalnych,
jest naturalne. Pozwala ona zapisaé funkcje o, £, p, v spelniajace uklad (32) przy uzyciu rozwiazan
jednorodnych réwnan liniowych z potencjalem U oraz z potencjalem U. Transformacja Backlunda
zawarta w Stwierdzeniu prowadzi do nieliniowej superpozycji rozwigzan opisujacych powierzchnie L-
izotermiczne. W tym miejscu uwidacznia sie sila metod dostepnych dla réwnan zupetnie catkowalnych i
dla geometrii z nimi zwiazanej. Majac dwie powierzchnie L-izotermiczne r; oraz ry wraz z parametrami
Bicklunda odpowiednio my i mg # m1, skonstruowane zgodnie z opisem w powyzszym Stwierdzeniu,
mozemy skonstruowaé trzecia powierzchnie L-minimalna ¥12 w sposdb algebraiczny, bez uzycia catko-
wania. Jej wektor wodzacy R. zadany jest nastepujacym wzorem [H3]

b & A] )\2 J g
R=r g & |/| 2 2 (36)
T2 Ja  Jo
gdzie funkeje j; (i = 1,...,4) wyrazajg sie algebraicznie poprzez rozwiazania ukladu (32) ze stalymim,

oraz mg. W pracy [H3] przeanalizowano szczegélowo transformacje Bicklunda dzialajaca na uogélnione
cyklidy Dupina, podajac jawne rozwigzania systemu (32) w tym przypadku. Zgodnie z opisang wyzej
metods, powierzchni £;5 odpowiada réwnanie liniowe z potencjalem Uiz = U + 28, (5152: — 51.52),
gdzie S7 i Sa spelniajg réwnanie (35) ze statymi m; i ma.

Spos6b opisu powierzehni L-izotermicznych zawarty w Fakeie 3 rodzi kolejne, ciekawe matematycz-
nie pytania. Rozwiazanie Ty réwnania niejednorodego (33), wraz z rozwigzaniami @1, ®3 jednorodnej
wersji tego réwnania, odpowiada pewnej powierzchni L-izotermicznej 2.

Jakim geometrycznym transformacjom odpowiada uzycie w rozwiazaniu liniowej kombinacji
funkeji ®;, @5 oraz dodanie rozwigzania jednorodnego do niejednorodnego?

Transformacje, o ktérych mowa:

@1 ‘I"’l @1 81 82 )
= S= € SL(2,C),
(‘I’z)H(‘I’E) S(‘I’z : i s ) ST (37)
To — Té =To+ a1|‘1>1|2 -+ az@léz + 5,2531‘1’2 + a3|¢'2|2, a1,a3 ER, az € C

zadane sg przez 10 parametréw rzeczywistych.

Nie jest trudno odpowiedzieé na powyzsze pytanie pamietajac, Zze powierzchnie L-izotermiczne po-
jawiajg sie w naturalny sposéb w geometrii Laguerre’a [33], czyli w geometrii, ktérej podstawowymi
obiektami sa sfery i plaszczyzny w przestrzeni Euklidesowej E®. Grupa zachowujaca kontakt miedzy
tymi obiektami zwie sie grupa Laguerre’a i jest izomorficzna grupie Poincarégo R* % S0(1,3). Najbar-
dziej odpowiednm podejéciem do opisu przeksztaicen Laguerre’a jest wykorzystanie zerowej kwadryki
L w przestrzeni RS z iloczynem skalarnym o sygnaturze (— + + + +—). Dwuwymiarowa powierzch-
ni¢c £ w E3 mozna zdefiniowaé jako obwiednig 2-parametrowe]j rodziny sfer (33],(34],[35],[H4]. W ten

3Poprzednio (w Fakcie 3) réwnanie Moutarda byto spelnione na mocy warunku P2=f+g.
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sposéb powierzchnie sa definiowane w geometrii Laguerre’a: powierzchni & C E* odpowiada para
podrozmaitoéci w £, kazda odpowiadajaca rodzinie sfer w E3. Szczegdlowa analiza grupy Laguerre’a
dowodzi, ze transformacji (37)2 odpowiada translacja £ w E® oraz (dla az = 01 a; = ag) "przejscie” do
powierzchni réwnoleglej 2l zdefiniowanej przez rll = ¢ + 201 N. Transformacje (37);, w ktérych ma-
cierze S € SU(2) € SL(2,C) generuja obroty ¥. Prawdziwie nietrywialne przeksztalcenia powierzchni
sa wynikiem dzialania transformacji (37);, gdzie macierze S nie naleza do grupy SU(2). Uzywajac
terminologii pochodzacej z teorii waglednoci transformacje te odpowiadaja pchnigciom (boostom) lo-
rentzowskim, czyli przejciom do poruszajacego si¢ uktadu inercjanego. Nowa powierzchnia otrzymana
w ten sposéb ma postaé [H4]

sinh(n) N + (cosh(n) — 1)n :
cosh(n) + sinh(n)N - n T

(38)

rr =r—

gdzie n € R oraz n = (n,ng,n3) jest stalym jednostkowym wektorem.

Omawiany tutaj opis matematyczny powierzchni L-izotermicznych okazal si¢ wyjatkowo atrakeyjny
i efektywny w przypadku tzw. powierzchni L-minimalnych, czyli powierzchni bedacych analogiem po-
wierzchni minimalnych w E3. Powierzchnie L-minimalne mogg by¢ zdefiniowane jako punkty krytyczne
funkcjonatu W = [(H?/K—1)dA, gdzie H i K sg krzywiznami: érednig i Gaussa odpowiednio. Lokalnie
powierzchnie te spelniajg réwnanie rézniczkowe 4-go rzgdu (we wspélezynnikach metryki)

H
AHI(]C) =0, (39)
gdzie Ay jest operatorem Laplace’a wzgledem trzeciej formy fundamentalnej (12). Réwnanie (39) (w
przypadku gdy powierzchnia jest L-izotermiczna) redukuje si¢ do réwnania P,.+UP = 0, a wiec nakla-
da dodatkowe wiezy na niejednorodnoéé P w réwnaniu (33). Stad wynika, ze P daje sig przedstawic w
postaci P = n|®; > +na®; Py +79®1 Do +n3EfI>2|2, gdzie ny,n3 € R ing € C. Przy uzyciu transformacji
Laguerre’a funkcja P moze byé zredukowana do nastgpujacej formy kwadratowej P = |®1]2 + ] @22,

gdzie ¢ = —1,0,1. W rezultacie mozliwa staje si¢ konstrukcja reprezentacji Weierstrassa dowolnej
powierzchni L-minimalnej bedacej jednoczeénie powierzchnig L-izotermiczna [H4]:
— [ (1 —ep®) F(p)dp H o1 p+p
r = Re Zf(l +5p2)F(p)dp e frﬂﬁ %(p—ﬁ) 3 (40)
(1+¢) [ pF(p)dp 1—pp
gdzie
H
= (1- e)Repr(p)dp —b, b = const. (41)

Powierzchnia L-minimalna (40)-(41) jest zdefiniowana przez funkcje holomorficzng F(p), gdzie p jest lo-
kalng wspoélrzedna zespolona na powierzchni. Dla e = 1, b = 0 otrzymujemy dobrze znang reprezentacje
Weierstrassa dla powierzchni minimalnych. Rozne wartoci parametru e odpowiadaja powierzchniom
o szczegdlnej charakterystyce geometrycznej:

g = —1: powierzchnie, dla ktérych $rodki centralnej kongruencji sfer leza na ptaszczyZnie z = 0w E3,
£ = 0: powierzchnie, dla ktérych centralna kongruencja sfer jest styczna do plaszczyzny z = b w E3,
€ = 1: powierzchnie réwnolegle do powierzchni minimalnej.

Klasyfikacja powyisza byla znana przez W. Blaschke [33].

Wybierajac rézne funkcje F(p) mozemy konstruowaé dowolne powierzchnie L-minimalne, w szcze-
golnoéci powierzchnie analogiczne do minimalnych. Na rys. 5 zamieszczono powierzchnie L-minimalne
dla F(p) = Elg' iFlp)=1- gl.r, czyli odpowiedniki powierzchni minimalnych: helikoidy i powierzchni
Henneberga [H4]. Rys. 6 przedstawia zamknigta powierzchnig L-minimalna bedaca jednoczesnie uogdl-
niona cyklida Dupina (z lewej) [H2] oraz przyklad L-minimalnej powierzchni £ wraz z jej transformacja
Biicklunda BE (z prawej) [H3].
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Rys. 6: L-minimalna uogélniona cyklida Dupina oraz L-minimalna powierchnia £ wraz z jej
transformacja Bécklunda BEL.

W dalszej czedci niniejszego opracowania skupimy si¢ na innym réwnaniu, majacym bezposéredni
zwiazek z modelami w teorii sprezystoéci. Réwnaniem tym jest nielinowe réwnanie telegraficzne [H5]

o,
— | — D= D = d(p,1). 42
2w (G )+ o =0 (0.0) (42)
Transformacja T =+/1+ X2®, X =tanp sprowadza (42) do nicliniowego réwnania
T;
P e+ == 43
2 {(1+X2+T2)2]t 3]

opisujacego propagacje naprezen T w idealnie twardym, niejednorodnym oérodku sprezystym o zada-
nym réwnaniu stanu T" = T'(e, X) postaci

e 1 :

T = 1+X2 tanG, €E= W(B—FSIHGCOSB). (44)
Zmienne t i X w (43) sg zmiennymi: czasowsa i przestrzenng, a € opisuje deformacjg. Okazuje sig, Ze
réwnanie (42) jest zupelnie catkowalne, a jego rozwiazania otrzymane metodami solitonowymi posiada-
ja ciekawe wlasnoéci, byé moze nie obserwowane wezeéniej. Wiadomo [36], e z kazda pseudosferyczna
powierzchnia w E? mozna zwiazaé rozwiazanie réwnania (43). Stad mozemy wysnué wniosek o po-
wiazaniu (43) z réwnaniem sinusa-Gordona (sG). Istotnie, oba réwnania odpowiadajg dwém roznym
parametryzacjom 2-wymiarowej rozmaitoéci catkowej odpowiedniego ideatu rézniczkowego o stalych
wspélezynnikach (cc ideal) [H5). Wprowadznie nowych wspélrzednych (tzw. reciprocal) umozliwilo
wyznaczenie ukladu liniowego, ktéry jest zgodny na mocy réwnania (sG). Ten rezultat z kolei pozwo-
lit znalezé transformacje Bicklunda umozliwiajaca konstrukcje écislych rozwigzan réwnania (42), o
ktérych opowiadamy wigcej ponizej.
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Startujac z rozwiazania trywialnego ® = 0 generujemy jedno-solitonowe rozwigzanie

1+ p2)\ = 8
( E cosh?n — 1 ; 7= e ——, (45)
2u I

gdzie @, § sa nieliniowymi funkcjami (nowych) wspéirzednych g i t. Staly parametr p decyduje o
ksztalcie i predkosci solitonu. Rozwigzanie (45) ma postaé zlokalizowanej petli, ktéra poruszajac sie
zachowuje swéj ksztalt. Rys. 7 prezentuje rozwigzanie (45) dla ustalonego czasu t i parametru g = 1/2.
Z punktu widzenia zwigzku rozwazanego réwnania (42) z réwnaniem sinusa-Gordona (sG), rozwigzanie

1

=1

=

Rys. 7: Rozwiazanie jedno-solitonowe $ dla p=1/2.

to odpowiada 2-wymiarowej powierzchni Diniego [37]. Szczegdlnie interesujace jest dwu-solitonowe
rozwiazanie ® réwnania (42), ktére otrzymujemy dzialajac dwukrotnie transformacja Bécklunda ze
stalymi parametrami u i v. Rozwigzanie jest skomplikowane, ale dane jawnym wzorem

~

& = tan (a.rcsin ( [e)

2(u? — v?) v(1 4 p?)coshny — p(1 + v2) cosh e )
1+ p2)(1+ 12) (u2 + v2) cosh; cosh g — 2pw sinhm sinh e — 2pv )

gdzie n; = pa — B/p, n2 = va — B/v oraz, podobnie jak poprzednio, & i 3 sg funkcjami f i czasu
{. Analiza (46) pozwala nie tylko potwierdzié powszechnie znane wiasnosci tego typu rozwigzan, ale
przede wszystkim ujawnié nowe ciekawe zachowania. Rozwiazanie powyzsze opisuje dwa poruszajace
sie solitony (rys. 8). Z poczatku zblizajg si¢ do siebie, przy czym ,wigkszy” z nich porusza sig szybciej.
W czasie spotkania solitony wydaja sig mijaé, tak ze po oddaleniu zachwujg swoj ksztalt.

Opisane dotychczas zachowanie solitonéw jest do$é standardowe. W przypadku, gdy p=2iv =1 /2
oddzialywanie spotykajacych si¢ solitonéw dostarcza nowych, prawdopodobnie nieznanych wczesniej
zachowan. Poczatkowo znajdujace sig daleko od siebie (takiej samej wielkogci?) solitony zblizaja sie ze
stalg predkoscia. Gdy znajduja sie stosunkowo blisko powstaje dodatkowa struktura w ksztalcie 6semki
8 (rys. 9). Struktura powigksza si¢ w miare, gdy solitony mijaja sig, po czym znika, gdy sie oddalajg. W
pewnej chwili wykres reprezentujacy oba solitony wraz z nowo powstata strukturg staje sig catkowicie
symetryczny. Takie odzialywanie mozna interpretowaé jako wymiana ,tozsamodci” solitonéw migdzy
sobg przy uzyciu dodatkowo powstalej struktury w ksztalcie 8.

By w pelni zrozumieé zachowanie spotykajacych sie solitonéw warto przeprowadzi¢ podobng analize
w przypadku, gdy uv # 1, tzn. gdy solitony réznig si¢ wielkoscia. Takie oddzialywanie, dla p =2 i
v = 3/10 zostalo zilustrowane na rys. 10. Wida¢, Zze poczatkowo struktura & jest rozlaczna z krzywa
reprezentujaca solitony. Po pewnym czasie laczy sig z nig tworzac ponowie jedna krzywa. Szczegdly
polaczenia zostaly zilustrowane na rys. 11. Struktura 3 zachowuje sie jak quasi-czastka wymiany, ktdra
istnieje tylko przez skoficzony czas | wymieniana jest przez odzialujace ze soba solitony.

4wynika to z wyboru u, v tak, ze v = 1.
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Rys. 8: & w funkcji p dla réznych czaséw £: odziatywanie solitonéw dla p=2iv = —6.

Rys. 9: & w funkeji j dla réznych czaséw #: oddzialywanie solitonéw dla uy =21 v = 1/2.
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Rys. 10: ® w funkcji p dla réznych czaséw {: odzialywanie solitonéw dla p = 2 i v = 3/10. Struktura
w ksztatcie 6semki (quasi-czastka 8) bedaca poczatkowo rozlaczna z glowna krzywa, podczas oddzia-
tywania laczy sig z nig.

()
Rys. 11: & w funkeji § dla réznych czaséw i: oddziatywanie solitonéw dla p =2 i v = 3/10. Szczegbly

oddzialywania: (a) Gléwna krzywa i quasi-czastka 8 przecinaja sig; (b) Quasi-czastka 81 gléwna krzywa.
posiadaja wspélna styczna; (c) Gléwna krzywa i quasi-czastka 8 polaczyly sie.
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3 Podsumowanie wynikéw
Wéréd najwazniejszych rezultatéw zamieszezonych w cyklu prac [H1]-[H5] mozemy wymienié

e geometryczna i analityczna charakterystyke membran o nieokreSlonym rozkiadzie napigé we-
wnetrznych [H1],

e szczegblowy opis réwnan réwnowagi (8) wraz z réwnaniami Gaussa-Mainardi-Codazzi (9) jako
ukladu zupelnie calkowalnego [H1],

e analityczny opis powierzchni L-izotermicznych (czyli dopuszczajgcych konforemnie plaska trzecia
forme fundamentalng sparametryzowang przy uzyciu wspolrzednych krzywiznowych) poprzez
niejednorodne réwnanie liniowe (33) [H1]-[H4],

e opis transformacii Backlunda dla powierzchni L-izotermicznych przy uzyciu réwnania (33) [H3],

e analiza powierzchni L-izotermicznych bedacych jednoczeénie powierzchniami L-minimalnymi oraz
konstrukcja reprezentacji Weierstrassa (40)-(41) tych powierzchni [H4],

¢ wykazanie wlasnoéci solitonowych réwnania telegraficznego oraz wykrycie nowych zachowan od-
dzialujgcych solitonéw [HS|.
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5. Oméwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych

1)

2)

A. Szereszewski, J. Tafel, Integrability of the Rarita-Schwinger equation, Class. Quantum
Grav. 18 No 18, L129-L132 (2001)

A. Szereszewski, J. Tafel, Solutions of the Rarita-Schwinger equation in Einstein spaces,
Phys. Lett. A 297 Issue: 5-6, 359-362 (2002)

W artykule 1) zostaty przeanalizowane warunki catkowalnodei réwnania Rarity-Schwingera
zdefiniowanego na zakrzywionej przestrzeni. Znanym od dawna wynikiem jest fakt, Ze warun-
ki te redukuja sie do réwnan Einsteina ze stala kosmologiczna. Przyjmujac, ze przestrzen wy-
posazona. jest w osiowosymetryczna metryke stacjonarng, réownanie Rarity-Schwingera staje
sig ukladem liniowym, ktérego warunki calkowalnodci zawierajg réwnanie Ernsta. Okazuje
sie jednak, ze tak skonstruowany uklad liniowy rézni sig zasadniczo od znanego ukladu linio-
wego stowarzyszonego z rownaniem Ernsta z punktu widzenia zupelne]j catkowalnoéci. Ana-
liza przeprowadzona w pracy pokazala, ze najprawdopodobniej réwnanie Rarity-Schwingera
nie jest odpowiednie do badania zupelnej calkowalnosci réwnan Einsteina.

W artykule 2) przeanalizowano rozwiazania réwnania Rarity-Schwingera w czasoprzestrzeni
dopuszczajacej kongruencje zerowych linii geodezyjnych bez $cinania. Wyznaczono wigzy na
geometrie czasoprzestrzeni w przypadku, gdy spinorowe pole Rarity-Schwingera separuje sig
do iloczynu trzech spinoréw o walnecji jeden. To pozwolilo w jawny sposéb skonstruowad
rozwigzania Rarity-Schwingera dla metryki Schwarzschilda, fal pp oraz przestrzeni konfo-
remnie plaskiej. Podobnie jak w 1) zostal uzyty formalizm spinoréw Weyla.

A. Szereszewski, J. Tafel, Perfect fluid spacetimes with two symmetries, Class. Quantum
Grav. 21, 1755-1759 (2004)

A. Szereszewski, J. Tafel, From 2-dimensional surfaces to cosmological solutions, Gen.
Relativ. Gravit. 37 (2), 257-269 (2005)

W artykule 3) zostala zaprezentowana nowa metoda rozwiazywania réwnan Einsteina z
plynem doskonalym, przy zalozeniu, ze czasoprzestrzen dopuszcza dwa komutujace wekto-
ry Killinga. Metoda opiera si¢ na spostrzezeniu, Zze majac dang 2-wymiarows powierzchnie
zanuzona w 3-wymiarowej niefizycznej przestrzeni Minkowskiego réwnania Einsteina redu-
kujg, sie do jednego nicliniowego réwnania. Startujac z powierzchni obrotowej w przestrzeni
Minkowskiego zostalo skonstruowane nowe kosmologiczne rozwiazanie typu Biachiego VII.
Powyzsza metoda zostala zastosowana w artykule 4) do specjalnych powierzchni, kidre sg
niezmiennicze ze wzgledu na l-wymiarows grupe symetrii w przestrzeni Minkowskiego. W
wyniku otrzymano nowe rozwiazania kosmologiczne typu Bianchiego II, VI oraz VIlI.
Rozwigzania te zaleza od funkcji jednej zmiennej, ktérej wybér moze postuzy¢ do kontrolo-
wania rownania stanu.
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5)

C. Rogers, A. Szereszewski, On the Geometry of Complex-Lamellar Magnetohydrodyna-
mics: Universal Motions, Stud. Appl. Math. 128 (3), 225-251 (2012)

W artykule 5) poddano analizie uklad réwnan rézniczkowych magnetohydrodynamiki. Uzyto
podejécia geometrycznego, w ktérym wielkosci fizyczne i geometryczne s opisywane wzgle-
dem ruchomego reperu ortonormalnego {t,n,b} stowarzyszonego z liniami pradu cieczy.
Stosujac podejécie geometryczne udalo sig zbadaé przypadek, gdy pole magnetyczne jest
réwnolegle do kierunku binormalnego t. Przy dodatkowych zalozeniach geometrycznych, w
szezegélnoéed gdy t - (V x t)=0 (czyli gdy mamy do czynienia z przeptywem okreslanym ter-
minem complez-lamellar) pokazano, ze linie pradu sg geodezyjnymi na uogélnionych heliko-
idach, a linie pola magnetycznego maja ksztalt helis. Wykazano takze, ze kluczowe wielkodci
geometryczne i fizyczne mogg byé wyrazone w terminach torsji linii pradu. Prosty zabieg
matematyczny umozliwil konstrukcje ogélniejszych rozwiazan nie spelniajacych warunku
t - (V x t)=0.

A. Szereszewski, J. Tafel, M. Jakimowicz, D-dimensional metrics with D — 3 symmetries,
Int. J. Theor. Phys. 51 (5), 1360-1369 (2012)

W artykule 6) zbadano symetrie, ktére posiadaja D-wymiarowe metryki prézniowe Einste-
ina z D — 3 komutujacymi wektorami Killinga. Wyznaczono wszystkie istotne parametry
tej symetrii mogace prowadzié do nowych rozwiazan. Szczegdlowo przeanalizowano przypa-
dek 5-wymiarowy. Udalo sie wykazaé, ze rozwiazanie Reissnera-Nordstréma (zapisane jako
5-wymiarowy odpowiednik typu Kaluzy-Kleina) jest powigzane poprzez te transformacje
symetrii z metryks Grossa-Perrego. Udowodniono takze, ze 5-wymiarowa metryka opisujaca
fale pp jest zwiazana w analogiczny sposéb z rozwiazaniem Grossa-Perrego-Sorkina.

A. Sym, A. Szereszewski, On Darboux’s Approach to R-Separability of Variables, SIGMA
7,095 (2011)

A. Szereszewski, A. Sym, On Darboux’s approach to R-separability of variables. Classifi-
cation of conformally flat 4-dimensional binary metrics. J. Phys. A, Math. Theor. 48 (2015),
No. 38, 385201.

W artykule 7) zostalo opisane nowe podejécie do badania R-separacji (tzn. separacji z
czynnikiem funkcyjnym R) w stacjonarnym réwnaniu Schrédingera zdefiniowanym na n-
wymiarowej przestrzeni Riemanna dopuszczajacej wspélrzedne ortogonalne. Metoda ta (za-
poczatkowana przez G. Darboux w plaskim przypadku 3-wymiarowym) umozliwia badanie
przypadkéw separacji, w ktérych liczba stalych separacji nie jest maksymalna. Sformulo-
wano w sposéb jawny warunki konieczne i dostateczne na metryke i czynnik R tak, by
R-separacja mogla zachodzié. Wprowadzono takze wazng klase metryk binarnych (spelnia-
jacych jeden z warunkéw R-separowalnoéci) oraz podano systematyczna procedure, ktéra
pozwolila znalezé i przeanalizowaé wiele 3-wymiarowych przykladéw.

Tematyka powyzsza byla kontynuowana w pracy 8), w ktérej uogdlniono warunki R-separowal-
noéci na przypadek metryk o dowolnej sygnaturze. Podano takze pelng klasyfikacje 4-
wymiarowych, konforemnie plaskich metryk binarnych, co wymagalo znalezienia wszyst-
kich rozwiazan ukladu nieliniowych réwnan rézniczkowych. W szczegdlnoéci pokazano, ze w
najbardziej interesujacym przypadku nastepujacej metryki

29l (s i A A Noran Loy, G Mo I )
UppUyzUyyg 5 142 , YialagUsy ,, 2y2 | UizlaglUsg o, 32 | UiaU2qUsq (o 442
= —==£=22_22(( = s —=2_22 o2 (d —= =2 22(d
Fl(ul) ( 'U.} + FQ(UZ) (du ) + F3(U3) ( U ) + F4('U,4) ( U ) ) (*)

gdzie u;; = u* — v/, stala v jest ’skwantowana’ tzn. v € {-2,—1,0,1} oraz funkcje F(ut)
musza by¢ odpowiednimi wielomianami. Wykazano takze, ze wcze$niej znane R-separowalne
metryki podane przez E. Kalninsa i W. Millera Jr. zawieraja sie w klasie metryk binarnych.
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Rozwijana metoda pozwolila skonstruowaé wicle przykladéw metryk niestickelowskich oraz
metryk dopuszczajacych nieregularng R-separacje. Zaproponowano tez uzasadnienie dla
terminu 'n-wymiarowa metryka izotermiczna’ wprowadzonego w pracy 7). Zgodnie z nim
n-wymiarowa metryka izotermiczna charakteryzuje sie tym, iz kazda 2-wymiarowa pod-
rozmaitoéé zdefiniowana poprzez ustalenie n — 2 wspélrzednych ortogonalnych posiada 2-
wymiarows metryke izotermiczna w zwyklym sensie.

Badania 4-wymiarowych (oraz n-wymiarowych) metryk binarnych sa kontynuowane. W pracy
Diagonal Einstein metrics of special kind 4-wymiarowe metryki binarne zostaty przeanalizowane
z punktu widzenia konforemnej Einsteinowskoéci. Okazuje sie, ze istnieje klasa metryk (%) 2
m = —3/4, ktére nie sa konformnie plaskie, ale sa konformne do metryk spelniajacych prézniowe
réwnania Einsteina R, = 0. Wspélczynnik konforemny moze byé obliczony i jawnie wyrazony
przy uzyciu tensora Weyla metryki g. W generycznym przypadku metryki (x) nie posiadaja
zadnych konforemnych wektoréw Killinga, ale udalo sig sklasyfikowaé wszystkie przypadki, w
ktérych metryki tego typu posiadaja symetrie konforemne.

Innym naukowym projektem, w ktdry jestem zaangazowany dotyczy dyskretyzacji 2-wymiarowych
powierzchni zanurzonych w 3-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni rzutowej P3. Parametryzujac
powierzchnie przy uzyciu wspélrzednych asymptotycznych staja sie dostgpne standardowe me-
tody dykretyzacji dla sieci asymptotycznych. Okazuje sie, ze dyskretyzacja w tym przypadku
mozliwa jest nie tylko na poziomie algebraicznym (dyskretyzacja réwnan rézniczkowych), ale tak-
ze geometrycznym. Od dawna wiadomo, ze istnieje redukcja réwnan Gaussa-Mainardi-Codazzi
prowadzaca do réwnafl zupehie catkowalnych. Co wiecej, symetryczna redukcja tych réwnaf
prowadzi do powierzchni rzutowo-minimalnych, ktére w naturalny sposéb pojawiaja sig w kon-
tekécie réwnan solitonowych i mogg byé sklasyfikowane algebraicznie i geometrycznie. W podobny
sposéb mozna dokonaé redukeji na poziomie dyskretnym, co pozwalala m.in. zdefiniowaé dyskret-
ne powierzchnie rzutowo-minimalne. Wszystkie powyzsze rezultaty zostana zawarte w publikacji
Discrete projective minimal surfaces: geometry and integrability. Projekt ten jest realizowany we
wspblpracy z prof. W. K. Schiefem.
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